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Préface

Charles François Sturm est né à Genève le 29 septembre 1803. Ses œuvres, sans
être abondantes, contiennent des pièces de choix, en particulier le théorème sur les
racines des équations algébriques, qui a fait sa jeune célébrité, ainsi que la théorie
dite de «Sturm–Liouville» pour les équations différentielles du second ordre. Pour
célébrer le bicentenaire de sa naissance, l’Université de Genève, par l’intermédiaire
de la Section de Physique et de l’Unité Histoire et Philosophie des Sciences, a orga-
nisé en son honneur un important colloque international (15–19 septembre 2003).

Deux parties constituaient ce colloque. L’une d’elles, la seconde, était consa-
crée aux aspects modernes et actuels de la théorie de Sturm–Liouville. Dirigée
par Werner Amrein, Andreas Hinz et David Pearson, elle a fait l’objet d’un ou-
vrage paru chez Birkhäuser en 2005, sous le titre Sturm-Liouville Theory. Past and
Present . Une pléiade de mathématiciens, spécialistes de la théorie de Sturm–Liou-
ville, ont, à cette occasion, fait le point sur les développements intervenus dans ce
domaine au cours du 20e siècle, ainsi que sur ses applications en sciences naturelles,
particulièrement en physique.

Dans la première partie du colloque, des historiens des mathématiques, re-
présentant les diverses facettes de l’œuvre de Sturm, ont traité des aspects histo-
riques de cette œuvre et du contexte dans lequel elle s’est inscrite. Cette partie
était conçue comme prolégomène à la publication des œuvres complètes du célèbre
Genevois, les communications des intervenants servant de chapeaux aux divers
champs où il a laissé son nom.

La conservation de la production des grands hommes relève du souci plus
général de la sauvegarde du patrimoine, qui façonne le visage d’une civilisation et
fait sa grandeur.

Dans notre présentation de l’ensemble des travaux de Charles François Sturm,
nous avons maintenu l’ordre chronologique des publications, et les chapeaux qui
introduisent les divers champs ont été regroupés en tête.

Les champs concernés sont, pour l’essentiel, les suivants: Mathématique élé-
mentaire (théorie des polygones, trigonométrie, géométrie analytique, géométrie
projective, sections coniques, etc.), Algèbre, Analyse, Mécanique, Optique (caus-
tique, optique physiologique), Théorie de la chaleur (compressibilité des liquides,
vitesse du son dans l’eau).

La présente publication et le colloque ont pu bénéficier de la générosité ou de
l’appui de diverses instances genevoises que nous remercions ici: Société de phy-
sique et d’histoire naturelle, Société académique, Faculté des Sciences et Section de



x Préface

physique de l’Université. Nos remerciements vont aussi à l’Académie des Sciences
de Paris pour sa participation active à notre colloque à la Bibliothèque publique
et universitaire de Genève, qui a procédé à la numérisation des œuvres de Sturm
et, last but not least, aux Editions Birkhäuser qui ont assuré cette publication avec
leur compétence habituelle.

Sierre, avril 2008 Jean-Claude Pont
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Charles François Sturm: notice biographique

Jean-Claude Pont et Isaac Benguigui

«Deux beaux Mémoires sur la discussion des équations différentielles et à différences
partielles, propres aux grands problèmes de la Physique mathématique, ont été du
moins publiés en entier, grâce à mon insistance.» La postérité impartiale, les placera
à côté des plus beaux Mémoires de Lagrange. «Voilà ce que j’ai dit et imprimé il
y a vingt ans [Mémoires lu à l’Académie des Sciences par Liouville, le 14 décembre
1836], et ce que je répète sans craindre qu’aujourd’hui personne vienne me reprocher
d’être trop hardi».
Liouville, dans le discours prononcé sur la tombe de Sturm, le jeudi 20 décembre
1855 (Cité dans Prouhet, Cours d’analyse de l’Ecole polytechnique, t. 1 p.XXV).1

Remarques liminaires
Pour l’essentiel, cette notice biographique reprend celle classique de Prouhet, com-
plétée par Speziali; les Souvenirs et mémoires de Jean Daniel Colladon constituent
aussi une précieuse source d’informations. En l’absence de matériaux véritablement
nouveaux (si l’on excepte une lettre de Sturm à Lejeune-Dirichlet), nous avons dû
nous contenter d’une restructuration et d’une épuration des documents existants.
La correspondance et les papiers de Sturm semblent avoir disparu corps et bien
(voir toutefois l’article de Neuenschwander). On peut s’en étonner connaissant la
profonde amitié qui le liait à Liouville, décédé un quart de siècle plus tard et qui
entretenait les meilleures relations avec la sœur de Charles François.2 Voici à ce
propos un passage de l’éloge funèbre prononcé par Liouville (Cité dans Prouhet):

«Mais, bien qu’il y ait de quoi suffire à plus d’une réputation dans cet
ensemble de découvertes solidement fondées et que le temps respectera,

1Les références figurent dans la «Bibliographie des biographies».
2Loria donne deux indications, mais sans références:

«Malheureusement dans les papiers qu’il a laissés, on n’a pas trouvé le texte complet de ces
mémoires, ni même quelques lignes capables de combler cette lacune (et ce n’est pas la seule) de sa
production scientifique.» (p. 262) Et (p. 272) «. . . il faut mentionner un mémoire très étendu sur
la communication de la chaleur dans une suite de vases; malheureusement, quoique ce mémoire
fut complètement rédigé et prêt à envoyer à l’imprimerie, il n’a jamais vu le jour.» (Voir aussi
l’article de Neuenschwander).
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les amis de notre confrère savent que Sturm est loin d’être là tout en-
tier, même comme géomètre. Puissent les manuscrits si précieux que
quelques-uns de nous ont entrevus se retrouver intacts entre les mains
de sa famille! En les publiant, elle ne déparera pas les chefs-d’œuvre que
nous avons tant admirés.»

La présente notice précède les œuvres complètes de Sturm, elles-mêmes ac-
compagnées d’abondants commentaires historiques et techniques; il ne nous a dès
lors pas paru nécessaire de proposer ici une biographie intellectuelle résumée.3

Les informations sur la famille de Charles François Sturm sont maigres. C’est
son grand-père, d’origine strasbourgeoise, qui était venu s’établir à Genève, vrai-
semblablement dans la mouvance «huguenote».4 Le père, «régent d’arithmétique»,
avait «beaucoup d’exactitude et de ponctualité, mais il n’avait pas de fortune»,
écrivait Jean Daniel Colladon, ami d’enfance et de toujours. La mère de Sturm se
nommait Jeanne Louise Henriette Gremay. Lorsque Charles François Sturm naît,
le 29 septembre 1803,5 Genève se débat pour conserver sa liberté dans la tour-
mente napoléonienne et post-révolutionnaire. Elle relève alors du département du
Léman et on est le 6 vendémiaire de l’an XII. Charles François est l’aîné d’une
famille de quatre enfants. On imagine assez la difficulté de la vie dans sa famille.

Des circonstances particulières, dont l’analyse est difficile, ont fait de la Ge-
nève des XVIIIe et XIXe siècles un haut lieu de science. Selon Alphonse de Can-
dolle, cité par Cléopâtre Montandon (p. 51), la cité de Calvin a fourni, entre 1740
et 1890, une trentaine de savants aux grandes académies. La Société de Physique et
d’Histoire naturelle, qui a été fondée en 1790, regroupe des savants de premier plan
et anime la vie scientifique genevoise; la Bibliothèque britannique, qu’elle publie et
qui est son organe officiel, acquiert vite une grande réputation.6

3Les auteurs qui ont traité des aspects biographiques de Sturm sont les suivants: Maxime Bôcher,
Jean Daniel Colladon, Gino Loria, Arthur Massé, Eugène Prouhet, Pierre Speziali.

Arthur Massé se proposait de raconter l’histoire des hommes célèbres qui ont donné leur
nom à une rue de Genève. L’histoire de Sturm résumée est reprise dans Qui étaient-ils?, du même
auteur en 1906.
4Prouhet émet des hypothèses sur l’existence d’ancêtres célèbres, mais sans aucune indication de
source, assorties de l’adverbe «probablement».
5Dans le Cours d’analyse est indiqué «6 vendémiaire an XII (22 septembre 1803)». Mais le
6 vendémiaire correspond en fait au 29 septembre. Un extrait de l’acte de naissance porte bien
l’indication du 6 vendémiaire de l’an XII.
6Alphonse de Candolle (1806–1893), et à sa suite Cléopâtre Montandon, tentent de rendre compte
de la place extraordinaire qui est faite à la science à Genève à cette époque. La cause en résiderait
dans la valeur sociale que les milieux patriciens attachent à la «quête de la vérité» (Montandon,
p. 71) et dans leur «sens du devoir» (p. 74). Ces analyses accordent bien sûr un rôle à l’influence
possible du protestantisme. Sous la rubrique «L’analyse des faits» (pp. 123ff), de Candolle montre
à l’évidence l’inexistence des milieux catholiques dans la science de ce temps-là («Nous respirons
pourtant tous, en Suisse, le même air.») D’une manière plus générale (p. 122), «il devrait se
trouver sur les listes d’associés ou correspondants des principales académies un nombre de catho-
liques à peu près double de celui des protestants. C’est presque l’opposé qui est arrivé.» Parmi
les arguments curieux qui méritent d’être notés (pp. 125–126), le célibat des prêtres, à partir du
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Il y a plusieurs indications de la précocité de Sturm. Les principales pro-
viennent des témoignages que nous a livrés Colladon dans son autobiographie.
Ainsi: à 17 ans «M. Schaub l’a en particulier prié de le remplacer lorsqu’il a été in-
disposé.» Parmi les camarades de Sturm: le chimiste Jean-Baptiste Dumas (1800–
1884) et le physicien Auguste De La Rive (1801–1873). Speziali (1964, p. 11) nous
apprend aussi que Lhuillier lui prête la Revue de Gergonne (voir plus loin, Annales
de mathématiques pures et appliquées).

En 1819 Sturm perd son père et la situation familiale s’aggrave singulière-
ment. Grâce à l’intervention de Colladon (voir à ce propos la très belle lettre que
le jeune Colladon – il a alors à peine 20 ans – adresse à la famille de Broglie
pour aider son ami (Souvenirs et mémoires, pp. 49–50)), il obtient un poste de
précepteur auprès d’un fils de Mme de Staël, le jeune Rocca.7 Germaine de Staël
est alliée aux de Broglie par sa fille Albertine, qui épouse Achille-Léonce-Charles-
Victor duc de Broglie (1785–1870). Le duc est un des soutiens du parti libéral
à la chambre des pairs de France, il est ministre de l’Instruction publique dans
le premier gouvernement de Louis-Philippe, puis des affaires étrangères en 1832,
président du conseil en 1835, membre de l’Académie française (élu en 1856); il
serait loisible de penser que cette relation ait pu aider le jeune Sturm dans son
ascension parisienne, mais la façon dont parle le duc dans ses Souvenirs ne donne
pas à penser qu’ils aient eu une relation privilégiée ou qu’il soit intervenu en sa
faveur.8 Charles François Sturm commence son préceptorat au château de Coppet.
Il suivra la famille de Broglie à Paris pour un court séjour, avant de revenir pour
six mois à Coppet.9

«fait qu’un grand nombre de savants distingués ont été des fils d’ecclésiastiques protestants.»
Les statistiques de Candolle (pp. 130–131) montrent aussi qu’un nombre impressionnant de sa-
vants descendent de «protestants expulsés de leur pays». On trouve dans l’ouvrage classique de
Max Weber de 1930, The Protestant Ethic and the Spirit of Capitalism , un examen très fouillé
de l’influence du protestantisme sur l’économie en général. Pour cette question, voir aussi Isaac
Benguigui, Trois physiciens genevois et l’Europe savante. Les De la Rive 1800–1920, Genève,
Georg, 1990, pp. 31–33.
7On trouvera des informations intéressantes dans les ouvrages de la Comtesse Jean de Pange
(1890–1974; elle était la sœur de Louis de Broglie). Dans Le dernier amour de Madame de Staël
d’après des documents inédits, elle nous apprend (p. 10) comment l’officier Jean de Rocca (décédé
en 1818) «ce hussard de 23 ans fut amené par d’étranges circonstances à rencontrer la femme
trop célèbre qui n’en comptait pas moins de 44 ans»; comment «le romantique héros de cette
suprême passion» allait devenir le père du «petit Alphonse, l’être manqué», dernier enfant de
Germaine de Staël (décédée en 1817), Alphonse dont Charles Sturm sera le précepteur.
8Anne-Louise Germaine de Staël est la fille de Jacques Necker, neveu du fameux ministre de
Louis XVI; elle épouse en 1786 le baron Eric-Magnus de Staël-Holstein, ambassadeur de Suède
à Paris. Jacques-Victor-Albert (1821–1901), fils d’Albertine et d’Achille-Léonce-Charles-Victor,
qui sera élu à l’Académie française en 1861, est l’auteur des Mémoires cités dans la note suivante.
9Dans ses Mémoires (Mémoires du Duc de Broglie (Jacques-Victor-Albert – 1821–1901), t. 1,
Paris, Calmann-Lévy, 1938), le duc Albert de Broglie consacre quelques passages peu amènes
au jeune Rocca: «C’était un être manqué» (p. 4) et (p. 5) «L’éducation d’Alphonse, toujours
manquée et toujours à recommencer, avait amené dans la maison une suite de précepteurs qui
quittaient la partie l’un après l’autre, découragés par l’incapacité de leur élève.» Sturm n’est
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Les Annales de mathématiques pures et appliquées ont joué dans la vie ma-
thématique du début du XIXe siècle un rôle central et c’est là que les premiers
articles de Sturm (1822 à 1829) – ils sont une vingtaine – ont été publiés. Les
publications de Sturm de cette période portent sur la géométrie et l’analyse élé-
mentaires et sur la géométrie analytique, si l’on excepte deux mémoires consacrés
aux caustiques et deux mémoires touchant à la géométrie projective. Sturm dé-
barque à Paris au moment où Poncelet publie son Traité des propriétés projectives
des figures (1822); il comprend tout de suite l’intérêt des principes nouveaux, du
principe de continuité en particulier.10

Le Bulletin de Férussac (fondé par le baron Audebard de Férussac, 1786–
1836), qui paraît à Paris de 1823 à 1831 sous le titre officiel Bulletin général et uni-
versel des annonces et des nouvelles scientifiques, puis, dès 1824, comme Bulletin
universel des sciences et de l’industrie est le second journal auquel Sturm colla-
bore, cette fois-ci au niveau rédactionnel puisqu’il en sera le rédacteur principal
du début de 1829 à juillet 1830 (avec des articles signés C. S.). C’est d’ailleurs là

cité dans aucun des deux volumes. Seul est mentionné Ximénès Doudan; entré au service des de
Broglie comme précepteur d’Alphonse, il n’a plus quitté la famille, au point d’être enterré à la
place réservée aux de Broglie (p. 6).

Quant au, le duc Victor de Broglie, il écrit ceci dans ses Souvenirs (Souvenirs – 1785–
1870 – du feu Duc [Victor] de Broglie, 2e édition, t. 2, Paris, Calmann-Lévy, 1886, p. 454):

«Durant les derniers mois de notre séjour [à Coppet], M. Rocca, oncle et tuteur
du dernier fils de madame de Staël, nous confia son pupille, pour être élevé dans
notre famille, avec nos enfants, et nous le confiâmes nous-mêmes, pour être élevé
sous nos yeux, aux soins d’un jeune Genevois, M. Sturm, qui s’est acquis depuis un
nom dans les sciences mathématiques et n’est mort qu’il y a peu d’années, membre
de l’Institut.»

10Les Annales de Mathématiques pures et appliquées, essentiellement le premier en date des pé-
riodiques consacrés en propre aux mathématiques, paraissent de 1810 à 1832. Cette remarquable
publication est l’œuvre d’un seul homme: Joseph Diez Gergonne (1771–1859). Délibérément dé-
diées aux mathématiques élémentaires, le mot étant pris ici dans ses diverses acceptions, les
Annales restent à l’écart (exception faite de la géométrie projective) des courants nouveaux
qui s’installent et occuperont les devants de la scène. Elles ont compté parmi les auteurs des
noms prestigieux: Ampère, Cauchy, Chasles, Dupin, Galois, Lacroix, Lamé, Liouville, Poisson,
Poncelet, mais aussi Lhuillier, Plücker, ou encore Steiner. Comme l’écrivent Dhombres et Otero
dans leur article très fouillé et remarquablement documenté, «on peut néanmoins parler d’un
décrochage du journal par manque d’adaptation à l’actualité» (p. 46).

Il faut rappeler aussi les curieuses pratiques rédactionnelles de Gergonne, qui rédigeait à
nouveau les communications, fusionnant certaines d’entre elles; cela a notamment été le cas pour
le t. XIII, pp. 145–162; idem pour Ann. Math. Gergonne XIII, 1822–23, pp. 314–318.

(Jean Dhombres et Mario H. Otero, «LesAnnales de mathématiques pures et appliquées: Le
journal d’un homme seul au profit d’une communauté enseignante», in Elena Ausejo et Mariano
Hormigon (eds.), Messengers of mathematics: European mathematical Journals (1800–1946),
pp. 3–71.)

Une longue lettre de Sturm à Colladon du 26 avril 1824 (Colladon 1893, pp. 54–61) nous
renseigne sur ses débuts mathématiques à Paris, en particulier sur sa découverte de la géométrie
projective et sur les progrès qu’il lui a fait faire.
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qu’il publiera en 1829 son fameux mémoire sur le nombre des solutions d’équations
polynomiales, qui le rendra célèbre du jour au lendemain.11

Sturm pénètre d’emblée dans le Saint des Saints. «Quant à M. Arago, écrit-il
dans sa lettre à Colladon du 26 avril 1824, j’ai été deux ou trois fois à la société
de savants qu’il rassemble chez lui tous les jeudis et j’y ai vu les maîtres de la
science, MM. Laplace, Poisson, Fourier, Gay-Lussac, Ampère (. . . ).» (Colladon,
pp. 55–56) Il devient rapidement le familier d’Ampère, de Fourier, d’Arago (selon
Speziali, p. 18, il donne des cours de mathématiques à son fils aîné, qui deviendra
ambassadeur de France à Berne). Grâce à une recommandation de Mme de Broglie
(lettre à Colladon du 26 avril 1824, publiée dans Colladon, p. 56), le grand Alexan-
der von Humboldt lui «témoigne de l’intérêt». A propos de ce milieu scientifique,
Charles François écrivait à sa mère (Prouhet, pp.XX–XXI du Cours d’analyse
de l’Ecole polytechnique, t. 1): «Je suis actuellement en relation avec des hommes
très-savants et très-distingués. Il faut tâcher de m’élever à peu près à leur niveau.»
Dans cette même lettre, Sturm nous apprend qu’il assiste souvent aux séances de
l’Institut, les lundis. D’habiter chez les de Broglie lui donne aussi l’occasion de
rencontrer le milieu intellectuel et cultivé de la capitale: Guizot, Cousin, de Ré-
musat; ce qui nous vaut des descriptions vivantes, et quelque peu ironiques, de ces
hommes et de leurs petits travers. On y puise des informations sur ce milieu intel-
lectuel,12 on y apprend au passage ses réserves sur la philosophie, on y découvre
son style, son don d’observation:

«Et quant à la métaphysique, tout ce que j’en ai vu me porte à croire
que les métaphysiciens, tous tant qu’ils sont, sont bien loin d’être en état
de résoudre les grandes questions que quelques-uns d’entre eux agitent
témérairement. Qu’ils soient de l’école de Kant ou de celle de Condillac,
on trouve chez eux tous des sophismes grossiers, des raisonnements faux
et ridicules revêtus d’un inutile verbiage.»

Colladon organise une souscription en faveur de Sturm, qui rapporte 1000
francs. «Les voilà donc partis par la diligence de Lyon le 20 décembre 1825 (. . . ).»
(Speziali, 1964, p. 17). Arrivés à Paris, ils logent rue de Seine où ils occupent des
chambres à l’Hôtel de Rome. Les deux amis y vivent ensemble de 1825 à 1829. Pour
Sturm, le séjour est cette fois-ci définitif. Quand il arrive à Paris, sa production

11Voir l’article de René Taton dans le Bulletin de Férussac. Speziali, de son côté (1964, p. 23)
nous rappelle que le Bulletin «analyse toutes les productions qui paraissent dans le domaine de
la science. En tout 160 tomes d’environ 400 p. chacun». Abel et Galois fréquentent les salons du
baron. Les principaux collaborateurs du Bulletin sont: Cournot, Coriolis, Terquem, Duhamel,
Hachette, Lacroix. Le poste de rédacteur a dû mettre notre héros en contact avec tout ce monde.
12«C’est un plaisir de voir aux prises M. Cousin avec M. Guizot. Celui-ci est aussi clair et précis
que l’autre est emphatique et mystérieux. On dirait qu’il possède des secrets profonds sur la
nature humaine et sur la divinité. Il parle comme un inspiré, insistant sur la nécessité de fonder
des croyances; il est, ou il veut paraître idéaliste pur. On dit que sa philosophie, qui est toute
allemande, prend en Angleterre la place de la philosophie écossaise. Pour moi, tout en admirant
la rare éloquence de M. Cousin, je le regarde comme un homme qui n’est pas sincère et constant
avec lui-même, et qui emploie son talent à inspirer aux autres une conviction qu’il n’a pas.»
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se résume encore à peu de chose. Les recommandations de Lhuilllier à Gérono,13
celle de Maurice, l’appui du duc de Broglie, peut-être (voir ci-dessus), lui ouvrent
des portes, l’introduisent dans des lieux que ni sa naissance, ni sa production ne
lui auraient permis d’espérer; son talent et sa gentillesse feront le reste. Avec son
ami Colladon, ils suivent des cours à la Sorbonne et au Collège de France chez
Ampère, Gay-Lussac, Lacroix, Cauchy (Speziali, 1964, p. 18).

Mis à part ses travaux de géométrie projective, Sturm a peut-être perdu
quelques années à flâner dans des domaines où il n’y avait plus grand chose à
glaner, des domaines où, d’une certaine manière, tout était dit. Il restait, certes,
de jolis théorèmes à découvrir, mais cette géométrie élémentaire-là avait fait son
temps, livré sa récolte, la moisson était désormais faite. C’est assurément Fourier
qui fut son maître à penser et son modèle. Prouhet écrit à ce propos (Cours
d’analyse, t. 1, p. XXI): «Sturm subit l’heureuse influence de ce maître vénéré,
dont il ne parlait jamais qu’avec émotion. Il dirigea ses recherches vers la théorie
de la chaleur et l’analyse algébrique.» L’importance de l’influence de Fourier est
clairement mise en évidence par ces quelques lignes de l’article du Bulletin de
Férussac (t. III, p. 413) où Sturm annonce son théorème d’algèbre (Loria, p. 259):

«L’ouvrage qui doit renfermer l’ensemble de ses travaux [Fourier] sur
l’Analyse algébrique n’a pas encore été publié. Une partie du manuscrit
qui contient ces précieuses recherches a été communiquée à quelques
personnes. M. Fourier a bien voulu m’en accorder la lecture et j’ai pu
l’étudier à loisir. Je déclare donc que j’ai eu pleine connaissance de ceux
des travaux inédits de M. Fourier qui se rapportent à la résolution des
équations, et je saisis cette occasion de lui témoigner la reconnaissance
dont ses bontés m’ont pénétré. C’est en m’appuyant sur les principes
qu’il a posés et en imitant ses démonstrations que j’ai trouvé les nou-
veaux théorèmes que je vais énoncer.»

Malgré ces appuis, la suite de l’aventure parisienne n’est pas facile; à la fois étranger
et protestant – il sera naturalisé en 1833 –,14 il ne présente pas les qualités requises
sous la Restauration. Néanmoins, Arago parvient à le faire nommer professeur de
Mathématiques spéciales au Collège Rollin (L’ancienne institution privée pour
garçons de Sainte-Barbe fut transformée en collège municipal en 1830 et pris le
nom de Collège Rollin. Charles Rollin était un pédagogue réputé au début du
XVIIIe siècle).

Mais revenons sur nos pas. La carrière de Charles François Sturm commence
en fanfare! Il est âgé de 24 ans quand, avec son ami Colladon, il remporte le pres-

13Camille Christophe Gérono (1799–1891) était professeur de mathématiques proche de Ger-
gonne et des Annales; il fondera plus tard avec O. Terquem (1782–1862) les Nouvelles Annales
de Mathématiques. Sturm est bien reçu par Gérono, qui est peut-être celui qui le mettra en
contact avec Gergonne.
14Une feuille à l’en-tête du Ministère de la guerre/Ecole polytechnique, conservée dans les archives
de l’Ecole, contient l’acte de nomination; elle précise que Sturm a été naturalisé français le 9 mars
1833, avec les références de l’enregistrement. On aurait pu se poser la question de savoir si le fait
d’être né dans le département du Léman n’aurait pas dû lui assurer ipso facto cette nationalité.
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tigieux «Grand Prix Mathématique» de l’Académie des Sciences de Paris (1827),
prix qu’il obtiendra une nouvelle fois quelques années plus tard (1834). Il est
prestigieux, à la fois par la notoriété des récipiendaires et par la solennité qu’il
enveloppe.15 La question proposée pour le Grand-Prix 1827 était la suivante:

«1o Déterminer par des expériences multipliées la densité qu’acquièrent
les liquides et spécialement le mercure, l’eau, l’alcool et l’éther sulfurique
par des compressions équivalentes au poids de plusieurs atmosphères.

2o Mesurer les effets de la chaleur produite par ces compressions.»
(Maindron, p. 58)
Le prix, qui était de 3000 francs, sera remis aux deux jeunes amis à la séance

publique de l’Académie des Sciences du 11 juin 1827 pour leurs travaux sur la
compressibilité des liquides et, en particulier, pour la première mesure de la vitesse
du son dans l’eau, qu’il détermine avec une grande précision.

Pour le Grand Prix de 1834, on lit ceci: «Le prix sera décerné au Mémoire
manuscrit ou imprimé qui contiendra une découverte importante pour l’Analyse,
ou une nouvelle application du calcul à l’Astronomie ou à la Physique.» Il n’est pas
inutile de préciser que le prix précédent avait été partagé par Abel et Jacobi. C’est
là une reconnaissance importante pour la qualité de son travail. La cérémonie de
remise a lieu le 4 décembre 1834, sur la base d’un mémoire déposé le 30 septembre
1833.

Suite à ses succès, Genève lui fait les yeux doux. Speziali écrit (1964, p. 25):
«Ils voient en lui en quelque sorte leur député, leur porte-parole auprès de ces
Messieurs de l’Académie des Sciences de Paris». En octobre 1835, l’Académie de
Genève lui fait une offre par l’intermédiaire d’Auguste De La Rive. Sa réponse du
1er novembre 1836 est conservée au département des manuscrits de la Bibliothèque
publique et universitaire de Genève. La même lettre nous apprend qu’il vient de
refuser une offre de Gand par Quételet («10’000 francs au moins», écrit-il). Le fait
que Arago lui laisse entendre qu’il obtiendra une place à l’Ecole polytechnique ou
à la Faculté des sciences a vraisemblablement compté dans ce refus.

Charles François Sturm sera élu en 1836 (par 46 voix sur 52 votants) à
l’Académie des Sciences, où il succède à Ampère. Une si brillante élection s’explique

15(Voir Crosland et Maindron). L’idée de prix de l’Académie des Sciences date de 1714, suite à
un don de 125’000 livres de Rouillé de Meslay pour un prix de mécanique céleste et un prix de
science navale. L’idée d’un prix régulier remonte au 4 avril 1796 (15 germinal de l’an IV), quand
des prix annuels sont fondés pour chacune des trois classes. A la première classe échoit la mission
de décerner, en alternance tous les deux ans, un prix de mathématiques et un prix de physique.

Pour la solennité du prix, voyons, par exemple, l’article VI du règlement: «Le Président
leur remettra la médaille spécifiée par le programme, ainsi qu’un extrait du procès-verbal de la
séance dans laquelle le prix leur aura été adjugé; il leur donnera l’accolade, leur posera sur la
tête une couronne de laurier et les invitera à prendre la place qui leur est destinée.» (Maindron,
p. 55).

Les quelques exemples suivants de récipiendaires sont une bonne indication pour la va-
leur de cette récompense: Malus (1810), Fourier (1812), Sophie Germain (1814), Cauchy (1816),
Brewster (1816), Seebeck (1816), Fresnel (1819; 1822), Oerstedt (1822), Herschel, Abel (1830),
Jacobi (1830).
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assurément par ses beaux résultats scientifiques, mais il est possible que sa gen-
tillesse naturelle, que tous reconnaissent, ne soit pas complètement étrangère à ce
succès. Nous possédons plusieurs témoignages sur les qualités humaines de Sturm.
Celui de Liouville – qui va bien au-delà du propos de circonstance – offre un rare
caractère d’authenticité; il est extrait de l’éloge funèbre prononcé sur la tombe
de son ami (Cité dans Prouhet, Cours d’analyse de l’Ecole polytechnique, t. 1,
pp.XXIV–XXV):

«Le géomètre supérieur, l’homme excellent dont nous accompagnons les
restes mortels, a été pour moi, pendant vingt-cinq ans, un ami dévoué; et
par la bonté même de cette amitié, comme par les traits d’un caractère
naïf uni à tant de profondeur, il me rappelait le maître vénéré qui a
guidé mes premiers pas dans la carrière des mathématiques, l’illustre
Ampère.

Sturm était à mes yeux un second Ampère: candide comme lui,
insouciant comme lui de la fortune et des vanités du monde; tous deux
joignant à l’esprit d’invention une instruction encyclopédique; négligés
ou même dédaignés par les habiles qui cherchent le pouvoir, mais exer-
çant une haute influence sur la jeunesse des écoles, que le génie frappe;
possédant enfin sans l’avoir désiré, sans le savoir peut-être, une immense
popularité.»16

Le caractère de Sturm apparaît bien aussi en filigrane dans la lettre inédite,
qu’il adresse de Paris à Pierre Lejeune-Dirichlet, le 16 mai 1837.17 Il s’agit de
remerciements pour un message où Lejeune-Dirichlet annonçait à Sturm sa nomi-
nation comme membre correspondant de l’Académie de Berlin:18

«Je n’ai pas oublié Monsieur, les moments agréables que j’ai passés
auprès de vous pendant votre séjour à Paris, et l’extrême bienveillance

16La ressemblance avec Ampère a été affirmée plusieurs fois et de façons indépendantes.
17Dirichlet, né en 1805, est un peu plus jeune que Sturm, né, lui, en 1803. Le début de leur carrière
présente plusieurs points communs. D’une famille française émigrée, Peter Lejeune Dirichlet a
été proviseur à Paris entre 1822 et 1827. Le fait d’avoir déjà «pris rang parmi les savants» tient
probablement à ce qu’il avait démontré le cas n = 5 du théorème de Fermat (Mémoire présenté à
l’Académie des Sciences en 1825). Suite à ce succès, Lejeune-Dirchlet est rapidement admis dans
le milieu scientifique parisien. A l’instar de Sturm, le jeune allemand entre en étroites relations
avec Fourier et certains de ses plus grands travaux ont leur origine dans ce commerce. Il y
rencontre, lui aussi, l’incontournable Alexander von Humboldt, qui le prendra sous sa protection
et à qui il doit beaucoup, notamment sa nomination en Allemagne. (Ces quelques informations
sur la jeunesse de Dirichlet sont empruntées à: E. E. Kummer, «Gedächtnisrede auf Gustav Peter
Lejeune-Dirichlet», Abhandlungen der Königlichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Aus
dem Jahre 1860, pp. 1–36. Repris dans Hans Reichardt, Nachrufe auf Berliner Mathematiker des
19. Jahrhunderts, Leipzig, BSB B.G. Teubner, 1988, pp. 36–71).
18La lettre de Charles Sturm à Pierre Lejeune-Dirichlet du 16 mai 1837 porte l’adresse suivante:

«Monsieur
Monsieur [la répétition est dans l’adresse]
Lejeune-Dirichlet
Rue de Leipsic no 3
A Berlin».
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dont vous m’honoriez à une époque où je n’avais rien produit et où vous
aviez déjà pris rang parmi les savants. Dans le peu que j’ai fait depuis,
il n’y a réellement qu’une ou deux idées et j’ai eu plus de bonheur que
de mérite à les trouver.»

Dans une lettre de ce genre, il n’est pas facile de faire la part entre ce qui relève
de la loi du genre ou de la convention et de ce qui est authentique. Mais le pa-
ragraphe suivant est particulier dans ce genre de correspondance et pourrait bien
être l’expression d’une personnalité singulière, proche de celle qu’ont décrite ceux
qui l’ont connu:

«Je dois beaucoup travailler pour mériter l’honneur d’avoir été appelé
à l’Institut et pour n’être pas totalement éclipsé par M. Liouville qui
plus jeune que moi s’est déjà placé si haut dans la science. Vous avez
sans doute reconnu la grandeur de son talent en lisant ses nombreux mé-
moires: mais vous ne pouvez savoir combien la noblesse de son caractère
et son zèle étonnant pour la science le rendent recommandable.»

Et encore l’information suivante, qui confirmerait ce que nous disons par
ailleurs du Sturm professeur: «. . . une grande partie de mon temps est employée à
montrer l’abc des mathématiques dans un collège: cela me fait vivre et m’assomme
et je cumule la réputation d’un professeur assez ordinaire et celle d’un savant
paresseux.»

Pour le physique, écoutons Arthur Massé qui nous transmet le témoignage
de Colladon (p. 163):

«Il était vif, agile, très-amateur du saut, de la course, de la natation
et des exercices du corps. Sa taille était mince, élancée, quoiqu’il fût
fort et vigoureux. Il avait toujours bonne façon, lors même qu’il ne se
préoccupât pas du tout de sa toilette.»

Comment était le Sturm professeur? Les jugements des contemporains et des
proches sont souvent à prendre avec précaution. Pour notre part, nous serions en-
clins à faire confiance à l’auteur de l’article du Livre du Centenaire 1794–1894
de l’Ecole polytechnique. Mais d’autres sommaires indications biographiques per-
mettent de nuancer ce jugement un peu carré. Dans un texte écrit à la fois avec
beaucoup de finesse et une tendre ironie (p. 47), l’auteur rappelle le mot d’Arago:
«la vocation d’Ampère était de ne pas être professeur» et d’ajouter «il ne fut pas
le seul». La mention à Sturm suit de près cette boutade et l’auteur la lui appliquait
sans doute (pp. 57–58):

«Sturm, géant timide, couvrait de sa personne ses calculs».
Après avoir dit du bien des présentations de Liouville, l’auteur en-

chaîne: «Sturm n’avait pas ses qualités extérieures. C’était une étrange
figure. (. . . ) Entre temps, en 1836, il succéda à Ampère à l’Académie des
Sciences. Jamais remplaçant ne ressembla tant au remplacé: c’était la
même instruction encyclopédique, le même esprit d’invention, la même
vivacité d’imagination: égale naïveté, égale insouciance des choses de la
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vie ordinaire et du monde ambiant: à la fin de sa vie, on voyait Sturm
s’en aller dans les rues dans une tenue des plus négligées, victime dé-
signée et résignée des plus méchants propos. Comme Ampère, il était
affligé d’une gaucherie extrême dans l’attitude et dans le geste, d’une
grande difficulté de parole, d’une insurmontable timidité, rendue plus
saillante encore par sa corpulence d’hercule, son visage disgracieux et
congestionné. Comme Ampère, il était bon et doux et bienveillant.»

Dans une brève nécrologie parue dans Le Siècle du 30 décembre 1855 (cité par
Prouhet, Cours d’analyse de l’Ecole polytechnique, t. 1, p. XXIV), l’un des anciens
élèves de Sturm, Regray-Belmy écrivait:

«On admirait (et j’ajouterai: l’on aimait), cet homme supérieur s’étu-
diant à s’effacer, pénétrant dans l’amphithéâtre avec une timidité ex-
cessive, osant à peine regarder son auditoire. Aussi le plus religieux
silence régnait-il pendant ses leçons, et on pouvait dire de lui comme
d’Andrieux, qu’il se faisait entendre à force de se faire écouter, tant est
grande l’influence du génie!»

L’originalité que Sturm mettait dans ses cours apparaît dans cette anecdote
présentée sous forme de boutade (Cours d’analyse de l’Ecole polytechnique, t. 1,
p. XXIV): «En ai-je assez perdu, disait-il en riant, de ces petits objets! et combien
peu m’ont été rapportés par d’honnêtes ouvriers! A la longue, cependant, le total
peut faire, comme on dit, une perte conséquente.» Loria, (p. 258), évoquant les
«démonstrations véhiculées par ses élèves», parle joliment de démonstrations qui
ont perdu «leur marque de fabrique».

Lorsqu’on se penche sur le Sturm professeur, il convient de rappeler l’extra-
ordinaire succès de son Cours d’analyse, qui constituera pendant un demi-siècle le
texte de base de l’enseignement à l’Ecole polytechnique; il verra sa quatorzième
édition paraître en 1909, plus d’un demi-siècle après le décès de son auteur. Il faut
toutefois rappeler que l’ouvrage a été rédigé un quart de siècle avant les grands
chambardements qui bouleverseront les fondements de l’analyse et qu’il sera lar-
gement dépassé bien avant d’avoir cessé de servir; mais les vertus pédagogiques du
maître apparaissent clairement dans ce texte. A noter aussi que le Cours d’analyse
a été traduit en allemand par Theodor Fischer en 1897–1898. La première édi-
tion de 1857 commence par un avertissement. Prouhet nous y explique comment
Sturm a cédé à l’insistance de ses amis et se décide à publier son Cours d’analyse.
Affaibli par la maladie il demande de l’aide et c’est Eugène Prouhet (1817–1867),
répétiteur à l’Ecole polytechnique et élève de Sturm, qui accepte de s’engager
dans l’entreprise; mais Sturm décède aussitôt après le début du travail. Prouhet
nous dit (p. XVIII) s’être servi des cahiers de Sturm pour sa rédaction. Il notait
(pp.XXIII–XXIV): «Comme professeur, Sturm se distinguait par la clarté et la
rigueur.» Dans le même ordre d’idées, il convient de mentionner le Cours de Méca-
nique de l’Ecole polytechnique, publié à titre posthume par Prouhet (1861) et dont
la 13e édition paraît en 1905. Il s’agit pour l’un et l’autre cours d’une longévité
inhabituelle.
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Dès 1851, de santé déficiente, il doit se faire suppléer dans ses enseignements,
mais reprend sporadiquement ses cours en 1852. Charles François Sturm décède le
18 décembre 1855. Son ami Colladon a fait le déplacement de Paris pour l’assister
dans ses derniers moments (Speziali, 1964, p. 29). Sturm fut enseveli au cimetière
de Montparnasse.19

***

Annexe
Extrait de la Table générale des Comptes rendus des séances de l’Académie des
Sciences, tomes 1er à XXXI. – Du 3 août 1835 au 30 décembre 1850, Paris (Mallet-
Bachelier), 1853, à l’ordre alphabétique «Sturm»:

(p. 468): «M. Sturm est présenté par la Section de Géométrie comme un des can-
didats pour la place vacante dans cette Section, par suite du décès de M. Ampère.
III, 660»

«M. Sturm est nommé candidat pour la place de professeur d’Analyse et de
Mécanique vacante à l’Ecole Polytechnique. YXI. 606»

(p. 469) «M. Sturm est nommé membre de la Commission chargée de préparer la
question qui devra être proposée comme sujet du Grand Prix des Sciences mathé-
matiques à décerner en 1838. IV, 582. – en 1842, X, 866. – en 1846. XVIII, 240. –
en 1848. XXI, 1422. (. . . ). En 1850. XXVII, 411. en 1852. XXXI, 770.»

Jean-Claude Pont
28, chemin de Chantevent
CH-3960 Sierre
e-mail: jean-claude.pont@lettres.unige.ch

Isaac Benguigui
11, Ave des Cavaliers
CH-1224 Chêne-Bougeries/Genève
e-mail: isaac.benguigui@physics.unige.ch

19(Speziali, 1964, p. 32) «Anna Sturm épousa après la mort de son frère un agent d’affaires qui
la rendit très malheureuse; elle divorça et mourut sans avoir d’enfants. La mère de Sturm est
décèdée en 1854. Sturm, qui ne s’était pas marié, habita longtemps à la place de l’Estrapade,
puis à la place du Panthéon avec sa mère et sa sœur. Sturm aurait fait encore deux séjours à
Genève en 1834 et 1837.»
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L’Œuvre algébrique de Charles François Sturm

Hourya Benis Sinaceur

L’Œuvre algébrique de Charles François Sturm se réduit à l’invention d’un unique
théorème. Ledit «théorème d’algèbre» porte sur le calcul des racines réelles des
équations numériques et fit de son jeune et brillant auteur, qui n’avait que 27 ans
et s’était déjà fait remarquer pour les travaux menés avec son ami Daniel Colladon
sur la compression des liquides, un homme célèbre.

En effet, la communication du résultat à l’Académie Royale des Sciences de
Paris, le 25 mai 1829, constitua un événement scientifique. Ce fut François Arago,
alors secrétaire perpétuel de l’Académie, qui présenta de la part de Sturm un mé-
moire sur la Résolution des équations numériques. Des mathématiciens connus:
Louis Poinsot, Joseph Fourier, Claude Navier furent nommés commissaires. Cinq
ans plus tard, en 1834, l’Académie des Sciences décerna à Sturm le prix de mathé-
matiques «pour la découverte de son Théorème sur le nombre des racines réelles,
positives ou négatives des équations algébriques». Ce prix consacra a posteriori
un mérite immédiatement et largement reconnu par la communauté des savants
européens.

Sources bibliographiques

Notre présentation du théorème d’algèbre de Sturm ne peut s’appuyer sur le ma-
nuscrit original lu par François Arago à l’Académie. Car ce dernier n’a pas été
retrouvé et n’a pas donné lieu à un rapport, ainsi que le montre l’examen du
registe de mise à l’étude.

Cependant dès le mois de juin 1829, Sturm qui était alors rédacteur principal
de la section mathématique du Bulletin des sciences mathématiques, physiques et
chimiques du Baron de Férussac, consacre l’article 271 du tome 11 à sa découverte.
Cet article de quatre pages est une sorte de résumé assez explicite. Il expose la
construction par division euclidienne, convenablement modifiée, d’une suite de
fonctions permettant l’énoncé et la compréhension du théorème. La démonstration,
il ne la publie que six ans plus tard, en 1835, dans le Mémoire sur la résolution des
équations numériques, qui est inséré, sous le même titre donc que le mémoire lu à
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l’Académie des Sciences, dans les Mémoires présentés par divers savants étrangers
à l’Académie Royale des Sciences.1

Entre temps, de 1829 à 1835, cinq publications comportent une démonstration
du théorème:

– La première est un bref article en allemand d’Andreas von Ettingshausen
paru en 1830 dans une revue scientifique viennoise.2

– La seconde présente une démonstration «autorisée» dans un manuel pour
étudiants. En effet, Choquet et Mayer demandèrent à Sturm et obtinrent de
lui le droit d’insérer sa découverte dans leur Traité élémentaire d’algèbre.3

– La troisième est due à un examinateur à l’École polytechnique, E. L. Lefébure
de Fourcy, qui juge le théorème de Sturm «essentiel» et le reproduit dans ses
Leçons d’algèbre4 de 1832.

– La quatrième apparaît, elle aussi, dans un traité général: les Éléments d’algè-
bre de L. P.M. Bourdon, dont la septième édition5 paraît en 1834.

– La cinquième est une étude détaillée,6 en allemand, dont l’auteur, A. L. Crelle,
n’avait pas encore eu le temps de connaître préalablement le mémoire de
Sturm de 1835, et ne disposait que des indications du résumé du Bulletin de
Férussac. La démonstration ne diffère pas essentiellement de celle de Sturm.

Énoncé
Soit une équation polynomiale de degré m quelconque:

amxm + am−1xm−1 + · · ·+ a2x2 + a1x1 + a0 = 0,

que nous abrégerons en f(x) = 0.
Soit f1 la dérivée première du polynôme f . f1 est supposée ne jamais s’annuler

en même temps que f . En appliquant l’algorithme d’Euclide à f et f1, nous obte-
nons l’équation: f = f1Q1 + R1.

Posons f2 = −R1; l’équation précédente devient: f = f1Q1 − f2. Comme
l’écrit Sturm «ce changement de signe, qui serait inutile si l’on n’avait pour but que
de trouver le PGCD de f et f1 est nécessaire dans la théorie que nous exposons».

Réitérons le procédé avec f2 et f3, puis avec f3 et f4, etc.
f et f1 n’ayant pas de racine commune, cas auquel on peut toujours se ra-

mener, nous parvenons par application réitérée du même procédé, à une dernière
équation:

fr−2 = Qr−2 − fr où r ≤ m et fr est une constante numérique.

1Section «Sciences Mathématiques et Physiques», VI, pp. 273–318.
2Sturm’s Regel. . . nebst einem Beweise derselben, Zeitschrift für Physik, Mathematik und ver-
wandte Wissenschaften, 7, pp. 444–450.
3Première édition, Paris, Bachelier, 1832, chapitre IX, pp. 383–396 et 418–420.
4Paris, Bachelier, chapitre XIX, pp. 483–493. Seconde édition, 1835.
5Paris, Bachelier.
6Die Sätze von Fourier und Sturm zur Theorie der algebraischen Gleichungen, Journal für die
reine und angewandte Mathematik, 13, pp. 119–144.
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Nous avons ainsi construit une suite de fonctions auxiliaires f , f1, f2, . . . , fr

appelées, depuis que Heinrich Weber les a nommées ainsi, «fonctions de Sturm».
Soient deux nombres réels p et q, p < q. Écrivons la suite Sp des signes pris

par les fonctions f(x), f1(x), f2(x), . . . , fr(x) par substitution de p à x. De même
écrivons la suite des signes Sq. Soit Np le nombre des variations de signe dans Sp

et Nq le nombre des variations de signe dans Sq.
Sturm démontre que Np−Nq est égal au nombre des racines réelles, comprises

entre p et q, de l’équation f(x) = 0.
Le contenu du théorème consiste donc en une procédure algorithmique, déri-

vée à peu de frais de l’algorithme d’Euclide, pour déterminer le nombre exact de
racines réelles sur un intervalle donné ]p, q[ d’une équation polynomiale.

Contexte et terreau de la découverte
Dans le premier tiers du XIXe siècle, la scène mathématique est en grande partie
occupée par les progrès de l’Analyse: théorie des fonctions, calcul des séries, cal-
cul différentiel et intégral. Cet ensemble est pour beaucoup de mathématiciens le
domaine par excellence, celui dont les méthodes permettent l’expression de phé-
nomènes physiques et se prêtent à d’importantes applications pratiques mises en
œuvre par les ingénieurs.

L’algèbre était alors essentiellement constituée par la théorie des équations
et, sous le nom d’«analyse algébrique», se présentait comme une espèce dans le
genre «analytique», qui comportait aussi l’«analyse différentielle», «l’analyse in-
finitésimale», «l’analyse géométrique» et l’«analyse des courbes». Conjuguer ces
différentes espèces d’analyse, c’est-à-dire dans nos termes modernes, des méthodes
algébriques, différentielles et géométriques, était courant sans qu’on chercha for-
cément à démêler ce qui revenait en propre à chacune. Dans l’introduction et le
résumé de son ouvrage posthume sur les équations déterminées,7 Fourier a même
esquissé la théorie épistémologique de ce croisement, nécessaire et fécond, de procé-
dures algébriques et infinitésimales. Il devance ainsi David Hilbert qui conseillera,
dans sa célèbre conférence au Congrès de Paris (1900), la recherche systématique
de tels croisements pour favoriser l’invention.

Le théorème de Sturm est le produit d’un tissage entre Algèbre et Analyse.
Aussi Alfred Serret le présente-t-il avec raison comme «l’une des plus brillantes
découvertes dont se soit enrichie l’Analyse mathématique».8 Son auteur est un
«géomètre», principalement occupé par la recherche de méthodes générales de
résolution des équations différentielles du type de celles de Laplace et Lagrange
sur les mouvements des corps célestes.

Formé par Simon Lhuilier (1750–1840) à Genève, Charles François Sturm
vient en 1824 à Paris écouter les «maîtres de la science»: Simon de Laplace, Fran-
çois Arago, Denis Poisson, Louis Joseph Gay-Lussac, André Marie Ampère, Joseph

7Analyse des équations déterminées, Première partie, Paris, Firmin Didot, 1831.
8Cours d’algèbre supérieure, Paris, Bachelier, 1849, tome I, chapitre VI, p. 273.



16 Hourya Benis Sinaceur

Fourier, Augustin Cauchy. Avec son ami, Daniel Colladon, il est admis en 1825 au
cabinet de physique d’Ampère comme «préparateur et collaborateur».9 Puis il de-
vient un proche de Fourier, qui le charge d’examiner certains procédés d’analyse
utiles en physique en réservant à l’ami Colladon la mesure de la conductibilité
de diverses substances. Nourri par les cours d’Ampère et de François Lacroix au
Collège de France, ceux de Gay-Lussac et de Cauchy à la Sorbonne, Sturm prend
connaissance des mémoires de Niels Henrik Abel et des travaux de Johann Peter
Lejeune-Dirichlet: nous le savons par les comptes rendus qu’il en écrit dans les
tomes 11, 12 et 13 du Bulletin de Férussac. Lecteur attentif des travaux de Simon
de Laplace et de Joseph Louis Lagrange sur les équations différentielles détermi-
nant les variations séculaires des orbites des planètes ou les petites oscillations
d’un système de points matériels, Sturm cite, en particulier, le chapitre 6 de la
Mécanique céleste, qui traite de la réalité des racines d’une équation provenant de
l’intégration d’un système d’équations différentielles linéaires. Il évoque aussi de
manière précise les résultats de Poisson sur la réalité des racines de certaines équa-
tions transcendantes rencontrées dans des problèmes de physique mathématique.

Pour la résolution numérique des équations algébriques, qui constitue le do-
maine spécifique de son théorème d’algèbre, les principales références de Sturm
sont Lagrange et surtout Fourier. De ce dernier il connaît l’article publié en 1820
dans le Bulletin des Sciences par la Société Philomatique, des fragments de mé-
moires lus à l’Académie des Sciences et surtout le manuscrit de l’ouvrage publié à
titre posthume par Navier sous le titre Analyse des équations déterminées. Ce ma-
nuscrit, Fourier l’a prêté à Sturm. Ce dernier a pu «l’étudier à loisir», «s’appuyer
sur ses principes», «imiter ses démonstrations», comme il le déclare dès 1829.10
Ce qui ne l’empêche pas d’avouer, par ailleurs, qu’il a trouvé son théorème comme
par hasard, tandis qu’il méditait sur les équations différentielles et à différences
finies de la mécanique céleste.11

De fait, il y a une solidarité organique forte entre le résultat sur le nombre
de racines réelles d’une équation algébrique et l’«analyse générale» que pratique
Sturm en s’intéressant d’abord à l’allure et à «la marche» de l’intégrale cherchée,
avant d’en arriver aux valeurs numériques qu’elle peut prendre,12 et en tirant grand
profit de «la seule considération des équations différentielles en elles-mêmes, sans
qu’on ait besoin de leur intégration».13

On résumera l’esprit du théorème et celui de son époque par cette obser-
vation que Joseph Liouville fait en 1839 à l’Académie des Sciences: «S’occuper

9Lettre de Colladon à Jean-Baptiste Dumas du 10 mai 1857, Archives de l’Académie des Sciences
de Paris, dossier Colladon.
10Bulletin de Férussac, 12, no 271, pp. 419 et sq.
11Extrait d’un mémoire sur l’intégration d’un système d’équations différentielles linéaires, Bul-
letin de Férussac, 12, no 196, 1829, p. 313. Et aussi Mémoire sur les équations différentielles
linéaires du second ordre, lu à l’Académie des Sciences le 30 septembre 1833 et publié en 1836
dans le Journal de Liouville, 1, p. 106.
12Mémoire sur une classe d’équations à différences partielles, Journal de Liouville, 1, 1836,
pp. 373–380.
13Mémoire sur les équations différentielles linéaires du second ordre, introduction.
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d’une question d’algèbre à l’occasion d’une question de physique est un privilège
dont les géomètres se sont emparés depuis longtemps, privilège heureux auquel les
mathématiques pures doivent une grande partie de leur progrès».14

Les principes de l’analyse des équations numériques
Plus précisément, Sturm illustre par son théorème d’algèbre le principe de Fourier
qui veut que «la résolution complète des équations numériques [soit] . . . une des
plus importantes applications du calcul différentiel».15

Le principal outil de la découverte est la méthode d’inspection des variations
et des permanences des signes, que Descartes a immortalisée par une règle qui porte
son nom. Fourier généralise l’application de cette méthode à la résolution d’une
équation déterminée quelconque, algébrique ou transcendante. Et il la combine
avec la méthode des cascades de Rolle pour donner un majorant du nombre de ra-
cines réelles d’une équation polynomiale. Ce faisant, il utilise le classique théorème
de la valeur intermédiaire (ou théorème de Bolzano) et le théorème de Taylor, en
insistant sur le caractère continu de la fonction représentée par l’équation. Sturm,
suivant son exemple, ajoute un seul ingrédient nouveau: l’algorithme d’Euclide,
appliqué, à une modification de signe près, à la suite constituée par une fonction
polynomiale et ses fonctions dérivées successives. Il parvient ainsi à déterminer
le nombre exact des racines réelles d’une telle équation. Citons le commentaire
fait par Sturm de sa découverte: «J’avais remarqué que l’imperfection du théo-
rème de Fourier tenait à ce que la suite des polynômes qu’il considérait pouvait
perdre des variations sans que le premier s’annulât, c’est-à-dire sans qu’il passât
par une racine de l’équation. Il résultait de là que la différence entre les nombres
de variations correspondants à deux nombres donnés ne pouvait indiquer qu’une
limite supérieure du nombre de racines comprises entre ces deux nombres, et non
le nombre même de ces racines. Je m’attachai donc à chercher s’il ne serait pas
possible de trouver des fonctions telles qu’en y faisant varier x d’une manière conti-
nue, de la limite inférieure à la limite supérieure des racines réelles de l’équation,
il ne se perdît de variation que quand x passerait par une valeur égale à l’une des
racines. C’est à quoi je suis parvenu . . . ».16

Il est important de résumer les observations qui permettent à Sturm de parve-
nir à un résultat exact et, simultanément, général. Ce sont toutes des considérations
de signe, appuyées sur la continuité des fonctions concernées.

1o) Sturm observe que la dérivée f1 de f n’intervient dans le raisonnement que
par son signe. On peut donc choisir pour premier diviseur un polynôme quel-
conque, pourvu qu’il ait toujours le même signe que cette dérivée (ou toujours
le signe opposé) pour les valeurs α de la variable x qui annulent f(x). f1 ayant

14Extrait du procès verbal de la séance du 18 novembre 1839, dans les Comptes rendus, 9, p. 650.
15Analyse des équations déterminées, p. 18.
16Réponse de Sturm à une question de Duhamel, rapportée dans une lettre à la rédaction des
Nouvelles Annales de Mathématiques, 2e série, VI, p. 428.
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ainsi un signe constant au voisinage d’une racine α, la suite f, f1 perd une
variation de signe quand x passe de α− ε à α + ε.

2o) La «suite de Sturm» doit satisfaire deux autres conditions:
– si une fonction fi s’annule pour une valeur α, alors les valeurs pour α

des fonctions encadrantes fi−1 et fi+1 doivent être de signes opposés.
– Deux fonctions consécutives de la suite ne doivent pas s’annuler pour

une même valeur α de l’intervalle considéré.
3o) Le dernier terme de la suite doit avoir un signe constant sur l’intervalle consi-

déré.

La réunion de ces conditions a pour conséquence que toute perte d’une variation
de signe sur l’intervalle considéré correspond nécessairement à l’existence d’une
racine réelle de l’équation f(x) = 0 sur cet intervalle.

Ainsi, la méthode de Descartes, transformée par Fourier en une «notion géné-
rale» de l’art analytique, également applicable au cas des fonctions transcendantes
rencontrées dans les problèmes de mécanique céleste, de cordes vibrantes, de dif-
fusion de la chaleur, de propagation des ondes, etc., devient, entre les mains de
Sturm, le principal outil d’analyse a priori, c’est-à-dire d’une analyse qualitative
des équations «en elles-mêmes», qu’elles soient algébriques, transcendantes ou dif-
férentielles. Pour la résolution de ces dernières, il importe en effet de connaître «la
marche et les propriétés caractéristiques» des fonctions intégrales cherchées avant
d’en attaquer le calcul. C’est cette méthode d’inspection des signes qui consti-
tue l’unité d’inspiration profonde de Sturm et explique comment il a «rencontré»
son théorème d’algèbre en étudiant les équations différentielles. Sturm prend soin
de souligner que ce théorème est un cas particulier de sa théorie des équations
différentielles linéaires.17

Réception générale
Si tôt connu, si tôt repris, exposé et utilisé par des mathématiciens dans toute
l’Europe. Son théorème d’algèbre fit la gloire immédiate de Sturm. L’article nécro-
logique publié en 1855 par le Journal de Genève,18 rappelle que grâce à cette seule
découverte, le nom de Sturm était devenu «populaire» en France, en Angleterre
et dans le reste de l’Europe. Nous avons bien vu que la première mention écrite
du théorème se trouve dans une revue autrichienne, et la première étude appro-
fondie dans une fameuse revue allemande. Ajoutons la connaissance du théorème
en Amérique dès 1844, grâce à la traduction19 par Charles Davies du traité de
Bourdon, régulièrement rééditée tous les ans jusqu’en 1852.

En France, pays d’adoption de l’auteur, chacun de célébrer ce coup d’éclat.
Joseph Liouville évoque lui aussi, dans son éloge funèbre, «l’immense popula-

17Mémoire sur les équations différentielles linéaires du second ordre, Journal de Liouville, 1,
1836, p. 106 et sq.
18Archives d’État de Genève.
19Elements of algebra, including Sturm’s theorem, Philadelphia, A. S. Barnes & Co.
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rité» gagnée grâce à cette «découverte capitale». Dans Le livre du Centenaire20

de l’École Polytechnique, où Sturm occupait depuis 1840 la chaire de Mathéma-
tiques, le directeur des études, Auguste Mercadier, note: «Heureux savant! Il avait
fallu à Legendre au moins un livre, à Poinsot une théorie, il suffit à Sturm d’un
théorème . . . [pour] le couvrir de gloire.»

L’impact du théorème de Sturm fut donc immédiat, très vif et très large. In-
troduit dans les manuels scolaires avant même d’avoir été complètement exposé et
démontré par son auteur, le théorème fut rapidement intégré aux éléments ensei-
gnés. «Connu de tous les savants», il fut «adopté par tous les professeurs», constate
Lefébure de Fourcy dès la seconde édition, en 1835, de ses Leçons d’algèbre. Une
décennie plus tard, O. Terquem rehausse le prestige du résultat en commentant
malicieusement l’autorisation que «M. Mayer-Dalembert, doué d’un grand esprit
de spéculation et sachant le prix de toute chose», avait obtenue de «faire usage de
cette invention»!21

Les manuels de Choquet et Mayer, de Lefébure de Fourcy, de Bourdon ne
furent que les premiers d’une longue suite où allaient figurer les illustres traités
d’Alfred Serret, de W. S. Burnside et A.W. Panton, de Charles de Comberousse, de
Heinrich Weber, de Oscar Perron, de B. L. van der Waerden, de Leonard Dickson,
de J.V. Uspensky, de Nathan Jacobson, de Serge Lang et d’autres encore qu’il
serait trop long de citer exhaustivement.22 Mentionnons tout de même encore
le cas remarquable de l’article «Separation und Approximation der Wurzeln»,
rédigé par Carl Runge dans l’Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften
mit Einschluss ihrer Anwendungen, ouvrage de référence universelle.

En France, cette diffusion correspondait notamment à l’importance de l’École
Polytechnique dans le paysage académique. En effet, d’abord «tacitement» exigé
des candidats et des élèves, comme le souligne Terquem, il fut bientôt l’objet d’une
obligation tout à fait officielle. Mais les manuels en allemand, anglais, italien,
pour ne citer que les principales langues, témoignent de l’étendue géographique
à l’échelle du monde de la renommée du théorème. Bref, on pouvait reprendre à

20Paris, Gauthier-Villars, 1895, p. 57.
21Théorème de Sturm, Nouvelles Annales de Mathématiques, 2, 1843, p. 97. Du reste, entre 1843
et 1890, on trouve dans ce journal plus d’une douzaine d’articles plus ou moins intéressants sur
ce même sujet.
22Pour une liste plus complète voir Hourya Sinaceur, Corps et Modèles, Paris, Vrin, 1991, 2e éd.
1999, pp. 444–446 et, plus globalement, la bibliographie spécialement établie pour le théorème
de Sturm, pp. 438–447. Voici les références des ouvrages cités ici:
– Serret, Cours d’algèbre supérieure I, 3e éd., 1849, Section I, chap. 6, pp. 273–300.
– Burnside et Panton, The theory of equations, Dublin-London, 1881, chap. 9, pp. 181–194.
– Comberousse, Cours de mathématiques V, Paris, 2e éd., 1890, 2e partie, pp. 442–460.
– Weber, Lehrbuch der Algebra I, Braunschweig, Vieweg und Sohn, 1894–1895, §§ 91–95.
– Warden, Moderne Algebra I, Springer, 1930, chap. 11.
– Dickson, New first course in the theory of equations, New York, 1932, §§ 57–59.
– Uspensky, Theory of equations, New York-Toronto-London, McGraw-Hill, 1948, chap. VII,
pp. 138–150.
– Jacobson, Lectures in abstract algebra III, van Nostrand, 1964, chap. 6.
– Lang, Algebra, Addison-Wesley Pub. Co., 1969, Chap. 11, § 2, p. 276.
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l’unisson l’exclamation admirative de J.M. Vincent, exposant pourtant une autre
méthode de résolution numérique:23 «Qui ne connaît le beau théorème de M.
Sturm?»

Raisons d’un brillant succès

Un tel succès a diverses raisons. D’une part, le théorème d’algèbre de Sturm répond
à une question très ancienne, au moins aussi ancienne que la règle des signes
de Descartes, et qui restait encore ouverte au début du XIXe siècle. D’illustres
mathématiciens, comme Lagrange, Laplace, Cauchy, Fourier, Budan ont cherché,
chacun selon une méthode propre, à déterminer le nombre des racines réelles d’une
équation polynomiale dans un intervalle donné. Sturm commence d’ailleurs son
mémoire de 1835 en observant que la question dont il va traiter «n’a pas cessé
d’occuper les géomètres depuis l’origine de l’Algèbre . . . ».

D’autre part la solution de Sturm s’est immédiatement imposée par sa pré-
cision, sa simplicité et le fait qu’elle combine de façon nouvelle des éléments bien
connus de tous.

1o) Précision: pour la première fois, on dispose d’une méthode qui permet de calcu-
ler le nombre exact des racines réelles dans un intervalle; par exemple, la méthode
de Fourier et de Budan, dont Sturm s’est inspiré, ne donne qu’un majorant de
ce nombre. Sturm surmonte l’obstacle principal qui avait arrêté tous les analystes
et même «les princes de la science»: ne pouvoir séparer dans un intervalle réel
les racines réelles des racines imaginaires. Fourier considérait cette question de la
séparation des racines comme la plus difficile de toutes. Sturm la résout.
2o) Simplicité: par comparaison avec les méthodes de Lagrange et de Waring, qui
nécessitent toute une série de substitutions successives pour former l’équation aux
carrés des différences. Sturm juge la méthode de Lagrange «presque impraticable».
Par comparaison également avec les procédés que Cauchy utilise dès 1815, procédés
connus de Sturm. Les reconnaître publiquement «satisfaisants»24 n’empêche pas
Sturm de tenter une voie moins «laborieuse», de l’avis en tout cas de Terquem,
qui écrit: «Le théorème de Sturm est remarquable, non pas tant par la nouveauté
que par l’extrême simplicité du procédé».25 Et Terquem d’enfoncer le clou: «Les
procédés laborieux de M. Cauchy sont sans doute l’unique raison qui ont détourné
l’attention que méritait un travail d’une si haute importance et qui, quinze ans
après son apparition, était presque oublié».26

3o) Combinaison élémentaire: le théorème d’algèbre est tout de suite compris,
car Sturm ne sort pas du cadre traditionnel de la théorie des équations et ne
recourt qu’accessoirement aux procédés subtils de l’analyse. À vrai dire, ce ca-

23Sur la résolution des équations numériques, Journal de Liouville, I, 1836, pp. 341–372.
24Bulletin de Férussac, tome 12, article 192.
25Nouvelles Annales de mathématiques, 2, 1843, p. 106.
26Nouvelles Annales de mathématiques, 3, 1844, p. 557.
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ractère n’apparaîtra dans toutes ses conséquences qu’après les travaux d’éminents
algébristes comme James Joseph Sylvester ou Charles Hermite. Mais chacun a
immédiatement senti l’intérêt décisif de ce caractère élémentaire. Témoin l’abbé
Moigno qui s’exclame dans son analyse synthétique des résultats de Cauchy et de
Sturm: «Lagrange et Legendre (deux algébristes de renom) auraient eu de la peine
à croire qu’on arriverait par des procédés très élémentaires à déterminer, pour une
équation de degré quelconque, le nombre des racines imaginaires dont la partie
réelle et le coefficient de

√−1 sont compris entre des limites données.»27

Moigno nous décrit aussi par là l’effet de surprise produit par la solution
inattendue d’une difficulté longtemps rebelle. Toutes les qualités étaient réunies
qui décident du destin «classique» d’un résultat. Le théorème de Sturm obtint
pour toujours le label suprême: celui de l’élégance.

Audience scientifique: impact sur la recherche mathématique

Le théorème de Sturm ne fut pas seulement le favori des professeurs ou auteurs de
traités des deux continents. Il exerça également une influence profonde et considé-
rable sur le cours même des mathématiques. Décennie après décennie, traversant
les siècles, il engendra tout un «cycle d’idées sturmiennes»28 et inspira des généra-
tions de mathématiciens de tout premier ordre, comme J. J. Sylvester, A. Cauchy,
A. Cayley, C.G. Jacobi, Ch. Hermite, L. Kronecker, G. Frobenius, A. Hurwitz,
E. Artin et O. Schreier, A. Tarski, A. Seidenberg, A. Robinson, et d’autres plus
récents.

On peut dire que nonobstant certaines intermittences dans l’histoire des ma-
thématiques, le théorème de Sturm y conquit d’emblée et garda la situation enviée
des grands théorèmes, ceux que le temps fructifie et enrichit d’aspects inédits. Au
cours du temps, il fut repris et travaillé sous divers angles: celui de l’algèbre des
polynômes, celui de l’algèbre abstraite des corps réels clos, celui de la logique algé-
brique et de la théorie des modèles. Depuis peu il a une place enviable en théorie
de la complexité, en calcul formel et en algèbre dite «effective».

Esquissons brièvement les traits saillants de trois des plus décisives de ces
nouvelles figures.

1. La première transformation significative imprimée au théorème de Sturm
consiste à l’extraire de son terreau analytique pour l’inscrire dans un cadre pure-
ment algébrique, comme le font J. J. Sylvester et Ch. Hermite. Dès 1839, Syl-
vester affirme que «la règle de Sturm repose sur une proposition purement algé-

27Journal de Liouville, 5, p. 76.
28Expression due à J. J. Sylvester: On a theory of the sygytic relations of two rational integral
functions, comprising an application to the theory of Sturm’s functions, and that of the greatest
algebraical common measure, Collected Mathematical Papers I (1837–1853), Cambridge Univer-
sity Press, p. 517.
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brique», c’est-à-dire une proposition indépendante du concept de fonction conti-
nue, et même du concept de fonction tout court.29 Cette affirmation s’inscrit dans
le programme de Sylvester, tout à fait étranger à l’esprit de Sturm, de rame-
ner toute l’Analyse à la théorie des déterminants, cette «Algèbre de l’Algèbre».
Dans l’approche de Sylvester domine la conception d’un polynôme non pas comme
expression algébrique d’une fonction, mais comme combinaison formelle de carac-
tères symboliques et d’opérations algébriques. En somme, on ne se sert pas de
la propriété des polynômes d’être des fonctions continues. Sturm en est lui-même
suffisamment impressionné pour écrire, en 1842, une nouvelle démonstration de
son théorème, où il n’est plus question de variation continue ni d’accroissement
ou décroissement infiniment petit.30 En 1853, profitant des travaux contemporains
de Hermite sur les formes quadratiques, Sylvester reprend ses «méditations stur-
miennes». Il énonce un critère de réalité des racines original en introduisant la
notion nouvelle d’«inertie» (i.e. signature) d’une forme quadratique. La théorie
des formes quadratiques ouvre ainsi la possibilité de démonstrations du théorème
de Sturm «indépendantes de toute considération de continuité».31

2. La deuxième figure du théorème est constituée par sa place dans l’édifica-
tion de la théorie abstraite des corps réels clos par Emil Artin et Otto Schreier.32
Ceux-ci montrent que certaines propositions de l’Analyse réelle, comme le théo-
rème de Rolle, le théorème des valeurs intermédiaires, le théorème des accroisse-
ments finis ou le théorème de Sturm sont vérifiées dans une structure algébrique
générale, celle du corps réel clos, dont le corps des nombres réels est un modèle
particulier. Cela achève toutes les recherches d’une expression de la propriété de
continuité du corps des nombres réels, qui fût non géométrique et non analytique
mais préservât la validité des théorèmes habituellement démontrés par des mé-
thodes analytiques reposant sur cette propriété. Le vieux rêve de Lagrange d’une
théorie purement algébrique des équations algébriques, que Fourier avait écarté au
profit d’une «analyse» algébrico-différentielle, s’est enfin incarné. Et, reformulé en
termes de la théorie des corps réels clos, le théorème de Sturm fournit directement,
sans passer par les transformations de Hermite et de Sylvester, une caractérisation
algébrique des racines réelles d’un polynôme.

3. La troisième découverte importante relative au théorème de Sturm est due
au logicien Alfred Tarski. Dans un mémoire fameux,33 Tarski utilise la propriété

29Note sur le théorème de Sturm en Appendice à son article: On rational derivation from equa-
tions of coexistence, that is to say, a new and extended theory of elimination, 1839, in Collected
Mathematical Papers I (1837–1853), pp. 45–46.
30Démonstration d’un théorème de M. Sylvester, Journal de Liouville, 7, 1842, pp. 356–368.
31Hermite: Remarques sur le théorème de Sturm, Comptes rendus de l’Académie des Sciences
de Paris, 36, 1853, dans Œuvres, Paris, Gauthier-Villars, I, pp. 284–287.
32Algebraische Konstruktion reeller Körper, 1926, et Eine Kennzeichnung der reell absgeschlos-
senen Körper, 1927, Abhandlungen des mathematischen Seminar der Universität Hamburg, 5,
pp. 85–99 et 225–231. On appelle réel clos un corps K tel que tout élément positif de K est un
carré et que tout polynôme de degré impair, à coefficients dans K, a au moins une racine dans K.
33A decision method for elementary algebra and geometry, University of California Press,
Berkeley-Los Angeles, 1948. Reprint in Collected Papers, Birkhäuser, 1986, III, pp. 297–368.
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de calculabilité théorique que le théorème de Sturm met en œuvre par le biais de
l’algorithme d’Euclide. En généralisant le théorème aux systèmes d’équations et
d’inégalités à un nombre quelconque d’inconnues, il le transforme en méthode de
décision pour une théorie élémentaire de l’algèbre des polynômes et de la géométrie
cartésienne. Ce qui signifie la résolubilité théorique en un nombre fini de pas de
tout problème formulé en termes de ladite théorie. En somme, la résolubilité numé-
rique des équations à coefficients réels sert à Tarski de modèle pour trouver dans
le théorème de Sturm le schème logique d’une méthode de décision pour tout pro-
blème élémentaire impliquant les nombres réels ou, plus généralement, les éléments
d’un corps réel clos quelconque. Cette méthode de décision repose sur la possibilité
d’éliminer tout quantificateur des énoncés concernés, donc d’éliminer les variables
au profit de constantes, ce qui ouvre la voie à une résolution algorithmique. Où l’on
comprend l’importance du caractère algorithmique d’un théorème de Sturm algé-
brisé. Du point de vue logique, un algorithme est une procédure dont l’exécution
par une machine est univoquement prescrite par un texte fini et permettant de ré-
soudre tout problème d’un type donné par un simple calcul. Ce détour logique fut
nécessaire pour rapprocher la théorie de l’élimination algébrique développée dans
le cadre des nombres complexes (ou d’un corps algébriquement clos quelconque)
de l’algorithme de calcul du nombre de racines réelles d’une équation à coefficients
réels (ou dans un corps réel clos quelconque). L’identité structurelle du théorème
de Sturm avec des théorèmes importants démontrés pour le cas complexe, tels que
le théorème sur le résultant d’une suite finie de polynômes ou le théorème des zéros
de Hilbert, devient claire.

Rétrospectivement, nous gagnons une compréhension renouvelée du lien in-
time de l’Analyse classique avec un usage correct des quantificateurs universel et
existentiel, comme il s’en présente dans l’énoncé de théorèmes tels que ceux sur
la continuité ou la convergence (uniformes) de fonctions. Parler d’élimination des
quantificateurs, c’est donc bien affirmer la nature algébrique des problèmes élémen-
taires traditionnellement rapportés à l’Analyse réelle. Aussi l’expression d’«algèbre
réelle», originairement employée par Artin et Schreier pour désigner la théorie des
corps réels clos et justifiée par eux de manière algébrique, reçoit-elle une nouvelle
justification, d’ordre logique celle-là. Et le théorème de Sturm d’apparaître comme
une instance particulière du principe logique d’élimination des quantificateurs, un
moyen donc d’éliminer toute considération de continuité et de variation continue,
au même titre que les théorèmes de la théorie de l’élimination algébrique. Ce que
Sturm et les mathématiciens du XIXe siècle étaient bien loin de pouvoir imaginer!

Conclusion

L’histoire du théorème de Sturm est celle d’un parcours de l’Analyse numérique
classique à la logique symbolique en passant par la théorie des déterminants et des
formes quadratiques et par la théorie de l’algèbre réelle abstraite. Aujourd’hui, avec
la généralisation de l’auxiliaire informatique, le théorème est devenu un morceau
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de choix pour tous les amateurs de résultats effectifs et d’exécution automatique
sur ordinateur des calculs algébriques. Et l’on voit de plus en plus de manuels
d’algèbre «concrète», alliant les points de vue les plus nouveaux en théorie des
nombres à la théorie classique des équations, réserver comme en son temps une
large place à l’exposé du théorème de Sturm.
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Charles François Sturm and Differential Equations

Jesper Lützen and Angelo Mingarelli

Introduction
There are several types of innovation in mathematical research: 1) Solutions of
problems either in mathematics or outside; 2) Formulations and/or proofs of
new mathematical theorems; 3) Developments of new areas and/or methodolo-
gies and/or questions. Sturm’s work on equations presents innovations of the first
and second type, whereas his work on differential equations primarily presents in-
novations of the third type. To be sure, Sturm was inspired by problems in physics
when he developed his new theories, but his papers did not present the solution
of specific problems. It is equally true that his new theories contain several new
theorems, some of them later named after him, but they are remarkable primarily
because they are of an entirely new kind.

Sturm’s papers on differential equations are characterized by the general and
qualitative nature of the problems and answers. He discussed general classes of
equations that could be used in a variety of physical situations, and he asked
questions of a much more qualitative nature than had been asked before. The
methods used to answer the general qualitative questions were also of a new kind
that pointed in the direction of the more conceptual and less formula-based math-
ematics of the 19th century. In this way he was a pioneer in 19th century analysis
whose influence is felt even today.

The main problems of Sturm–Liouville theory
and their new qualitative character
Sturm’s two major works on differential equations were published in 1836 in the
first volume of Liouville’s Journal de mathématiques pures et appliquées. In the
second of these he studied the general second-order self-adjoint linear differential
equation of the form

(k(x)V ′(x))′ + (g(x)r − l(x))V (x) = 0 for x ∈ [α, β] (1)
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with the imposed boundary conditions

k(x)V ′(x)− hV (x) = 0 for x = α, (2)

k(x)V ′(x) + HV (x) = 0 for x = β. (3)

Here k(x), g(x), and l(x) are positive functions on [α, β] and h and H are positive
constants.

Sturm proved that there exist non-trivial solutions V1(x), V2(x), V3(x), . . .,
the so-called eigenfunctions, for a countable number of values r1, r2, r3, . . . of the
parameter r, the so-called eigenvalues. His main contribution was a study of the
qualitative behavior of these eigenfunctions.

Before Sturm the theory of differential equations had primarily dealt with
the question: Given a differential equation, find its solutions. However, when the
functions k, g and l in (1) are not given special forms, one cannot find a manageable
form of the solution, so this kind of question cannot be answered. Instead Sturm
changed the question to the following one: Given a differential equation, find some
properties of its solutions.

But how can one find properties of the solutions without having found the
solutions themselves? Sturm answered: one can deduce them directly from the
equation. He was very conscious of this new approach to the subject, as can be
seen from the following quote from his first paper in Liouville’s journal:

S’il importe de pouvoir déterminer la valeur de la fonction inconnue pour
une valeur isolée quelconque de la variable dont elle dépend, il n’est pas
moins nécessaire de discuter la marche de cette fonction, ou en d’autres
termes, d’examiner la forme et les sinuosités de la courbe don’t cette
fonction serait l’ordonnée variable, en prenant pour abscisse la variable
indépendante. Or on peut arriver à ce but par la seule considération des
équations différentielles en elles-mêmes, sans qu’on ait besoin de leur
intégration. Tel est l’objet du présent Mémoire. [Sturm 1836a, 107]
Some 15 years before the appearance of Sturm’s papers, Cauchy had begun

to insist on one particular type of qualitative question in analysis, namely the
question of existence. In particular, in his lectures at the École Polytechnique
he had proved the existence of a solution of a first order differential equation
with given Cauchy initial conditions. However, the qualitative properties studied
by Sturm were much more general. They anticipate Poincaré’s later qualitative
theory of nonlinear differential equations.

The physical origin of the Sturm–Liouville problem
In the preface to his first paper in Liouville’s journal, Sturm explained how the
Sturm–Liouville problem (1)–(3) arises in connection with a variety of problems
in mechanics and the theory of heat:

La résolution de la plupart des problèmes relatifs à la distribution de
la chaleur dans des corps de formes diverses et aux petits mouvements
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oscillatoires des corps solides élastiques, des corps flexibles, des liquides
et des fluides élastiques, conduit à des équations différentielles linéaires
du second ordre qui renferment une fonction inconnue d’une variable
indépendante et ses différentielles première et seconde multipliées par
des fonctions données de la variable. On ne sait les intégrer que dans
un très petit nombre de cas particuliers hors desquels on ne peut pas
même en obtenir une intégrale première; et lors même qu’on possède
l’expression de la fonction qui vérifie une telle équation, soit sous forme
finie, soit en série, soit en intégrales définies, il est le plus souvent dif-
ficile de reconnaître dans cette expression la marche et les propriétés
caractéristiques de cette fonction. [Sturm 1836a, 106]

In the second of his papers [Sturm 1836b, 381–382] Sturm went on to explain
how the problem of heat conduction in an inhomogeneous thin bar will lead to the
boundary value problem (1)–(3). Assume that the bar lies along the x-axis from
x = α to x = β. Then its temperature u(x, t) as a function of space x and time t
will satisfy the partial differential equation

g
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
− lu for x ∈ [α, β], (4)

where g(x), k(x), and l(x) are functions representing physical quantities such as
conductivity, specific heat and surface composition. If the ends of the bar are kept
in contact with ice, u must satisfy boundary conditions of the form

k
∂u

∂x
− hu = 0 for x = α, (5)

k
∂u

∂x
+ Hu = 0 for x = β. (6)

In order to get a unique solution we also assume that the temperature distribution
is known at time zero:

u(x, 0) = f(x). (7)

Sturm now used the technique of separation of variables. He looked for solutions
of the form

u(x, t) = V (x)e−rt. (8)

When this expression is inserted into (4)–(6) he found that V (x) must satisfy the
equations (1)–(3).

In order to solve the original problem he noticed that if V1, V2, V3, . . . are
solutions to (1)–(3) for r = r1, r2, r3, . . . respectively, the linear combination

u(x, t) =
∞∑

n=1

AnVn(x)e−rnt (9)
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of the solutions of the form (8) solves (4)–(6).1 The problem is therefore to deter-
mine the coefficients An so that (see below)

∞∑
n=1

AnVn(x) = f(x). (10)

Prehistory of Sturm–Liouville theory
The roots of Sturm’s work on Sturm–Liouville theory may be sought in previous
work done on special cases of the above technique of separating variables in a par-
tial differential equation. Although special cases of this technique can be traced
back to Euler’s and d’Alembert’s discussion concerning the vibrating string, the
first full and general use of it was made by Fourier in his study of heat conduction in
homogeneous materials [1822]. In this case the coefficients g, k, and l are constant,
leading to trigonometric eigenfunctions Vi and to the corresponding Fourier se-
ries (10). However, when the conducting body had spherical or cylindrical symme-
try, Fourier wrote the heat equation in spherical or cylindrical coordinates and was
led to equations of the kind (4) or (1) with variable, but explicitly known, specific
functions as coefficients. Poisson [1835] and Liouville [1830] were the only ones in
addition to Sturm who discussed the problem in the full generality discussed above.

In almost all treatments of specific equations of the kind (4) prior to Sturm’s,
some expression of the eigenfunctions could be found, so there was no need for in-
vestigations of the qualitative behavior based on the differential equation itself. We
write almost, because there were in fact two instances where Sturm’s predecessors
came up with arguments that anticipated Sturm’s new approach.

The first instance is d’Alembert’s 1763 discussion of the vibration of an in-
homogeneous string described by the wave equation

∂2y

∂x2
= X(x)

∂2y

∂t2
, (11)

where X(x) represents the variable mass distribution along the string. On sepa-
rating the variables in this equation, d’Alembert was led to a second-order or-
dinary differential equation which he transformed into a first order nonlinear
Riccati differential equation. In order to argue for the existence of an eigenfunc-
tion corresponding to the case of fixed end points, d’Alembert got the idea of
comparing the equation obtained when X(x) is a constant equal to the minimal
value of X(x). This move anticipates an important idea in Sturm–Liouville theory,
namely Sturm’s Comparison Theorem. However, there are reasons not to regard
this argument as an important step toward Sturm–Liouville theory: from a mathe-
matical point of view one must point out that d’Alembert’s argument is somewhat
vague, and even if read with a positive attitude presents at most half of the ar-
gument for the existence of the eigenfunction. From a historical point of view one

1Disregarding problems of convergence and the problem of interchange of differentiation and
summation.
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must point out that d’Alembert did not seem to have been aware that he presented
a fundamentally new idea, and to our knowledge there is no indication that Sturm
should have known of d’Alembert’s argument let alone that he should have been
inspired by it.

However Sturm knew of and referred to another anticipation of his general
ideas, presented by Poisson in a paper of 1826. Poisson showed that the eigenfunc-
tions of the problem (1)–(3) satisfy the identity2

∫ β

α

g(x)Vm(x)Vn(x) dx = 0 for m �= n. (12)

From this identity Poisson deduced that the eigenvalues must be real.
In his proof of the orthogonality relation Poisson explicitly referred to the

partial differential equation (4): He replaced Vn in the integral of (12) with a
solution to this equation, integrated by parts and used (4) to deduce the result.
Sturm [1836b] simplified the deduction considerably. Instead of using a solution of
the partial differential equation, he used the ordinary differential equation (1) to
express Vn in terms of its second derivative and inserted this expression into the
integral in (12). A simple integration by parts gives the result. In this way Sturm
made the proof independent of the partial differential equation. In fact Sturm and
Liouville succeeded in making Sturm–Liouville theory entirely independent of the
partial differential equation that had given rise to the theory.3

Sturm’s first classical paper of 1836
Sturm’s two major papers on Sturm–Liouville theory, published in the first volume
of Liouville’s journal [Sturm 1836a,b], are 80 and 70 pages long respectively. They
are well written in the sense that the arguments are clear and easy to follow
but they are rather talkative and not easy to survey. For example, Sturm only
explicitly formulated one theorem in his first paper. All the rest of his results must
be excavated by the reader from the many pages of prose. In the following we
shall mention some of these results and give an impression of the novel methods
Sturm used to prove them. These methods are intuitively appealing but of course
not rigorous in the sense of the later 19th century. However, Bôcher [1917] later
showed that all of Sturm’s arguments could be made entirely rigorous rather easily.

2Today we interpret this identity as saying that eigenfunctions belonging to different eigenvalues
are orthogonal to each other in a Hilbert space L2[α, β] with the measure gdx. However, such
geometric language was not used in connection with function «spaces» until 1908 when Erhard
Schmidt introduced it in the Hilbert space l2.

Poisson’s paper of 1826 dealt with a slightly less general equation, but in his book on heat
conduction from 1835 he carried the argument over to an equation similar to (4).
3Sturm had originally appealed to the partial differential equation in a proof of one of his theo-
rems. In 1836 Liouville showed how one could arrive at the result without taking recourse to the
partial differential equation. This made Sturm add a new proof to his second paper in Liouville’s
journal which is based solely on the ordinary differential equation.
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In his first paper Sturm considered the more general differential equation

(K(r, x)V ′
r (x))′ + G(r, x)Vr(x) = 0 for x ∈ [α, β] (13)

with one boundary condition

K(r, x)V ′
r (x)− h(r)Vr(x) = 0 for x = α. (14)

He appealed to a Cauchy-type result stating that there exists a unique solu-
tion of the equation (13) with given values of Vr and V ′

r at a given point of the
interval [α, β] and concluded that the problem (13)–(14) has a unique solution up
to a multiplicative constant. His basic results concerned the behavior of the ze-
ros x(r) of the solution Vr as a function of r. He noticed that such zeros can move
around when r changes, but they cannot appear or disappear. Indeed if a root x(r)
appears or disappears it will give rise to a double root. However, the just men-
tioned existence and uniqueness theorem shows that a non-trivial solution V (x)
cannot have a double root. Thus, it makes sense to follow a particular zero of Vr.
The key to the study of their behavior is the following

Theorem A: If V is a solution of (13)–(14) and if
K > 0 ∀r, ∀x ∈ [α, β],
G is an increasing function of r ∀x ∈ [α, β],
K is a decreasing function of r ∀x ∈ [α, β],(

KV ′
V

)
x=α

= h(r) is a decreasing function of r,

then
(

KV ′
V

)
is a decreasing function of r for all values of x ∈ [α, β].

In order to prove this theorem Sturm differentiated equation (13) with respect
to r (call this process δ) and integrated the result partially from α to x. That led
him to the inequality

−V 2δ

(
KV ′

V

)
= δV (KV ′)− V δ(KV ′) > 0. (15)

Since V 2 is non-negative (15) implies that
(

KV ′
V

)
decreases with r.

From this theorem Sturm easily deduced the desired behavior of a root x(r)
satisfying Vr(x(r)) = 0. If r is given an infinitesimal increment dr, x(r) will change
to x(r + dr) and Vr(x(r)) to the value

0 = Vr+dr(x(r + dr)) = Vr(x(r)) +
∂V

∂r
dr +

∂V

∂x
dx (16)

from which Sturm deduced that
dx

dr
= − ∂V/∂r

∂V/∂x
(17)

(a result analogous to that obtained using the Implicit Function Theorem today).
According to (15) δV or ∂V/∂r has the same sign as V ′ or ∂V/∂x at points where
V = 0, so from (17) Sturm concluded that dx/dr is negative. Thus he had deduced

Theorem B: If V is as in Theorem A, then the roots x(r) decrease with r.
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Thus if V (α) �= 0 and r increases, roots of V will enter the interval [α, β]
through the right-hand end point β. Vr will acquire a new root in [α, β] every time
Vr(β) becomes zero. This means that

Theorem C: The number of roots of Vr(β) in the interval [r1, r2] is equal to the
difference between the number of roots of Vr0 and Vr1 in the interval [α, β].

Sturm could then deduce what he considered his main theorem:

Main Theorem: Let V1 and V2 denote solutions to the equations

(KiV
′
i )′ + GiVi = 0 for x ∈ [α, β], (18)
KiV

′
i

Vi
= hi for x = α, (19)

for i = 1 and i = 2 respectively. Suppose furthermore that

G2(x) ≥ G1(x), K2(x) ≤ K1(x) ∀x ∈ [α, β] (20)
and

h2 < h1. (21)

Then V2 vanishes and changes sign at least as many times as V1 in [α, β]; and if
one lists the roots of V1 and V2 in increasing order from α, the roots of V1 are
larger than the roots of V2 of the same order.

He proved this theorem by connecting the two situations i = 1 and i = 2 by
a continuous family of equations of the type described in Theorem A.

The rest of the paper consists of various consequences, refinements and vari-
ations of the main theorem. Among the consequences one can mention:

Sturm’s Comparison Theorem: If V1 and V2 are as in the main theorem, then the
interval between two consecutive roots of V1 will contain at least one root of V2.

Sturm’s Oscillation Theorem: Let ρ and ρ′ be two consecutive values of r which
satisfy KV ′

r + HVr = 0 for x = β. Then Vρ′ has one more root in [α, β] than Vρ.

Finally Sturm gave sufficient conditions to ensure that a solution of (13) has
infinitely many zeros on a half line. In [1833a] Sturm stated the following results:
If G(x) > G∗ > 0 for all sufficiently large x, then every non-trivial solution of the
equation V ′′ +G(x)V = 0 has an infinity of zeros on a half-line. Such equations are
called «oscillatory» these days, the ensuing theory being called oscillation theory.
He also pointed out that, in the same spirit, if G(x)→ G∗ > 0 as x→∞, then said
equation is once again oscillatory. Finally, in the case where G(x)→ 0, Sturm gave
the interesting criterion (x − a)

√
inft∈[a,x] G(t) → ∞ as x → ∞ as sufficient for

oscillation. He then applied these results to the classical Bessel equation, treating
all cases of the real parameter in questions relative to oscillation. We refer to
[Hinton 2005] for further results dealing with oscillation theory of the Sturm–
Liouville equation.
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Sturm’s second classical paper

So, already in his first paper Sturm ended up considering solutions to the differ-
ential equation with given boundary conditions at both ends of the interval. In
the second paper [Sturm 1836b] he considered this boundary value problem in
the special case (1)–(3). As explained above, he first argued that the eigenvalues
must be real and positive. He then used the comparison theorem to compare the
roots of the solution of the given equation (1) and the roots of the well-known
trigonometric solutions of differential equations with constant coefficients. From
this comparison he could deduce that there is a countable infinity of eigenvalues
r1 < r2 < r3 < . . . with corresponding eigenfunctions V1, V2, V3, . . .. Since V1 has
no roots in [α, β] it follows from the oscillation theorem that Vn has n − 1 roots
in this interval. He also proved other qualitative properties of the eigenfunctions,
e.g., relating to their relative maximum and minimum points, and he investigated
the oscillatory behavior of linear combinations of eigenfunctions.4

Liouville’s contributions

During the years 1836–37 Joseph Liouville published a series of papers in his own
journal in which he continued Sturm’s investigations. He was mainly interested
in the question: Can any function f be represented in the interval [α, β] as a
generalized Fourier series of the kind

∞∑
n=1

AnVn(x) = f(x)? (22)

If it is possible to represent f in this way, Liouville could determine the coefficients
using the orthogonality relations (12) in the following way: He multiplied (22)
through by Vm(x)g(x) and integrated between α and β:

∫ β

α

g(x)
∞∑

n=1

AnVn(x)Vm(x) dx =
∫ β

α

g(x)Vm(x)f(x) dx. (23)

Then he interchanged integration and summation5 on the left-hand side and used
the orthogonality relation to conclude that only the m-th term survives:

Am

∫ β

α

g(x)V 2
m(x) dx =

∫ β

α

g(x)Vm(x)f(x) dx (24)

so that

Am =

∫ β

α
g(x)Vm(x)f(x) dx∫ β

α
g(x)V 2

m(x) dx
. (25)

4This is where he at first made use of the partial differential equation (4).
5As usual at this time this process was not made explicit and seldom questioned.
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When this expression for the «Fourier coefficients» is inserted into the equation
(22) one gets

∞∑
n=1

∫ β

α
g(x)Vn(x)f(x)dx∫ β

α
g(x)V 2

n (x)dx
Vn(x) =? f(x). (26)

In connection with this supposed identity Liouville addressed two problems:
1. Is the Fourier series on the left-hand side of (26) convergent? Liouville

gave two elegant proofs, of increasing generality, that the answer is yes when
the function f is not too wildly oscillating [Liouville 1837a,b]. This was his most
important contribution to Sturm–Liouville theory.

2. Is the sum of the Fourier series equal to f? In his very first paper [Liou-
ville 1836] he answered this question with a yes, and the following year Sturm and
Liouville wrote a joint paper [Liouville & Sturm 1837b], Sturm’s last contribution
to Sturm–Liouville theory, containing another proof. This new proof may indicate
that Liouville was not satisfied with the original proof. Despite their obvious dif-
ferences the two proofs rely on a common core, namely a completeness theorem
to the effect that only the zero function is orthogonal to all eigenfunctions Vn.
However, neither paper contains a proof of this assertion. A later note in one of
Liouville’s notebooks indicates that he later came to realize that the lack of proof
of this completeness result was a major weakness in his work.6

Liouville’s interest in these problems arose in 1829/30 when he presented a
series of papers to the Académie des Sciences on heat conduction. The last of the
papers was printed in part in the last issue of Gergonne’s Annales de mathéma-
tiques pures et appliquées [Liouville 1830]. It was devoted to a special case of the
boundary value problem (1)–(3). Liouville used the method of successive approx-
imations7 to find an expression of the solution as an infinite series each term of
which contains repeated integrals. He then used this expression to deduce that
the Fourier series (26) converges to f . However, his argument is rather clumsy
and unrigorous, even by the standards of his own day. It clearly drives home the
point made by Sturm, that even if one has found an analytic expression for the
eigenfunctions, it is usually so complicated that it is of no help in the subsequent
discussion.

When Liouville returned to Sturm–Liouville theory in 1836 he built his argu-
ments directly on Sturm’s results, and did not even once refer to his first unsuccess-
ful discussion. In addition to the above-mentioned convergence proofs Liouville’s
mature papers contained an important result concerning the asymptotic behavior
of the eigenfunctions (1836–37) and a generalization of many of Sturm’s results
to higher order equations (1838–40) [Liouville 1838]. Finally he returned to spec-
tral theory (now of an integral operator) in 1845–46 in connection with potential
theory. However only one small publication resulted from these extensive studies
(see [Lützen 1990, 601–628]).

6According to this note it was a certain Mr. D (probably Dirichlet) who pointed out this problem
to him.
7The first use of this method which is usually attributed to Picard.
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The friendship and collaboration between Sturm and Liouville

When Sturm first came to Paris in 1825, Liouville was just beginning his first year
of study at the École Polytechnique so they probably did not meet right away.
Their earliest approaches to Sturm–Liouville theory from the years 1829–30 were
so different in their goals and their methods that it is almost certain they were
developed independently. However when they wrote their mature papers in 1836–
37 they heaped praise on each other’s results, in some cases even on results that
were not published yet. So by then they were clearly collaborating on refining the
theory. As mentioned above they even wrote one joint paper on Sturm–Liouville
theory in 1837, and one year earlier they had written a joint paper on a method
for finding complex roots of a polynomial equation, a method they claimed was
superior to a method published by Cauchy. The occasion for the paper was a
remark by Cauchy to the effect that he had a method for finding real roots that was
superior to Sturm’s famous result. Thus at a time when animosity and competition
was the order of the day in Parisian mathematics, Sturm and Liouville stood out
as a rare example of collaboration and mutual support. In fact their joint papers
are among the earliest joint papers in the history of mathematics.

Even though they did not continue their collaboration beyond 1836 they con-
tinued to help each other in their respective careers: At the École Polytechnique
Liouville was appointed répétiteur (assistant) in the course of analysis and me-
chanics already in 1831. When he was promoted to professor in 1838 he chose
the senior Sturm as his répétiteur and when Sturm was promoted to professor two
years later the two friends taught the course in alternate years for the next decade.

At the Académie des Sciences they helped each other to be elected, this time
in order of age. They both presented themselves as candidates in 1833 together
with their common friend Duhamel and the Italian mathematician Libri-Carucci,
but at this occasion Libri was elected member. In 1836 the three friends tried again.
Prior to the election Liouville presented some of his own results to the Academy
as was the custom. However he strongly deviated from the custom by praising his
competitor Sturm’s papers on Sturm–Liouville theory, declaring that they rank
on the level with Lagrange’s best works. On the day of the election Liouville and
Duhamel even went so far as withdrawing their candidacy in order to secure the
seat for Sturm. Sturm was elected member.

Sturm repaid his debt to Liouville three years later when Liouville applied for
membership to the Académie for the third time. At this occasion he had to fight
Libri, who the Academy had preferred to the two friends in 1833. The incident
began in 1838 when Liouville pointed out some mistakes in a paper by Libri. He
presented the observation in a paper addressed to the Académie, who appointed
an examining commission including Sturm. However, the commission never wrote
up a report. This turned out to be unfortunate for Liouville when he applied for a
vacant seat the following year. Indeed, three weeks before the election Libri took
the floor and defended himself against Liouville while at the same time criticizing
Liouville’s work. In passing he argued that since the commission had not written a
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report it had sanctioned his results. The following week Sturm rose and defended
his friend against the attacks from Libri. In particular, he explained the silence of
the commission.

M. Liouville, en publiant sa Note quelque temps après, dans son Journal,
nous dégagea de l’obligation de faire un rapport qui pouvait n’être pas
favorable à M. Libri. [Comptes Rendus, May 20. 1839]
After Sturm’s intervention on behalf of his friend, Libri rose to reply, and

succeeded in infuriating Sturm so much that he left the meeting:
Pendant que M. Libri continuait de se livrer à l’examen de la Note de
M. Sturm, celui-ci a brusquement abandonné la discussion, malgré les
instances répétées et les efforts inutiles de M. Libri pour le retenir.
Helped by the intervention of his friend, Liouville was nominated to the

academy two weeks after this incident.
Sturm and Liouville remained friends for the rest of Sturm’s too short life.

When Sturm died in 1855, Liouville gave a moving speech at the grave on behalf
of the Académie des Sciences, ending with the words:

Ah! cher ami, ce n’est pas toi qu’il faut plaindre. Echappée aux angoisses
de cette vie terrestre, ton âme immortelle et pure habite en paix dans
le sein de Dieu, et ton nom vivra autant que la science. Adieu, Sturm,
adieu. [Liouville 1855]
Two months later when he wrote to his friend Dirichlet, he was still mourning:
Venez et vous serez le bien venu. Nous pleurons ensemble notre pauvre
Sturm. [Unpublished letter, dated February 19. 1856, in Liouville’s
Nachlass at the Bibliothèque de l’Institut de France, MS 3640, dossier
1846–51]

The chronology of Sturm’s work on Sturm–Liouville theory
During the summer of 1829 Sturm presented a series of papers to the Académie
des Sciences dealing with heat conduction, transcendental equations and differen-
tial equations [Sturm 1829b–f]. Only titles, brief reports or summaries of these
papers were published. However, they reveal that Sturm found many of the central
ingredients of Sturm–Liouville theory during this period. He proved that certain
systems of differential equations (c) and algebraic equations (d) have real eigen-
values, he determined Fourier coefficients (c), he found a version of his oscillation
theorem (f) and he applied the theorems to determine the temperature distribu-
tion in different bodies for large values of time. Three years later Sturm composed
the long mémoire that was eventually published as his first paper in Liouville’s
journal. He presented the mémoire to the Académie des Sciences on September
28th, 1833, and published a four-page summary of its main results in the journal
L’Institut [Sturm 1833a]. This was followed by a shorter summary in the same
journal [Sturm 1833b] of the results that were eventually published as his second
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paper in Liouville’s journal.8 The two summaries give a clearer survey of the main
outlines of the theory than the often very verbose complete papers, but they do
not explain the novel methods of proof. These had to wait until 1836 when Liou-
ville persuaded Sturm to publish the complete mémoires in the first volume of
Liouville’s journal. As mentioned above Sturm only contributed one more paper
jointly with Liouville to the field [Liouville & Sturm 1837b].

The root of Sturm’s ideas on Sturm–Liouville theory. Its connection
to Sturm’s theorem
It is conspicuous that Sturm’s original ideas on Sturm–Liouville theory were pre-
sented to the Académie des Sciences a few weeks after he had presented his famous
theorem concerning the real roots of polynomial equations [Sturm 1829a]. This
seems to suggest that there was a connection between the development of the two
theories. Historically they have a common root in the works of Fourier. However,
there are even mathematical similarities that may suggest a common mathematical
origin. Indeed, both theories deal with a specific equation: in the case of Sturm’s
theorem it is an algebraic equation and in the case of Sturm–Liouville theory it
is a transcendental equation which Sturm denoted by �(r). It is the equation one
gets by solving (1) and (2) and inserting the result into the left-hand side of (3).
This means that the eigenvalues are the roots of the equation

�(r) = 0. (27)

The similarities run deeper: both theories deal with the relation between the
number of roots of the equation between given limits, and the number of roots or
sign changes of a different function. In the case of Sturm’s theorem the number
of roots of the polynomial y(r) in the interval (r0, r1) is equal to the difference
between the number of sign changes in the Sturm sequences, evaluated at the
end points r0 and r1 respectively. In the Sturm–Liouville case the number of sign
changes of Vr(β) (or �(r) when H is infinitely large) in the interval [r0, r1] is equal
to the difference between the number of roots of Vr0 and Vr1 in the interval [α, β].
So the only difference between the two theorems is that in the algebraic case we
count sign changes in two discrete sequences, whereas in the Sturm–Liouville case
we count sign changes in two continuous functions.

In his first paper in Liouville’s journal Sturm in fact revealed that his theorem
and his work on Sturm–Liouville theory had a common origin in a study of certain
types of difference equations:

La théorie exposée dans ce mémoire sur les equations différentielles li-
néaires de la forme

L
d2V

dx2
+ M

dV

dx
+ NU = 0 9 (28)

8This second summary bears no author but it seems probable that Sturm wrote it himself.
9U is an obvious misprint for V .
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correspond à une théorie tout-à-fait analogue que je me suis faite anté-
rieurement sur les équations linéaires du second ordre à différences finies
de cette forme

LUi+1 + MUi + NUi−1 = 0. (29)

i est une indice variable qui remplace la variable continue x; L,M,N,
sont des fonctions de cet indice i et d’une indéterminée m, qu’on assujet-
tit à certaines conditions. C’est en étudiant les propriétés d’une suite de
fonctions U0, U1, U2, U3, . . . liées entre elles par un système d’équations
semblables à la précédente que j’ai rencontré mon théorème sur la dé-
termination du nombre des racines réelles d’une équation numérique
comprises entre deux limites quelconques, lequel est renfermé comme
cas particulier dans la théorie que je ne fait qu’indiquer ici. Elle devient
celle qui fait le sujet de ce mémoire, par le passage des différences fi-
nies aux différences infiniment petites. Je dois dire cependant que j’ai
trouvé pour les équations a différences finies dont il s’agit, des proposi-
tions et des démonstrations spéciales qui ne sont pas susceptibles d’être
transportées aux équations différentielles. [Sturm 1836a, 186]

How did Sturm make the steps from the difference equation to Sturm’s theo-
rem on the one hand and to Sturm–Liouville theory on the other hand? We do not
know, because he did not publish anything on the matter. However, M.B. Porter
[1901] has given a plausible reconstruction of the argument: Consider a family of
homogeneous linear difference equations described in the quote above:

Li(r)Ui+1(r) + Mi(r)Ui(r) + Ni(r)Ui−1(r) = 0 (30)

where we have chosen the letter r rather than m to denote the parameter, in
conformity with the notation used in Sturm–Liouville theory. As explained by
Sturm, the index i is a discrete replacement of the variable x in the Sturm–Liou-
ville case. For that reason it is reasonable to draw a graphic representation of Ui(r)
as a function of i = 0, 1, 2, . . . , n for a fixed value of r.

This graph will change shape when r changes. Just as in the Sturm–Liouville
case we will assume that the graph starts out above the i-axis, i.e., that U0(r) > 0
for all values of r. Moreover we want to make sure that no sign change can appear
or disappear except through the end point i = n. A sufficient condition is that
Li(r)Ni(r) > 0. Indeed if a root appears or disappears from the interior of the
interval for a certain value r0 of r, Ui+1(r0) must be zero for some value of i and
Ui(r0) and Ui+2(r0) must have the same sign. However, if Li(r)Ni(r) > 0 it is
clear from the equation (30) that this cannot happen.

By a simple change of dependent variable one can reduce the equation (30)
to the form

Ui+1(r) + Gi(r)Ui(r) + Ui−1(r) = 0. (31)

It is now easy to show that if Gi(r) decreases with r and U1(r)/U0(r) increases
with r, then for increasing values of r the number of sign changes in the sequence
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U0, U1, U2, . . . , Un will decrease (rather than increase) by one each time Un(r) = 0.
This in turn has the consequence that

number of sign changes in the sequence U0(r0), U1(r0), . . . , Un(r0)
− number of sign changes in the sequence U0(r1), U1(r1), . . . , Un(r1) (32)

= number of roots of Un(r) in the interval (r0, r1).

As a special case consider the situation where Un(r) is a given nth degree poly-
nomial. Set Un−1(r) = U ′

n(r) and define the Ui(r) successively for i = 0, 1, . . . , n−2
as minus the remainder obtained by dividing Ui+2(r) by Ui+1(r), i.e.,

Ui+2(r) = qi+1(r)Ui+1(r)− Ui(r) (33)

(a construction that is reminiscent of the Euclidean Algorithm in Algebra). This
equation is of the kind described above so the number of roots of Un(r) can be
determined by (32). This is precisely the content of Sturm’s theorem concerning
roots of polynomials.

If we write Un(r) = Vr(α + nδ) and let δ tend to infinity, the difference
equation will turn into a differential equation in the continuous variable x = α+nδ
and the above reflections will lead to Theorem C mentioned above and further to
many of the other results in Sturm–Liouville theory. As hinted by Sturm in the
above quote, he was led to the results in Sturm–Liouville theory by such a heuristic
limiting process, but later rewrote the entire theory completely, leaving no trace
of the finite difference equations.

There remains one interesting historical question: Why did Sturm begin to
study difference equations like (30)? His early publications do not mention such
equations explicitly but Maxim Bôcher [1911] has conjectured that they were the
subject of the Mémoire Sur la distribution de la chaleur dans un assemblage de
vases whose title was mentioned in Férussac’s Bulletin of 1829. Indeed if n vessels
exchange heat with each other and with the surroundings, the temperature ui(t)
of the i-th vessel at time t will satisfy a system of differential equations of the form

Au′ + Bu = 0 (34)

where u = col(u1(t), . . . , un(t)) and A = (gij) is a positive diagonal matrix and
B = (kij) is a symmetric matrix, both with constant entries. In particular, if the
vessels are distributed along a straight line, so that a vessel can only exchange
heat with its immediate neighbors and with the surroundings, B is a tridiagonal
matrix with zero entries except on or immediately next to the diagonal (kij = 0
for j �= i− 1, i, i + 1). If we separate variables in this particular case by assuming
that the temperature function can be written in the form ui(t) = Ui(r)e−rt, then
Ui(r) will satisfy a difference equation of the form (30).10

Whether this plausible reconstruction of Sturm’s road to his most impor-
tant contributions to mathematics really represents the true historical course of
events may soon be revealed. Ervin Neuenschwander has found several of Sturm’s
early manuscripts, including the one on the distribution of heat in an assembly of

10For details see (Bôcher 1911).
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vessels, among Liouville’s papers, and he has announced his intention to publish
his findings [Neuenschwander 1989]. But even before this publication takes place,
one can notice that Bôcher’s reconstruction is corroborated by the fact that in a
Mémoire that Sturm presented to the Académie des Sciences one week earlier he
used similar methods to deal with the system of differential equations (34) in the
more general case where A is a symmetric matrix. The content of this Mémoire is
at least partly known from a summary in Férussac’s Bulletin [Sturm 1829d]. It is
so interesting both for its own sake and for the light it sheds on Sturm’s theorem
and its connection to Sturm–Liouville theory that it warrants a special analysis.

Sturm’s paper of 1829 on the spectral theory of matrices
Sturm motivated the study of the system (34) by referring to Lagrange’s and
Laplace’s studies of it in connection with the motion of the planets and the small
oscillations of a constrained mechanical system. A later anecdote emphasizes the
latter problem as the true origin of Sturm’s theorem. In 1869 J. J. Sylvester, in his
Inaugural Presidential Address to the mathematical and physical section of the
British Association of Exeter reported that, in the words of the historian Florian
Cajori,

Sturm. . . the successor of Poisson in the chair of mechanics at the Sor-
bonne, published in 1829 his celebrated theorem determining the num-
ber and situation of the roots of an equation comprised between given
limits. Sturm tells us that this theorem stared him in the face in the
midst of some investigations connected with the motion of a compound
pendulum. This theorem, and Horner’s method, offer sure and ready
means of finding the real roots of a numerical equation. [Cajori 1897,
330]
In [Sturm 1829d] Sturm studied the system (34) in the special case where

there are five equations and five unknown functions. As above he sought solutions
of the form u(t) = vert where v = col(V1, . . . , V5), is a column vector in R5,
and r is a parameter, each being independent of t. This leads to the generalized
eigenvalue equation

(Ar + B)v = 0 (35)
which is the main subject of Sturm’s paper. By successively eliminating the Vi from
this system of linear equations, Sturm showed that r is the root of a quintic having
all of its roots real and distinct, provided that certain quadratic forms in the Vi’s
are form-definite. He then calculated the number of real roots of this quintic in a
prescribed interval, which ultimately led to a version of Sturm’s theorem.

Sturm restricted himself to the case of five variables for notational simplicity11

(and also, we believe, because this was reminiscent of the famous insolvability of the
quintic question of the time). He pointed out that his results applied to any number

11Sturm of course did not use vector and matrix notation as we have done, so even writing the
equations in the case of five unknowns was cumbersome.
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of variables, and could even be applied «avec les modifications convenables, aux
équations transcendantes auxquelles conduit l’intégration des équations linéaires
à différences partielles». This demonstrates without doubt that Sturm had by this
time developed some of his ideas in Sturm–Liouville theory.

It is worth having a closer look at Sturm’s methods and results. He noted that
the reality of the eigenvalues of (35) (or the roots of the quintic that arises from it)
is actually related to the study of quadratic form Z defined by Z = vT (Ar +B)v,
and he pointed out that the critical points of this function as a function of the
V ’s, are found precisely by solving (35) (and vice-versa).

Sturm now realized that the required values of r are obtained by finding the
roots of a quintic (which is obtained from (35)) by eliminating each of the Vi in
turn. In a brilliant attempt to avoid non-real roots of this quintic (equivalently,
non-real eigenvalues of (35)) he chose to set his eyes on the study of each of the
quadratic forms vTAv and vTBv, which is exactly what is done today in order
to test for this property. He then stated (in a somewhat different form) that if
either of the quadratic forms vTAv or vTBv is positive-definite (or its negative is
positive-definite), then the required r-values must be real.

That these «roots», i.e., eigenvalues, are real is an easy consequence of the
theory of linear symmetric matrix pencils. For if 
(r) �= 0 is the imaginary part of
a generalized eigenvalue of (35) then, for a corresponding eigenvector v, we have
vTArv + vTBv = 0. There is no loss of generality in assuming that A is definite.
Then vTAv is real and non-zero, thus 
(r)vTAv = −
(vTBv) = 0, since B is
symmetric, and this is impossible unless 
(r) = 0, i.e., r is real.

However, Sturm further incorrectly asserted that the roots r are distinct (an
error attributed to others before him but which he seems to have inherited). To see
that the roots are not necessarily distinct, let A = −B = E, the identity matrix.
Then r = 1 is a root of multiplicity 5, yet A is positive-definite. In order to find an
example in which all the entries of A,B are non-zero, it suffices now to take the
case where given a positive-definite matrix A, all of whose entries are non-zero, we
choose B = −A. Then r = 1 is again a root of multiplicity 5. Such examples are
also readily found in any dimensions.

Sturm (modestly) emphasized that the stated result on the reality etc. of the
roots was not new and had been treated earlier by Laplace [Celestial Mechanics,
Book 2; Chapter 6]. What was new however, was the fact that Sturm’s argument
reproduced above was completely general and modern. It can be used as it stands
to cover questions on the reality of the eigenvalues of boundary problems associated
with any even order differential equations, three-term recurrence relations, elliptic
equations, etc. something that Laplace had likely not thought about. Sturm could
have finished his article here since he had found that the r-values are real and thus
he could get at the general solution. But he decided to look at the eigenvectors
corresponding to these eigenvalues.

Thus, he proceeded to solve the system (35) by first solving for V1 in the
first of these equations in terms of the V2, V3, V4, V5, then substituting this value
of V1 in each of the remaining four equations and multiplying each one of these by
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L ≡ g11r+k11. This leads to a new set of four equations, each of which is linear in
the Vi’s for fixed r, and quadratic in r for a fixed set of Vi’s. This procedure is now
continued naturally. Denote the coefficient of V2 in the first of these new equations
byM (actuallyM = LG22−G2

12), where we use the notation above, Gij = gijr+kij

for i �= j, Gii = gii). With this latest (ordered) set of four equations, we take the
first and solve for V2 in terms of V3, V4, V5. This done, we substitute this value of
V2 in the remaining three equations. In this fashion we obtain a new set of three
equations in the V3, V4, V5. The coefficient of V3 is denoted by N (it is actually a
cubic in r!). We solve for V3 in terms of the remaining V4 and V5. The resulting
leading coefficient in V4 is P , and the final quintic is denoted by Q. Of course,
in the end one seeks the zeros of Q. Indeed, this process of elimination generates
the quantities L,M,N, P,Q which are in actuality, the principal minors of the
matrix Ar+B with Q being its determinant. Note that these principal minors are
respectively polynomials of degree 1, 2, 3, 4, and 5 as usual (in general).

Now, under the assumption that the matrix A is positive-definite (i.e., that
the coefficients of the highest order term in r in the expressions for L, . . . , Q are
positive) Sturm stated the following results (compare with Theorems A, B, C
above):

Theorem D: The roots of each of these functions are real and distinct [as we
pointed out above this last statement is generally not true, but it is true in most
applications].

Theorem E: The roots referred to in Theorem D contain, in the interval having
them for its endpoints, the roots of the preceding function. It is, however, possible
for two consecutive functions in this list to have one or more common roots. What
is actually meant here is that the zeros of these functions «interlace» as one «moves
up» in the sequence.

Note: A special form of this result, i.e., when B = I, the identity matrix, is called
the «inclusion principle» nowadays [for a proof which uses the Courant min-max
theorem see [Franklin 1968, 149]].

Theorem F: Add G (a positive constant) to the sequence L,M,N, P,Q. Then for
fixed r = r0 the number of sign changes in the resulting numerical sequence is equal
to the number of roots of the quintic Q larger than r0, with the proviso that if a
term in the sequence vanishes, it should not be counted. In addition, let r0 < r1
be arbitrary real numbers. Then the difference between the number of sign changes
in the sequences G,L,M,N, P,Q, for r = r0 and r = r1 is equal to the number of
roots of the quintic Q = 0 in the interval [r0, r1].

The results above are similar to the results concerning the functions U0, U1,
U2, . . . , Un in the reconstructed discussion of the difference equations (30). They
led to the terminology and study of Sturm sequences, as they are called today.
Summarizing the above, we have that Sturm got the existence of exceptional (real)
values of r such that the original first-order constant linear system (34) has ex-
ponential solutions. In doing so, he realized that the minors of the corresponding
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matrix Ar+B arising from (35) have a separation property (Theorem F) and that
each of the eigenvalues of the generalized eigenvalue problem (35) is a candidate for
these exceptional r-values. Now he decided to study the eigenvector corresponding
to the largest eigenvalue – this is reminiscent of the Perron–Frobenius theorem
(discovered only about 50 years later!), which states that the components of the
eigenvector corresponding to the eigenvalue of largest modulus of a matrix with
positive entries can be chosen to be positive [see, e.g., Berman 1979, 13].

Sturm’s published sketch of a proof actually shows that he anticipated the
Perron–Fröbenius theorem in a special case. Sturm denoted the real zeros of the
quintic Q (which is, as we saw above, the determinant of the matrix Ar + B)
by α, β, γ, δ, ε with α being the largest, etc. Denote, as usual, the quadratic form
vT (Ar + B)v by Z(r) the Z-function of Sturm.12 Sturm essentially stated the
following proposition:

Theorem G: If Gij(α) ≤ 0 (i.e., the matrix Aα + B has non-positive off-diagonal
entries), then the components of the eigenvector corresponding to the generalized
eigenvalue α (can be chosen to have) all have the same sign. A similar result holds
[clearly] if Gij(α) ≥ 0.

In order to prove this theorem Sturm first stated that since α is the largest
real zero of Z(r) it follows that in fact the quadratic form Z(r) > 0 for every
(non-zero) choice of vector v ∈ R5 whenever r > α. In other words, the matrix
Ar + B > 0 whenever r > α. Sturm may have based his proof of this result
on the interlacing properties of the zeros of G,L, . . . , Q. The idea would be to
set G = g11 > 0, since A is positive-definite [we write this as A > 0 using the
current conventions]. Then, clearly L has a zero at −k11/g11. Furthermore, the
leading term of the quadratic M is the principal minor of order 2 of A, which is
also positive since A > 0. Thus, M is concave up and an easy calculation shows
that M(−k11/g11) < 0; M therefore has two real zeros and the interval having
these zeros as endpoints must contain the zero of L. Next, the leading term of the
cubic N is the principal minor of order 3 of A, again positive since A is. Labeling
the zeros of M by r00, r11, we see that a necessary and sufficient condition for
the zeros of N to separate those of M is that N(r00) > 0 and that N(r11) < 0.
Of course this can be shown, although a direct proof is tedious and so we will
omit the remainder of the argument in order not to distract us from the original
question. Because the zeros of G, . . . , Q separate one another, it follows that, for
r > α, all the functions G, . . . , Q are positive, which, in turn, implies that the
matrix Ar + B > 0 for such r, i.e., that the quadratic form Z(r) > 0 for such r.
By continuity Z(α) ≥ 0. Thus, its diagonal elements Gii are all non-negative.

Now Sturm turned to the eigenvector corresponding to α, itself. Let v =
(V1, . . . , V5) be an eigenvector corresponding to α. It is readily seen that since
Z(α) ≥ 0 not all the Vi can be non-positive (because the Gij ≤ 0 for i �= j). Thus
there is at least one pair which, without loss of generality, we will take to be V1

12There is a typographical error here in the paper in that r is actually denoted by α.



Charles François Sturm and Differential Equations 43

and V4 say, for which V1 > 0 and V4 > 0. Now, since det(Aα +B) = 0, one of the
quantities V1, . . . , V5 may be chosen arbitrarily. We will take this to be V2, and
assume that V2 > 0. It remains to show that V3, V5 > 0. To this end consider the
two relations, among the five linear equations relating the V ’s:

G33V3 + G35V5 = p1

G35V3 + G55V5 = p2,

where p1 and p2 are non-negative. Then,
V3

V5
=

p1G55 − p2G35

p2G33 − p1G35

the numerator and denominator of which are each non-negative. Thus V3 and V5

are each non-negative and thus all the components of the eigenvector found here
have the same sign. If the Gij(α) are negative (not zero), then one can conclude
from the above that each Vi > 0. This concludes the proof of Theorem G.

In the continuous case Theorem G corresponds to the important statement
that the smallest real eigenvalue of a boundary problem for a Sturm–Liouville equa-
tion has an eigenfunction that can be chosen to be positive in (the interior of) the
interval under consideration (see below for more discussion on this matter). From
this theorem and the series expansion (9) Sturm concluded that for large values
of t the solution of the partial differential equation (4) (or (34)) will be everywhere
positive or negative. He emphasized the consequences for heat conduction in his
first paper on this subject:

Si un corps de forme quelconque, homogène ou non homogène, est exposé
à un milieu d’une température constante, ou si tous les points de sa
surface sont entretenus à une même température fixe, tous les points de
ce corps finiront par avoir des températures supérieures ou inférieures à
celle du milieu ou à celle de la surface. [Sturm 1829b, 425]

Going to the continuous limit
Because of the importance attached by Sturm to the theorem, that the smallest
eigenvalue of a regular Sturm–Liouville problem must have an eigenfunction that
can be chosen to be positive inside the interval, we shall show how he might have
deduced it from the discrete Theorem G, above.

Without loss of generality we consider the boundary problem (1) with k(x)
= 1 under Dirichlet boundary conditions, that is, with V (0) = V (1) = 0, on
[α, β] = [0, 1]. We subdivide the interval into n + 1 equal parts with the points
0 = x0 < x1 < . . . < xn < xn+1 = 1, where xi = ih for i = 0, 1, . . . , n + 1 and
h = 1/(n+1) (recall that Sturm gave a complete proof in the case n = 5 as typical
of a general proof).

In addition, we introduce the notation gi ≡ g(xi), li ≡ l(xi), v = col(V1, V2,
. . . , Vn) where Vi ≡ V (xi) for a solution of the continuous problem (1). We can
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now replace V ′′ by the central difference approximation at the xi, i = 1, . . . , n. We
then obtain a set of linear algebraic equations

Vi−1 − 2Vi + Vi+1

h2
+ (rgi − li)Vi = 0,

where i = 1, 2, . . . , n. Multiplying this expression throughout by (−1) and rear-
ranging terms we obtain the matrix equation (B + rA)v = 0 for a vector v ∈ Rn

(compare this with (35)). In this representation, B is the tridiagonal matrix given
by ⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2
h2 + l1 − 1

h2 0 .

− 1
h2

2
h2 + l2 − 1

h2 .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. − 1
h2

2
h2 + ln−1 − 1

h2

. 0 − 1
h2

2
h2 + ln

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(36)

while A is given by the diagonal matrix A = diag[−g1,−g2, . . . ,−gn]. In keeping
with Sturm’s proof, we must ensure that A > 0. Hence, we must assume that
gi < 0, i = 1, 2, . . . , n, that is, the weight function must be negative inside [0, 1].
In this way, the largest eigenvalue α, considered by Sturm above, becomes an
approximation to the largest eigenvalue of the boundary problem (1), since now
the spectrum has been reversed (the eigenvalues tend to −∞).

We now apply Theorem G in the general case. For h ≈ 0, the matrices B,A
grow arbitrarily large in size, yet Theorem G ensures that for any fixed size n, an
eigenvector v of (B + αA)v = 0 corresponding to the largest eigenvalue α (which
depends on n, of course) can be chosen so that all its coefficients Vi > 0. But these
quantities Vi are the approximate values of V (xi) for each i, where V is a real
solution of (1). Consequently the Vi approximate the values of an eigenfunction
corresponding to the largest eigenvalue of the continuous problem, which as we can
see, will be positive at an arbitrarily large set of points in [0, 1]. Indeed, if some
eigenfunction corresponding to the largest eigenvalue of (1) were to be negative in
(0, 1), then by the approximating limits, there must exist an integer n such that for
some i, at least one of the V (xi) = Vi < 0. This however contradicts Theorem G
for that value of n. It follows that an eigenfunction corresponding to the largest
eigenvalue can be chosen to be positive.

In this way, Sturm may have arrived at his oscillation theorem for the eigen-
functions of Sturm–Liouville problems by working out the discrete case first, as
we have motivated, and getting the positivity of the first eigenfunction as we have
done (and then using his comparison and separation theorems to get the oscillation
of all the remaining eigenfunctions, as he did in his 1836 papers).

Concluding remarks
Sturm’s results on differential equations were developed in tandem with his dis-
covery of his theorem on the number of real roots of a polynomial equations. Both
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theories grew out of his work with problems in mechanics and heat conduction.
At first these problems led Sturm to study eigenvalue problems related to systems
of linear equations, where he discovered remarkable theorems, and continuous sys-
tems of difference equations. By going to a continuous limit he found his famous
results in Sturm–Liouville theory.

Nowadays we consider Sturm’s and Liouville’s work on the theory that is
called after them a milestone in the history of mathematical analysis. Yet it caused
no immediate response. The reason may be that their work was so far ahead of
their time. Indeed, they asked totally new kinds of questions. In particular the
conceptual and qualitative character of their results were in sharp contrast to the
formula-centered approach of their precursors and most of their contemporaries.
This shows their farsightedness. About 1870–80 the development in mathemat-
ics caught up with their ideas. First, spectral theory of other types of operators
began to be investigated, a development that was an important source for the
development of Functional Analysis. Second, around 1900 many mathematicians
became interested in Sturm’s oscillation and comparison theorems and rigorized
and generalized them. [Everitt 2005, Hinton 2005].

However Sturm’s papers were not only an anticipation of these novel con-
ceptual and general developments. The theories they present have remained an
important part of analysis that is still taught almost two centuries after they were
developed.
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Charles François Sturm’s Writings on Optics

Eisso J. Atzema

Introduction
Sturm’s writings on geometrical optics consist of only four papers in all, their
publication evenly spread over the span of his career. The first two, published in
1824 and 1826, discuss the theory of plane caustics. The third paper, an extension
of his work on plane caustics to spatial caustics was published in 1838. Finally, a
paper on the physiology of the eye appeared in 1845. It is in this paper that Sturm
introduces the description of the so-called infinitely thin pencil often associated
with his name. The same publication also contains a much simplified derivation of
the formulas he had obtained in his third paper. The Royal Society Catalogue of
Scientific Papers also lists a publication in English on cylindrical lenses of 1854
among Sturm’s papers. Most likely, however, this note was written by a namesake.1

The early work – The study of plane caustics
Sturm’s first paper on geometrical optics appeared in the 15th volume of the
Annales de Mathématiques Pures et Appliquées as his 12th contribution to the
journal published by the Montpellier-based mathematician Joseph-Diaz Gergonne
(1771–1859). In this paper, Sturm discusses the refraction of light rays departing
from a single point as they are refracted in a sphere or a plane. In general, these
refracted light rays will no longer unite in a single point. Instead, there will be
a surface to which all the light rays are tangent, the so-called envelope of the
system of light rays. In the late 17th century, this surface (or rather its planar
equivalent) had been extensively studied by Christiaan Huygens (1629–1695) and

1«Remarks on the Construction of Telescopes with Simple Cylindrical Glasses,» Monthly Notices
of the Astronomical Society, XV (1854–1855), pp. 223–4. The note was communicated by John
Lee, future president of the Society. It discusses a lens grinding machine patented by the author,
who is only referred to as Mr. Sturm. According to information provided by the patent office
at the British Library, one Salomon Sturm of London, «formerly of Vienna, in the Kingdom of
Austria» applied for a patent of such a machine on November 11, 1853. The patent was granted
on April 11th, 1854.
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Jacob Bernoulli (1654–1705), among others. In the terminology of this tradition,
this envelope is usually referred to as a caustic – a catacaustic for the case of
reflection (or reflection caustic) and a caustic for the case of refraction (or refraction
caustic). It is the diacaustic of refraction in a sphere that Sturm is interested in.
Of course, because of the rotation-symmetry, he does not actually have to study
the spatial case. It suffices to study the plane equivalent – which is exactly what
Sturm does.

What led Sturm to study this particular topic is not clear. Most of his pre-
vious papers had been solutions to problems posed in the Annales. At the time
geometrical optics certainly was somewhat of a fashionable topic. Between 1808
and 1811, Etienne Malus (1775–1812) had published his impressive studies on the
generalization of plane geometrical optics to space. The topic was also taught at
the Ecole Polytechnique and in that context the instructor Alexis Petit (1791–
1820) had found new proofs of some of the classical formulas in optics, which
were published by Hachette in 1812. In a paper presented in 1813 following up on
Malus’ work, Charles Dupin (1784–1874) had discussed the geometry of reflection
in surfaces as well. In the Annales, this interest was reflected by two papers, both
authored by Gergonne. In 1815, in a discussion of the appearance of multiple im-
ages in the case of reflection or refraction in a plane, he had computed the equation
of some caustic curves. In 1821, discussing the image of a stick immersed in water,
he had determined the equation of the diacaustic to a plane. Since then, however,
nothing on the topic had appeared in the journal. In Ireland, working in almost
total isolation, Sturm’s close contemporary William Rowan Hamilton (1805–1865)
had been studying problems in geometrical optics since he was seventeen. Much
closer to home, Sturm’s former class mate and friend Arthur-Auguste de la Rive
(1801–1873), then freshly appointed as a professor of physics in Geneva, had just
published a book-length study on caustics as well.2

If any evidence of Sturm’s promise as a mathematician were needed, it suffices
to compare Sturm’s paper to De la Rive’s study. Where De la Rive laboriously
derives analytical expressions for the caustics themselves, Sturm takes a different
approach. Rather than trying to improve on the standard techniques to determine a
caustic, he essentially rephrases the problem at stake by looking for their evolutes
instead. In terms of physics, instead of studying the light rays, he concentrates
on the wavefronts. Using synthetic methods, Sturm shows in a rather elegant
way that the caustic of refraction in a line is the involute to an ellipse, as Ger-
gonne had already shown. Similarly, he shows that the caustic of refraction in a
circle is the involute to the locus of all points for which the distance to two given
points, weighted according to the refraction indices of the media before and after
refraction, is constant.

2See [15], [8], [12], [13], and [33]. Malus’ mathematical work is extensively discussed in [5]. On
Hamilton’s work, see [18]. The contributions of both Malus and Hamilton are discussed in [1] as
well.



Charles François Sturm’s Writings on Optics 51

As elegant and well-done as Sturm’s first contribution to geometrical optics
was, more than likely the basic idea of his approach did not originate with himself.
In fact, in both his earlier papers on geometrical optics, Gergonne had suggested
that perhaps it was generally easier to find certain evolutes to a caustic than
the caustic itself. Given that Sturm was an avid reader of the Annales, he almost
certainly would have picked up on this idea. To stake his own claims in this matter,
Gergonne clearly had no qualms about adding the long note reproduced at the very
end of Sturm’s paper, slyly suggesting that others might follow his lead as well.3

There can be little doubt that Gergonne’s admonishment had its intended effect.
Indeed, emboldened by the footnote, the young Belgian mathematician Adolphe
Quetelet (1796–1874) soon contacted Gergonne about his own synthetic construc-
tion of a wavefront after refraction, given the wavefront before refraction as well as
the refracting surface. In a very short time, this exchange led to a series of papers
by Quetelet, Gergonne himself and others on the nature of caustics that not only
gave rise to a more general approach to the study of the reflection and refraction
of light rays, but also resulted in a construction that gave concrete interpretation
of Gergonne’s hunch about the more simple nature of wavefronts.

Much of the credit for both probably has to go to Charles Dupin. Only two
years earlier, Dupin’s memoir of 1813 had finally been published. In it, Dupin
sought to prove in full generality Malus’ theorem that any system of light rays
normal to a surface remains a system of normals to the surface after reflection or
refraction. In other words, wavefronts normal to a system of light rays are retained
under reflection or refraction. As was usual at the time, Malus had started with a
homo-centric system, i.e., a system of light rays all departing from a single point,
which then were reflected at a surface, resulting in a new system. For this new
system, Malus could show that a wavefront always exists. He then went on to
investigate what happened after a second reflection, but he got stuck in the com-
putations. Dupin’s approach was different. Realizing that a homo-centric system
is just a special case of a system of light rays normal to a wavefront, Dupin started
out with a system of normals to a surface and then showed that the system of
lines resulting from reflection in a surface still is a system of normals. This not
only proved Malus’ theorem for just one single reflection, but for any number of
reflections as well. Also, it changed the search for caustics of reflection or refraction
to the search for relations between the evolutes of an incoming wavefront and the
evolute of the corresponding outgoing wavefront. His main argument consisted of a
surprisingly simple construction of a wavefront after refraction. In his own words:

Considérons un faisceau de rayons incidents qui tombent sur un miroir
dont la forme est quelconque. Supposons seulement que ces rayons soient
tous normaux à une même surface (Σ), et cherchons à déterminer le

3Although to modern eyes such a note might seem an odd practice, it certainly was not the only
editorial interference on Gergonne’s part with papers published in his journal. Most often, he
would just provide alternative proofs. On other occasions, as with Sturm’s paper, he would try
to steer future research in a certain direction.
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faisceau des rayons réfléchis. Supposons pour cela qu’une sphère variable
de rayon ait son centre constamment placé sur le miroir, et sa surface
constamment tangente à la surface (Σ) ayant pour normales tous les
rayons incidents. Cette surface (Σ) sera l’enveloppe de l’espace parcouru
par la sphère, au-devant du miroir. L’espace occupé par la partie des
sphères qui se trouve derrière le miroir, est pareillement terminé par
une surface enveloppe dont la normale, en chaque point, se confond
avec le rayon de la sphère qui touche au même point cette enveloppe.
Or, (. . . ) cette nouvelle normale est, derrière le miroir, le prolongement
d’un rayon réfléchi.4

Quetelet’s attention was mainly drawn to Dupin’s construction, which he sought to
extend to the case of refraction. Gergonne, on the other hand, was quick to pick up
on Dupin’s generalization of the study of optics as well and immediately steered
the discussion in his journal on the construction of wavefronts away from just
homo-centric systems to arbitrary systems of normals. From then on, this would
be the standard approach in any more mathematical discussion on reflection or
refraction. In a surprisingly short time (less than a year), Dupin’s construction
was extended to the case of refraction. Gergonne summarized the idea as follows:

La caustique par réfraction, pour une courbe plane quelconque, et pour
un point rayonnant situé d’une manière quelconque dans le plan de cette
courbe, est la développée de l’enveloppe de tous les circles qui ont leurs
centres sur la courbe séparatrice des deux milieux, et dont les rayons
sont aux distances de ces mêmes centres au point rayonnant dans le
rapport constant des sinus de réfraction au sinus d’incidence.5

Note that the envelope thus constructed actually consists of two branches, one
on the side of the incoming light rays of the refracting surface and one on the
other. Gergonne does not say which branch to take, but a little physics might be
of help here. Indeed, both Dupin’s and Gergonne’s construction are for wavefronts
the rays after reflection or refraction would appear to come from if the reflection
or refraction is not taken into account – similar to the idea of a virtual image in
optics. From this it follows that one has to take the branch of the curve on the
same side as the incoming rays. For brevity’s sake we will refer to any such pair of
incoming and outgoing wavefronts (either for the case of reflection or refraction)
as a Gergonne pair of wavefronts.6

Sturm himself would not contribute to this particular flurry of papers, but in his
second paper he does make use of the new construction to revisit and generalize a
formula already derived by Jacob Bernoulli. In a number of papers published in the
1690s, the latter had extensively investigated the plane caustics of reflection and
refraction for homo-centric systems with reflection or refraction in an arbitrary
curve. In particular, he had been interested in the point-wise construction of a

4See [8, p. 195]. (Σ) is the notation used by Dupin to denote a surface.
5See [14, p. 348].
6For details on the preceding, see [2].
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Figure 1. Wavefront Construction for refraction in a circle with
center M and λ1 : λ2 = 2.

caustic of reflection or refraction. The idea behind his solution was straightforward:
Every light ray from a light source P and meeting the reflecting or refracting curve
in R will (after reflection or refraction) be tangent to the caustic. Let this point
of tangency be PR. All he needed to do then in order to be able to construct the
caustic was to find a formula relating PR and RPR. His actual derivation of such
a formula, however, was anything but straightforward. In its blend of brilliant
insights and utterly obscure manipulations, it bears all of the marks of Jacob’s
tell-tale mathematical style.7

Again, it is not known what exactly Sturm’s reasons were to revisit this for-
mula. Clearly, the more symmetric approach suggested by Dupin and Gergonne
required only a minor modification of the formulation of Bernoulli’s formula. Sturm
might have felt, however, that a proof based on the idea of Gergonne pairs of wave-
fronts was called for and could conceivably lead to a more simple or insightful proof
than the ones known thus far. The wording of the introduction to his paper cer-
tainly seems to indicate this. If nothing else, Gergonne’s construction indeed gave
Sturm an opportunity to avoid the use of the ‹imperfect› method of infinitesimals,
as he puts it himself. Essentially, his approach amounted to the determination of
the first-order terms of the Taylor expansion of the law of refraction in terms of

7The early history of the study of plane caustics was the subject of several monographs during
the 19th century. One of the earliest and probably the most exhaustive is [24], the winning
contribution to an essay contest set by the University of Gandt in the wake of the stream of
papers on the Dupin–Gergonne–Quetelet’s construction of wave fronts. See also [4].
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the parameters of the refracting surface. Since the zeroth-order part vanishes, he
is left with an equation in first-order terms only. As it so happens, this equation
contains all the information he is looking for.

It might be worthwhile to point out here that before Gergonne formulated
his construction, it would have been hard for Sturm to pull off this trick. With-
out exception, the law of refraction was analytically expressed by means of some
variation of the vector identity

1
λin

�sin − 1
λout

�sout = μ�n,

where λin, λout are the refraction indices before and after refraction and �sin, �sout,
�n are unit vectors in the direction of the incoming ray, the outgoing ray and
the normal to the surface at the point of incidence respectively. Finally, μ is a
scalar. But the fact that μ is not easily expressed in terms of the other variables
makes manipulation of this form of the law of refraction rather problematic. In the
skillful hands of Sturm, Gergonne’s construction turns out to be just the right tool
to circumvent this difficulty. The equation Sturm ultimately derives is equivalent
to the one derived by Jacob Bernoulli and identical to the one given by Petit.8

The Later Work: Geometrical Optics in Three-Space
Sturm’s third paper was published 12 years and 17 papers after the second one.
By that time, he had published his most important work in mathematics and
he had firmly established himself as a high-caliber mathematician. In geometrical
optics, most work that had appeared in France in the meantime was minor and
almost exclusively elaborated on Gergonne’s construction and the determination
of equations for caustics. In Germany, August Möbius (1790–1868) had published
two papers on the theory of so-called paraxial optics, the theory of the transition
through a rotation-symmetric optical system of small pencils of light rays around
the axis of symmetry of the system. In 1841, this work was to be followed by a
much more influential paper on the same topic by his thesis advisor, Carl Friedrich
Gauss (1777–1855).9 There seemed to be little interest on the part of the German
scientific community in the very general approach to geometrical optics favored by
Malus, Dupin, Gergonne and Sturm. Likewise, in England, John Herschel (1792–
1871) in his widely-read essay on the theory of optics did mention the work of the
French school, but he devoted far more attention to his own theory of optical er-
rors.10 The two exceptions to this general lack of interest in the Malusian approach
to geometrical optics originated on the fringe of the mathematical community. In
Finland, Nathanaël af Schultén (1796–1860) had published the first of a number of

8Another way to circumvent this problem is to use the (for us) more obvious formulation of the
law as λin−1�n × �sin = λout

−1�n × �sout. However, although the cross product was known at the
time, it does not seem to have been used in geometrical optics until much later.
9See [27], [28], and [11].
10See [20]. The book was also translated into French (1829–1831) and German (1831).
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studies on geometrical optics in three-space.11 In Ireland, William Rowan Hamil-
ton had steadfastly continued his studies on systems of lines. Both Schultén and
Hamilton drew heavily on the work of Malus, each shifting Malus’ global approach
to a more local one. In fact, independently elaborating on Malus’ introduction of
very narrow pencils of light, both studied pencils that were in fact infinitely narrow
or thin. Conceptually, Schultén’s study hardly went beyond Malus’ and his work
received little to no attention outside of Finland. In contrast, Hamilton’s work was
replete of fresh insights and by 1838 had begun to attract attention, almost in spite
of the obscurity of the periodicals in which most of it was published. His four major
papers on optics all appeared in the Proceedings of the Irish Academy of Science,
a publication hard to find outside of Dublin. Some of his other publications on the
topic were equally obscure. Pierre Verhulst’s translation of Herschel’s Treatise on
Light (published between 1829 and 1831), however, contained a supplement with
a summary of Hamilton’s methods. In 1834 Hamilton himself had also published
an article on the topic in the (slightly) less obscure Correspondance mathématique
et physique, a competitor to Gergonne’s Annales that was edited by Quetelet. The
extension of his methods to dynamics that he had found by then certainly helped
to attract attention and to make his earlier work better known as well.12

It seems probable that it was Hamilton’s work that led Sturm to revisit geometrical
optics and to extend his earlier work to three-space. Indeed, Sturm does mention
Hamilton’s proof of Malus’ Theorem as it appeared in his «very long» papers
published in the Transactions. Later on, he refers to Hamilton’s use of the principle
of least action. Neither reference is sufficiently specific to be able to tell whether
Sturm read Hamilton’s actual work or just went with the French summaries.

Other than the reference to Hamilton, his introduction is very similar to the
one to his second paper. Again he refers to the nice work done by Malus, Dupin and
Gergonne (including this time Hamilton as well) and the need to have a formula
to be able to construct caustics on a point-by-point basis. Rather than referring
to the Dupin–Gergonne–Quetelet construction, however, he sets out by providing
an analytical proof of his own. The details of this proof need not concern us here,
other than that this time Sturm does use the cross product form of the law of
refraction (see note 8).

Sturm’s derivation of the three-dimensional version of the Bernoulli–Petit
formula closely follows that of his derivation of the original formula as well. Al-
though the computations needed are much more complicated, he still essentially
compares the first-order terms on either side of the vector equation expressing the
law of refraction. Whereas in the plane case this process involves only one set of
coordinates, the process requires comparison of three sets of coordinates in the
spatial case. Consequently, Sturm ends up with three equations (the set of equa-
tions (26) in the original paper), which completely determine the local behavior
of the Gergonne-pairs.

11On Schultén and the Finnish mathematical scene, see [9]. See also [1].
12See [16] and [17]. For further details, see [18]. See also [1].
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Up to this point, the paper is little more than a fairly straightforward gen-
eralization of the second paper, albeit at a much higher level of technicality. The
more interesting part comes on the final pages, where instead of following the stan-
dard Mongian analytical approach to geometry, Sturm takes a tack that is much
more reminiscent of the style of Dupin and Chasles. The reason for this alternative
approach may have been that the set of equations (26) does not easily reduce to
the Bernoulli–Petit equation. To see that the Bernoulli–Petit equation indeed is a
special case, Sturm considers the triples of planes defined by an arbitrary tangent
line (OI) on the refracting surface at the point of incidence (at O) and each of
the three lines related by the law of refraction. The intersection of each of these
planes with the surface perpendicular to it will be a curve, the curvatures of which
are related by the equations (26). For OI in the plane of refraction, the resulting
equation is exactly the Bernoulli–Petit one. Another interesting relation follows
when OI is taken perpendicular to the plane of refraction. In his final paper on
optics, Sturm was to take up these formulas again.

Sturm’s last paper on geometrical optics was very different in nature from his pre-
vious three. The latter were clearly written for a mathematical audience. The for-
mer was mostly geared toward the growing physiological community, particularly
to those interested in the optics of the eye. In the 1820s and 1830s, the emerging
field of physiology had begun to fashion for itself a research methodology largely
inspired by the model of the budding physics community. Experimentation in the
form of vivisection had become «de rigeur» and increasingly purely physical, of-
ten starkly reductive, descriptions of the functioning of organisms were valued
higher than the older, more holistic, vitalist theories. In Germany, this movement
would culminate in the often radically reductionist work of the school founded by
Hermann von Helmholtz (1821–1894), Emil du Bois-Raymond (1816–1896), and
Ernst Brücke (1819–1892).13 The tendency to align physiology closely with physics
and chemistry, however, was evident throughout Europe. One of the areas of physi-
ology where this new approach was very successful was the physiology of the eye.14
In the 1820s, the Bohemian physiologist Jan Evangelista Purkinje (1787–1869) and
others had already studied the refraction of the eye by performing experiments on
the various parts of the eyes of dead rabbits. In the 1830s, measurements on the
curvature of the cornea of various species had become a thriving research topic.
Most of this research was done in connection with the question how the eye adjusts
(‹accommodates›) to see objects at different distances equally sharply, a phenom-
enon that could not really be explained by means of the traditional ‹model› of
the eye.

In the early 17th century, Kepler had likened the eye to the so-called camera
obscura as used by some artists at the time, and this analogy had stuck since then.

13Among mathematicians and physicists, Helmholtz needs no introduction. Emil was a brother of
the mathematician Paul du Bois-Raymond. In the 1870s, Ernst Brücke would be Ph.D. advisor
to one Sigmund Freund.
14A quick introduction to the development of this field is provided by [35].
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Essentially, the camera obscura was a box with only a pinhole opening. If light
passes through this opening, an image of the outside world will be projected onto
the opposite wall. Under the right circumstances, this projection could be used to
quickly draw a sketch of the image. In Kepler’s analogy, the pupil of the eye was
the pinhole opening and its retina the opposite wall. As not all objects will have an
image that falls exactly on the retina, not all objects will be seen equally sharply,
which is were the accommodation of the eye comes in. According to Kepler, the
eye is different from a camera obscura in that somehow it is capable of relocating
the image of any object so that it will fall on the retina and the object will be seen
sharply. The one question left unanswered by Kepler of course was how exactly
the eye does this. Clearly, various parts of the eye could be responsible, with the
cornea and the so-called crystalline body the most likely candidates.

By the 1840s, some progress had been made in determining the role of the
cornea in this process. Some of the findings also raised more questions than they
answered. Thus, it had been found that abnormal curvature of the cornea indeed
does give rise to presbyopia or myopia. At the same time, the cornea does not
change shape or position (other than over time) and hence does not contribute
to accommodation. What was more remarkable was that it was found that the
cornea of many species is not even symmetric in shape, which would prevent the
formation of sharp images under any circumstance. In extreme cases, such as those
documented by Thomas Young (1773–1829) and George Bidell Airy (1801–1892),
the result would be an eye defect dubbed astigmatism by William Whewell in the
1840s.15 In mild cases, however, the lack of symmetry did not seem to impede
vision. As for the crystalline body, the study of its role in the process of accommo-
dation was complicated by the fact that it clearly was not optically homogeneous.
Since the mathematics for the description of the transition of light through such
media had not been developed yet, the effect of the shape of the crystalline body
could only be studied experimentally. Measurements on the crystalline body of
live subjects, however, were also problematic.

Thus was the situation in the study of accommodation when Sturm wrote his
paper on the optics of the eye. As it would turn out, the answer to the question
of accommodation was to be provided shortly with the independent discovery
in 1848 by Ernst Brücke and (Sir) William Bowman (1816–1892) of the so-called
ciliary muscle. Following Helmholtz’ invention of the ophthalmoscope in the 1850s,
it was to be proved beyond any doubt that it is the minute deformation of the
crystalline body caused by the involuntary contraction of this muscle that allows
for accommodation of the eye.

At first sight, Sturm’s paper seems the outcome of a collaboration that parallels
his joint work with Daniel Colladon. The stated main purpose of the paper is to
provide a general theoretical description of the workings of the eye in support of the
experimental work on the crystalline body by the aging Charles Nicholas Alexandre
de Haldat du Lys (1770–1852), director of the school of medicine at Nancy and

15On the early history of astigmatism and its treatment, see [23].
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corresponding member of the Académie. Also, one certainly gets the impression
that he had made an effort to familiarize himself with the latest literature on the
physiology of the eye. He even claimed to be working on specific measurements.
At the same time, it would appear that he was only marginally interested in
actually providing a theoretical basis to Haldat’s work. There is no indication that
he ever worked or even corresponded with Haldat. Rather, it seems the work of
the latter provided an opportunity for Sturm to publish some results that he had
found independently. In fact, he indicates as much himself by stating that the
geometrical considerations that he uses go back a long time.

Reminding his readers of Malus’ Law, he notes that the rays of any ‹lean›
pencil of light rays departing from a single point will all be normals to a surface
after any number of refractions. Therefore, to study the shape of such a pencil
after any number of refractions, it suffices to study the shape of a lean pencil of
normals around a central normal. In particular, to study the shape of a pencil of
homo-centric light rays as it hits the retina after refraction in the various parts of
the eye, it will do to look at a thin pencil of normals.16

As mentioned earlier, Hamilton and Schultén had studied such pencils of
normals as well. The context in which they did this, however, was a very different
one. Following Malus, both were interested in the so-called density of the pencil at
any given point. To study the density of a pencil along its central ray, Hamilton
considered a surface with an equation of the form z = f(x, y) and looked at the
normals to the surface at the points of a small circle around the origin. He then
showed that the curve of intersection of these normals with a horizontal plane at
height z is an ellipse, the area of which is a measure of the density of the pencil
at that point. Particularly, he shows that there are two positions of the plane for
which the ellipse degenerates to a straight line, in which case the density becomes
infinite. He also notes that the two degenerated ellipses are perpendicular to each
other and that they each pass through one of the two points of intersection of
the central normal with its neighboring normals, the so-called focal points of the
pencil. Using a somewhat different approach, Schultén essentially finds the same
result.

Sturm’s approach to the infinitely thin pencil is different. What Sturm was
interested in, was a description of the pencil, not merely a property of it. Regardless
whether Sturm knew the work of Hamilton or Schultén or not, this interest takes
him one essential step beyond their contribution to the topic. Neither Hamilton
nor Schultén went as far as to draw the conclusion that their findings implied that
all lines of the pencil pass through two line segments perpendicular to each other
and perpendicular to the central ray. Sturm does draw that conclusion and then
uses this property to describe the shape of the pencil.

16Strictly speaking, since the crystalline body is non-homogenous, Sturm does not know whether
Malus’ Law applies to transition through this part of the eye or not. He just assumes that this
is the case. In the 1860s, Ernst Eduard Kummer would show that Malus’ Law can indeed be
extended to the transition through non-homogeneous media, provided the initial and the final
medium are both homogeneous.
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Sturm’s description of the infinitely thin pencil is the corner stone of his theory of
vision. His main contention is that according to this model, in combination with the
fact that most eyes are asymmetric, really sharp images are seldom formed. What
the pencil does, according to Sturm, is to naturally minimize the distance between
the focal points, thus obviating the need for the eye to change its shape greatly
to focus. Although he might have had a point here,17 this particular application
of the idea of an infinitely thin pencil was not likely to be taken too seriously.
Much more convincing was Sturm’s use of the model to explain the eye defects as
observed by Airy and Young, who both suffered from severe astigmatism. Airy, for
instance, mentioned that generally he would observe a point source of light as an
elongated blur. As he moved the light source away, the blur would simultaneously
grow more elongated and rotate. For two specific positions of the light, the blurs
would be slimmest. At the same positions, the blurs would also be perpendicular to
one another. All of this follows immediately from the description of the infinitely
thin pencil.

The remainder of Sturm’s memoir is devoted to another proof of the final
refraction formulas of his previous paper. Clearly, this derivation was not for the
benefit of the physiological community. Rather, it probably was a direct response
to a paper published by the young upstart Joseph Bertrand (1822–1900), the later
‹secrétaire perpétuel› of the Académie des Sciences. In this paper, Bertrand not
only considers pencils of normals and the formulas governing their refraction, but
generalizes to arbitrary systems of lines.18 It seems likely that Bertrand’s work had
Sturm revisit his own work. This time, instead of first deriving a set of formulas
like the set of equations (26) of his third paper and then expressing his relations in
terms of the curvatures of cross sections, he now starts with these curvatures. In
this way, Sturm manages not only to derive the final formula of his previous paper
with far less effort, but he also obtains a second formula in terms of curvatures of
cross sections. In addition, he can derive the same results as had Bertrand.

Reception
Even though Sturm’s first three papers on geometrical optics were noticed, they
drew nothing like the kind of attention some of his other papers garnered. To the
best of our knowledge, no paper was ever published that built directly on either of
these papers. In fact, it is hard to see how the questions that Sturm raised could
have been answered more fully than he did himself. In many ways, these papers
were the culmination point of the Malusian tradition in geometrical optics, both as
far as epistemology and methodology are concerned, rather than a revitalization of
the field. What was needed was a change in both the methods used and the topics

17As it would turn out, the changes of the shape of the eye to achieve accommodation are indeed
minimal.
18See [3]. Twenty years later, Bertrand would include most of this paper in his Traité de calcul
différentiel et de calcul intégral (Vol. II, Ch. 4: «Études des normales à une surface»).
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studied. Sturm’s contributions to geometrical optics provided neither. Ultimately,
of course, the work of his almost exact contemporary William Rowan Hamilton
would provide the tools to revitalize geometrical optics and lay the groundwork
for the rise of technical optics, arguably the most successful guise of geometrical
optics.19

Sturm must have had at least a passing familiarity with Hamilton’s papers.
Almost certainly, however, he never realized their potential impact on geometrical
optics and other fields. By the time the importance of Hamilton’s methods to
geometrical optics did become clear, Sturm had been dead for almost a decade and
his own contributions were largely overlooked. Mostly due to the curious reception
history of his fourth paper, however, Sturm’s work was not completely forgotten
and with the rise of Hamiltonian optics, he received ample posthumous recognition
for having been the first to derive the transition formulas – even though most of
the newer derivations followed Hamilton’s approach rather than Sturm’s.

Contrary to his other papers on geometrical optics, Sturm’s last paper on the
topic received a fair amount of attention. Most of this interest came from out-
side the physico-mathematical community and had to do with his contribution to
the theory of accommodation. In the same year that the original French text ap-
peared, a German translation (without the derivation of the transition formulas)
was published in the Annalen der Physik und Chemie.20 the paper was reviewed
by both physiologists and physicists, including Jacques-Guillaume Crahey (1789–
1855), professor of physics at Louvain, and Ernst Brücke (1819–1892), then at
the beginning of his career as a leading physiologist and a strong proponent of a
physicalist approach to physiology.21 In France itself, Louis-Legèr Vallée (1784–
1864), a former railroad engineer and self-styled expert on the physiology of the
eye, denounced Sturm’s theory in very strong terms in a slew of (rather repeti-
tive) papers published in the late 1840s and early 1850s. Much of this attention,
however, was short-lived as most of his paper became obsolete after the discovery
of the ciliary muscle in 1848. What remained of value was Sturm’s description of
the infinitely thin pencil.

In 1851, Sturm’s description was adopted by the influential physiologist Adolf
Fick (1829–1901) in his Inaugural-Dissertation on astigmatism and it also receives
pride of place in many of his later handbooks.22 Perhaps through Fick’s influence,
Sturm’s description seems to have been widely accepted in physiological optics
by the late 1850s. After 1860, the description of the infinitely thin pencil, usually
with Sturm’s name linked to it, is discussed in many places, most prominently in

19See for instance [31].
20«Ueber die Theorie des Sehens,» Annalen der Physik und Chemie, 65 (1845), pp. 116–134,
374–395.
21See [6]. As for Brücke’s review, a reference can be found in [19], but this reference is incorrect.
I have not been able to find the actual review.
22See [10]. The text is also included in his collected papers, together with a translation into
German published in the Zeitschrift für rationelle Medizin.
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the early work of the German-American opthalmologist Hermann Knapp (1832–
1911) and in the extremely influential study of the accommodation of the eye
by the Dutch ophthalmologist Franciscus Donders (1818–1889) of 1864. Helm-
holtz mentions the infinitely thin pencil in the second installment (of 1861) of his
Handbuch der Physiologischen Optik.23

By the 1860s, there was an increasing familiarity with and acceptance of
Sturm’s description of the infinitely thin pencil within the physico-mathematical
community as well. Interestingly, within this community, at least initially, Sturm’s
name is not usually linked to it – perhaps an indication that most mathematicians
associated it with other sources, such as Hamilton’s work. In the late 1850s, for
instance, Ernst Eduard Kummer (1810–1893) began to study the differential ge-
ometry of systems of lines in three-space. In the context of these investigations, he
also gives a description of the infinitely thin pencil for arbitrary systems of lines,
which includes the Sturmian description of pencils of normals as a special case.
The only authors he mentions, however, are Malus, Dupin and Hamilton. In 1862,
inspired by Kummer’s work, Möbius gives his own derivation of the properties of
the infinitely thin pencil. In two notes from 1873 and 1875, James Clerk Maxwell
(1831–1879) uses Hamilton’s characteristic function to derive the transition for-
mulas in terms of the infinitely thin pencil. Finally, in 1880 the mathematical
physicist Carl Neumann (1832–1925) publishes a paper in which he very cleverly
uses the concept of the infinitely thin pencil to essentially derive Sturm’s transition
formulas. Neither Maxwell nor Neumann mention Sturm at at all.24

Another sign of the general fascination with the Sturmian description of the
infinitely thin pencil was the manufacture of actual physical models of the pencils.
Kummer actually had thread models made for the three types of pencils that he
distinguished. Around the same time, Hermann Knapp describes how to make
a model out of cigar boxes. In the 1880s, extremely intricate models would be
put together by the oculist Swan Burnett (1847–1906). In the same decade, the
Göttinger Universitätsmechaniker Wilhelm Apel even made a commercial set of
Kummer’s pencils available.25

Sturm’s description of the infinitely thin pencil, however, was not universally
accepted. Starting in the early 1880s, the Rostock mathematician and expert in
the physiology of the eye, Ludwig Matthiessen (1830–1906), wrote a long series
of papers in a wide range of journals in which he attacks the validity of what he
called the Sturmian conoid. Matthiessen’s main concern was not so much that the
conoid was a bad description of the infinitely small neighborhood of the rays of
a pencil. On the contrary, he concedes that it is a very useful tool to study the
phenomena of refraction and to interpret the transition formulas. Matthiessen’s
problem was that it was not the only, and under certain circumstances obviously

23See [22] and [7], a translation into English of a manuscript in Dutch. Translations into French
and German appeared shortly afterward. On Helmholtz, see [19, pp. 246–8].
24See [29], [25], [26] and [30]. See also Chapter 6 of [1].
25See [22, pp. 196–7] and the photographs in [32]. Burnett was also the husband of Frances
Burnett, author of Little Lord Fauntleroy (1886). On Apel, see [1, p. 96].
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not the best, description possible. In fact, as the work of Schultén and Möbius had
already implicitly made clear, the auxiliary lines through the focal points, dubbed
focal lines by Kummer, are far from unique. Any line of the pencil defined by
one of the focal lines and the central ray can serve the same purpose as the focal
line. For Schultén and Möbius this freedom of choice had been unproblematic.
Unable to satisfactorily determine which of these options could be considered the
best under any given circumstances, Matthiessen rejected the infinitely thin pencil
altogether.26

Another even more vocal critic of the infinitely thin pencil was the Swedish
ophthalmologist Allvar Gullstrand (1862–1930). Much of Gullstrand’s career was
devoted to what he called the theory of astigmatism, essentially the study of
the behavior of small pencils of light under refraction – particularly refraction in
the eye. To Gullstrand, this theory was rooted in Sturm’s work rather than in
Hamilton’s. This is not to say that he has praise for all of Sturm’s contributions to
optics. Whereas Gullstrand feels Sturm’s transition formulas were an «achievement
of the highest scientific value» (his words), he has little good to say about the
concept of the infinitely thin pencil. Already in his thesis of 1890, Gullstrand
argues that the approximation is meaningless and that the higher-order terms of
the refraction equation play too significant a role to be neglected. For the next two
decades, he was to work on descriptions of the infinitely thin pencil that did take
higher-order terms into account. In 1911, this work would earn him the Nobel Prize
for both Physics and Physiology. He declined the first and accepted the second.27

Interestingly enough, neither Matthiessen nor Gullstrand used any of the new
Hamiltonian techniques. Gullstrand was even famously opposed to the use of any
mathematics more sophisticated than basic Taylor expansion.28 Both favored an
approach to optics that was much more Malusian in flavor and that probably
would have been perfectly acceptable to Sturm. Certainly their criticism was valid
within the framework of Malusian (as opposed to Hamiltonian) optics. By focusing
on the Malusian approach to optics, however, both Gullstrand and Matthiessen
missed an important point.

Whereas for Sturm the combination of Malus’ law, the transition formulas
and his description of the infinitely thin pencil was essential to ‹understand› the
phenomena of refraction, this was no longer true by the end of the 19th century.
Increasingly, the essence of the behavior of refraction was expressed by one form
or another of the functions generated by the approach pioneered by Hamilton. In
order to understand refraction, all one had to do was to expand these functions

26See [1, pp. 125–137].
27Gullstrand deserves to be studied more. For what little has been published on him, see [1,
pp. 146–153].
28In this context, many will only know of Gullstrand as the long-time member of the Nobel
Committee for Physics who almost managed to sabotage awarding the 1921 Nobel Prize in
physics to Einstein. More than likely, his aversion to sophisticated mathematics played a role in
his opposition.
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up to a sufficiently high order and then set them equal to each other. This ap-
proach was more straightforward and could also be extended to heterogeneous and
optically inhomogeneous media, as well as to the study of optical aberrations in
rotation-symmetrical optical systems. The infinitely thin pencil and the refraction
formula had been reduced to representations in the Platonic sense of the word:
useful in discourse, but not the real thing.

As part of a similar development, the Sturmian triad of properties character-
izing refraction was soon to be incorporated in the framework of paraxial optics.
In fact, using Hamiltonian techniques the Durham (UK) professor of mathematics
Ralph Allen Sampson (1866–1939) showed in 1898 that, just as in paraxial optics,
the transition of a small pencil of light rays through an optical medium could be
linearized and described by means of a product of matrices.29 By this approach,
both the concept of the infinitely thin pencil and the transition formula had been
reduced to properties of matrices. In the first half of the 20th century, this approach
would be developed into an essential tool of technical optics by Max Herzberger
(1899–1982), one of the founding fathers of modern optics in the United States.30

Both developments were part of a general shift within geometrical optics from
the study of isolated results to an emphasis on process and algorithm. In the long
run, this new focus would favor numerical approaches over algebraic ones, reaching
its natural culmination point with the advent of computer technology. Today,
although Sturm’s description of the infinitely thin pencil and the formulation of
the transition formulas are still useful, they have lost their central position to
ray tracing software. In the late 19th century the more rigorous textbooks on
geometrical optics might have had a whole chapter on the infinitely thin pencil and
the transition formulas, but this became increasingly rare in the 20th century.31
The only field in which Sturm’s description of the infinitely thin pencil continues
to be widely taught is physiological optics. Most modern textbooks on the optics
of the eye still use it as a model to explain the phenomena of astigmatism.
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Mécanique

Patricia Radelet de Grave

Introduction générale
Les publications que Charles François Sturm a consacrées à la mécanique sont au
nombre de cinq.

1) Courbure d’un fil flexible et inextensible dont les extrémités sont fixes et
dont tous les points sont attirés et repoussés par un centre fixe, suivant une
fonction déterminée de la distance. Ann. Math. Gergonne XIV, 1823–24,
pp. 381–389.

2) Mémoire sur quelques propositions de Mécanique rationnelle. C.R.A. S. Paris
XIII, IIe sém., 1841, pp. 1046–1051.

3) Note sur l’intégration des équations générales de la Dynamique. C.R.A. S.
Paris XXVI, IIe sém., 1848, pp. 658–666.

4) Sur le mouvement d’un corps solide autour d’un point fixe. Nouv. Ann. Math.
X, 1851, pp. 419–432.

5) Cours de mécanique de l’Ecole polytechnique. Deux volumes, 1re édition
publiée par E. Prouhet, Paris: Mallet-Bachelier, 1861; 2ème édition, Paris:
Gauthier-Villars, 1869; 3ème édition, Paris: Gauthier-Villars, 1875; 4ème édi-
tion, Paris: Gauthier-Villars, 1881; 5ème et dernière édition revue et annotée
par A. de Saint-Germain, 1883.

Nous reproduirons et analyserons ici les no 1, 2 et 4 ainsi que les parties du cours
de mécanique qui complètent les mêmes sujets. Le texte no 3 sur l’intégration des
équations générales de la mécanique sera étudié avec d’autres textes relatifs à
l’intégration. Le cours de mécanique ne fait pas partie de cette réédition.

Les trois textes en question ont été écrits à des périodes très différentes. Le
premier est un travail de jeunesse, le neuvième qu’il publie. Sturm n’a que 20 ans,
il vient d’entrer comme précepteur chez Madame de Staël. Cette année-là, il publie
huit articles au même volume XIV du journal de Gergonne. Le deuxième est écrit
dix-huit ans plus tard, il s’insère dans une querelle de priorité entre Poncelet
et Cauchy et donnera lieu à une longue discussion dans les comptes-rendus de
l’Académie des Sciences. Lorsqu’il écrit le troisième, Sturm a 48 ans et s’attaque,



68 Patricia Radelet de Grave

après Poisson et Poinsot, à un problème particulièrement difficile de la mécanique,
le mouvement général du corps solide.

Courbure d’un fil flexible et inextensible dont les extrémités sont
fixes et dont tous les points sont attirés et repoussés par un centre
fixe, suivant une fonction déterminée de la distance.
Ann. Math. Gergonne XIV, 1823–24, pp. 381–389

Sturm généralise ici un problème qui remonte à Galilée et qui a été résolu en
1691, dans le cas d’une chaînette parfaitement flexible livrée à son propre poids
et fixée à ses extrémités, indépendamment et par des méthodes très différentes1
par Leibniz, Huygens et Johann Bernoulli. Johann reprend le problème en plus de
détails dans ses leçons au Marquis de l’Hôpital alors que son frère Jacob fera les
premiers rapprochements avec le problème des isopérimètres qui sera finalement
mis en ordre par Euler dans la Methodus inveniendi. Il figure, traité de manière
géométrique, dans les Eléments de statique de Poinsot et de manière analytique
dans le Traité de mécanique de Poisson.

Cet article traite un cas particulier du problème du fil parfaitement flexible
et inextensible. Ce problème est traité de manière tout à fait générale dans la 31e

leçon du cours de mécanique. Sturm applique ensuite, dans la leçon 32, les équa-
tions dérivées au problème de la chaînette et du pont suspendu. Le cas particulier
envisagé ici n’est pas repris dans le cours de mécanique.

Sturm commence par reproduire littéralement le texte de la question posée
anonymement à la page 28 du même tome du journal de Gergonne et qui précise
que le fil est sans poids et qu’une force centrale attractive ou répulsive, dont la posi-
tion du centre n’est pas précisée, agit en fonction de la distance sur les points du fil.

Sturm estime connues les équations générales d’équilibre d’un fil parfaitement
flexible et inextensible

−T dx

ds
= A +

∫
X ds,

−T dy

ds
= B +

∫
Y ds,

−T dz

ds
= C +

∫
Z ds,

ainsi que le fait que la tension est toujours tangente à la courbe formée par le fil.
On retrouve ces équations, pratiquement sous la même forme chez Poisson.2

Dans la 31e leçon, Sturm commence par démontrer que la tension est tan-
gente avant de dériver ces équations en écrivant que les forces appliquées à un

1Le lecteur trouvera plus de précisions dans la bibliographie.
2Poisson, 1811, p. 206.
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élément infinitésimal de la corde sont en équilibre. Il montre ensuite que ces équa-
tions entraînent les équations générales de l’équilibre c’est-à-dire les six équations
fournies par les relations vectorielles∑

�F = 0 et
∑

�M = 0.

Dans l’article, Sturm différentie les équations générales et en déduit une expression
simple de la différentielle de la tension

−dT = X dx + Y dy + Z dz.

Où X, Y et Z sont les composantes d’une force quelconque. Il va à présent consi-
dérer, comme le demande la question posée, une force centrale R émanant de
l’origine du repère et uniquement fonction de la distance r. Ce qui lui permet de
particulariser la relation précédente puis d’obtenir après intégration

T = c−
∫
Rdr.

C’est-à-dire que la tension en un point du fil, est comme la force uniquement
fonction de la distance r de ce point à l’origine.

Sturm prouve ensuite que le fil, ses extrémités fixes et le centre de force sont
dans un même plan. Il peut donc simplifier le problème en faisant coïncider ce
plan avec le plan xy.

Il montre ensuite que le moment de la tension, par rapport au centre de force
est constante.

Sturm s’épargne deux intégrations. La première devrait donner l’équation
polaire de la courbe en intégrant

du = ± h dr

r
√

(Tr)2 − h2

u étant la coordonnée polaire angulaire et r la distance; alors que la deuxième

ds = ± Tr dr√
(Tr)2 − h2

où h est une constante, permettrait de déterminer la longueur de la courbe jusqu’au
point considéré.

Sturm passe ensuite au cas particulier suggéré par celui qui pose la question,
le cas d’une force centrale agissant en raison inverse du carré de la distance. On
a donc R = f

r2 , f étant une constante. Il en déduit les équations donnant la
tension, la longueur de la courbe jusqu’au point considéré, et la différentielle de
la coordonnée angulaire dont il se dispense d’écrire l’intégrale, tout en donnant le
changement de variable à effectuer.

Il signale ensuite que, comme Euler l’a montré, à plusieurs reprises, dans la
Methodus inveniendi, l’on peut aussi résoudre ce problème en termes de minimum
et de maximum qu’il rattache au principe des vitesses virtuelles. Il faut pour cela
extrémiser l’expression

∫
ds

∫
r dr, ce qui lui permet de retrouver ses équations

générales de départ.
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Notes au texte de Sturm (pagination originale)
Note p. 381, titre: L’énoncé du problème posé à la page 28 est repris textuelle-

ment, ci-dessous par Sturm.
Note p. 387, ligne 5 du bas: Euler, 1744.
Note p. 387, ligne 3 du bas: Sturm semble annoncer ici une citation, ce qui est

confirmé par les guillemets qui encadrent le texte qui suit. Pourtant ce
texte ne se trouve pas dans la Methodus inveniendi d’Euler, ce que l’on
pouvait soupçonner vu l’utilisation des termes différentielle exacte. Ces
termes sont par contre utilisés fréquemment par Poisson, mais là non
plus, nous n’avons pu trouver ce passage. Il semble donc que, sauf erreur
de notre part, Sturm ait voulu de cette manière donner plus d’importance
à son théorème.

Mémoire sur quelques propositions de Mécanique rationnelle.
C.R.A. S. Paris XIII, IIe sém., 1841, pp. 1046–1051
Cet article est repris avec ajout de développements mathématiques dans la note I
du deuxième tome du cours de mécanique.3 Par ailleurs Joseph Bertrand signale
dans les comptes-rendus de l’Académie des Sciences de Paris pour 1856 que:

3Sturm, Cours de mécanique, 1re éd., p. 349 et 5e éd., pp. 353–368.
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La démonstration n’est pas insérée dans les comptes-rendus de 1841;
mais sans aucun doute elle se trouve dans les papiers laissés par M.
Sturm, et il serait désirable qu’elle fût publiée avec celle de plusieurs
autres propositions remarquables annoncées au même endroit.4

Ainsi fut fait pour ce texte par Eugène Prouhet dans la cinquième édition du cours
de mécanique. Il précise en note au titre:

On n’a pas trouvé de rédaction suivie de ce Mémoire dans les papiers
de M. Sturm, mais seulement des parties détachées, couvertes de ra-
tures. On a réuni ici tous ces fragments, en s’aidant, pour les coordon-
ner et les compléter, de l’analyse du Mémoire donnée par l’Auteur dans
les Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences,5 t. XIII,
p. 1046.

De plus, nous lisons dans l’article même de Sturm la phrase suivante:
Dans la seconde partie de ce Mémoire, je compare le mouvement. . . 6

Cette démonstration nous laisse supposer que le texte qui nous occupe n’est en
fait qu’une présentation d’un mémoire plus copieux. Pour ces raisons, nous avons
reproduit le texte de l’article accompagné en note des démonstrations données
dans la note I ajoutée par Prouhet à l’édition du cours de mécanique de 1861,
note qui porte le même intitulé que les comptes-rendus de 1841. Et pour que le
lecteur puisse reconstituer les deux textes, nous avons placé entre crochets carrés le
passage du texte principal qui est remplacé par celui de la note dans la publication
de Prouhet.

Cet article s’insère dans une discussion de ce que les auteurs de l’époque
appellent le théorème de Carnot. Ce théorème a pour but de déterminer la perte
de force vive qui a lieu dans un système dont certaines parties dénuées d’élasticité
changent brusquement de vitesse en se choquant.

Il s’agit donc d’un théorème destiné à remplacer celui de la conservation de
l’énergie dans des systèmes non conservatifs. Le problème est de savoir sous quelles
conditions la perte d’énergie est égale à l’énergie due aux vitesses perdues. Qu’il
y ait de tels phénomènes n’est pas mis en doute mais comment les caractériser.

Le théorème énoncé par Lazare Carnot dans son Essai sur les machines en
général:

Dans le choc des corps durs, soit qu’il y en ait de fixes, ou qu’ils soient
tous mobiles soit que ce choc soit immédiat soit par le moyen d’une
machine quelconque sans ressort; la somme des forces vives avant le
choc, est toujours égale à la somme des forces vives après le choc, plus
la somme des forces vives qui auroit lieu, si la vitesse qui reste à chaque
mobile, étoit égale à celle qu’il a perdue dans le choc.7

4Bertrand, 18562, p. 1066.
5Sturm, Cours de mécanique, 5e ed., p. 353.
6Sturm, 1841, p. 1049.
7Carnot, 1797, p. 48.
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Carnot envisage uniquement des «chocs durs», que nous appelons aujourd’hui par-
faitement inélastiques ou chocs mous, dans lesquels les vitesses des corps s’égalisent
dans le choc.

Ce théorème est cité à deux reprises par Poisson dans son Traité de méca-
nique.8 Poisson ne considère que les collisions et distingue les chocs totalement
mous pour lesquels le théorème est valable, les chocs parfaitement élastiques pour
lesquels il y a conservation de la force vive et tous les cas intermédiaires pour les-
quels la perte de force vive est différente de la force vive due aux vitesses perdues.
Il signale encore que le théorème n’est pas valable en cas de frottement.

Cauchy9 remet également le théorème en question en 1829 et démontre la
proposition suivante:

Lorsque dans un système de points matériels les vitesses varient brus-
quement en vertu d’actions moléculaires développées par les chocs de
quelques parties du système, la somme des moments virtuels des quanti-
tés de mouvement acquises ou perdues pendant le choc, est nulle toutes
les fois que l’on considère un mouvement virtuel dans lequel les vi-
tesses de deux molécules qui réagissent l’une sur l’autre sont égales entre
elles.10

Où un mouvement virtuel doit être compatible avec les liaisons. Ce théorème
généralise le théorème de Carnot en considérant des variations brusques de vitesse.
Il permet à Cauchy de préciser la validité de ce dernier.

S’il arrive qu’après le choc tout point matériel qui a exercé une action
moléculaire sur un autre point se réunisse à ce dernier, le principe que
nous venons d’énoncer fournira toutes les équations nécessaires pour
déterminer, après le choc, les mouvements de toutes les molécules ou de
tous les corps dont se compose le système proposé. Dans le même cas,
l’une de ces équations, savoir celle qu’on obtient en faisant coïncider les
vitesses virtuelles avec les vitesses effectives après le choc, exprimera que
la perte de forces vives est la somme des forces vives dues aux vitesses
perdues.11

Cet article fera l’objet d’une querelle de priorité entre Poncelet et Cauchy.
D’autres analyses sont tentées par Coriolis,12 Poncelet13 et Duhamel14 qui

estiment le théorème de Carnot inutile car il faudrait connaître le mouvement
après interaction pour déterminer la perte de force vive. Duhamel propose une loi

8Poisson, 1811, pp. 212–213, p.XIX et pp. 295–297.
9Cauchy, 1829, Œuvres, pp. 75–83.
10Cauchy, 1829, Œuvres, p. 78.
11Cauchy, 1829, Œuvres, pp. 78–79.
12Coriolis, G.G., Cours de mécanique appliquée aux machines, Leçons de l’Ecole d’application
de Metz, (Des résistances provenant des variations de la vitesse ou de la force vive), §§ 130–156;
Coriolis, 18291.
13Poncelet, 1829, pp. 323–335.
14Duhamel, 1835, p. 1.
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plus générale permettant de déterminer la perte de force vive dans toutes les col-
lisions, non élastiques, élastiques ou imparfaitement élastiques. Mais la définition
de l’élasticité qu’il donne, fondée sur le rapport entre les temps de compression et
de décompression des corps en collision ne semble pas satisfaisante.

C’est à ce moment que Sturm intervient pour donner un nouvel énoncé du
théorème et montrer au contraire que ce théorème reste valable dans des cas autres
que celui des chocs de corps totalement non élastiques ou mous.

Si l’on conçoit que les liaisons d’un système de points matériels en mou-
vement soient changées à un instant donné, ou, pour mieux dire, dans
un intervalle de temps très court, la somme des forces vives acquises
avant cet intervalle surpassera celle qui aura lieu immédiatement après,
d’une quantité égale à la somme des forces vives correspondant aux vi-
tesses perdues dans le passage du premier état du système au second.15

Bertrand16 signale dans le compte-rendu de l’Académie de Paris du 8 dé-
cembre 1856, qu’en 1854, Ostrogradski17 a retrouvé indépendamment le même
résultat que Sturm. Cauchy18 riposte rappelant son article de 1829, sur un nou-
veau principe de mécanique et mettant le doigt sur le point important:

. . . les énoncés des théorèmes donnés par moi-même dans les années
1828, 1829, et par M. Sturm en 1841, diffèrent quant aux conditions
qu’ils supposent remplies.19

C’est bien là qu’est la difficulté. Bertrand20 poursuit la discussion en attirant
l’attention sur la démonstration donnée par Combes21 dans son cours de l’école
des Mines et citée par Sturm également. Il propose à son tour une démonstration
du théorème de Sturm. Il montre en réalité quand ce théorème est applicable.

Le raisonnement de Bertrand est étonnement moderne puisqu’il revient à dire
que les forces de liaison, qui ont été supposées sans frottement, n’effectuent pas de
travail. En effet, l’expression actuelle du travail élémentaire d’une force est

dA =
(−→
F .

−→
ds

)
= F ds . cos

(−→
F .

−→
ds

)
.

Cette expression doit être nulle pour exprimer qu’une force ne travaille pas. Com-
parons cette expression à la dernière expression de Bertrand∑

AI ′′ I ′ I ′′ cosAI ′′ I ′ I ′′

qui doit elle aussi être nulle pour que l’on ait le théorème de Sturm. La somme
s’étend à tous les points du système. Sous ce signe de somme nous trouvons AI ′′,
le déplacement dû à l’action des deux types de liaisons, notre

−→
ds et

−−→
I ′I ′′ qui est

15Sturm, 1841, p. 1047.
16Bertrand, 18561, pp. 1065–1066.
17Ostrogradski, 1854.
18Cauchy, 18561, p. 1066.
19Cauchy, 18561, p. 1066.
20Bertrand, 18562, pp. 1108–1110. Ce texte est reproduit pp. 79–80 h. v.
21Combes, 1843.
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proportionnel à la force produite par les liaisons. Bertrand le montre explicitement.
La forme qu’il annule est bien celle du produit scalaire exprimant que les liaisons
ne travaillent pas.

La démonstration de Sturm22 est très différente puisqu’il déduit du principe
de d’Alembert que

∑
m [(a− a1) δx + (b− b1) δy + (c− c1) δz] = 0

où a, b et c sont les composantes de la vitesse avant modification des liaisons et
a1, b1, c1 les vitesses après modification des liaisons et dx, dy, dz, dx′. . . sont les
projections sur les axes des déplacements virtuels des points m,m′, . . ., compatibles
avec les liaisons nouvelles. Ces déplacements sont donc, lorsqu’on ne considère
pas de friction, orthogonaux aux liaisons, autre manière de dire que le produit
scalaire des forces de liaison avec ces déplacements est nul, donc que les liaisons
ne travaillent pas. Notons que l’expression déduite du principe de d’Alembert qui
avait déjà été utilisée, par Duhamel par exemple,23 pour démontrer le théorème
de Carnot et critiquée par Cauchy24 qui disait avec raison que la force motrice ne
peut être mesurée par la quantité de mouvement que si la force reste sensiblement
égale et parallèle à elle-même.

En réponse à Bertrand, Cauchy25 rappelle les deux théorèmes qu’il avait
donnés en 1828 et tente d’en déduire la condition de validité du théorème de
Sturm. Mais la discussion entre Cauchy et Duhamel tourne ensuite à la querelle
stérile de priorité. Le problème n’étant pas bien défini, chacun26 trouve des raisons
d’estimer son théorème plus général que l’autre. Enfin intervient Poncelet27 qui
situe le problème à sa juste place:

. . . maintenant que cette même discussion a été reprise entre MM.
Cauchy et Duhamel, non plus seulement à l’égard de la priorité qu’ils
peuvent avoir aux énoncés de M. Sturm, mais quant au fond même de
la démonstration, à la portée de chaque théorème ou principe.28

Il s’agit de déterminer les différentes pertes d’énergie possibles et donc avant tout
de reconnaître différentes formes d’énergie. Poncelet souligne plusieurs difficultés:
la définition non rigoureuse de corps durs, la mauvaise connaissance des frotte-
ments, le fait que des forces vives, de l’énergie, peut être due aux vibrations et
signale que

22Cf. Note 4, pp. 81–85 h. v.
23Duhamel, 1835, p. 7.
24Cauchy, 1829, Œuvres, p. 76.
25Cauchy, 18562, pp. 1137–1139.
26Cauchy, 18562, pp. 1137–1139; Duhamel, 1856, pp. 1166–1166; Cauchy, 18563, pp. 1166–1167;
Duhamel, 18571, pp. 3–5; Cauchy, 18571, pp. 80–81; Duhamel, 18572, pp. 81–82.
27Poncelet, 18571, pp. 82–89.
28Poncelet, 18571, p. 84.
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. . . les conditions physiques du choc des corps solides, où d’ailleurs, la
chaleur, l’élasticité, la cohésion, l’électricité même, qui n’entrent nulle-
ment dans les équations ou formules, jouent un rôle nécessaire jusqu’ici
fort mal apprécié et défini.29

Dès lors il regrette l’absence des démonstrations de Sturm parce que cette absence
rend impossible la connaissance des hypothèses réellement faites.

Je pense [écrit Poncelet] que, dans les questions de cette nature, les
énoncés sans leur démonstration explicite peuvent induire à de fausses
interprétations et conséquences dans les applications, et que, sous ce
rapport, on doit infiniment déplorer que notre illustre confrère ne nous
ait pas laissé au moins une courte indication des principes ou hypothèses
fondamentales d’où il était parti, qui doivent appartenir exclusivement
à la mécanique analytique ou rationnelle, et qu’il serait peut être facile
de rétablir en partant de la manière, si généralement connue, dont il
exposait, dans ses leçons, les principales doctrines de cette même méca-
nique.30

Le lecteur pourra se convaincre de la justesse de la remarque de Poncelet en lisant
les démonstrations de Sturm données ici en note avec le texte, mais inconnues de
Poncelet.

Morin31 intervient alors pour souligner l’importance des remarques de Pon-
celet et signaler que l’hypothèse généralement admise d’un choc infiniment court
dans le temps gomme toute l’étude qui est importante du point de vue qui est le
leur. Il estime à juste titre nécessaire de considérer

. . . les efforts de réaction développés par l’inertie et par les forces mo-
léculaires, pendant et après la période de compression32

donc pendant le choc.
Suit une intervention de Cauchy33 qui poursuit sa querelle de priorité et la

discussion se termine dans le bavardage par une dernière réplique de Poncelet34
qui regrette encore le refus de Cauchy d’entrer dans le vif du sujet.

Après avoir donné et démontré dans la note I son nouvel énoncé du théorème
de Carnot qui fit couler tant d’encre, Sturm donne quelques cas particuliers de
son théorème. Il l’applique au mouvement d’un corps solide autour d’un point fixe
et retrouve un théorème déjà démontré par Delaunay.35 Ce théorème dit que la
somme des forces vives d’un corps tournant autour de son axe spontané, c’est-à-
dire celui autour duquel le corps tourne au premier instant de son mouvement, est

29Poncelet, 18571, p. 86.
30Poncelet, 18571, p. 87.
31Morin, 1857, pp. 89–91.
32Morin, 1857, p. 90.
33Cauchy, 18572, pp. 101–104.
34Poncelet, 18572, pp. 104–107.
35Delaunay, 1840, pp. 255–263.
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toujours un maximum. Dans la deuxième édition de la Mécanique analytique, La-
grange36 avait montré de manière fort nébuleuse que cette force vive était toujours
un extremum.

Poinsot termine ce paragraphe en ajoutant qu’il obtient aisément cette pro-
position et une autre encore plus précise par la considération de la surface qu’il a
nommée l’ellipsoïde central. Comme, il n’y a pas de complément dans la note I, il
est difficile de dire quelle est cette proposition.

Son principe lui permet encore de retrouver un théorème de Coriolis dont on
trouve le contenu dans un article publié par Coriolis en 1835 dans le Journal de
l’école polytechnique mais l’expression en est différente.

La somme des forces vives d’un système de molécules, quels que soient
leurs ébranlemens, peut se décomposer en trois parties: 1o. la force vive
qu’auraient toutes les molécules transportées au centre de gravité; 2o. la
somme des forces vives qu’auraient ces même molécules si dans la dis-
position où elles se trouvent on leur supposait le mouvement d’un corps
solide possédant le mouvement moyen de rotation autour du centre de
gravité; 3o. la somme des forces vives qu’auraient ces molécules en vertu
des seules vitesses relatives à des plans de coordonnées possédant ce
même mouvement moyen de rotation.37

Dans la deuxième partie de son mémoire Sturm donne une nouvelle propo-
sition qui admet comme cas particulier un autre théorème qui a été énoncé par
Coriolis dans un article38 présenté à l’Académie le 6 juin 1832.

Si un système de points matériels soumis à des forces est assujéti à des
liaisons s’exprimant au moyen de coordonnées relatives à des plans qui
se meuvent d’une manière quelconque; dans le mouvement par rapport
à ces plans, on peut appliquer l’équation des forces vives en y faisant
entrer les vitesses relatives, et les quantités d’action ou de travail qui
se rapportent aussi aux déplacemens relatifs. Mais dans ces quantités
d’action, en outre des forces qui sont immédiatement données et qui
concourent au mouvement absolu, il faut en considérer d’autres dont il
est facile d’indiquer la nature: elles sont opposées aux forces qu’il fau-
drait appliquer aux points matériels du système q’ils étaient libres, pour
les obliger à conserver par rapport aux plans mobiles les positions rela-
tives qu’ils ont à un instant donné, et à n’avoir ainsi que le mouvement
qu’ils prendraient s’ils venaient à être invariablement liés à ces plans.39

Ce qu’il exprime de la manière suivante:
∑ mV 2

r

2
− mv2

r

2
=

∫
P cos(P dsr) dsr +

∫
Pt cos(Pt dst) dst

36Lagrange, IIe partie, sect. III, § 37, p. 311.
37Coriolis, 18351, p. 109.
38Coriolis, 1832, pp. 268–302.
39Coriolis, 1832, pp. 268–269.
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où P sont les forces données, Pt des forces égales et opposées à celles qu’il faudrait
appliquer à chaque point mobile pour lui faire prendre le mouvement qu’il aurait
s’il était invariablement lié aux axes mobiles, Vr la vitesse d’un point au temps t
et vr sa vitesse au temps 0, les dsr sont les arcs décrits dans le mouvement relatif.

L’expression mathématique40 du théorème plus général de Sturm est∑
mω2 −

∑
mω2

0 = 2
∫ ∑

P . ω dt cos(P, ω) + 2
∫ ∑

Q . ω dt cos(Q,ω).

Dans la note 1 Sturm donne une démonstration de ce théorème, qui une fois de plus
fait appel au principe de d’Alembert. Il ajoute une variante de la démonstration.
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Notes au texte Sturm (pagination originale)
Note p. 1046, ligne 3 du haut: Cf. Introduction.
Note p. 1046, ligne 12 du haut: Cauchy, 1829, pp. 116–121 et Coriolis, 18292, pp. 322–

335.
Note p. 1046, ligne 1 du bas: Poisson, 1811, p. 215 et p. 295.
Note p. 1047, ligne 9 du haut: Extrait de la note I ajoutée par Prouhet au cours

de mécanique de Sturm pp. 354–358 et qui remplace le texte qui suit
allant de la p. 1047, ligne 9 du haut («Je démontre en effet . . . ») jusqu’à
la page 1048, ligne 6 du bas (jusqu’au dernier). On notera que les derniers
paragraphes suivant les deux formules n’ont pas d’équivalent dans la note.
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Note p. 1047, ligne 17 du haut: A l’époque, ce même théorème a déjà démontré
par trois autres auteurs, à savoir: Duhamel, 1835, pp. 1 et Combes, 1843
ainsi que Bertrand, 18562, pp. 1108–1110. La démonstration de Sturm
sera reprise avec le nom de Sturm, par Jullien, 1866–1867, tome II,
pp. 276–277.

Note p. 1049, ligne 12 du haut: Delaunay, 1840, pp. 255–263

Note p. 1049, ligne 18 du haut: Coriolis, 18351, pp. 93–125.

Note p. 1050, ligne 4 du haut: Dans la note I du cours de mécanique on trouve
ici la note suivante écrite par Sturm.
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«Dans un système de liaisons L = 0, M = 0, N = 0, . . . , fonctions du
temps, on peut toujours supposer qu’une seule renferme t explicitement,
en éliminant t entre elle et les autres. Mais l’équation des forces vives
devient

d
∑

mv2 = 2
∑

(Xδx + Y δy + Zδz)− λ
dL

dt
dt.

(λ n’est pas le même que si l’on conservait toutes les liaisons fonctions
du temps.)»

Note p. 1050, ligne 20 du bas: Dans l’expression qui suit l’exposant 2 de w a été
omis par erreur.

Note p. 1050, ligne 8 du bas: Extrait du texte de la note I du cours de mécanique
de pp. 361–363. Prouhet y donne une démonstration de Sturm retrouvée
uniquement dans ses manuscrits.
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Note p. 1051, ligne 5 du haut: Coriolis, 1832, p. 277.
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Note p. 1051, ligne 1 du bas: A la fin de la note I se trouve une note sur le théo-
rème de Carnot.
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Sur le mouvement d’un corps solide autour d’un point fixe
Nouv. Ann. Math. X, 1851, pp. 419–432
La reproduction du texte
Cet article constitue la version originale de la 50e Leçon de la première édition du
Cours de mécanique de Sturm publiée dix ans après l’article. On trouve attachée
au titre de cette Leçon, la note suivante;

(*) La plus grande partie de cette Leçon a été publiée par M. Sturm
dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, t. X (1851), p. 419.

Pour ces raisons, nous reproduisons le texte de l’article en texte principal et nous
le complétons en note de bas de page par les ajouts ou les passages41 du texte de la
Leçon qui diffèrent de l’article. Nous avons mis entre crochets carrés les passages de
l’article remplacés par un texte différent dans la Leçon pour permettre au lecteur
de reconstruire cette dernière également. Cela nous a paru d’autant plus important
que le texte de cette Leçon, et c’est la seule, a été totalement modifiée par A. de
Saint-Germain dans la dernière édition, la plus courante, du Cours de mécanique
de Sturm.

Le texte de Sturm et la Leçon
L’article commence par quelques mots d’introduction qui ne se trouvent pas dans
la Leçon. Les deux petites différences suivantes42 gomment du cours toute référence
à Poisson, les allusions à Poinsot restent en revanche présentes.

L’article comme le cours commencent par la présentation du repère fixe dans
le corps, composé des axes principaux d’inertie, du repère fixe dans l’espace et

41Nous n’avons pas signalé des différences n’ayant aucune incidence sur le sens. A titre
d’exemple nous n’avons pas signalé qu’au début du texte, l’article porte «parallèle aux axes
fixes Ox,Oy,Oz» alors que la Leçon porte simplement «parallèle aux axes fixes».
42Cf. notes 1 et 5, p. 98.
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des formules permettant le passage de l’un à l’autre au moyen des cosinus a, b, c,
a′, b′, c′, et a′′, b′′, c′′. Il introduit ensuite les p, q, r directement liés aux vitesses puis
recherche les points de vitesse nulle au temps t et montre qu’ils se trouvent sur
une droite, l’axe instantané de rotation, pour calculer ensuite la vitesse instantanée
autour de cet axe.

La première addition substantielle du cours43 consiste essentiellement en un
développement plus détaillé et donc plus pédagogique du calcul de cette vitesse
instantanée. Le seul ajout réel est la préparation de l’étude du cas particulier où
l’axe de rotation reste fixe dans le corps en donnant les conditions qui entraînent
la fixité de cet axe.

Sturm calcule ensuite le moment cinétique qu’il appelle moment de la quantité
de mouvement mv du point m par rapport aux trois axes fixes dans le corps.
Après avoir sommé sur tous les points du corps, il montre que si A, B et C sont
les moments principaux d’inertie, alors Ap,Bq,Cr représentent la somme de ces
moments.

La différence suivante44 est également un développement pédagogique concer-
nant les couples de Poinsot. Nous y reviendrons.

La fin des deux textes diffère fortement. En effet Sturm ne donne pas les équa-
tions d’Euler dans le cours alors que dans l’article, il les dérive de deux manières
différentes. Il introduit d’abord des forces externes X,Y,Z, applique le principe
de d’Alembert et écrit que le moment des forces est nul par rapport à chacun des
axes fixes coïncidant avec les axes principaux d’inertie, et obtient les équations
d’Euler. Il les retrouve encore en faisant appel à la composition des moments ou
des couples sans avoir besoin de calculer les forces externes.

Dans le cours, il n’introduit pas de forces externes, et se contente de don-
ner des relations entre les cosinus a, b, . . . et les composantes des vitesses, p, q, r.
Dans la Leçon 52, il introduit des forces externes et retrouve les équations d’Euler
exactement comme dans l’article, suivant la méthode de Poisson.

Le cours comme l’article, mais suivant un exposé différent, se termine par
la recherche d’une relation entre les composantes des vitesses, p, q, r et les angles
d’Euler (qui ne sont pas nommés, au contraire, Sturm renvoie à Poisson pour
leur définition) y, j, q de deux manières différentes, la deuxième faisant appel à la
composition des rotations.

Les sources directes du texte de Sturm
Le texte de Sturm est écrit en étroite relation avec deux textes. Le premier est de
Poisson et l’autre de Poinsot. D’une part, il est en effet très proche du chapitre IV
de la seconde partie du Traité de mécanique de Poisson.45 Plusieurs passages sont
même repris textuellement par Sturm. Il y a pourtant des différences importantes
dont nous essayerons de rendre compte. D’autre part, il souhaite simplifier la

43Cf. note 6, pp. 98–103.
44Cf. note 1, p. 103.
45Poisson, 1833, vol. II, pp. 121–162.
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partie concernant l’établissement des équations d’Euler dans la Théorie nouvelle
de la rotation des corps, de Poinsot.46

Poisson (1833)
Le texte de Poisson est plus didactique que l’article de Sturm, mais leurs raison-
nements sont très semblables. Sturm renvoie d’ailleurs à Poisson pour une bonne
partie de la présentation et des relations entre repères. Pour la première dérivation
des équations d’Euler, qui ne sont pas ainsi nommées par Poisson, le même appel
est fait au principe de d’Alembert. Il n’y a qu’une petite différence de notation,
P,Q,R de Poisson étant remplacé par L1,M1,N1, chez Sturm. Ils représentent ce
que Sturm appelle le moment des forces perdues, il s’agit du moment de toutes
les forces, y compris les forces d’inertie introduites par l’utilisation du principe de
d’Alembert. En revanche la deuxième dérivation de ces équations qui fait appel à
la composition des moments ou des couples est totalement absente chez Poisson.
Ce sera donc là qu’il faudra chercher l’originalité de Sturm.

Poinsot (1834, publié en 1851)
La notion de couple est essentielle à la vision géométrique du problème que Poinsot
s’efforce de donner dans ce très long texte. Il met en évidence la notion eulérienne
d’axe instantané de rotation et montre que cet axe décrit deux cônes, l’un dans
le repère fixe et l’autre dans le repère lié au corps. Leurs sommets sont tous deux
au point fixe et ils roulent sans glisser l’un sur l’autre, l’axe instantané étant leur
droite commune. Ces deux cônes sont absents chez Poisson comme chez Sturm.
Comme est absente chez eux la vision géométrique du problème.

Poinsot démontre la nécessité de faire appel aux six équations fournies par∑ �F = 0 et
∑ �M = 0 pour résoudre ce problème.

Poinsot poursuivant sa vision géométrique introduit l’ellipsoïde central d’in-
ertie au sujet duquel Sturm fait la remarque suivante, montrant qu’il en a perçu
la fécondité:

(Dans la théorie des couples, ces moments [Ap,Bq,Cr qui sont les som-
mes des moments des quantités de mouvement des points du corps par
rapport aux axes principaux Ox1,Oy1,Oz1] sont ceux de trois couples
agissant dans les trois plans coordonnés OX1,OY1, . . .. Ils donnent un
couple résultant dont le moment G =

√
A2p2 + B2q2 + C2r2 ; la per-

pendiculaire à son plan fait avec les axes Ox1,Oy1,Oz1 des angles qui
ont pour cosinus Ap

G , Bq
G , Cr

G . M. Poinsot a remarqué que ce plan est le
plan diamétral conjugué au diamètre de l’ellipsoïde central AX2+BY2+
CZ2 = 1, qui est dirigé suivant l’axe instantané, pour lequel les cosinus
sont47 p

ω ,
q
ω ,

r
ω .)

La démonstration des équations d’Euler, faite par Poinsot est inhabituelle
comme l’est à cette époque, sa vision géométrique des problèmes de mécanique.

46Poinsot, 1851.
47Cf. Sturm, 1851, p. 425.
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On pourra dire que le problème de la rotation des corps est entièrement
résolu; c’est-à-dire qu’on est actuellement en état d’assigner le lieu précis
de l’espace où se trouvera le corps au bout d’un temps quelconque donné.

Et, en effet, on saura qu’au bout de ce temps le pôle instantané
doit être, sur la surface de l’ellipsoïde central, à l’extrémité S de l’arc s
qui répond à ce temps donné t; et que ce même pôle doit être, sur le plan
fixe, à l’extrémité S de l’arc s de même longueur qui répond au même
temps donné. Or, le centre de l’ellipsoïde étant retenu immobile en O
à la hauteur donnée h au-dessus du plan fixe, on n’aura qu’à mettre
cet ellipsoïde en contact avec ce plan de manière qu’il touche par le
point déterminé S de sa surface, et au point déterminé S du plan dont
il s’agit: et de cette manière l’ellipsoïde central se trouvera posé dans le
lieu précis de l’espace où il arrive par son mouvement naturel au bout
du temps donné48 t.

Il n’est pas possible d’entrer ici dans tous les détails de calculs qui permet-
traient de comprendre cette remarque en profondeur mais elle est suffisante pour
montrer le caractère géométrique de ce texte et voir à quel point il est éloigné tant
de Poisson que de Sturm. Poinsot va ensuite traduire ce théorème en analyse, pour
avoir ce qu’on appelle les équations du mouvement du corps49; et trouver en une
page les équations d’Euler.

La deuxième dérivation de ces équations par Sturm, si elle s’inspire de Poin-
sot, ne consiste pourtant pas en une telle traduction. Ce qu’il fait est très différent
mais se base sur une idée dont la découverte à grandement bouleversé Poinsot. Il
s’agit de la composition des moments ou des couples et du fait qu’ils se composent
comme les forces suivant une loi géométrique, la loi du parallélogramme. Bref, qu’il
s’agit également de vecteurs. Mais à nouveau ce n’est pas l’aspect géométrique de
cette composition que Sturm va retenir mais bien les expressions analytiques des
trois projections de la résultante sur les axes qui ont la même forme que celles des
projections des forces.

D’après les lois de la composition des moments ou des couples, analogue
à celle des forces, la somme Ap des moments des quantités de mouve-
ment par rapport à l’axe Ox1 est égale à la somme des moments par
rapport aux axes fixes multipliés par les cosinus a, a′, a′′, des angles que
Ox1 fait avec ces axes fixes.50

De cette expression analytique, Sturm va dériver en quelques lignes les équations
d’Euler et pouvoir se permettre de dire avec raison.

On arrive aux équations d’Euler sans avoir besoin de calculer . . . les
forces centrifuges de M. Poinsot.51

48Cf. Poinsot, 1851, pp. 120–121.
49Cf. Poinsot, 1851, p. 121.
50Cf. Sturm, 1851, p. 428.
51Cf. Sturm, 1851, p. 429.
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Le différent qui a opposé Poinsot à Poisson en 1827–28 à propos de la com-
position des couples opposait aussi la vision géométrique de Poinsot à l’esprit
analytique de Poisson.

Le remaniement de A. de Saint-Germain, professeur à la Faculté de Caen.
Le but de Saint-Germain est de marier la version géométrique de Poinsot avec la
version analytique. Il explique donc le fonctionnement des deux cônes roulant l’un
sur l’autre au moyen de cas particuliers. Ainsi le cas du mouvement d’un solide
restant parallèle à un plan fixe. Dans ce cas, les cônes deviennent des cylindres. Il
donne encore des problèmes plans de bielles manivelles où l’axe instantané se réduit
à un centre instantané dont il montre le lieu géométrique dans le repère mobile et
dans le repère fixe. Les équations de tous ces lieux sont calculées. Certains passages
sont cependant repris textuellement de Sturm. La description du joint de Cardano,
comme l’étude de la bielle manivelle montre que l’application aux machines est un
objectif plus présent que pour Sturm.
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Notes au texte de Sturm (pagination originale)
Note p. 419, titre: L’intitulé de la 50e Leçon est: Sur la rotation d’un corps solide

autour d’un point fixe.
Note p. 419, ligne 1 du haut: Poinsot, 1851, p. 79.
Note p. 420, ligne 2 du haut: Ce premier paragraphe ne figure pas dans la 50e

Leçon.
Note p. 420, ligne 3 du haut: Dans la 50e Leçon, ce paragraphe est précédé du

titre suivant: Formules relatives au déplacement d’un corps solide.
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Note p. 420, ligne 6 du haut: Poisson, 1833.
L’élément de phrase, En adoptant les notations de la mécanique de Pois-
son, est remplacé dans la 50e Leçon par la figure suivante:

Note p. 420, ligne 12 du bas: Cette dernière phrase est plus développée dans la
50e Leçon:
«Les cosinus a, b, c, a′, . . . sont les mêmes à chaque instant pour tous les
points du corps, mais varient pendant le mouvement: ce sont des fonctions
du temps. Les axes étant rectangulaires, on a les relations connues . . . »

Note p. 422, ligne 11 du haut: Les signes ont été corrigés dans le cours ainsi que
leur répercussion dans les formules qui suivent.

Note p. 423, ligne 3 du haut: Sturm corrige au passage une faute de frappe de la
publication de Poisson. On y trouve en effet, c dr comme dernier terme
de la deuxième équation.

Note p. 424, ligne 5 du haut: La dernière phrase du premier paragraphe de la
page 423 («. . . et l’on en déduira . . . , seconde édition.») est remplacée
par un sous-titre dans la 50e Leçon: Axe instantané.

Note p. 424, ligne 6 du bas: Le passage qui précède, commençant p. 423, ligne 2
du bas («La vitesse angulaire . . . ») et allant jusqu’à la page 424, ligne 6
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du bas («pu1 + qv1 + rw1 = 0 ») est très différent et beaucoup plus
développé dans la 50e Leçon. Nous le reproduisons donc ici.
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Note p. 424, ligne 5 du bas: Ce passage est intitulé Moments des quantités de
mouvement dans la 50e Leçon.

Note p. 425, ligne 9 du bas: Poinsot, 1851, p. 79.
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Note p. 425, ligne 5 du bas: Les derniers mots de la parenthèse ne sont pas repris
dans la 50e Leçon. Par contre on y trouve un paragraphe supplémentaire:
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Note p. 426, ligne 7 du haut: Le passage qui commence ici («Equations du mouve-
ment») et se termine à la fin du texte est totalement différent dans la
50e Leçon. Nous reproduisons donc le texte de cette dernière en note.
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Note p. 427, ligne 3 du bas: Ces formules sont données pour la première fois, sous
une forme différente dans Euler, E 292, 1758, p. 214.

Note p. 429, ligne 8 du haut: Poinsot, 1851, p. 81.
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Note p. 430, ligne 2 du bas: Il s’agit de la page 134 de Poisson, 1833, vol. 2.
Note p. 431, ligne 5 du bas: Il s’agit de la page 135 de Poisson, 1833, vol. 2.
Note p. 432, ligne 3 du haut: Coriolis, 1844, pp. 44 et svt.
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Université de Louvain
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1348 Louvain-la-Neuve
Belgique
e-mail: patricia.radelet@uclouvain.be
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Compressibilité des liquides et vitesse du son

Jean-Claude Pont

Nous avons peine, aujourd’hui, à réaliser l’importance que revêtaient ces questions
de vitesse du son et de compressibilité des liquides au début du XIXe siècle. Pour
nous convaincre de cet intérêt, relisons le texte de présentation pour le Grand-Prix
de l’Institut de France, dans l’annonce qui en est faite aux Annales de Chimie et
de Physique (t. 32, 1826, pp. 98–100) avec la mention «Prix de mathématiques,
proposé en 1822 pour l’année 1824, remis au concours pour l’année 1826, et remis
de nouveau au concours pour l’année 1827»: «L’Académie considère la théorie
de la chaleur comme une des questions les plus importantes auxquelles on ait
appliqué les sciences mathématiques; cette théorie a déjà été l’objet de plusieurs
prix décernés, et les pièces que l’Académie a couronnées ont beaucoup contribué à
perfectionner cette branche de la physique mathématique.»

D’où est venu cet intérêt, en apparence soudain, pour le problème de la
vitesse du son dans l’eau et dans l’air? A quoi tient l’engouement qu’il déclenche
à l’époque? Les premières mentions à l’idée de mesure de la vitesse du son sont
associées au nom de Bacon et son Sylva sylvarum de 1605; s’il ne s’agit pas encore
de véritables mesures, le protocole expérimental proposé est bien dans l’esprit de
la nouvelle physique. Ce n’est probablement pas un hasard si cette préoccupation
se fait jour au moment qui voit éclater la révolution scientifique, à laquelle on a
coutume d’associer la naissance de la science moderne.

Il n’est pas trop difficile – si l’on se contente d’une première approximation
– de caractériser cette naissance. On peut lui voir deux composantes principales,
mais deux composantes étroitement liées l’une à l’autre. La première est concep-
tuelle. Le début du XVIIe siècle est marqué par une rupture épistémologique pro-
fonde. Durant le Moyen Age et la Renaissance, la conception de la Nature est,
pour l’essentiel, animiste, on dit parfois organiciste: le modèle, l’analogie sur la-
quelle on fonde les explications est emprunté aux êtres vivants. Cette épistémo-
logie s’évanouit lentement pour faire place à ce qui sera, près de trois siècles du-
rant, l’épistémologie dominante: le mécanisme. La seconde de ces composantes est
technique et contemporaine de l’avènement des instruments de mesure. Jusqu’aux
débuts du XVIIe siècle, on ne mesurait guère, les choses étaient reconnues et in-
dexées par leurs qualités. La vision mécaniste, elle, se fonde sur des entités dont
la vertu majeure est qu’elles sont, en certains de leurs aspects, mesurables. Cette
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mathématisation de la Nature conduit à une physique de la quantité. Alors que
la reconnaissance et la gestion des qualités relèvent de nous et de notre subjec-
tivité, la quantité mène à l’intersubjectivité, parce que le nombre et la grandeur
sont les mêmes en chacun de nous. Chaleur et Poids en sont d’excellents exemples.
L’essence des choses, la nature des agents responsables des phénomènes intéressent
moins le savant. Le règne du phénomène commence en même temps que se dis-
sout, au moins pour la pratique quotidienne du savant, le réalisme ontologique.
C’est la conquête d’une forme d’objectivité. Les problèmes qui nous préoccupent
ici s’inscrivent parfaitement dans la problématique nouvelle de la science moderne,
caractérisée par le couple ratio/experientia. Il convient d’ajouter à cela que physi-
ciens et géomètres s’étaient fort intéressés aux questions de vibrations, suite aux
recherches autour de la corde vibrante. Les problèmes de la propagation du son
s’intègrent idéalement à ce cadre.

Si, dès les premiers balbutiements de la pensée rationnelle, il devint évident
que le son employait un certain temps, dans l’air, pour se rendre d’un lieu à un
autre, la question de sa propagation dans l’eau, puis celle de la vitesse de cette
propagation, étaient plus éloignées du sens commun et ne devaient apparaître que
bien plus tard. Certes, Aristote déjà dans la Vie des Animaux affirmait que les
poissons entendent le bruit des rames, mais il s’agissait de connaissances empi-
riques, liées aux besoins de la vie quotidienne et sans écho dans les préoccupations
du physicien.

L’idée de mesurer la vitesse du son dans l’air semble donc remonter au début
du XVIIe siècle (Bacon, Gassendi, Mersenne, etc.); mais l’intérêt de ce projet
réside d’avantage dans le besoin dont il se fait l’expression que dans la valeur des
résultats. Les premières mesures véritablement crédibles sont peut-être celles que
l’Académie des sciences de Paris effectue en 1677. Dans une partie mémorable et
souvent négligée des Principia, Newton – par une méthode inattendue se fondant
sur les oscillations d’un pendule! – parvint à une formule théorique, établissant
que la vitesse du son dans un milieu est proportionnelle à la racine carrée de
l’élasticité du milieu et inversement proportionnelle à la racine carrée de sa densité.
A la température de 0 degré, il avait obtenu avec ses données environ 298m/s,
valeur très inférieure à celle que fournissaient les mesures. Il tenta de remédier à
cette différence en recourant à des hypothèses ad hoc mais qui se sont révélées
infondées.

Dans l’essai qu’il lit à l’Académie des sciences le 23 décembre 1816, Laplace
s’exprime ainsi au sujet de ce travail de Newton: «la manière dont il y parvient est
l’un des traits les plus remarquables de son génie.» Le problème de l’accord entre la
formule théorique de Newton et les diverses mesures effectuées change de nature au
début du XIXe siècle. Le protagoniste majeur de ce changement est Laplace, mais
c’est Jean Baptiste Biot qui donne la clé de l’énigme en 1802 (p. 177): «Dans la
propagation du son les condensations et les dilatations successives de l’air doivent
nécessairement occasionner dans les particules qui les éprouvent, des variations
de température très-petites du même ordre (. . . ) et ces variations doivent influer
sur leur élasticité: par conséquent la loi suivant laquelle le ressort de l’air est
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proportionnel à sa densité, n’a lieu que dans l’état de repos où on laisse reprendre
à ce fluide la température qu’il avait avant le changement de volume qu’on lui
fait subir; et dans l’état de mouvement où les condensations et les raréfactions se
succèdent à de courts intervalles, il devient nécessaire d’avoir égard aux variations
correspondantes de la température.»

Dans un mémoire lu le 25 novembre 1816 à l’Académie, resté célèbre, Laplace
énonce, sans démonstration le résultat suivant. On commence par déterminer la
quantité dont s’allonge un solide placé horizontalement sous l’effet d’un poids
égal au sien; pareil pour un fluide: c’est le raccourcissement d’une colonne d’un
mètre comprimée par un poids égal au sien. De là cette proposition, énoncée d’une
manière qu’elle que peu absconse (p. 164): «Si l’on divise, par cet allongement ou ce
raccourcissement, le double des mètres dont la pesanteur fait tomber les corps dans
une seconde sexagésimale; la racine carrée de ce quotient sera le nombre de mètres
que le son parcourt dans cette substance pendant le même intervalle.» L’auteur de
la Mécanique céleste revient sur la question le 23 décembre de la même année. Il
y énonce le résultat qui porte aujourd’hui son nom et qui corrige celui de Newton
(p. 239): «La vitesse réelle du son est égale au produit de la vitesse que donne la
formule newtonienne, par la racine carrée du rapport de la chaleur spécifique de
l’air soumis à la pression constante de l’atmosphère et à diverses températures,
à sa chaleur spécifique lorsque son volume reste constant.» Il parvient ainsi pour
l’eau à 1525,8m/s.

Ce sont Arago et Laplace qui inciteront l’Académie à mettre au concours
pour le Grand Prix Mathématiques de l’Institut la question de la compressibilité
de l’eau. C’est dans le contexte de ce prix que Charles François Sturm et Jean
Daniel Colladon – ils ont respectivement 23 et 24 ans – s’attellent à la délicate dé-
termination de la compressibilité des liquides. Les recherches sur la compressibilité
sont d’abord infructueuses, car il n’est pas commode d’empêcher la dilatation des
vases dans lesquels on veut comprimer l’eau. Ainsi, Colladon et Sturm doivent-ils
corriger leurs résultats de l’influence de la contraction du verre, laquelle a été dé-
terminée par des expériences visant à fixer son allongement par «la traction d’un
poids». Dans le cas de l’eau, Colladon et Sturm ont déterminé qu’il n’y avait pas
de chaleur dégagée à la compression rapide et successive des molécules liquides et
donc un accord immédiat entre la formule de Newton et le résultat observé.

Les recherches expérimentales délicates qu’ils mènent à Paris et à Genève sont
complétées par les célèbres mesures de la vitesse du son dans l’eau, que Colladon
effectue dans le Lac Léman sur une distance de 13’887m en novembre 1826. Il
vaut la peine de lire les savoureux passages qu’il consacre à ces mesures dans ses
Souvenirs et Mémoires (pp. 130–145). J’en extrais le bref passage suivant: «J’ai pu
faire, avec ce système, diverses expériences; les trois d’entre elles les plus exactes
furent celles du 7, du 15 et du 18 novembre. (. . . ) ce qui donne pour la vitesse
réelle du son dans l’eau, à huit degrés centigrades, 1437 mètres de vitesse.» Alors
que la valeur théorique qu’il calcule est de 1437 8

10 mètres.
En 1841, Colladon reprend les expériences de mesures de la vitesse du son

dans l’eau, cette fois-ci sur la plus grande longueur du Lac Léman. Si les conditions
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météorologiques défavorables ne permirent pas d’observer le signal optique, le son,
en revanche, est parfaitement perçu, malgré les quelque cinquante kilomètres de
distance. Et Colladon de conclure dans son autobiographie (pp. 138–139): «Mais
la remarque la plus importante est celle qui concerne l’énorme élasticité de l’eau
qui transmettait le son. On ne mettait qu’une seconde pour frapper la cloche, le
travail dépensé pour cet effort par un seul homme ne pouvait excéder douze kilo-
grammètres; eh bien, ces douze kilogrammètres suffisaient pour agiter une masse
d’eau qui ne peut être évaluée à moins de cinquante milliards de kilogrammes (. . . )
On ne peut citer aucun exemple plus frappant de l’énorme élasticité de l’eau et
surtout de la conservation des forces vives.»
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[1837b] (avec J. Liouville), «Extrait d’un Mémoire sur le développement des fonc-
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[1841a], «Mémoire sur quelques propositions de mécanique rationnelle», CRAS
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Note
Parmi les papiers de Liouville conservés à Bordeaux, Erwin Neuenschwander a re-
trouvé des pièces ayant appartenu à Charles Sturm parmi des papiers de Liouville.
Parmi elles, un inédit de 63 pages d’août 1829 intitulé «Mémoire sur la distribution
de la chaleur dans un assemblage de vases». On trouvera tous les renseignements
utiles dans la publication de Neuenschwander mentionnée dans la bibliographie
de Sturm. Comme il le mentionne p. 341, la famille Drouineau, dépositaire de ces
papiers, l’a autorisé à les emmener avec lui à Zürich. Erwin Neuenschwander n’a
pas souhaité participer à notre colloque, ni à la publication des Œuvres de Sturm.
Nous espérons de sa part une publication prochaine de ces précieux documents.
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