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• Toulelois je ne lardai pas il m',percevoir dans le silence 
apparent de ces galeries qu'il y avait un mouvement, un 
murmure qui n'était pas de la morl. Ces papiers, ces parche
mins laissés là depuis longlemps ne demandaienl pas mieux 
que de revenir au jour. Ces papiers ne sont pas des papiers, 
mais des vies d'hommes, de provinces, de peuples. D'abord 
les ramilles elles fiels, blasonnés dans leur poussière, récla
maient contre l'oubli. Les provinces se soulevaient, allé
guant qu'à tort la centralisation avait cru les anéantir ... 
Si on eût voulu les écouter tous, comme disait ce fossoyeur 
au champ d. bataille, il n'yen aurait pas eu un de mort. 
Tous vivaient et parlaient, ils entouraient l'auteur d'une 
armée à cent langues, que faisait taire rudement la grande 
voix de la République .t d. l'Empire. 

1[ Doucement, messieurs les morts, procédons par ordre, 
s'il vous plait. • 

Jules MrCIiELET, 
Prétnco de 1833 do L'Hi31oire de France. 



PRÉFACE 

Malgré sa proximilé, le dix-neuvi.!me si.!cle malhémalique n'a 
pas encore élé l'objel de Ioules les recherches approfondies que sail 
élude nécessilerail. La variélé, la lechnicilé, le nombre el l'élendue 
des publicalions réalisées loul au long de ce si.!cle rebulenl en effel 
beaacoap d'hisloriens. Qaanl aux malhémaUciens, décollcerlés par 
les nolalions, le vocabulaire el l'orienlalion de celle floraison de 
lravaux, ils Umilenl leurs prospecUons aux grandes œuvres où 
semblenl s'amorcer cerlains couranls de la malhémaliqae conlem
poraine. Seules quelques excellenles mais rapides éludes de synlhèse 
comme les Vorlesungen über die Entwicklung der Mathematik 
im 19. Jahrhundert, de FeUx [(lein ou les Eléments d'histoire 
des mathématiques, de Nicolas Bourbaki, ainsi que d'assez nom
breuses monographies porlanl sur l' œuvre de cerlains malhémali
ciens oa sur l'évolulion de branches parUcalit!res de la science 
apporlenl des conlribulions parlielles à une llisloire donl beaucoup 
d'élémenls reslenl à réunir el à analyser. Aussi faul-il savoir gré 
à Jean-Glaude Ponl d'avoir enlrepris le défrichage d'un domaine 
praliquemenl inexploré, celui des origines el des premiers dévelop
pemenls de l'analysis situs, discipline qui, limitée loul d'abord 
à une élude des re/aUons qualilalives de l'espace, s'esl muée peu 
à peu, au coars du dix-neuvi.!me silcle, el à la saile de plusieurs 
changemenls successifs dans ses bals, dans ses mélhodes el dans son 
langage, en une branche véritable des malhémaliques. 

Gelle discipline nouvelle, en pleine expansion el en perpéluelle 
mulaUon, la lopologie algébrique, esl un des sec/eurs les plus 
vivanls elles plus féconds de la malhémalique cOlllemporaine. Deux 
grandes dales jalonnenl celle hisloire, celle de la naissance de 
l'analysis situs, en 1750, avec l'exposé, par Leonhard Euler, de 
son célt!bre Ihéorème sar les polyèdres (') el celle du passage - au 

('l Cc théorèmo d'Euler sc trouve énoncé, 80U8 forme d'oilleura Incor
recte, dons un memoire présenté le 26 novembro 1150 devant l'Académio 
de Berlin el publié en 1758 dons le lome IV des Novi Commenlarii Academiat 
ltienliarum Ptlr"poli. Sn première démonstration. malheureusement insuf
fisante, fut. présentée devant l'Academio de Berlin le 9 septembre 1751 et 
publiée à ln suite du momoire précédent. 
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langage p"ès - de l'analysis situs à la lopologie algébrique, Cil 1895, 
avec la publicalion, dalls le volume du celliellaire clu Journal de 
l'Ecole polytechnique, clu premier grancl mémoire cie Hellri 
Poincaré sur l'Analysis situs (1). 

Afin cie pouvoir approfondir son allalyse, J.-C. POIII a limi/é 
son élude à la période d'un siècle el demi qui .,épare ces deux élapes 
décisives cie la genèse cie la lopologie algébrique. Choix jUdicieux; 
il apparaU en effet que dalls celle voie Euler n'eul que des pseudo
précurseurs; el, par ailleurs, la période conlemporaine ouverte 
par Poincaré a été l'objet d'éludes récenles de H. Hopf, J. Dieu
donné, S. Lefschelz, i\1. Bollinger, elc. Il est à remarquer de plus 
qu'en dehors de l'apporl d'Euler qui se silue entre 1736 el 1751 el 
d'une brève conlribulion de Legendre (dans ses Elémens de géo
mêtrie de 1794) , lous les aulres malériaux recensés cl analysés par 
J.-C. POIII concernenl le dix-neuvième siècle, depuis la première 
démonslralion de nalure lopologique du Ihéorème fondamenlal de 
l'algèbre par Gauss ( 1799) jusqu'à la publicalion par Wallher 
von Dyel, de ses seconds . Beilrage zur A nalysis silus • dans les 
MathemaUsche Annalen (1890) . Par l'imporlance de ces documenls 
ainsi prospeclés, par la clarlé el la rigueur de leur inlerprétalion, 
celle première élude de caraclère hislorique cl'un jeune malhémalicien 
suisse apporte une contribution aussi riche qu'originale à noire 
connaissance de l'évolulion des mathémaliques au dix-neuvième 
siècle. 

Le résumé imagé . de celle pelile enfance de la topologie . el 
l'u/ile chronologie que donne J.-C. POIII en guise de conclusion 
àson élude nous dispensenl d'en siluer les grandes lignes. Quelques 
poinls caraclérisliques nous paraissenl cependant mériler d'élre 
mis en lumière. 

Le premier concerne le rôle rondamenlal joué dans les premières 
élapes de celle hisloire par la mise au poinl progressive de l'énoncé 
el de la démonslralion du « Ihéorème d'Euler ". Si Euler, avec sa 
perspicacilé habituelle, réussil dès l'abord à allirer l'allenlion sur 
un problème Iypique el à inlroduire le lhéorème élémentaire le 
plus célèbre de la llIéorie des polyèdres, par conlre sa conceplion 
lradilionnelle el reslriclive l'empêche de donner à son énoncé la 
précision lIécessaire el à sa démonslralion la rigueur indispensable. 
Plus c1'un demi-siècle plus lard, Cauchy, au débul de sa carrière, 

(1) Les ùifTérentes contributions de Poincaré à l'analysis silus so trouvent. 
commodêmenl regroupées au Lome VI de ses Œuvre3 (R. GARNIER ct 
J. LERAY, éd., Paris. 1953, p. 183-538). L'essentiel en est constitué par cc 
grand mémoire de 1895 (dont. In première idôo remonte Ô. 1892) ct. par les 
cinq Compléments successifs que Poincaré lui apporLa enLre 1899 ct 1904. 
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commettra, au sujet du théorème d'Euler, des erreurs similaires qui 
se répercuteront sur son œuvre ullérieure et l'empêcheront de saisir 
le rôle fondamenlal cie l'analysis situs en malhémaliques, el de jeler 
les bases de la llIéorie moderne des fanc/ions analyliques. Quanl 
au Ihéorème lui-même, de remarquables Iravaux de S. Lhuilier 
(1813), K. von Siaudi (1847) el L. Schliifli (1850) permellronl 
de le placer sous des hypolMses convenables el de l'étendre aux 
espaces à n dimensions, toul en précisanl le concepl de polyèdre 
el en explicilanl les premières idées lopologiques. 

Mais l'hisloire évoquée ne se limile pas à celle du Ihéorème 
d'Euler et l'œuvre de J. B. Lisling ouvre la voie à la naissance 
d'une science nouvelle que symbolise le lerme de lopologie inlroduil 
par lui en 1836. Dans la première moilié du dix-neuvième siècle 
c'esl probablemenl Gauss qui eul la vision la plus profonde du 
rôle de celle science, mais ses écrits sur ce sujet sont peu nombreux 
el c'esl de façon indirecle, par son influence sur Lisling, jHabius 
el d'aulres jeunes savanls, que son apporl apparaU essenliel. Mais 
en 1851, la « Disserlation inaugurale li de Bernhard Riemann 
marque un vérilable lournanl dans le développemenl de l'analysis 
si tus. Sans lui consacrer d'élude sys/émalique, Riemann a ras
semblé d'imporlanls résullals nouveaux concernanl la lopologie : 
Iransformalions lopologiques, ordre de connexion, classificalion 
cles surfaces suivanl les principes de l'analysis situs, propriélés 
des variélés à n dimensions, elc. - el fail de celle discipline un 
précieux auxiliaire pour l'élude de la théorie des fonclions analy
tiques. D'une imporlance capilale bien qu'inachevée, celle œuvre 
fui transmise, précisée el développée par des disciples lels que 
Durège, Neumann el Belli. D'une inspiralion beaucoup plus géo
mélrique, l'efforl conlemporain de .IL F. Mabius, remarquablemenl 
analysé par J.-C. POIII, esl égalemenl essenliel, bien que ses réper
cussions aient é/é plus limilées. Viennenl ensuile les travaux, 
conlemporains el complémenlaires, de C. Jordan, premier auleur 
(rançais à réaliser une œuvre marquante dans ce domaine, de 
l'Allemand Felix Klein el du Suisse L. Schlafli, puis les premières 
conséquences de la lhéorie des ensembles de G. Canlor, el enfin les 
éludes de lV. von Dyck qui vonl ouvrir la voie à Henri Poincaré. 
Dès ses premiers grands Iravaux, ce dernier ressenl l'impérieux 
besoin de disposer d'une mélhode qui « ferail connaUre les relalions 
qualilalives de l'espace à plus de trois dimensions li, d'une exlension 
cie l'analysis situs à ces espaces (') el, pour fonder celle discipline 

(1) • Quant à moi, touLes les voies diverses où je m'élnis engagé succes
sivement me conduisirent. à l'Analysis SitllS. J'avais besoin des données 
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nouvelle, il écrira bien/ôl sa série de mémoires sur l'analysis situs, 
poinl de déparl de la lopologie aluébrique moderne. 

C'esl à siluer les grandes élapes, les Liunes direclrices el les 
délours de celle hisloire passionnante que Jean-Claude Ponl a 
consacré ccl ouvrage qui élend considérablement cl renouvelle en 
partie nos connaissances sur cc sujet. On ne peul que féliciter ce 
jeune malhématicien, élève du urand spéciaLisle de la 10poloUie 
aluébrique que fui le reurellé Heinz Hopf, de s'êlre consacré avec 
mélhode el passion à celle élude, ct d'apparier ainsi une contri
bution de valeur à l'hisloire de celle mathémalique du dix-neuvième 
siècle, si proche de nous dans le temps ct déjà si lointaine par son 
langage, ses conceptions el son sens incerlain de la rigueur. Je 
souhaite que ce jeune chercheur ailla possibililé de poursuivre son 
efforl si fruc/ueux en éludianll'hisloire d'une aulre urande conquête 
de la mathématique de celle époque, la création des uéomé/ries non
euclidiennes. 

René TATON. 

de celle science pour poursuivre mes éludes sur Ics courbes définies por des 
équations ditTérentielles ct pour les étendre aux équations diJTérentiellcs 
d'ordre supérieur cl, en particulier, il celles du problème dos trois corps. 
J'cn avais besoin pour l'étude des fonctions non urulormcs de deux vnriables. 
J'cn avais besoin pour l'élude des périodes des intégrales multiples et pour 
l'application de cette élude au dével0p'pement de la tonction perturbatrice. 
Enfin, j'entrevoyais dans l'Analysis stllJ8 un moyen d'aborder un problème 
important de la théorie des groupes, la recherche des groupes discrels ou 
dos groupes finis conlenus dans un groupe continu donné. (Analyse des Ira
vaux scientifiques de Henri POINCARÉ, rédigée en 1901, publiée en 1921 dans 
les Acta Malhemalica et cilée d'après le 1. VI des Œuvres, p. 183). 

Avant-propos 

Dans les pages qui suivent, l'auteur se propose de décrire la 
naissance et la petite enfance de la topologie algébrique, cette 
province des mathématiques à qui la science du nombre et de 
l'espace doit tant. On trouvera dans l'avant-propos des consi
dérations élémentaires sur la topologie, accompagnées de quelques 
précisions sur la nature, les limites et la réalisation de cette 
histoire. 

Intuitivement, une transformation topologique d'une figure 
est une transformation qui se fait sans déchirure ni recouvre
ment. Ainsi, gonfler une chambre à air c'est la déformer topolo
giquement, au moins dans la période qui précède l'éclatement. 
De même lorsqu'on tire sur un fil élastique, quelle que soit 
d'ailleurs sa forme finale. Deux figures, images l'une de l'autre 
par une telle transformation, sont homéomorphes ou topologi
quement équivalentes. Aussi a-t-on pu dire, non sans humour, 
qu'un topologiste est un mathématicien qui ne sait pas distinguer 
une bouée de sauvetage d'une tasse de café. 

En libérant notre définition de son aspect intuitif, on obtient 
ceci : une transformation topologique, ou homéomorphie, est 
une bijection continue dans les deux sens. Quant à la topologie, 
elle est cette partie des mathématiques qui traite des propriétés 
des figures se conservant par des transformations topologiques. 
Ainsi, le fait d'être close pour une ligne est une propriété topolo
gique, ce qui n'est pas le cas de sa longueur. Un problème fonda
mental de la topologie consiste alors à déterminer si deux figures 
sont homéomorphes ou non, c'est-à-dire à répertorier et à dénom
brer les classes induites par l'homéomorphisme. 

Pour les besoins de notre histoire, on doit préciser quelque 
peu cc mot « figure» qui apparaît dans la définition. Bien qu'on 
ne le trouve nulle part écrit, les figures étudiées par les mathé
maticiens de la période qui nous occupe sont toujours supposées 
triangulables, c'est-à-dire qu'on peut les recouvrir par un nombre 
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fini ou infini dénombrable de segments, de triangles, de tétra
èdres, etc. Ces figures se prêtent donc par nature Il une déco~po
sition polyédrale, qui Il son tour est representable par ~n schema, 
dont l'étude combinatoire permet d'analyser, au pOint de vue 
topologique, la figure qui le définit. 

Cette attitude est assez restrictive pour éliminer les ensembles 
dont l'étude topologique entraîne des difficultés ensemblistes, 
tout en étant suffisamment large pour englober presque toutes 
les figures intéressantes. Le propre de la topologie combinat?ire 
est donc de substituer des schémas aux ensembles de pOints 
considérés. Or l'étude de ces schémas relève de l'algèbre linéaire 
et de la théorie des groupes. L'algèbre prend ainsi possession 
de la topologie combinatoire. Cela explique pourquoi l'exp~essio~ 
topologie combinatoire fut remplacée, vers 1940, par la denonu
nation topologie algébrique, mieux ada ptée aux méthodes de 
cette science. Il serait donc vain de chercher une solution de 
continuité entre la topologie combinatoire des origines et la 
topologie algébrique. 

D'après notre définition, la notion de fonction continue est 
centrale en topologie; les propriétés que l'on établit dans c~tte 
discipline sont donc intimement liées il celles des fonctIons 
continues. Or, Il nul endroit la fonction continue n'est davantage 
chez elle qu'en analyse. De là Il concevoir une étroite corrélation 
entre ces deux disciplines, il n'y a qu'un petit pas, allègrement 
franchi par les mathématiciens du xx· siècle. Prenant pour 
réOexion la fonction continue, qu'elle rapporte aux concepts de 
voisinages ouverts et fermés, la topologie générale prend rapide
ment ses distances Il l'égard du modèle que lui fournit l'espace 
euclidien, pour s'élever Il un haut degré de générali~é en raison
nant sur des ensembles quelconques, dont des partIes convena
blement choisies sont considérées a priori comme des ensembles 
ouverts. La fonction continue se définit ipso faclo et avec elle 
apparaît le problème de la caractérisation topologique de ces 
ensembles. Ce point de vue s'est développé à partir des notions 
d'espace métrique (M. Fréchet, 1906) ct d'espace topologique 
(F. HausdorlT, 1914) . . 

Au commencement de nos recherches, la matière qui constitue 
l'histoire de la topologie algébrique des origines aux travaux de 
Poincaré nous semblait assez restreinte pour se prèter à une 
étude quasiment exhaustive. Très vite toutefois, il est apparu 
que les documents étaient plus riches que prévu. Aussi avons
nous été contraints de sacrifier quelques sujets pourtant en rap
port avec le développement de la topologie. C'est ainsi que nous 
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avons iO'noré les problèmes qui concernent les nœuds, les graphes 
et le coloriage des cartes, Il l'exception de la question des ponts 
de Kœnigsberg et du travail de KirchholT sur les circuits élec
triques. Nous avions. aupa~avant, acquis }~ conyiction que ces 
matières n'eurent guere d'mOuence sur 1 evolutlOn de la topo
logie. L'origine de la topologie et les travaux de Poincaré sont les 
limites naturelles de cette histoire. Avec les recherches du grand 
savant français - qui écrivit Il lui seul à peu près autant de 
pages sur la topologie que tous les auteurs rencontres dans notre 
histoire - la topologie gagne en elTet ses lettres de noblesse et 
devient une discipline autonome des mathématiques. 

Le présent ouvrage fut rendu possible grâce Il l'appui et au 
dévouement de nombreuses personnes. D'abord i\lM. Heinz 
Hopf de Zürich et René Taton de Paris. Leur gentillesse, les 
encouragements constants qu'ils nous ont prodigués furent le 
ciment de ce travail: sans eux il n'aurait vraisemblablement 
jamais vu le jour. Ensuite, M. B. Eckmann, qui accepta de 
prendre la direction de notre thèse, puis MM. A. POuger et 
G. de Rham; Onalement, MM. P. O. Genoud et M. A. Pichard 
pour le soin qu'ils ont apporté respectivement à l'exécution des 
figures et à la correction des épreuves, et Mme Christine P?nt 
pour le réconfort que sa présence nous apporta aux heures dIffi
ciles. Que toutes ces personnes trouvent ici l'expression de notre 
profonde gratitude. Nos remerciements vont encore il la Société 
helvétique de sciences, Il la Fondation pour l'avancement des 
mathématiques en Suisse, ainsi qu'aux éditions P.U.F. et au 
personnel de la Bibliothèque cantonale du Valais. 

Nole: Pour III p6riode qui lait suite à celle envisogée dans cet. ouvroge. 
on peut. consulter: 
- Maja BOLLlfiGER, Geschichlliche Ent.\Vicklun~ des Homologlebcgriffs, 

Archive for his/ory o( Exact Sciencu, vol. 9, number 2, 1972, p. 94·166. 
- Heinz HOPF Eln Abschnilt QUS der Entwlcklung der Topologlo, Jahru

berichl der D~ulBChen Malhemaliker- Vertinigung, Bd. 68, 1966, p. 182-192. 
- Salomon LEFSCHETZ, The carly dovolopment. 01 algebraic topology, 

Bolellm da Sociedadt. Bra,iltira de ft.lalematica, vol. l, nO l, 1910, p. 1-48. 



PREMItRE PARTIE 

LES ORIGINES 



CHAPITRE PREMIER 

LES PSEUDO-PRÉCURSEURS 

Comme bien des histoires, celle de la topologie commence 
par des légendes, auxquelles est consacré ce chapitre. Dans la 
première partie, nous verrons qu~ Leibniz n'est pas le créateur 
de l'ana/ysis silus ('l, tandis que dans la seconde, nous examine
rons ce qu'il faut penser d'une opinion assez répandue attribuant 
à Descartes la paternité d'une proposition connue généralement 
sous la dénomination de théorème d'Euler, et qui est d'une 
grande importance pour notre science. 

§ 1. LEIBNIZ ET L' « ANALYSIS SITUS » 

Bien des auteurs ont fait remonter à Leibniz l'origine de la 
discipline qui nOus occupe (') ; ils s'appuyaient sur une lettre 
de Leibniz à Huygens du 8 septembre 1679, dont voici l'essentiel: 

.. Mais après tous les progrès que j'ai laits cn ces matières, je ne 
suis pas encore content do l'algèbre, en ce qu'elle ne donne ni les plus 
courtes voies, ni les plus belles constructions de géométrie i c'est pour
quoi. lorsqu'il s'agit de cela, je crois qu'il nous faut encore une autre 
analyse proprement géométrique ou linéaire, qui nous exprime direc
tement Bitum, comme l'algèbre exprime magnitudinem. Et jo crois d'en 
voir le moyen, et qu'on pourrait représenter des figures et même des 
machines ct mouvements en caractères, comme l'algèbre représente les 
nombres ou grandeurs: et je vous envoie un essai qui me parait consi
dérable • [46, nO 2192). 

(1) Le mot lorOlogie, créé cn 1836 pnr LISTING (voir p. 411' n'a Guère 
été uliHs6 ovant 920. Précédemment, on lui prérérlutl'exprcss on onolyli. 
silu •. Nous considérerons ces deux dénominatIOns comme synonymes. 

,') Voir {30 aJ ; (61 aJ, p. 815; (GaJ, p. IX; [29J ; [S5 bJ; [58), p. 236. 
Les numéros en Il.nUque correspondent aux ouvrages ct éludes cités daRS la 
bibliographie. en On d'ouvroge. 

.'.-c. l'ONT 2 
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Les termes un peu vagues qu'il utilise pour définir sa nouvelle 
algèbre, qu'il appelle ailleurs ana/ysi. si/us [57, p_ 172-178], 
peuvent bien sûr s'appliquer il la topologie, du moins en partie_ 

Cependant, nous savons maintenant de façon certaine que 
le but de Leibniz était tout autre. Dans un travail publié en 1846, 
Grassmann montre qu'en développant les idées de Leibniz on 
débouche sur le calcul vectoriel et non sur la topologie [38 a 
ou 38 b, p. 324]. 

Voici l'origine de ce travail de Grassmann. Au printemps 1844, 
la « Fürstliche Jablonowski'schen Gesellschaft zu Leipzig. met 
au concours pour l'année 1845 le problème suivant: 

Il On possède encore quelques restes d'une caractéristique géomé
trique découverte par Leibniz, dans laquelle la situation réciproque 
des lieux est déterminée par de simples symboles ainsi que par leurs 
relations, sans prendre en considération les notions de valeur d'un 
angle ou de grandeur d'un segment; clle doit être par là même complè
Lement différente de notre géométrie analytique, aussi bien que de 
notre géométrie algébrique. On demande de reconstituer et d'étendre 
ce calcul, ce qui ne parait pas du tout impossible .• 

Grassmann fut le seul participant. Par la suite, c'est Listing 
(voir p. 43) qui, le premier, a exprimé un doute sur la paternité 
de Leibniz en matière de topologie; plus tard, chez M. Dehn 
et P. Heegaard, le doute se transforme en certitude [20, p. 154]. 
On doit encore citer H. Lebesgue qui, dans une lettre Il J. Itard 
datée du 14 février 1939, montre clairement que le propos de 
Leibniz n'avait aucun rapport avec notre science [55 a, p. Ill ]. 
Pour terminer, disons que deux articles il caractère historique 
ont été consacrés au sujet de ce paragraphe [32 et 74]. 

Ainsi, par un curieux hasard, Leibniz a forgé le nom d'une 
science, dont il n'a probablement jamais eu connaissance. C'est 
toutelois ce texte qui mettra Euler, soixante ans plus tard, sur 
la piste de l'ana/ysis silus. 

§ 2. DESCARTES ET LE THÉORÈME D'EULER 

Au milieu du XIX· siècle, le comte Foucher de Careil découvre 
parmi les papiers de Leibniz déposés Il la Bibliothèque royale de 
Hanovre, la copie que celui-ci avait faite, lors d'un séjour il 
Paris (1672-1676), d'un travail de Descartes intitulé Do Soli
dorum ElemenU. et dont l'original a été perdu; il le publie 
en 1859 [23, p. 214 sq.], avec d'autres inédits. 

En 1860, ce texte, qu'une mauvaise lecture avait rendu inin-
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telligible ('), est traduit correctement par E. Prouhet [75, p. 484]. 
Son principal intérêt réside dans le lait qu'il contient une pro
position dont le théorème d'Euler sur les polyèdres (voir p. 16 sq.) 
est une conséquence presque immédiate. Deux interprétations 
radicalement opposées sont alors possibles, l'une attribuant Il 
Descartes le théorème d'Euler, l'autre affirmant qu'il ne l'a pas 
vu. Le présent paragraphe a pour objet l'etude de ces deux 
appréciations. 

Le théorème fondamental de Descartes s'énonce: « Dans tout 
polyèdre, la somme des angles solides est égale il huit angles 
solides droits .• 

A propos de ce théorème, J. Bertrand lait remarquer que : 
• La somme des angles extérieurs d'un polyèdre, considérée par 

Descartes, devient, lorsque le polyèdre est remplacé par une surInee, un 
élément qui joue un grand rôle dans les travaux récents des géomètres, 
et auquel Gauss a donné le nom de courbure totale. Le théorème de 
Descartes appliqué à une surface convexe s'énoncerait : la courbure 
totale d'une surlace convexe est égale à ~" • [5]. 

Si on appelle", la somme de tous les angles plans, • le nombre 
des sommets, k le nombre des arêtes et ( le nombre des laces, cette 
proposition s'écrit: 

ou, en prenant l'angle droit comme unité : 

'" = 4(. - 2) (1 ) 

Le théorème d'Euler s'obtient alors sans difficulté si on 
rapproche de la relation (1 ) les deux relations qui se trouvent plus 
bas dans le texte, savoir: 

w = 4/ ~ '" (2) 

et w =21< (3) 

où west le nombre de tous les angles plans. 
En efTet, les expressions (1), (2), (3) entrainent : 

21, = 4{ + '" = 41 + 4(0-2) 
2 2 

c'est-à-dire : 

4k = 4( + 4(. - 2) ou 0 - k + ( = 2_ 

\
1) Plusieurs signes en caractères cossiques, en usuge à 10 nn du xv.- siècle, 

DVO cnt été pris pour do simples chiares et hnprlmê8 comme Lois por le 
comle Foucher do Coreil. 
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Examinons mainLenanL les dilTérenLes « preuves" que l'amiral 
E. de Jonquières a données de la prioriLé de DescarLes ; on peuL 
les répartir en deux groupes : 

1 a) Il remarque que les trois relations que nous avons 
citées ci-dessus figurent expressément dans le texte de Descartes 
et que la première, rapprochée des deux dernières, • donne 
immédiatement sans calculs ni Iransformalions : 

S + F = A + 2 (i) ; 

c'est la relation d'Euler. DescarLes, qui selon son habitude 
descend rarement dans les détails, ne fait pas ressortir explici
tement cette relation, du moins dans ce qui nous a été conservé 
du Mémoire " [47]. 

1 b) Dans une intervenLion suivanLe, du 17 Cévrier 1890, il 
revient sur ceLLe quesLion [47, p. 315) : 

• A l'appui de la priorité elTeclive de Descartes dans la découverte 
de la relalion S + F = Il + 2, j'apporle une nouvelle preuve, lirée 
de son écrit posthume et plus décisive encore que la première que j'en 
ai donnée; car elle démontre que Descarles, non seulement a connu ct 
employé cette formule, comme je rai dit, ma.is de plus qu'il l'a énoncée 
8zplicitement; ce que je n'avais pas d'abord remarqué ... Descnrtes 
ajoute (1. H, p. 18) (') : le nombre B des angles plans elTcctils est égal à 
2(F + S - 2), nombre qui ne saurait excéder 6. -12. 

• Descartes ayant prouvé (p. 217) que B = 2A, la proposition 
précédente se traduit immédiatemenl par la lormule 2A = 2(F + S - 2) : 
c'est la relation d'Euler, explicitement exprimée . • 

Il est bien clair que ces considérations ne prouvent pas que 
DescarLes ait eu connaissance de la relaLion d'Euler; elles mon
trenL tout au plus qu'il éLait en possession des éléments néces
saires à la mise sur pied de ce Lhéorème. Nous ne souscrirons pas 
non plus à l'auLre raison invoquée par de Jonquières suggérant 
que Descartes n'a peut-être pas énoncé cette proposition « parce 
qu'il ne descend que rarement dans les détails» ; il est en elTet 
difficile de considérer l'énoncé de DescarLes comme primordial 
eL de Caire jouer il celui d'Euler le rôle d'un déLaii. En ouLre, on 
peut appliquer la même argumentation il l'appui de la thèse 
contraire: c'est peuL-être précisément parce qu'il descend rare
ment dans les détails que DescarLes n'a pas cherché à rappro
cher les dilTérentes expressions citées plus hauL, afin d'éLablir 
une relation enLre e, k et f. 

(1) C'est. la notalion d'Euler : S _ nombre deI angles au sommet 
A _ nombre des arêtes et F = nombre des faces. ' 

(1) E. de Jonquières 8C réfère ici à l'ouvrage de FOUCJlEft DE CAREIL [23). 
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Dans cette même note, de Jonquières avance deux nouvelles 
e preuves )1 : 

2 a) Voici le texte de Descartes qu'il cite : 

• Connaissant le nombre des angles plans (B) el celui des laces (F) 
d'un polyèdre, si l'on avait égard à ces seules données, on en déduirait 
aisément les modes possibles de répartition de ces angles entre les faces.: 
par exemple, si les données sont 5 laces et 18 angles plans, on pourrait 
avoir deux faces triangulaires el trois quadrangulaires, ou bien ... 
[suivent deux autres combinajso~s]. J1{ais ~o~me ce même Bolide possède 
nécessairement 6 sommets, la première combmaIson est seulement campa· 
tible avec rcxislence du polyèdre ., 

et de Jonquières de conclure : 
« Il est clair, d'après le membre de phrase souligné par moi dans la 

lraduction (aussi bien dans la larme que dans le land), que Descarles 
introduit le nombre 6 comme étant la conséquence nécessaire d'un 
principe connu, el non comme étant le résultat fortuit des donn~s 
numériques qui se présentent; ct cc principe ne peut êtro quo la relation 
F + S = A + 2, qui donne effectivement ici S = 6, puisque F ~ 5 
et 2A = 18 • [47 b, p. 316]. 

La dernière parLie de la phrase de Jonquières est entachée 
d'erreur, car ce résulLat peut être obtenu par des relations qui 
figurent dans le texte de Descartes, sans qu'il soit nécessaire de 
Caire appel à l'énoncé d'Euler; en elTet, on a f = 5, w = 18 ce 
qui donne, en utilisant les expressions (1) et (2) : 

18 = 20 t Cù d'où Cù = 16 et 16: 8 = 6. 

2 b) Dans la même note, de Jonquières écriL : 
• Enfin, à la page 215, où il s'agit de montrer qu'il ne peut exister 

quo 5 polyèdres réguliers convexes, Descartes donne comme condition 
2S-% 

à remplir par les nombres F et S que les deux divisions -F-- et 

2F - ~ (1)' 1 . t t 0 1 t • éd' s --S- pUIssent se aire oxaC omen. r, 1 es ais 0 vOir que ce 

deux conditions symétriques découlent de la double égalité qui sc pré
sente dans les polyèdres rcguliers, 2A = nF = mS (') (n et m enliers), 
si l'on y lail usage, pour éliminer A de la relation F + S = A + 2 •• 

Ceci est correct, mais on arrive au même résultat sans uLiiiser 
la relation d'Euler; il suffit d'appliquer cerLaines relations 

2.-4 2(-4 
(1) __ (_ el -.- dons notre notation. 
(I) 2k ... nt ~ me dans notre notation. 
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qui se trouvent dans le texte de Descartes: comme ~ = 2e - 4 

et comme la somme des angles doit être un multiple entier du 
nombre de faces (polyèdre régulier), on peut écrire : 

2(28-4) 2e - 4 
'" = (2e - 4)2 = mf => f = m => f = m', 

m et m'étant des entiers. 2. _ 4 
On obtient tout aussi facilement la relation --f- = n, 

avec n entier. 
En eITet : 

4f = 2w - '" => 4f + 4e = 8 + 2w = 2ne 

=> 4f + 4e - 8 = 2n => 2f + 2e - 4 = n' 
e • 

=> 2f - 4 + 2 = n' => 2f - 4 = n" 
2 • (n" entier) 

A bien considérer les choses, on constate que tant le premier 
groupe de • preuves» que le second s'appuient implicitement sur 
l'idée suivante : il suffit de rapprocher trois relations du texte 
de Descartes pour parvenir à l'énoncé d'Euler, ce qui n'aurait 
su échapper à l'auteur du Discours de la mélhode. A cet argument 
d'ordre psychologique on peut répondre par un exemple vécu, 
que Jacques Hadamard retrace dans l'un de ses ouvrages [39 a, 
p. 54] : 

e Mon travail suivant lut ma thèse. Deux théorèmes importants 
pour le sujet étaient des conséquences si évidentes et immédiates des 
idées qui y étaient contenues que, des années plus tard, d'autres auteurs 
me les attribuèrent et je lus obligé d'avouer que, si évidents lussent-ils, 
je ne les avais pas vus. D 

Puis à la page 56 : 

e Il est probable que beaucoup de chercheurs, sinon tous, peuvent 
se rappeler des épreuves similaires. Il est réconfortant de penser que 
la mème chose peut arriver aux plus grands. Dans son Art de persuader, 
Pascal a posé un principe qui est londamental pour la méthode, non 
seulement en mathématiques, mais aussi pour tout sujet déductif ou 
toute question de raisonnement, à savoir: il faut substituer la définition 
au défini. 

e D'autre part, plus loin il remarque le lait évident que, de même 
qu'il n'est pas possible de tout démontrer, il est également impossible 
de tout définir, et cela pour la même raison. Il existe des idées primitives 
qu'il est impossible de définir. S'il avait seulement pensé à juxtaposer 
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ces deux déclarations il se serait trouvé devant une conlradictior 
londamentale et par c~nséquent devant le grand problème de Logiqut 
qui mène à la nécessitè des définitions axi,omat.iques (ce ~ui. do~ne s: 
vraie signification au célèbre postulat d Euclide) ... MalS Il n D. pa. 
rapproché ces deux idées .• 

Notons encore que Leibniz non plus n'a pas soupçonné Il 
théorème d'Euler, quand bien même il avait étud ié minutieuse· 
ment les manuscrits de Descartes. 

Notre conclusion sera donc celle de Lebesgue: 

• Je ne suis pas du tout d'accord avec ceux qui prétendent attribue: 
à Descartes le théorème d'Euler. Descarles n'a pas énoncé le théorème 
il ne l'a pas vu • [55 b, p. 315]. 

Voici encore deux textes de Lebesgue 

a) e Que Descartes soit passè si près du théorème sans le voir, m, 
parait au contraire souligner le mérite d'Euler. Encore pe!'t-on di~, 
que Descarles était jeune quand il s'occupait de ces questIons, mal! 
Leibniz, qui. a trouvé le cahier de D.es~artes assez intéress~nt P?ur ~I 
recopier t qUI a reconnu que la géometrlc de, Descartes ne 5 apph~Q1 
pas aux questions où interviennent des relaho~s d'ordr~ et de poslho"; 
qui a rêvè de construire l'algébre de ces relabons et. 1 a dénommée 1 

l'avance Analysis situs, n'a pas aperçu, dans le cahier de Descartes 
le théorème d'Euler si londamental en Ana/ys;' si/us. [55 b, p. 320] 

b) e Les premières notions importantes de géométrie de situatiol 
ont été acquises au cours de l'étude des polyèdres ... En 1890, de Jon 
quières, dans une série de notes de G. R., a créé la légende que c, 
théorème était dû à Descartes ... Descartes n'a pas énoncè le théorèm, 
d'Euler; quant à la géométrie de situation, il ne l'a nullement soup 
çonnée; sans quoi, il eût eu plus de scrupules à affirmer plus t~rd qu, 
sa méthode algébrique réglait toutes les questions de géométrIe. (') 

Enfin nous profitons de cette occasion pour rectifier un. 
erreur q~'on rencontre dans deux ouvrages français [31, p. 21 
et 21, p. 99] ; on y trouve la phrase suivante : 

« Ge théorème souvent attribué à Euler est dû en réalité à Descarte: 
comme le montrent D. Hilbert et S. Gohn-Vossen [411, p. 2M] " 

alors que ces deux auteurs attribuent à Euler le théorème en 
question. 

(1) Texte tiré des cahiers de LEBESGUB (voir n. 2, p. 19). 
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L'histoire de la topologie commence peut-être en 1736 quand 
Euler reconnaît un aspect particulier dans un problème q~e rien 
~e. prime. abord, ne distingue de ses homologues de la géométri~ 
ele?lentalre. En 1750-1751, le mathématicien bâlois rédige deux 
artICle~, l'un alTe.cté au thé?rème d'Euler sur les polyèdres,l'autre 
à s~ demons~rn,tJOn. Leur Importance pour notre sujet apparaît 
cla,lrement SI Ion songe que l'histoire de l'analgsis situs jus
qu en 18?l se confond, à de rares exceptions près, avec l'histoire 
du théoreme. Nous consac~erons à ces questions les deux premiers 
paragraphes de ce chapItre; nous verrons ensuite, nu para
graphe 3, ce que notre science doit il Gnuss. 

§ 1. LE PROBLÈME DES PONTS DE KŒNIGSBEnG 

~~ prob~ème des ponts de Kœnigsberg, sur lequel Euler a 
pu~he u~e etude en 1736 (1), concerne un domaine de la topo
!ogl.e ~UJ sort ,du cadre de notre travail comme nous l'avons 
indIque da~s 1 avant-propos; cependant, c'est probablement il 
cette ?ccasJOn que pour la première fois un mathématicien est 
am~ne à st~ccuper consciemment d'ana/yais silus i aussi nous 
a-t-Il ~e~le n.at~rel de réserver quelques lignes il ce travail. 

VOICI les prmClpaux passages du texte d'Euler [30 a'] : 

• « Outre cette partie de la géométrie qui traite des grandeurs ct qui 
? cté ~e tou~ temps cultivée avec beaucoup de zèle, il en est une autre, 
Jusqu, il nos JO~~s complét~ment inconnue, dont Leibniz a Cait le premier 
mentIOn. et qu ~I a~pela geométrie de position. D'après lui, cette partie 
de la geométtle s occupe de déterminer seulement la position et de 

(1) Ce lravail a été présenté le 26 nollt 1735 à l'Acad'mie de Pétersbourg. t: Soint-

• 
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chercher les propriétés qui résultent de cette position; dans co travail, il 
n'est besoin ni d'avoir égard aux grandeurs elles-mêmes, ni de les 
calculer; mais il n'est pas encore assez bien établi quels sont les pro
blèmes de ce genre appartenant il la géométrie de posilion, et quelle 
méthode il Caut employer pour les résoudre; c'est pourquoi lorsque 
récemment il Cut question d'un problème qui semblait, il la vérité, se 
rattacher à la géométrie ordinaire, mais dont cependant la solution ne 
dépendant, ni de la détermination de grandeurs, ni du calcul de quan
tités, je n'ai point balancé à te rapporter à la géométrie de position, 
d'aulant plus que les considérations de position entrent seules dans la 
solution, tandis que le calcul n'y est pour rien. J'ai donc cru utile d'expo
ser ici, comme un exemple de géométrie de position, la méthode que j'ai 
trouvée pour résoudre les problèmes de ce genre . 

• Or ce problème qu'on me disait être assez connu était le suivant: 
il Kœnigsberg, en Prusse, il y a une Ile A appelée le KneiphoC, entourée 
d'un neuve qui 50 partage en deux bras, cornille on peut le voir sur 
la figure i, mais les bras de ce fleuve sont garnis de sept ponts a, b, C, d, 
e, /, K, et l'on proposait cette question sur ces ponts: une personne 
peul-elle s'arranger de manière à passer une Cois sur chaque pont, mais 

FIG. 1 

URe fois seulement? Les uns affirmaient que cela était possible; d'autres 
niaient; d'autres en doutaient; mais personne ne pouvait prouver. 
Quant à moi, j'ai lait de co problème 10 suivant beaucoup plus général: 
quelles que soient la figure du fieuve etsa distribution en bras, et quel que 
soit aussi le nombre des ponts, trouver si une personne peut traverser le 
Reuve en passant une seule lois sur chaque pont. • 

Puis Euler montre, entre autres, que ce problème n'a pas de 
solutions dans le cas des ponts de Kœnigsberg. 
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§ 2. L'HISTOIRE DU THÉORÈME D'EULER 

DANS LA PERSPECTIVE TOPOLOGIQUE 

2. 1. Genérali/es 

Dans cette histoire, le concept de polyèdre (polygone) est 
fondamental; aussi est-il peut-être utile d'en dire quelques 
mots. Dès l'aube de la pensée géométrique et jusqu'au début 
du XIX· siècle, on considère le polyèdre comme un corps solide, 
Convexe ou non selon les besoins, compris entre des faces pla
nes (1). Tant que l'instrument d'observation a un pouvoir de 
séparation faible, ceUe définition parait suffisante. Aussitôt que, 
en revanche, celui-ci s'affine, comme c'est le cas lors du passage 
de ln géométrie classique à la topologie, notre définition devient 
grossière et inadéquate. Faute de l'avoir remarqué, Euler, Cauchy 
et bien d'autres vont se fourvoyer dans l'énoncé et la démons
tration du théorème qui fait l'objet de ce chapitre. Cette leçon 
est longue il se faÎre entendre; c'est ainsi que, cinquante ans 
après la mésaventure de Cauchy et les mises en garde de Lhui
lier, on trouve enCOre des auteurs qui s'abstiennent de toute 
définition et de toute précision à caractère topologique; à tel 
point qu'en 1869 J. K. Becker consacre un article Il dénoncer les 
erreurs engendrées par cette mauvaise habitude [4J. 

Quatre grandes dates dans l'histoire du théorème d'Euler: 
a) 1750, année de sa découverte; 
b) 1813, où l'on s'aperçoit qu'il ne s'applique pas indiITérem

ment Il tous les polyèdres; 
c) 1847, qui voit von Staudt le placer enfin sous des hypothèses 

convennbles ; 
d) 1850 finalement, où Schlalli en obtient la première générali

sation pour les espaces à n dimensions. 

A part Ces travaux, il existe une foule de mémoires qui traitent 
du théorème d'Euler. La suite de ce paragraphe est réservée Il 
l'essentiel de cette histoire. 

2.2. Les deux mémoires d'Euler 

Dans un travail datant de 1750 [JO b J, Euler sc propose 
d'établir une classification des polyèdres. Il remarque d'abord 
que l'on peut ranger les solides, comme on l'avait fait jusqu'alors, 

(1) Ainsi, par exemple, KIOgel parle de • corps convexe comprIs entre des 
taces planes. (S1, p. 816]. 
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d'après le nombre des la~es (tétra~d~e, hexaèdre: .. ). Cependant, 
cette classification se révele Bssez tot msuffisante . 

S'i1sumt pour désigner une catégorie de figures planes rectilignes, 
de ;appeler 10' nombre des côtés qui la limitent (éta~t donné qu'il y a 
le même nombre d'angles quo d. côtés),. dan~ I.es solides, en revancha, 
le nombre des angles soUdes peut 11. ce palOt dtlTerer du nombre de faces, 
qu'il lad les indiquer tous deux. [30 b, nO 12]. 

Il obtient alors une classification du type « pentaèdre hexa
gone tétraèdre hexagone ...• qui n'est malheureusement - ou 

lutÔt heureusement, si l'on envisage le développement .de la 
iopologie - pas satislaisante. Il n'est en eITet que de consl~é~er 
les deux figures suivantes, tirées d'un ouvrage de Stemltz 
[87 a, p. 3], pour le voir : 

e - 8 ' - 6 
FIG. 2 FIG. 3 

Il était dès lors naturel de laire appel au troisième nombre 
caractéristique: le nombre d'arêtes; toutelois, comme le montre 
encore l'exemple qui précède, " est ,I.e même. pour les .deux 
polyèdres. Ceci amène Euler il penser qu II peut eXister une depen
dance entre ces trois nomhres ; c'est sans doute de cette consta
tation que devait sortir la célèbre relation e - " + f = 2 dont 
il est ici question. . .. . 

Ce travail a été présenté il l'Acaderrue des SCiences de Berhn 
le 26 novembre 1750 [28]. Mais c'est dans une lettre il Goldbach, 
datée du 14 novembre 1750 [JO c, p. 332J, qu'Euler mentionne 
pour la première fois ce théorème; il y précise que c'es~ • l'autre 
jour» qu'il en eut l'intuition. Quant au second mémOire [30 dl: 
il a été lu il la séance du 9 septembre 1751 [JO cJ. En ce qUi 
concerne la démonstration, Euler écrit : 

• Il me faut bien avouer que je n'ai pas encore pu trouver de ce 
théorème une démonstration valablo; toujours est-il que sa valeur 
peut facilement être reconnue pour tous les genres de solides que l'on 
veut bien examiner» [JO b, nO 33]. 
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FinalemenL, il réussiL à en donner une démonsLraUon dans 
le second mémoire [30 dl. Celle-ci, bien qu'erronée, esL intéres
sante il divers titres; aussi en dirons-nous quelques mots. Aupa
ravant signalons, c'est fondamental pour notre histoire, que 
l'énoncé d'Euler est. incorrect, cc Lhéorème s'adressant. à une 
catégorie beaucoup moins étendue de solides. Euler commence par 
indiquer comment, il l'aide de différentes coupures, il obUent un 
polyèdre ayant un sommet de moins que le polyèdre donné. Il 
poursuit la destruction du polyèdre jusqu'a ce qu'il aboutisse il 
une pyramide. Il montre enfin qu'au cours de ces différentes 
coupures l'expression c = e - k + t demeure la même; comme 
d'autre parL c (pyramide) = 2, le théorème est démontré. 

Voici les critiques que l'on peut adresser à ce raisonnement: 
1) Euler est obligé de supposer la convexité du solide consi

déré, car sans cela il n'est plus certain de pouvoir en détacher une 
parUe; en ouLre, après la première opéraUon consistant il enlever 
un sommet au solide de départ, il arrive que le corps qui en résulte 
ne soit plus convexe, ce qui empêche de continuer la désagré
gation du polyèdre. 

Ce n'est. pas nécessairement. une erreur; car]e lemme suivant., 
s'il est correct, remet les choses en ordre: étant donné un sommet 
quelconque d'un polyèdre convexe, il existe toujours au moins 
une coupure telle que l'ensemble résultant soit encore convexe. 

2) Comme Lebesgue l'a démontré [55 b, p. 329], on n'aboutit 
pas forcément à un polyèdre. 

3) Après un certain nombre d'opérations, on n'a pas toujours 
aITaire il un polyèdre, mais à plusieurs polyèdres réunis par une 
seule arête ou par un seul sommet. Dans ce cas, la destruction 
de l'une des parties ne laisse pas invariant le nombre c. 

Lebesgue est parvenu, en ne modifiant que peu le raisonne
ment d'Euler, il démontrer rigoureusement le théorème d'Euler 
ce qui lui a fait dire : ' 

• La démonstration qui nous '1 conduit (') di ITère il peine de certaines 
de celles que .l'on emploie maintenant; aussi fait·elle bien voir, il me 
semble, combien nos procédés sont proches des considérations qui se 
sont présentées à Euler quand, le premier, il s'occupa de ces questions lJ 

[55 b, p. 335]. 

Euler ne parait pas avoir reconnu que 8a proposition relevaiL 
de l'analysis situs, qu'il avait enLrevue dans son mémoire de 1736. 

(1) '.1 s'agit de 10. relation F + S - A __ 3 - B, où B cst. 10 nombre 
de BeUI. 

, 
t 
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Aussi ne rejoindrons-nous pas Lebesgue lorsqu'il écrit [55 b, 
p. 319-320] : 

« Euler l'a (') aperçu et en a bien compris le caractère. Pour Euler, 
la description de la forme d'un polyèdre doit prècèder l'utilisation des 
mesures de ses éléments et c'est pourquoi il a posé son théorème comme 
théorèmo rondamenlal. C'est, pour lui comme pour nous, un théorème 
dt AnalysÎ3 sitUl énumérative; aussi a-t-il cherché nIe démontrer par 
des considérations indépendantes de toute propriété métrique. appar
tenant bien à ce que nous appelons le domaine do l'Analysis sÎtus ... 
Aucun de ceux qui ont quelque peu lu Euler, et qui ont été stupéfaits de 
sa prodigieuse virtuosité technique, ne doutera un seul instant que si 
Euler avait pensé à laire passer son théorème au second plan et à le 
déduire d'un de ses corollaires métriques, il n'y eût facilement réussi. » 

Lebesgue lui-même a d'ailleurs écriL dans l'un de ses cahiers (') : 
• Pourtant Euler ne comprit pas le vêritable intérêt de la propo

sition, lequel ne pouvait être mis en évidence que par celui qui, au lieu 
de dômontrer la lormule d'Euler, montrerait qu'eUe n'est pas toujours 
vraie comme devait le raire Lhuilier en 1813. Il 

2.3. La démonstration de Legendr. 

Legendre publie en 1794 [56, p. 228-229] une très ingénieuse 
démonstraLion de notre proposition, dont voici l'idée principale: 
on choisit il l'intérieur du polyèdre convexe un point quelconque 
et une sphère de rayon l, centrée en ce point; puis on projeLte 
le polyèdre sur ceLLe sphère, chaque face se transformant en un 
polygone sphérique; on sait que l'aire d'une telle figure s'exprime 
par la relaLion : 

nj 

A = ~ ct;; -,.(11/- 2) ('). i-, 
D'après les hypothèses faites sur le polyèdre, la surface est 

recouvert.e sans duplicat.ure, ni 1acune, et., comme 1'aire de la 
réunion des polygones sphériques esL égale Il. celle de la sphère, 
on a 

l '4j 

4,. = ~ ( ~ ct;; -,.(nj - 2)) = 21<. - 2,.k + 2,.1, 
j-1 t-1 

d'où on Lire la relation d'Euler. 

(lI \1 s'agit bien ontendu du thel.reme d'Euler. 
t~ ) Lo pr Françol5 Chalelet, qui s'occupe dB ID. publicolion des œuvres 

do Lebesgue, nOUIL 0 obligeD.mment prêté des cahiers ayant appartenu ê. 
l'illustre mathématicien. 

(') etai = angle nO i du polygone sphérique nO j. 
ni - nombre de côlés du polygone nO i. 
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On peut formuler différentes remarques sur cette démons
tration : 

1) Bien que rigoureuse, elle ne s'applique pas aux polyèdres 
non convexes; Legendre l'indique d'ailleurs il la suite des déll
nitions du Livre VI de ses Elémenls de géomélrie ; il n'a donc pas 
démontré le théorème d'Euler, mais l'un de ses cas particuliers. 

Il serait cependant faux de croire, avec Ernest de Jonquières, 
[47, p. 315], que « son principe s'oppose il ce qu'elle reçoive 
l'extension que rendrait nécessaire son application il l'énoncé 
complet d'Euler », car, ainsi que l'a démontré Lebesgue [55 b, 
p. 326], une légère modification du raisonnement de Legendre 
permet d'obtenir l'énoncé d'Euler dans toute sa généralité. 

Lebesgue a encore établi (1) que cette démonstration peut 
s'étendre au cas de l'hyperespace, c'est-Il-dire il cette généralisa
tion du théorème d'Euler qui porte le nom de Poincaré. 

2) Ne mettant en jeu que des éléments étrangers au théo
rème, la démonstration de Legendre est artillcielle; elle est 
comme due au hasard. A ce propos voici une remarque de 
Lebesgue [55 b, p. 319] : 

• Legendre ne s'est jamais proposé de démonlr.r le Ihéorème 
d'Euler, mais ayant bâti à une occasion quelconque des considérations 
voisines de celles qui figurent dans sa démonstration, il s'est aperçu 
qu'il avait les éléments nécessaires il cette démonslration .• 

Une démonstration en tout point analogue il celle de Legendre 
se trouve chez Meyer Hirsch [43] ; il semble cependant que celui-ci 
ait simplement traduit le texte de celui-là. 

2.4. Poinsol, le Ihéorème d'Euler, 
la géomélrie de situation 

Le 24 juillet 1809, Poinsot lit il l'Institut un mémoire intitulé 
Sur les polygones el les polyèdres [73 a] (') dont l'intérêt pour 
notre sujet réside : 

1) Dans l'introduction, où il retrace les quelques points 
connus de l'histoire de la géométrie de situation, qu'il caractérise 
comme s'occupant « moins de la grandeur et de la proportion des 
ligures, que de l'ordre et de la situation des divers éléments qui 
les composent D. Il y indique aussi qu'il faut distinguer soigneu-

(1) Il a indiqué colle démonstration daDs un cours inédit donné au 
Collège do France en 1922~1923. On en retrouve ln trace dans les cahiers 
dont nous ovons parlé à la note 2, p. 19. 

(a) Il y Lraite essentiellement des polyèdres de l'cspèce supérieure, 
qu'on nomme aussi polyèdres étoilés. 

t 
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sement cette • géométrie de situation » de la « géométrie de 
osition » de Carnot. 

p 2) Dans l'Addition à l'ar/icle des polyèdres [73 a, p. 46], où 
il cite le thé~rèm? ~'E.uler et la démonstration de Legendre. 
A cette occaSiOn, Il eCflt : 

0: Je ferai d'abord observer qua l'équation précédente n'a pas 
eulemant lieu pour les solides convexes ordinaires, c'est·à·dire pour 
~eux dont la surface ne peut être coupée par une d~'oite en plus de d~ux 

oints: elle subsiste encore pour tout polyèdre qUI a des angles solides 
~entrants pourvu qu'on puisse trouver, dans l'intérieur du solide, un 
point qui 'soit le centre d'une sphère telle que les faces du solide y élant 
projetées par des lignes menées au cenlre, il n'y ait sur la sphère aucune 
duplicature de ces projections ... Ce qui convient, comme on voit, à 
une infinité de polyèdres à angles solides rentrants ...• 

• Dans les nouveaux solides que nous avons considérés, les projec
tions sur la sphère s'y recouvrent mutuellement plusieurs fois; mais 
comme cela est uniforme dans toute l'étendue de la surface, il en résulte 
également une équation générale entre les Irois nombres S, H et A ...• 

Pour ces polyèdres, Poinsot obtient : 28 + H = A + 3.2. 
Curieusement, Poinsot n'a pas regardé le théorème d'Euler 

comme une proposition ressortissant à la géométrie de situation, 
alors qu'il y a rattaché le problème des ponts de Kœnigsberg 
[73 a, p. 17]. 

2.5. La généralisation de Cauchy 

Au point de vue qui nous intéresse ici, le mémoire de Cau
chy, intitulé Recherches sur les polyèdres et lu il l'Institut en 
février 1811 [16], s'articule selon le plan suivant: 

1) Deux démonstrations de la relation e - k + f = 1 (') 
pour un réseau de polygones. 

2) Application de celle-ci à la démonstration du théorème 
d'Euler. 

3) Démonstration de e - k + f - r = 1, où r est le nombre 
d'espaces. 

Al Première démonslration de e - k + f = 1. 

/1 Décomposons chacun des polygones en triangles ... Soit n le nombre 
des diagonales tracées dans les dilTérents polygones, 1 + n sera le 
nombre des triangles résultant de la décomposilion des polygones, et 
k + n sera le nombre des côtés de ces triangles. Supposons maintenant 
que l'on enlève successivement les différents triangles, de manière à 

(1) Nous utilisons la notation introduite à la p. 9. 
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n'cn laisser subsbter qui un seul, en commençant par ceux qui avoi· 
sinent le contour extérieur, soient h' le nombre des triangles qui ont un 
côté compris dans le contour extérieur et h" le nombre des triangles qui 
ont alors deux côtl!s compris dans le même conlour. » 

On a : 

Nombre de triangles restants 
côtés 
sonunets 

f + n - (1.' + ft") = 1 
/< + n - (It' + 2h") = 3 
e- h" = 3 

et (1) + (2)-(3) : e-/<+ f= 1. 

(1 ) 
(2) 
(3) 

La faiblesse de ce raisonnement se situe aux niveaux suivants : 
1) Cauchy admet que chaque diagonale donne naissance Il 

une nouvelle région du plan, assertion fausse lorsque l'ensemble 
n'est pas à cOIUlexion simple. 

2) Cauchy élimine les différents triangles • de manière Il 
n'en laisser subsister qu'un seul. ; or, la situation illustrée par 
la figure 4 enseigne qu'une telle élimination peut conduire Il 
plusieurs triangles : 

FIG. 4: 

i 
t 

i 

si on enlève les triangles dans l'ordre indiqué, il reste, après 1 
l'ablation du nO 8, deux triangles n'ayant aucun élément commun; 
il faudrait donc montrer qu'il existe toujours un ordre de i 
décomposition aboutissant Il un seul triangle. 

B) Deuxième démonslra/ion de e - /< + f = I. La deuxième 
démonstration est sujette aux mêmes critiques; nous la laisserons 
de côté. 

C) Démonslralion du Ihéorème d'Euler. A partir de la relation 
précédcnte, Cauchy démontre le théorème d'Euler comme suit: 
si de la surface du polyèdre on supprime une des faces, les faces 
rcstantes, dont le nombre est f - l, forment une suite de poly
gones renCermés dans le contour de la Cace enlevée, et par suite 
les nombres e, k, f - 1 doivent satisfaire Il la fonnule de Cauchy. 

On objectera Il cette démonstration que tout polyèdre ne 
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t S •'trc envisagé comme formé pur une suite de polygones 
Peu pa . h . . . . 

r e' s dans le contour d'une face lIbrement c Ols.e, amsl 
ren erm 

ue Cauchy l'admet. . ' . 
q l'lous ne voudrions pas quitter le .domame des crItlq~es dont 
ce raisonnement est passible sans citer ces quelques lIgnes de 
J . Hadamard [39 b, p. 31] : 

• Je considère comme un des rnils les plus remarquables ~e l'histoire 
d 1 science 1'C1'reur qu'a commise Cauchy en croyant demonlrer le :é ~ème d'Euler sans introduire aucune hypothèse sur la D.alure . du 
t 10 èdre étudié. C'est en ellet un principe d'uno importanco prlmordl~le 
po '~ui a ainsi échappé et qu'il a laissé à Riemann 1. soin d. découvr.r : 
~~ôle Condamental d. l'ana/ys;' situs en mathématiques . (1). 

Dl Démons/ra/ion de e - /< + f - r = I. 
• Supposons les divers polyèdres réunis successiveR}ent autour de 

l'un d'eux pris à volonté, soient k', l', e' , le nombre d'aretes, de faces ct 
de sommets de ce premier polyèdre; k", e", J", les nombres d'arêtes, de 
ommots et de lace. du 2' polyèdre qui ne sont pas communs au pre
~ier ... Vous aurez, en vertu du théorème d'Euler: 

e' + l' = h' + 2 (1) 
e" + f" = h" + 1 (2) 

e'" + J'" IWI k'" + 1 (31 
.. ....... 

• En ajoutant ces équations, qui sonl au nombre de r, et observant que : 

,1'+e" + . . . = e 
1' + 1" + .. . = 1 
k' + h" + .. . = k 

onaurae + 1 - k + r + L . 

FIG. 5 

(1) Voir aussi p. 65 . 
.J . ·C . l'O!'T 
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Les équations (2), (3) etc., indiquent que l'expression 
• - k + 1- r reste constante lors de l'adjoncLion d'un nouveau 
polyèdre. Or ceci n'est. pas toujours vrai; ainsi, dans ln figure 
suivante (fig. 5), la mise en place du polyèdre nO 4 donne : varia
tion de k = 4, variation de e = 0, variation de f = 2 et 
variat.ion de r = l, d'où l'on tire: 

variation de e - k + 1- r = - 1. 

Le nombre d'équations est égal à r, mais la variation de 
e - k + 1- r n'est pas nulle, ce qui empêche de conclure. 

2.6. Llluilier el les solides palhologiques 

Le mémoire qui va nous occuper est dû au mathématicien 
genevois Simon Lhuilier (1750-1840) ct a été publié dans les 
Annales de iHalhématiques [59 al en 1813 (1); son rédacteur etfon
da teur, Gergonne, avait la détestable habitude de publier, des 
travaux qu'on lui soumeUait, les seules parties qui l'intéressaient. 
Il mêlait en outre au texte original des commentaires de son cru, 
sans toujours l'indiquer; aussi ne s'étonncra-t-on pns de rencontrer 
dans ce paragraphe les noms de Gergonne ct Lhuilier. 

2 .6.1. Ce mémoire comprend deux parties ùistinctes et d'iné
gale importance pour l'histoire de l'analysis situs. 

Il Dans une première, l'auteur se propose de démontrer le théorème 
d'Euler, d'une maniére qui lui est propre; son but, dans la seconde, est 
d'indiquer les diverses sortes d'exceptions auxquelles co théorème est 
sujet> [59 a, p. -!72]. 

Nous conunencerons par esquisser cet.te démonstration, qui 
s'applique d'ailleurs exclusivement aux polyèdres convexes : 
Lhuilier établit en premier lieu que l'énoncé d'Euler est vérifié 
pour toute pyramide; il montre ensuite que : 

c Si deux polyèdres sont tels que, dans chacun, le nombre de faces, 
plus le nombre des angles solides surpasse de deux unités le nombre 
dcs arillcs ; et si, en même temps, ces deux polyèdres ont une Cace égale 
par laquelle ils puissent être appliqués l'un à l'autre ; dans le polyèdre 
résultant de leur réunion, la somme du nombre des r.ces et du nombre 
des angles solides surpassera ainsi de deux unités le nombre des arêtes lt 

[59 a, p . 172). 

Il suffit alors de décomposer chaque polyèdre en pyramides, 
à partir ù'un point quelconque de son intérieur. 

(') Volr nussi [59 b]. 

• 
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L'intérêt de ceUe démonstration réside dans l'application 
faite par <?ergonne au cas de deux dimensions. Le même raison-

ent lu, permet en elTet de montrer que la somme des angles 
neID 1 d't . d' n polygone, convexe ou non, vaut. deux ang es rOl s prIS 
~ant de rois moins deux que le polygone a de côtés >. Il remarque 

aU core que nulle part en géométrie plane on n'a donné une démons-
en 't' tration correcte de cette proposl IOn. 

A ce propos Gergonne écrit : 
« La démonstration qu'on en donne communément suppose que le 

olygono est convexe ou que du moins il existe quelque point, d~ns so~ 
P térieur, par lequel il est impossible de raire passer une drOite qUi 
~~ncontre son périmètre en plus de deux points> [69 a, p. 174). 

Il note ensuite, et ceci est intéressant : 
« Cette conséquence, et le principe d'où elle dérive, ne sont vrais, 

u surplus, qu'autant que le polygone est terminé par une seule ligne 
:ontinue. On ne pourrait l'appliquer, par exemple, au polygon? annu
laire ou couronne polygonale, c'est-à-dire à l'espace plan comprlS entre 
deux polygones décrits l'un dans l'autre' [59 a, p. 176). 

Cette constatation l'amène à la proposition: 
• En génér.l, un espace plan peut être compris entre n polygones, 

extérieurs les uns aux autres, et un polygone qui les renrerme tous. 
Si ,lI est le nombre total des lignes droites qui terminent cet espace, la 
somme de ses angles intérieurs sera 2[M + 2(n -1) 90). » 

Gergonne introduit ici un type de polygones qui n'étaie~t 
pas considérés par les géomètres classiques, et que la topologie 
va mettre à la mode. De plus, il explicite l'influence du nombre de 
rrontières sur la somme des angles du polygone, et suggère, qu'à 
nombre égal de côtés, elle sert de critère de classificat!o~. Ce 
principe de classification est, à tout prendre, l'analogue bidImen
sionnel de celui déduit de la formule de Gauss-Bonnet, et dont 
l'expression mathématique est: 

ff", K dO = 4,.(1 - p) 

où F est une surface fermée orientable de genre p et K la cour
bure de Gauss. 

2.6.2. Venons-en à la partie essentielle du mémoire de 
Lhuilier ; il sc propose d'établir 
c que le théorème d'Euler soulTre des exceptions nombreuses, et qu'il 
n'est vrai, d'uno manière générale, que pour les polyèdres qui n'ont 
peint de parties rentrantes, soit quant aux angles plans quitorment les 
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angles solides, soit quant aux angles dièdres ou aux inclinaisons de leurs 
faces ... Ces polyèdres sont, à la vérité, ceux qu'on a coulume de consi
dérer principalement dans les éléments. Cependant la définition des 
polyèdres, suivant laquelle ils sont des solides lerminés do toutes parts, 
par des figures planes, n'exclut point les polyèdres 11 parties renlrantes. 
A moins donc qu'on avertisse (ainsi que le rait Legendre), qu'on s'occupe 
exclusivement des premiers polyèdres, on s'expose à donner comme 
générales des conclusions qui ne sont applicables qu'au point de vue 
particulier sous lequel on a envisagé 10 sujet dont on s'occupe» [59 a, 
p. 172). 

Lhuilier répartit les exceptions en trois classes : 
1) Le polyèdre possède une cavité, dont il admet implicite

ment qu'elle vérifie la relation d'Euler; il montre que dans ce 
cas • - k + f = 4. 

Plus généralement, un corps peut être compris entre n sur
faces fermées, extérieures les unes aux autres, et une surface 
polyèdre Cermée qui les renCerme toutes. 11 obtient alors : 
.-Ie + f = 2{n + 1) [59a, p. 184). 

2) • La seconde sorte d'exception a lieu, lorsquo le polyèdre est 
annulaire; c'est-à-dire lorsque, étant d'ailleurs compris sous une sur race 
unique, il a une ouverture qui le traverse de part en part. 

1 Concevant que ron fasse à un tel anneau une section plane, en 
supposant les doux races de la section séparées, qui la rasse rentrer dans 
la classe des polyèdres ordinaires ... » 

Lhuilier aboutit finalement à e - k + f = 0, et à 

.-k + f = -2{n-l), 

si le corps a n ouvertures. 
Ces quelques lignes appellent deux remarques : 
a) Le nombre n n'est autre que le demi-nombre de Betti à 

une dimension de la surCace donnée (l), c'est-à-dire son genre. 
b) Le procédé utilisé par Lhuilier pour Caire entrer le polyèdre 

K dans ln classe des polyèdres ordinaires » est analogue à celui 
qu'emploiera Riemann quelque quarante ans plus tard sous le 
nom de u Querschnitt » (voir p. 61). 

3) Gergonne, qui commente le travail de Lhuilier, poursuit: 

• J'avais depuis longtemps remarqué ces deux premières sortes 
d'exceptions; mais M. Lhuilier est, je crois, le premier qui ait fait 
atlention à la troisième; et elle devait d'aulant plus racilement échapper 
à l'observation des géomètres, que les polyèdres auxquels elle est rela-

(1) En clTet, • - k + (= - pl + 2. [82, p. 134 et 144), c'est-Il-dlr. 
- 2(n -1) = - pl + 2. ~ 2n _ pl. 
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've ne paraissent pas différer essentiellement ~e ceu~ que l'?n est dans 
l!usage de considérer. Celte troisième sorte d exceptIOn a heu, ~orsque 
1 elques-unes des races du polyèdre sont des polygones comprl' ~ans 
~::sception qui a été développée plus haut; comme, pa~ e~em~~Ct 1 ~ne 
1 faces du polyèdre est une couronne polygonale; aIRSI qu Il arrive 
de:s ue le polyèdre résulte de l'union de deux au~re. polyèdres, p.ar deux 
~~ce~ inégales, dont la plus petile se trouve enbèroment comprise dans 
la plus grande. » 

Dans le cas le plus général, où l'une des faces du polyèdre 
est comprise entre n polygones extérieur.s.les un~ aux autres,. et 
un polygone qui les renferme tous, Lhulher obtient la relation 
e_'<+f=n+2. 

Il termine son mémoire en observant qu'on peut rencontrer 
les trois sortes d'exceptions dans le même polyèdre: 

Si i représente le nombre des ouvertures qui y sont pratiquées, de 
~en part et qu'enfin plusieurs races soienl bornées par des polygones 

fna:érieurs a~ nombre de Pt p', p" ... pour chacune d'elles, on aura: 

e-k =-1 + 2(.-0 + 1) + (p +p' +p" + ... ) 
t conséquemment la condition nécessaire et suffisante pour que le 

~olyèdro ne rasse pas exception au Ihéorème d'Euler sera: 
2. + p + p' + p" + ... = 2.0. 

[59 a, p. 188-189). 

2.6.3. Nous nvons laissé entendre, à la fin du paragra
phe 2.2, que le théorème d'Euler. était po~tr son ,l'romoteur une 
simple proposition de stéréométrie; et, bIen. qu II éno~ç~t une 
propriété fondamentale pour l'étude des polyedres, son mCldence 
sur l'orientation de la pensée mathématique était quasi nulle. 
En revanche, le mémoire de Lhuilier constitue, so~s. le .double 
aspect suivant, un événement importa.nt dans 1 histOl~e des 
mathématiques. D'abord, il sort l~ nobon de corps s?hde. d.u 
cadre trop restreint dans lequel 1 avait enCerm~. I.a. geometrte 
classique; de nouvelles formes, posséda?t de; proprtete~ mconn~es, 
sont ainsi livrées à la réflexion mathematlque. EnSUite, et c est 
peut-être l'essentiel avec la prise de conscience de l'erreur 
contenue dans l'éno~cé d'Euler, le mémoire en question apporte 
les éléments « sans lesquels aucune démonstration véritable n:eût 
été possible. C'est là, en etTet, que LhuiIier montre qu'il convIent 
de préciser à quelles associations· de pol~gones ~n donne I.e nom 
de polyèdre et surtout c'est là qu'est mtrodUlte la notIOn de 
genre d'un polyèdre. [55 a, p. 320-32.1). . .. 

Il convient de joindre à ce mémOIre un travatl pubhe par 
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Hess.el [~11 en 1832 et dont la portée est analo ue à celle d 
publIcatIOn de Lhuilier. Il y étudie la variatl·on

g 
de l'e ~ la 

e - k + ft' xpresslOn 
le type de' s~li:,:o~~:ic1é~:"e prend difTérentes valeurs suivant 

C'es~ dans cc mémoire qu'apparaît l'adjectif « eulérien. our 
les polyedres dont les éléments vérifient la relation d'Eule/ 

2 .7. Le Ihéorème d'Euler d'après von Slaudl 

Lhuilier est donc le premier à observer que l'énoncé d'E 1 
soufT;e ~e no~reuses exceptions. Il doit cependant se conte~t:~ 
de de~;I~e certams cas . pathologiques li, sans être il même de les 
carac rIser par une propriété à proprement parler éométri u 
I~ f~ut attendre 1.847 pour que toute la lumière soitgfaite su;I:~ 
dlfTerences. ~ssent,elles e~tre les polyèdres eulériens et les autres. 
fs':,~s) sa celebre Geomelrle der Lage [86), Ch. von Staudt (1798-

présente enfin le théorème d'Euler muni d'h th. 
correctes. De plus, ce texte contient une démonstratio:~fégae~~: 

FIG. 6 

~t rigoureuse de la. proposition qui nous occupe et que von Staudt 
enonce comme SUit : 

• Lorsque l'on peut joindre chaque som t d' 
aulre par une ligne formée d'arêles et lor me un polyèdre il tout 
, ~ deux p~tic. par toute ligne fer~ée co:~: ~~:~~:. est part~gêe 
p us URe rOIS par un même sommet 1 b passan au 
nombre f des faces est égal au nombre \ n~: ':;'~:esd:o~~~~~ts plus le 

teu~~ langage mo~erne - et. sans mo~ifier la pensée de l'au-
·è on. peut presenter la demonstratlon de von Staudt de 1 

manl re sUIvante: considérons le complexe K formé par l'ensembl: 

l 
1 

1 
t 
1 

1 
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• 
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des k arêtes, e sommets et 1 faces d'un polyèdre. Il est toujours 
possible de trouver un sous-complexe B(e', k') tel que B est un 
arbre et e = e'. On a e' - k' = 1 (1). Construisons ensuite un 
complexe analogue B'(e", k") ne coupant pas le complexe B ct 
dODt les sommets sont des points pris arbitrairemeDtdanschaque 
foce. On a donc e" = f et e" - k" = f - k" = 1 (2). D'autre 
part, k' + /," = k (3). En additionnant (1) et (2) et en faisant 
usage de (3), il vient e - (k' + k")+ 1 = e -l, + 1 = 2. 

Pour terminer ce paragraphe disons que la démonstration de 
von Staudt, qui appartient à la théorie des graphes, utilise sans 
justification les propositions : a) tout graphe simplement 
connexe contient. un arbre qui a pour sommets tous les sommets 
du graphe (') ; et b) dans chaque arbre, le nombre des sommets 
surpasse d'une unité le nombre des arêtes. Dalls la seconde 
hypothèse, von Staudt défiDit pratiquement la notion de polyèdre 
à connexion simple. 

2.8. La généralisa/ion de Seh/iilli 

On ne saurait clore ce chapitre sans parler d'un mémoire 
dont l'intérêt pour les mathématiques est exceptionnel, et qui 
aurait dû valoir à son auteur, Ludwig Schlafli (1814-1895), une 
des toutes premières places dans le monde mathématique de 
l'époque. 

Le jugement de P. H. Schoute en dit assez sur ce sujet 
[13, p. 12] : 

/1 Ce mémoire dépasse, en valeur scientifique, une bonne partie de 
ce qui a paru jusqu'à présent dans le domaiDe de la géométrie multi
dimensionnelle. 1t 

Puis il déplore le destin de Schlnfli : 
• Ainsi, il éprouva le prolondchagrin de ne pas pouvoir faire connaitre 

au monde le Iruit de ses études les plus profondes, lui qui était eD avance 
sur son temps .• 

Malheureusement, seuls certains extraits en ont pu être 
publiés du vivant de SOD auteur [80 a et 80 b]. 

Avant de dire quelques mots de ce travail, indiquons-en les 
tribulations : écrit en 1850-1851, il est envoyé à l'Académie 
impériale des Sciences de Vienne afin d'y être imprimé; cepen
dant, cetto institution renonce à prendre en charge cet ouvrage, 
eu égard aux dimensions inusitées du mémoire. Devant ce refus, 
Steiner insiste auprès de Schlilfli pour qu'il tente d'en faire 

(1 ) Voir ou8.1 p. 155 . 
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paraitre au moins des fragments ('). Enfin ScWüfli se décide à 
envoyer son travail au Journal de CreUe, où il semble recevoir 
un accueil favorable; toutefois, alors que l'aITaire paraît en bonne 
voie, on change d'avis il Berlin, et le mémoire retourne il Berne. 
Ce n'est qu'en 1901, soit six ans après la mort de son auteur 
que Vielfache Cantinui/lil est éditée sous les auspices de la Société 
helvétique des Sciences naturelles [80 cl. 

Dans une leUre au secrétaire de l'Académie des Sciences de 
Vienne [37, p. 83, lettre de décembre 1851), ScWilfIi présente son 
travail comme suit : 

c Le mémoire, que j'ai l'honneur de soumettre il l'Académie impé
riale des Sciences, contient une tentative visant à tonder et il développer 
un nouveau rameau de l'analyse, qui soit en même temps une géométrie 
analytique il n dimensions, contenant comme cas particulier la géométrie 
analytique à 2 et 3 dimensions ... Comme la géométrie ordinaire peut 
ètrc nommée théorie d'un continu trois lois étendu, j'ai nommé ma 
théorie, théorie d'un continu multiplement étendu .• 

Dans ce volumineux article, un passage nous intéresse spécia
lement ; il concerne une proposition que Schlàfli démontre et 
'lui est une généralisation du théorème d'Euler. Nous cite:ons 
directement la traduction donnée par l'auteur en 1855 [80 a) : 

• Dans ceUe partie générale, je ne Cerai qu'énoncer ici un théorème 
semblable à celui d'Euler sur les polyèdres dans l'espace. 

• Soient aO t ail" 0' lln-l respectivement Jes nombres des sommets 
des cMës et arêtes des polygones pians, etc., des derniers péricbème~ 
du pol~chème linéaire en question, el enfin soit Gn, ou l'unité qui convient 
au vér!table Po~ychème,. tel que je l'ai défiai, ou zéro qui marque la 
non-eXJstence d un parClI polychème, lorsque les derniers périchèmes 
ne ferment pas l'étendue d'ordre n, mais bien constituent pour ainsi 
dire, une caloUe ouverte par une seule lacune dont le bord est repré
senté moyennant une intégrale brisée et contiaue d'ordre n _ 2. Alors 
on aura: 

a. - a, + a, - a. + a, - .. . + (_1)'-' a'-' + (-1)" a" "" 1 . 

. • La démonslration de ce théorème général ne présente peinl de 
dIfficultés. Je présume même que M. Cauchy l'a déjà donnée dans le 
Journal.u l'Ecok polytechnique, t. 9, cah. 16, p. 80 • [16]. 

Nous ne nous attarderons pas sur la démonstration de 
Schlnlli ; bornons-nous il signaler qu'elle se bâtit selon le schéma 
suivant : 

Moyen : raisonnement par induction complète. 

(1 ) •... nua der weltüberslürmenden crdewAlzcnden Abhandlung cinen 
Auazug zu machen , [37, p. 41, lettre du 15 octobre 1853]. 

:t , 
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Première hypothèse de récurrence : le théorème d'Euler est 
établi pour R.-l· .. . 

Conclusion : le thcoreme est vraI pour R. . . 
Démonstration : selon le procédé de Cauchy (voIr p. 22, 

alinéa Cl· .. 
Deuxième hypothèse de récurrence : le theorème est vraI 

our une nssociation de k polytopes ~e R. . . . 
P Conclusion: le théorème est vraI pour une assocIabon de 
k + 1 polytopes de R •. 

Le travail de Schliilli Cut ignoré durant !ort longtemps; 
aussi est-ce parCois il Stringham (88) que l'on faIt ~emonte~ ceUe 
généralisation du théorème d'Euler. Dans la pérIOde q~1 ?OU~ 

cupe on peut encore citer un travail de V. Eberhard mtltule 
"Jn l"é~rème de lopologie [27) et dont l'essentiel traite du théo
rème d'Euler dans le cas des variétés il n dimensions. 

Remarque (inale 

Nous n'avions pas pour but, en rédigeant ce chapitre, d'ê~rire 
une histoire exhaustive du tbéorème d'Euler; nous nous'placlOns 
plutôt dans la perspective d'une histoire de la top?logle. 

Le lecteur désireux d'approfondir ceUe qu~stl.on tro~vera 
dans [12) et [20, p. 58 sq.) des renseignements blbhographlques 
complémentaires • 

§ 3. LE RÔLE DU PRINCE DES MATHtMATICIENS 

Gauss n'a pas consacré de publication il la topologie. Point 
de Cormule point de théorème qui rappelle l'illustre nom. Gauss 
eut pourta~t sur le développement de cette discipline une influence 
considérable, qui se manifeste sous diverses Cormes. Nous les 
examinerons successivement au cours de ce paragraphe. 

3.1. L'influence direcl. 

Gauss est né en 1777. Eu égard il son comportement, on peut 
le rattacber aux savants du XVIIIe siècle : il ne publie presque 
pas communique ses découvertes - quand il les communique -
par' ses conversations et sa volumineuse correspondance. Il n'a 
guère d'élèves, tout au plus quelqu?s disciples et. collè!!."es. 
L'examen de ses archives montre que c est en 1794, SOIt au debut 
de sa carrière scientifique, que Gauss se lia d'amitié avec l'analys~s 
si/us. Il l'utilise pratiquement et sciemment quand, en 1799, Il 
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démontre le théorème fondamental de l'algèbre. On trouve dans 
cette longue démonstration la phrase suivante: 

({ De plus. il découle do ce raisonnement, qui appartient à la géomé
lrie de situation (') dont les principes no sonl pas moins valables que 
ceux de la géomélrie des grandeurs .. . • ('). 

Il faut lire la démonstration originale de Gauss pour se rendre 
compte à quel degré de perfection il avait amené la théorie des 
nombres complexes. Constamment guidé par elle, il ne lui a 
cependant pas fait un appel direct, « car à cette époque il fallait 
éviter toute ingérence des grandeurs imaginaires n (') . De natu
relle et simple qu'elle est lorsque l'on s'appuie sur la théorie des 
nombres complexes [68, p. 69], cette démonstration devient 
mystérieuse et compliquée aussitôt que l'on prétend à n'en point 
faire usage. 

Conscient de ce que toute une science se cache derrière la 
vague définition d'Euler, il ne se fit pas faute de mentionner 
son existence dans ses conversations et dans sa correspondance. 
Ainsi: 

a) Dans une lettre à Olbers, datée du 21 novembre 1802 
Gauss écrit [33 d, p. 103, ou 10 b, p. 67] (') : ' 

« •.. il va sortir prochainement un ouvrage de Carnot, Géomitrie de 
pOBi!io.". (I), ~u~ j'attends avec une extrême curiosité. Ce sujet, peu 
cuillve JUsqu lc, - nous en devons les quelques rares esquisses à Euler 
et à. Vandermonde ('), un géomètro que j'estime beaucoup _ doit 
Ouvrir un champ nouveau et former un rameau très intéressant de la 
théorio des grandeurs .• 

b) Dans une lettre du 30 octobre 1825 [33 b, p. 400, ou 
10 b, p. 68], Gauss renseigne son ami Schumacher sur les résultats 
qu'il a obtenus en théorie des surfaces courbes, sujet qu'il tra
vaillait depuis plusieurs années déjà. On y trouve l'intéressante 
observation suivante, qui révèle à quel point son auteur avait 

1'1 Geomtlrle der Lage dans le texte. 
2 Le raisonnement dont Il 8St question n'orrre pas d'Inlérêt par lui .. même. 

ca) Relevons A ce propos que Gauss, comme il l'Indique par ailleurs 
n'avait pas oncuro résolu le " problème métaphysique. posé par la théorie des nombres complexes. 

("). Presquo tous les renseignements d'ordre bibliographique de ee chapitre 
sont tirés de l'ouvroge de STACKEL [10 h] . Signa Jons en pa8&Ont que cefui.cl 
se trompe Bur 10 dote de celte leUre; ello no dato en effet paB du 12.10.1802 mnls du 21-11-1802. 

l') Co livre, paru en 1803, n'a pas de rapport ovec la topologjo. 
,) Les Rtmarquu lur le, problèmu de ,Uuation (1771) de VANDER. 

MONDE r911 traitent du problème de la marche du cavallor aux échecs qui avaIt été rélalu par Euler en 1759. 
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·SI· l'utilité de la topologie pour l'étude des surfaces, et aussi sa' t. ue le génie est une longue pa \Cnce : 

q On doit suivre l'arbre jusque dans ses dernières racines, et la 
lU' art d'ontre elles me cofltent de pénibles elT?rt., qui parlois s'é~en~ent 

p Pdes somaines. Certaines appartiennent d'nilleurs il la ge.melrla Bltus, 
~':: domaine presque complètement inexploré. » 

c) Dans l'excellente biographie de Gauss, que l'on doit il 
Sartorius von Waltershausen, on trouve ce passage [93, p. 88] : 

• Il [Gauss] plaçait une espérance extraordinaire dans le. dévelop
ernent de la geometria situs, un domaine encore complètement mexploré 

~ue notre calcul actuel est inapte à gouverner . • 

d) C'est à l'instigation de Gnuss que Li.sting écrit ses. deux 
reoûers mémoires qui, sans renfermer de decouvertes c,apltale~, 

~'en sont pas moins d'une gra?de imp?rtanc? pour 1 ~n~lysls 
si/us. On peut conjecturer que c est aussI par 1. mt~~médl~!~e ~: 
Gauss que Màbius aborde l'étude de la topologIe, ,en ~u, SOI 
difficile de l'affirmer de. façon péremptOIre. Nous reVIendrons 
plus tard sur cette questlQn. 

3.2. L'influence indirecJe 

Plus implicite, mais non moins efficace, lut l'influence de 
éertains écrits de Gauss. Sans s'occ~per à pr?prement parl.er de 
topologie, ceux-ci contiennent des Idées generales nécessaIres à 
son développement. . 

A cet égard, on doit avant to~tes choses cIter les célèbres 
Disquisilione. de 1827 (33 t ou 33 f l. 

a) « De même qu'CD imaginant par le centre de notre sphère a~xi. 
liaire des droites respectivoment parallèles à chacune ~es normales d .une 
surlace courbe, à chaque point déterminé de la deUXIème surlace ,:,ent 
correspondre un point déterminé de la première; de la méme manlère, 
toute ligne ou toute figure tracée sur la surlace ser~ représentée par une 
ligne ou par une figure tracée sur la surlace sp~ér!que. Dans l~ compa
raison des deux figures qui se correspondent amSI, et .dont 1 une ~era 
commo l'image de l'autro, on peut se placer à do~x pomt~ de vue . on 
peut avoir égard seulement aux quantités; ou bien. ne s occuper. que 
des relations de position, abstraction laile des relahons de quanhté » 
(art. 6). 

b) Dans le même article, Gauss introduit la eur"alura inlegra, 
dont on sait l'intérêt pour notre science. Nous en reparlerons au 
chapitre consacré à W. Dyck (voir p. 161). 
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c) Il termine cet article par la remarque suivante à 1 Il 
la tradu.ction allemande a attribué une portée qU'elle' aqu~1 e 
pas avoIr dans le texte original : ne sem e 

:~!:::i~~~~~~i~I:~e~~~~c::::~~~;;~~:,P~~~c~~~a~~t~~;c~~~~~ 
Du texte latin original : 

« Attamen uberiorem hujus argument" d ft . 1 
conceptis expositionem ad aliam occasion~rn en b~rls generalissime t 
mus. (33/J. 0 IS reservare debe-

A. Wangerin donne la traduction suivante: 1 
der «d~:~~f;:~~::~:~:ffas~~n;e~~~e F:;!~r~nf ~~ •• s Ges:enstandes, f 
Gele~enheit.vorbehalten • (33 f"l, e ri ,uns eme andere 

c est·à-dlro : c Nous croyons devoir rëservcr . 
d~s explications plus amplement dévelo ée! pour uno autre ?CcasIO~ 1 
(c est-àl-dire laquelle malière) concerne la f~çon I!U;I::tgt:né~:I~èdr? ~' l 
sager es figures. • enYl-

Cette ~e,:"i0'.l fait d~nc dire à Gauss que la curvalura inle r 
et les consIderatIOns qUI s'y rapportent contiennent des ro r".u.a 

~:~u~~up ~~~: gén.érales que celles habituellement ét~di~e~et:: 
m rie 1 rentlelle. Il ne semble pas que cette pro h T 

trouve dans la version originale. pele se 

mot: ;a~~~u~~e~Si:~::!~~:s e;~~s nous venons ~'exposer se lient à un 

~~~;a~:~to~O!~~~~cf:)~~:t~ :!::!!i7i:"Énq;~eb~.~~~ I~~a!~~:~:e ~~ 
floxible t· t ·bl ,maIS len comme un solide 
pr?priét:s à~efa e:~~la~~ ~oé~~::een~i:e~:~ee~t ~en~é8 s'évano~ir,.les t 
qu elle peut prendre, par suite d'une flexion ~ena or?I8 parhcuhère t' 
seront en partie absolues et invari hl e qu .on voudra, et 
C'est à cette dernière sorte de propri~léesdo,:::e:!:tu~ue SOIt c:tlte forme. 
trie un champ nOUveau et très vaste ' e ouvre a géomé-
la courbure et la courbure totale da' fe se rapportent la mesure de li 
expressions ...• (art. 13). ,ns e sens que nous donnons à ces 

A la lin de l'article 12 G , auss énonce Son célèbre Iheoroma egregium : 

« Si une surface courbe est appliqu· 
queIc:opnque, .Ia mesure de la courbure e~e c~~~:~~~~r~e:~rl~ce c~u~~e 

« ar 8ulte, la courbure intégrale d' r . e nvarla e. 
de la surlace ne changera pas. » une por Ion fiOle quelconque f , 

! 
1 
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Jointes au texte précédent, ces dernières lignes attirent 
l'attention sur les déformations isométriques et leurs invariants. 
Cetle étnpe nécessaire préfigure et annonce l'élude plus générale 
des déformations topologiques. Le problème mis à la mode par 
ce travail de Gauss va intéresser de nombreux chercheurs (1). 
C'est assurément en voulant le généraliser que Jordan a écrit 
le preoùer de ses mémoires topologiques de 1866 (voir p. 112). 

De plus, l'usage assez fréquent qu'il fait de l'idée d'appli
cation d'une surface sur une autre, telle que. à tout point de la 
première corresponde un point bien déteroùné de la seconde • 
(art. 12), allait contribuer à faire de ce concept l'une des clefs de 
la mathématique contemporaine (voir la remarque de ClilTord, 
p. 121). Gauss a réussi à s'élever bien au-dessus du cas parti
culier que constitue l'application isométrique qui est au centre 
du mémoire dont nous venons de parler. Ainsi, dans une lettre 
à Hansen [10 b, p. llO] datée du 11 décembre 1825, on trouve ces 
lignes remarquables : 

• Vous a.vet entièrement raison de prétendre quo dans toutes les 
constructions de cartes, la sÎmiJitudo dans les plus petites parties 
constituo la condition essentielle, que l'on ne peut négliger que dans des 
circonstances tout à lait spéciales. Il serait d'ailleurs utile de créer une 
dénomination propre aux représentations qui remplissent cette condi
tion. En outre, elle, ne sont que des cas particuliers de la reprisentation 
la plus ginérale d'une surface sur une autre qui a chaque point de l'une 
fait corrlspondre un point de l'autre, et ceci d'unefacon continue. (1). 

Toujours dans le domaine des idées générales, il faut men
tionner le concept d'espace à n dimensions, que Gauss est assu
rément le preoùer à définir et à utiliser ('). Nous citerons un texte 
tiré d'un cours de Gauss sur les moindres carrés [33 c, p. 469] 
et retrouvé dans les notes de A. Ritter (') : 

• Les choses se passent différemment lorsque certaines contraintes 
ne peuvent s'exprimer que par des inéquations do la forme f(~, 'l,;) ;;. o ... 
Avec "aido de chacuae des équations de contrainte, on peut éliminer 
une variable de la lonction Z. Si nous appelons « espace analytique à N 
dimensions. l'ensemble de toules les valeurs de celle-ci, alors chaque 
équation aura pour effet de diminuer d'une unité la dimension de l'espace 

(l) Ce prOblème, qui a servi de thème au Grand PrIx do l'Académie des 
Sdenc.es do Paris pour l'année 1859, a l!:tl!: nolamment lroitl!: par Bour, 
Bonnet, Codazzi. 

{Il C'ost nous qui soulignons. 
(3) On peut o.mrmer que Go.US8 était en possession de ce concept 

avant t8t6 (JJ c, p. 481]. ('1 Ce texte ft été repris dans la dissertallon qu'U 0. eRecluce sous ln 
duec lou de Gauss, et qu'il n publiée en 1853 [79]. 
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analytique de la fonction Z. Chaque inéquation, en revanche, restreint 
le domaine de variation, sans diminuer le nombre de dimensions i eUe 
partage tout l'espace analytique de la Conclion en deux parties, dont 
l'une est à considérer comme possible et l'autre comme impossible . • 

3.3. Les découverles de Gauss 

L'étude des manuscrits de Gauss témoigne qu'il a lui-même 
traité de sujets topologiques . 

Il s'agit d'abord du problème des nœuds, qu'il a envisagé à 
plusieurs reprises au cours de sa carrière. On trouve dans ses 
papiers, outre quelques dessins de nœuds datant de 1794 et portant 
le titre A col/cc/ion of kno/s, deux études intitulées Zur Geome/ria 
silus et Zur Geomelrie der Lage für zwei Raumdimensionen consa
crées exclusivement à ce genre do questions [33 b, p. 268]. 

Ensuite, on doit signaler un texte du 22 janvier 1833 retrouvé 
dans l'un de ses cahiers d'électrodynamique et souvent cité depuis 
que Maxwell l'a publié [65 b, p. 43 ou 65 b', p. 47] : 

• De la g~onutrill siuu, que Leibniz a pressentie, et dans laquelle 
seuls quelques géomètres (Euler, Vandermonde) ont jeté un Caiblo 
regard, nous ne savons, après cent cinquante ans, guère plus quo rien. 

• Un problème Condomental se situant à la limite de la ge.me'ria 
situs ct de la geometria magnitudinis consiste à déterminer le nombre 
d'enlacements de deux courbes fermées ou infinies. 

• Soient x, Y, z, respectivement <t:', y', :', les coordonnées d'un point 
appartenant à la première, respectivement à la deuxième courbe, et 

ff 
(x' - x) (dy do' - dz dy') + (y' - y) (dz d:r:' - dx d.') 

+ (z' - z) (d>: dy' - dy d:r:' ) 
V; 

[(x' - x)' + (g' - y)' + (z' - .)']'/' 

alors cette intégrale étendue aux deux lignes est égale Il 4"m eù m 
représente le nombre d'enlacements. On obtient la même valeur lorsque 
les deux lignes sont inlerchangées. » 

On reconnait dans ces lignes l'embryon de la théorie de la 
caractéristique de Kronecker, dont nous aurons à reparler au 
chapitre consacré Il Dyck (voir p. 151). 

Le passage suivant d'une lettre de Milbius Il Gauss [10 b, 
p. 69], datée du 2 février 1847, fait voir que le Prince des Mathé
maticiens était allé fort loin dans cette étude : 

• D'après co que m'a dit W. Weber, vous envisagez depuis plusieurs 
années un ouvrage traitant de tous les enlacements possibles d'un fil, 
ccci commB introduction ou comme préparation à la théorie des courants 
électriques et magnétiques. Ne peut-on pas espérer la parution prochaine 
de ce traité? L'accomplissement de ce vœu me comblerait, comme 
d'ailleurs il comblerait d'autres personnes. » 

1 
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LE . 't 
. t 'ner un intéressant texte eCrI 

NoUS cxammero~s, po~r 1~: [33 d, p. 407-410] (' ), et que 

f.~~ ~:~~sc;:S~d:~:::~;=:e:::b;~~h~u~~ql:e!h~~r~:iti~~;rt~ 
de conneXIOn. G '\ continue de nombres complexes, et sclll.chl 
no!Dme :::1:1 u~: s:~~res complexes contenus dans une. régIOn 
on ense el' zug fermés . • Dans ce dermer cas, 

.' ar un ou p uSleurs . . fi . les 
liJ1lltee p la sé aration d'avec le domame iD 10.1, 
l'un des zug fo~me 1 Pd l"nte'rl'eur un ou plusieurs schlchl. . 

vant a exc ure e 1 d'n . l' nutres ser d rs d'une figure sont. elinlS un 
puis les deux sens e parcou tamment à gauche, l'autre la 
com!De laissant la s~r!a':ro~~:s Ainsi dans la figure suivante 
laissant [constamm

t 
1 efnron~ière co.:nplHe du schichl connexe (' ) E. • 

• Z ct % ormen a . 

FIG. 7 

Ensuite il énonce le théorème : 
1 . s (n) zug Cermés peut être 

• Un schich' 1:
t 

Idimitéhl'ahr, p2 o~~efs u~~~~un ayant un seul zug pour 
partagé en autan e sc le , 
Crontière. • . . ê t 

La démonstration qui suit cet énoncé, outre son .\Dte:
t 
tAouPno~ 

. dl' r que Gauss eXIgeaI. 
logique, donne une Idée 1 ?t a r1g~~~ore d'axiomatique, il était 
époque où l'on ne p~r. al pas 
difficile d'ôtre plus preCIS .. 

Voici cette démonstratIOn: 
th' è d'établir que 1: est décom-

• Il suffira, pour démontrer ~~ ht e~, ~:' 1:" do telle façon qu'ils 
posablc cn deux nouveaux sc le , 

1'1 Pour plus dt:. prl!c.ision aur c.ct.le dote, voir [10 d, p. 89]. 
{2 Zusammenhangend. 
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soient Hmilës respectivement par "1 et par" - 1 zug. Soient Z el = 
2 .ug Crontières dilTérenls, t' = C' c' et t = Cc 2 autres zug tels que (1) : 
1) C, C' e Z et c, c' e :; 2) t" t' = "'; 3) le schichl dont CC' c' cC 
est frontière appartient complètement il 1;. On 58 persuadera de la 
possibilité de réaliser ces différentes conditions en observant quo, par 
suite de la continuité de l:, Z ct • peuvent êlre reliés par un zug Cc 
entièrement situé dans l:, ct qu'en cas de besoin il est possible de 
choisir C' c' aussi près que l'on voudra de Cc. Le schicht dont CC' c' cC 
est la Cronlière peut jouer le rôle choisi pour 1:' ; si on appelle ensuile 
~" 10 sckicht obtenu en retranchant 1:' do E, on peut écrire (') : 

Rd}:" = Rd 1: - (Z + z) + Ccc" c' C' Cil c, 

où C" et c" sont des points appartenant respectivement à z - cc' et 
àZ-CC'. 

Il On peut encore montrer quo ::E" forme bien un schicht continu 
et d'un seullenant ; je no le Cerai pas, en parUe parce que cela exigerait 
quelques autres considérations, cl en partie parce que, pour notre but 
actuel, il est suffisant de savoir que 1:11 est un schicht d'un seul tenant, 
dont le nombre de Crontières est n - 1. 

• On remarquera, de plus. que la somme des zug frontières de :E' 
et de 1:" se compose des .ug de l: ainsi que des .ug t et t', chacun par
couru deux Cois. On voit cependant que te Rd 1:' ct te Rd 1:" seront 
de sens contraire, ce qui vaut aussi pour t' (3). Lorsqu'un même zug 
est parcouru uno fois dans un sens ct une rois dans l'autre. on peut 
regarder ces deux parcours comme se délruisant mutuellement et 
considérer que : 

Rd 1: = Rd l:' + Rd 1:" . • 

En topologie, comme ailleurs, Gauss a été bien en avance sur 
son temps; malheureusement, fidèle à sa devise Pauta sed 
malura ('J, il n'a rien publié sur le sujet. 

(1) Nous nous sommes pennia, ofin do souloger un peu l'écriture, d'uU. 
liser quelques notaUons modernes. 

(S) Rd pour • rronUère de '. 
{3} Gauss s'appuie ici sur des arguments analytiques qui sont développés 

aux pages 409 ot 410 do l'opuscule cité. 
(') • Peu mois mOr .• 
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CHAPITRE PREMIER 

LES PREMIERS PAS 
DANS LE MONDE : 

L'ŒUVRE DE J. B. LISTING 

Ce chapitre est réservé il l'étude des travaux topologiques de 
Johann Benedikt Listing (1808-1882) intitulés Vorsludien zur 
Topo/agie (1847) [61 al et Cens us riium/ieher Complexe oder Verall
gemeinerung des Eu/er'sehen Salzes von den Polyedern (1861) [61 b 1. 
L'entorse laile il l'ordre chronologique -les travaux de Riemann 
sont antérieurs au deuxième ouvrage de Listing - provient de 
ce que le Cens us ... se rattache d'une laçon naturelle au dévelop
pement du théorème d'Euler. Cela est si vrai que nous avons 
hésité il le placer il la fin du paragraphe 2 de la première partie. 
Cependant, par l'esprit nouveau qui y règne, nous avons opté 
pour le présent choix. 

§ 1. FORMATION ET INFLUENCES 

J. B. Listing arrive il GilWngen en 1829. A partir de 
l'hiver 1832, il devient l'élève assidu de Gauss. Durant cette 
période, ce dernier entretient son jeune disciple de geomelria si/us, 
comme le montre une lettre (') que Listing écrit en avril 1836 
il l'un de ses amis et où apparaît pour la première lois le mot 
topologie. En voici un extrait : 

c Leibniz est probablement le premier à avoir pensé t mais seulement 
il avoir pensé, à son (') développement théorique; depuis cet auteur, 
plus rien n'a été lait dans cett. direclion. L. champ semblait trop vaste, 
les difficultés trop grandes et la langue trop pauvre. C'est Gauss qui 

1
1) Celle leUre 50 trouve p3rmi les papiers do Listing, conservés il la 

Dib iolhèquo univcrsilaîro de Güttingcn. 
(3) 11 s'agit bien l'nlcndu ù'analysi& silus. 
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m'incita à m'occuper de ce domaine, lors de mes nombreux travaux. 
pratiques à l'observatoire de GOltingen. Leibniz définissait ceUe science 
comme l'étude de la connexion cl des lois de la silualion réciproque des 
corps dans l'espace, indépendamment des rapports de grandeur, qui 
ressortissent à la géométrie; Blui donna le nom d'analysis "illU. Comme 
cependant le lerme de gtiométrie ne peut décemment caractériser une 
science d'où les notions de mesure et d'extension sont exclues, comme 
en outre on a déjà attribué la dénomination géométrie de position à 
une autre discipline, et comme, finalement, notre science n'existe pas 
encore, je me servirai du nom, convenable me semble-t-il, de topologie .• 

Puis plus loin : 
• Une défini lion d. la topologie pourrail être: étude des lois quali

tatives des relalions de Heu. Celle science est susceplible, fen ai la 
conviction profonde, d'une méthode de recherche exacte . • 

Voyons maintenant sous quelles influences Listing n donné 
ses diITérents lravaux. Ainsi que nous venons de le découvrir, 
c'est Gauss qui le lait nommer, en 1839, prolesseur exlraordinaire 
de physique li GÔllingen. Dès celle dale, les deux nommes ont 
de Créquents contacls, au cours desquels il leur arrive de parler 
de lopologie, comme le monlre le journal de Listing (1). On est 
en outre en droit de penser que Gauss eut à cœur de suivre, 
sinon d'aider, le développement d'une science dont il est le par
rain, si ce n'eslle père. Aussi, l'influence de Gauss sur le premier 
lravail topologique de Listing ne laisse-l-elle pas d'être impor
tante. Il est en revancne difficile d'être aussi calégorique dans le 
cas de Census ... , publié six ans après la mort de Gauss. Seul le lexte 
suivant pourrait nous le Caire penser. Dans une courte auto
biograpnie (' ), Listing écrit : 

• La recherche des relalions spatiales d'ordre modal (non quanti
tatives), que Leibniz avait déjà définies, esl depuis lort longtemps 
l'objet de mes préoccupations_ J'ai publié, en partie à l'instigation de 
Gauss, un essai sur cette discipline quasi mathématique OÛ tout reste 
encore à Caire. dans les Vorsludien ;;ur Topologie. J'espère pouvoir 
publier prochainement d'autres études traitant de ces questions. , 

Ce qui indique au moins que le projet de Census ... était déjà 
élaboré du vivant de Gauss. 

Le journal de Listing monlre qu'il s'entretint de topologie 
avec Dedekind (22 juillet 1856) ct avec Diricnlel (25 juin 1858). 
Une autre influence certaine est celle de Riemann_ Il est en eITet 
sûr que Listing eut connaissance des célèbres mémoires de 1851 

(1) Conservé li la BibHothèque univcrslLaire de G6tlingen. 
(J) Nous avons retrouvé ce texte dans Jcs popicn de LlsUng. 
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ldIERS pAS: . 
1'p.E . . ue l'on Lrouve dans lcs ebau-

. 68 IT.). C'est alnSI q 
1857 (voIr p. 1 hases' . 

et du Gensus... es p r· . situs lûr die Theori. 
ehcs Riomann : Lehrsfitze aus der ;\nalb:~erenlialen in CreUo's . ') V~\~ von zweigliedrigen voJl~~n~d~~~e dritte Figur ais Beispiel 
der In~e?~.r.u.a. Math, Bd. 45, et ~ 1: h~ zweilacb cyclodiscbe Figur', 
Journa -dr 'lachzusammenMngen e . 
gegebene el . elles étaient destinées li servir de note au bas 

. sées comme SI 
dlSpo . travaillait, au 
d'u,;;, P:!~~, il suffit ~e penser t~~e ~::.a~~ séminaire dont 

u t de la publicatIOn de sa se, 
Ul.O~en était l'un des pa.trons- . récède n'enlève rien 
LIS~~pressons-nous d'?t:te~i~~gce N;:'~sP pensonS simple,?ent 
. l'originalité du kaval e - naitre le climat mathema
a '1 est toujours intéressant de .~o~ jour étant bien entendu 
q.u 1 dans lequel une œuvre VOl • d~ l'esprit d'un cher
tlquel vérité sort rarement tout a~meed courant de culture 
que n. contraire la preSSIon u' 
h - bIen au '. t 

c eur.. t' ue' est préponderan e. 
mathema Iq 

§ 2. LES « vORSTUDIEN .,. • 

.' en ce qui noUS regarde, dan.s 
L'intérêt de cet ouvrage r~sldeQ t au développement, Il 
titre et dans l'introduction. ~a~ ue nous avons exclu de 

~~occupe de pr.ob~èmes te nœu~~~:u;:re!ent considérées aujour
notre étude, am SI que e ques 010 ie . 
d'hui comme rel.evant de la tO~emre; ouvrage consacré no.mme-

Les Vors!ud .. n ... sont le ~ 11 urs là que ce terme laIt son 
ment il la topologie; c'est d al e du début Listing apporte 
apparition offi~i~lIe- D?nS

d 
les {i~r~~ique sur Vander~onde ~t 

uel ues préCISIons d or re . '!us dont ce derOler avaIt 
i.eib~iz. 11 indique que l'ana!Y8~:n~~ q~e lui Listing, essai~ de 
parlé, est fort diITé~e~te de la ~c~s 814-817 ; ~n voici l'essenllel : 
définir et de caracteriser aux P g raies on peul se placer a~ 

• Lorsque l'on consid~re des ror~:is ::t.1 
quaÎité (Modalillll). AUSSI 

poi~t de :U~o~:nia lr.::-:t~:t~~d~:CCt leur Obj:!isle=c::~~:r~~e~rf:ril~ 
":~~~t: accordent,. dans le.urs dé~~~ri::";._t_ell. de tout. te:ops été 
~ la premiére cat6gorlc ; ~usdsl'lla ;~ence des grandeurs, ainSI d alllel~~';," 

dé comme une parlle e a . d e celui de la qua l , 
re;:~one nom l'indique. Le deuxième ~~~~on: ;: p~sition et d'ordre, ne 
;'est-à-dire celui qui s~ rapporte aU\~nt qu'il était possible de l'adapter 
rut éludié en géométrie que pour au 
à celui de la quantité .• 
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Et plus loin: 

• Si l'on fait abstraction des ) 
venons de parler ('l c'est d l' q?e ques rares contributions dont nou 
aUendra son dével~ppeme~t a~~é~,r quel. cOté qualitatif de la géométri: 
que ricn ne s'est accompli da~s cc donne!"1ent quo ~eut engendrer le tait 
de Leibniz, se tempérera peul-ètr o~~lOe du savolT, depuis l'instigation 
que l'on rencontre lors de la ? s, on songe aux multiples difficultés 
co bl m,se sur pied d. m' th d ffi nvena es permettant de ramener l" t T C 0 es e caces et 
c,t à l'insuffisance de la lan e L" ln UI Ion spatiale à des concepts 
signalée à maintes occasions ~ l' 1 Importance du sujet m'ayant été 
je me suis essayt! depuis longr..:p e PI?S ~and géomèt~e de notre époque 
de notre science. 5 a ana yso de certalOs cas qui reIèveni 

'II Qu'il me soit permis d'utiliser 
les ~omplexes spatiaux le mot topolo ~our Cf genre de recherches sur 
nahon geomclria situa proposée pargl~"~: ,IOU ct. place de la dénomi. 
mesure et qui, en outre se ra roch el RIZ, qUi rappelle l'idée de 
ùe position. l') qu'iJ e~t d'u~P d,e pa~ trop de l'expression, géométrie 
de celui que nous considéro::

c 
p crnr oyer dans un domaino difTérent 

l'étude. des aspects qualitatifs 'de:~ apologie, .nous entendrons donc 
conneXIon, de la position mutuelle ormes ~pabales ou d.es lois de la 
s~rtace.s, corps ainsi que do leurs par~itesd: 1 :r~ro des p~mts, droites, 
hoo trute de leurs rapports due curs réumons, abstrac. 

• Pour s'élever au ran d'u~ me~ure et de grandeur. 
l'apP."ler, la topologie d01t che~~~~~n~e exacte, vers lequel to~t semble 
suggerés par l'intuition spatiale il d ramener les r .. ts qu, lui sont 
possible... • cs concepts aussi simples que 

En guise de comme t . . 
prophétique de certains na:'::' nodus releverons d'abord l'aspect 
avec laquelle Listing se ttan àg~~ ~ c~,texte, ,:ns~ite l'insistance 
géométrie qualitative. cnre ana/yslS s,lus comme une 

3. 1. Générali/és 
§ 3. LE • CENS us • 

Après cent années d'histoire (17-0 
a parcouru les différents st d D .-1850), le théorème d'Euler 
rè· . . a es aSSignés il un h -t h· . me . appantlOn empirique, énoncé '. onne e t eo-
tlOn dans un cas particulie é . approXimatif, démonstra_ 
doit cependant remar uer r, nonce exact, généralisation On 
l~ppement du théorè~e d~~ie~urant c," siècIe consacré au déve
sllus; ni Euler, ni Legendre n' 'po,! na guere parlé d'analysis 

, 1 omsot, pas plus que Cauchy, 

(11 11 s'agit dcs lravaux d L jb 
(:1 En français dans Je tcx~e. c nfz et Vandermonde. 

i 
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Lhuilier, von Staudt ou Schllifli n'ont reconnu - ou signalé -
1 lien entre le théorème d'Euler ct la topologie. Il appartint 
A
e 

Listing de combler cette lacune. Dans son mémoire de 1861, 
Listing concentre ses efforts sur l'extension du théorème d'Euler 
u cas des complexes spatiaux les plus généraux (1). Pour cela 

?l détermine l'int1uence de la nature topologique de chaque 
~onstituant du complexe, en faisant sciemment usage de la topo
logie. C'est là une innovation de taille. 

Après quelques généralités, nous résumerons ce long mémoire 
de 86 pages et 57 figures, afin d'en montrer la structure, d'en 
éclairer les idées directrices et par là d'en saisir l'intérêt pour le 
développement de notre science. 

Jusqu'aux environs de 1810, un polyèdre est, il n'en pas 
douter, « un corps convexe compris entre des faces planes D [51, 
p. 816), bien que la convexité soit le plus souvent sous-entendue; 
l'application du théorème d'Euler n'offre alors aucune difficulté. 
La situation sc complique lorsqu'on étudie des polyèdres parti
culiers, à la manière de ceux rencontrés dans l'article de Lhuilier. 
Pour déterminer la caractéristique d'Euler e -" + t, il devient 
nécessaire d'introduire des termes supplémentaires définis d'une 
façon très intuitive et qui sont parfois difficiles à obtenir. Quand 
Listing empoigna la question, on connaissait donc les solides 
eulériens et les solides pathologiques de Lhuilier, cux-mêmes 
répartis en classe, selon les diITérents nombres i, 0, p, p', pH .... 
Il y avait dès lors essentiellement deux attitudes possibles. La 
première consistait à refuser, avec E. de Jonquières [4 7a, p. 111), 
l'appellation de polyèdres aux solides ne vérifiant pas la relation 
d'Euler: c'était tourner la difficulté en supprimant le problème. 
Ensuite, on pouvait se placer à l'autre extrême et envisager des 

.• complexes spatiaux, par exemple des agrégats quelconques de 
points, de lignes (droites ou non) et de surfaces (planes ou non) 
par lesquels l'espace infini est ou n'est pas partagé li [61 h, 
p. 99). Cette conception, de beaucoup la plus constructive, 
allait livrer à la rét1exion mathématique toute une catégorie 
d'êtres géométriques nouveaux, que Listing est vraisemblable
ment le premier à considérer, à tout le moins au point de vue 
qui nous intéresse ici. A la page 1 II du même mémoire, 
Listing écrit: 

• Plus la généralité visée est grande et plus les concepts de départ 
devront êtro rigoureusement définis, si l'on ne veut pas courir le risque 
de perdre en précision ce que l'on n gagné en générnlilé .• 

(1) Avec bien sÎlr toujours l'hypothèse do triangulnbilUé (voir p. I). 

'1 
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Phrase remarquable, qui caractérise bien l'une des compo_ 
santes principales de l'état d'esprit qui se fait jour peu il peu 
dans le continuum de la pensée mathématique au cours du 
XIX· siècle: le besoin de définitions précises comme base de toute théorie. 

Ayant donc opté pour cette voie, il se propose le but suivant: 

' Les ditrérents éléments, définis d'une manière précise, ainsi que 
les complexes qu'ils engendrent seront tout d'abord comptés comme 
dans le théorème d'Euler, il ceci près toutefois, qu'au nombre de som. 
mets, d'arêtes ct de faces, nous joindrons la nombro d'espaces. Ces 
différents nombres seront liés entre eux par une certaine relation; il 
apparaltra alors que la relation existant entre ces divers éléments 
contient, outre ceux,ci, des termes supplémentaires pouvant être consi. 
dérés comme une modification apportée il chaque élément ... Celle.ci 
se compos. en quelque sorte d'un cens déterminé par l'appartenance 
des éléments d'une môme catégorie il certaines classes. Ce point est 
si important dans la généralisation que je me propOse d'obtenir. que 
je n'ai pas hésité il intituler mon mémoire Cm. d •• complez •• spatiauz. 

c L'énoncé le plus général consistait il réunir les nombres de consti. 
tuants respectifs en un agrégat algébrique. ceux correspondant aux 
constituants de dimension paire étant comptés positivement. les autres négativement ... . [61 b. p. 99]. 

C'est. il notre connaissance. la premiére fois qu'un auteur 
groupe les objets dont les nombres entrent dans le théorème 
d'Euler d'après la parité de leur dimension. 

On simplifie l'analyse du Census ... en répartissant ses 46 paragraphes comme suit: 

§ 1 à § 6 : Définition des complexes spatiaux et de leurs constituants. 

§ 7 il § lB : Classification de ces complexes il partir de critères topologiques. 

§ 19 il § 37 : Théorèmes préliminaires établissant des rela
tions entre les différents nombres de constituants de certains complexes particuliers. 

§ 3B il § 46 : Le théorème fondamental et sa généralisation. 

3.2. Dé{inilion des complezes spatiaux 

« Par complexe spatial, nous entendrons toute configuration de 
points. lignes et surfaces dans l'espace ; les lignes et les surfaces pouvant 
à volonto être droites ou courbes, ouvertes ou fermées. limitées ou iIIi. 
mitées. On demandera toutefois qu'elles soient d'un seut tenant ('), 

(1) • Nur dosa aUo EJemonte unter BÎch ZUBommcn'dlngcn .• 
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pRE u'iI y aura de configura. 
ai on comptera autant d~ cOlmple~eesn ~onSidération le complexe saPs qu t' ctes Nous prendrons cga crnen 
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·osdislR .. t 
bD tant aucun étemen .• nB con en 

Puis, plus loin : trois sortes d'éléments qui 
Par constituant n.ous entendro~~sl~~espace infini (ample.x) da~.s 

c nt d'être nommes, avec e~ p. . que les dilTérents espaces qu " vio
nne

l mplcxe se trouve plong , amsi lequet • co 

limite. • ,. , t as pertinent. pour la fin 
A rès avoir remarqué qu ~I n es !me agrégat de points en 
r:Uivie, de considérer la Irgne co ré at de lignes en nom~re 

PO::'bre infini, et la surface comm
h 

e a~ 5e ces quatre catégories na t" troduit pour c acun 
infini. Lis mg 10 • • • • ue de curie (§ 1). '. 
de constituants, le nom genlerlq nstituants des quatre curies . "1 e en revue es co . 

PutS 1 pass t.t ts de la première cu .... 
o nt les cons 1 uan dt orps a) • Les points,. q.Ul 50, rgno que d'une surlace ou un c sont aussi bien les hmltes dune 1 

solide. • • d' 'Iéments de cette curie (§ 2). 
La lettre a représen~e.le nomb:: la e deuxième curie. sont Iimi
b) Les lignes. ou. eleme~ts r un seul point. soit e',lcore elles 

tées soit par deux pomts, SOit pa . s ui euvent eXister entre 
sont illimitées. Ceci précise I~~:.~~~~~es~ 0; représente par b le 
les éléments des deux pre"';: curie (§ 3). 
nombre d'éléments de la 2 't ts de la troisième curie, 

mmB consh uan . ts à c) • Nous compterons co 1 eut aller de chacun des pain 
toutes les surfaces telle~r;': 1~ ~~o~tière ... Les frontières d'une surface 
Lous les autres, sans ~av quelconque 0 y compris .• 
peuvont être en nom re • . est représenté 

Le nombre de constituants de cette curie 

par c (§ 4). les différents complexes 
d) c Les corps solides e~ge~dré~Si~:~ 8t seront comptés dan~ la 

ent les constituants à troIS dlmo drons un ensemble do palOts ('::'~rième curie ... Par espa~e nou~~:~r::~e l'un d'eux à to~sles autres, 
tiés entre eux de façon q~e 1 on LUt (rontières d'un corps sobde. form~es 
sans rencontrer la lrontIère... ~s 'nlérieures peuvent être en nom re 
d'éléments appartenan~ aux curIes ~re d'espac~s est not~ par d ; re~ar. 
quelconque, 0 y comprIS ... ~e no~ ~ '1 ce qui singularISe cette curie. quons encore que l'on a toujours ~ , 

(§ 5). . . '. « De la frontière li, l'aute~r intro-
Au paragraphe 6. rntltule . tt nt d'indiquer rapidement 

. . bolique perme apI il duit une eCTlture sym . complexe. our ce a. 
le type de frontière dont est munt un 
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représe'.'~e par 1 les éléments de la '. . 
la deuxleme, etc. Il écrit alors de p~~ouere curIe, par 2 ceux de 
?~nt le premier indique l'éléme~ SUI. e~ ~rdonnées de nombres, 
clements Iimitants Ains t hou te, ct les suivants les 
ligne f' . 1 par exemple (2 0) . ermee sans points elTect'f ( "represente une 
l'espace intérieur à un co 'ts (; 4000) l'espace entier' ('j 301 ' 
polyèdre habituel. ne e <1321) l'espace intérie~r à u~ 

3.3. Classificalioll des complexes spaliau 

Au début du paragraphe 7 L" x 1 
la topologie dans son étude: ' IStIDg précise le rôle que joue 

e On peut discerner parmi les . 
rentes ?alégories, qui ~e distingucCOtSht.uanlS do chaque curie, dilTé~ 
ltopologl~ues,. c'est·à·dire par des pr:p::~:quem?nt par des propriétés f 
a quanlrté Dl à la mesure mais à l' d es qUI ne se rapporlent ni à 

, . 'or rc et ft la situation » 
. L ~tude des complexes dans 1 . . 

necesslte des outils nouve a perspectIve de cette définition t 
gra h E aux que Listing d' 't d P e. • n voici quelques-uns . eCrl ans ce para-

1) Le diaphragme : surface' décr' 1 
sans nœuds, lors de la déformatio l~~ par ~ne courbe fermée 
surface possede deux propriétés n ,!UI. a rédUIt à un point. Cette f 

a) Elle est com J't prIDclpales : t 
engendrée; p e ement limitée par la courbe qui l' 

b) Si on veut aller de l'u a 
antipode sans la percer il fa ~ t quelconque de ses points à son 

Listing place en cet;n .u ra verser la frontière. 
pour l'histoire de la tOP~I~ol~ unetobser,:,ation dont l'importance 

Il gle es malllfeste' 
, « est peut·être utile de rollt . 

qu uno surlaee complètement Ii~itée or de celte occasion pour préciser 
~~ê~~ PO~téder des propriétés tout à fart"~i~née co tUrbe fermée sans nœuds 

e Cl écs, comme 1 ren cs de celles quO . 
suivantes. » e montrent, par exemple 1 d 1 VlenRent 

, es eux ngures 

a 

Frc. 8 
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La surface représentée sur la figure 8 a est le ruban de ~(ilbius. 
Son histoire sera relatée au chapitre III (§ 1.3). 

Le diaphragme conduit encore à la définition suivante : 
2 lignes g et y' sont simplement enchalnées, si chacune coupe un 
diaphragme quelconque de ['autre en un seul point (§ 7 et 8). 

2 ) Dialyse-élal de cyclodicilé: soitl( un constituant quelconque, 
L l'ensemble de ses frontières ct iv! l'espace restant; [( est cyclo
dique si l'on peut construire deux courbes" ct m de sorte que: 
a) k e [(, ln e iU, ct b) k ct m soient simplement enchainées. 

Dans la situation contraire, [( est acyelodique. Le diaphragme 
de m, qui coupe JC selon la frontière additionnelle L', réalise 
une dialyse de [(. Si le complexe obtenu est encore cyclodique, 
on recommence la même opération jusqu'à cc que l'on aboutisse 
à un complexe JC(z) acyclodique. [( est alors x-Cois cyclodique. 
Bien entendu, le nombre qui vient d'être défini n'a de sens que 
si • ('on peut établir son indépendance à l'égard du choix et de 
l'ordre des dialyses successives •. 

Une fois cette indépendance vérifiée sur un exemple concret, 
Listing écrit : 

• On peut montrer que x ne dépend que des propriétés topologiques 
des constituants, et non pas du choix et de l'ordre des dialyses . • 

Relevons que la dialyse de Listing ne dilTère pas essentielle
ment des sections transverses de Riemann que nous étudierons 
au chapitre suivant (voir p. 61 ). 

3) Diagramme. Tréma: 

• Soit K un constituant et L sa frontière; faisons subir à Lune 
variation continue, de manière à ce qu'elle pénètre de plus en plus à 
l'intérjeur de Kt afin que seul reste de celui-ci un complexe Cormé de 
points et de lignes. On déduit ainsi de K un complexe linéaire que l'on 
peut considérer comme le squelette du complexe donné. Lors d'une telle 
contraction, les constituants acyclodiques se réduisent en un point, 
tandis que ceux munis de cycloses conservent ce caractère à travers le 
diagramme .• 

La courbe représentée sur la figure 9 b est le diagramme de 
la surface illustrée dans la figure 9 a. 

Dans le cas spécial d'un complexe dont la CronLière est (300), 
par exemple une sphère, la transformation nécessaire à l'obten
tion d'un diagramme n'est pas possible; cette surface serait 
elle-même son propre diagramme, et ceci est en contradiction 
avec le fait qu'un complexe acyclodique a un point pour dia
gramme. Listing tourne la difficulté en attribuant à toute surface 
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de Ce type une frontière" v· t Il . 
le .tréma. La rétraction eut Ir u7 e Il constltu?e par un point: 
pomt (voir aUssi p. 64t (§ l~§mlt;~ant se faIre Il partir de ce 

• b 

4) fi na/hése : 
FrG. 9 

Il L'enlacement du bras ac ar 1 
dans cortaines questions topolo Pi e: ~rns a~ Ivoir fig. 10), essentiol 
recherches concernant le cons g ~ tt (), ne Joue aucun rôle dans les 
demplac!!e par d'autres con fi r~t. e e con~guratlon peut alors être 
ralentes, pour autant que l':;: ,';::5 ~I~s sll!,plos, et qui lui sont équi
veur 1 de courbure et de position dan '/ 1 s rachon des rapports de graD-

S espace .• 

• 
c 

b 

FrG. 10 

bL---' 

• 

a 

c 

Listing nomme ana thèse le .. 
transformation. procede qui rend possible cette 

. Ces quelques lignes introduisent d' 
dIstinction aUJ· ourd'hu,· 1· ,une façon assez claire la , c assique entr "é • , 
propriétés d'immersion et pr ·é'té . e propt! tes relatives ou 

, oprr s mternes (voir aussi p. 123). 

(1) LISTING toit allusion à des questions traitées dons 6es VO,.8IUditn." 
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3.4. Théorèmes préliminaires 

Le nombre x défini plus haut joue, pour le cens. un rôle 
fondamental. comme nous le verrons par la suite. Il s'agit donc 
d'en examiner la structure afin de déterminer comment on peut 
l'obtenir. notamment Il partir du diagramme; c'est le but de 
cette troisième partie. qui contient. en outre, des théorèmes 
servant de lemmes au théorème fondamental. 

Voici d'abord. en résumé. quelques considérations prélimi
naires présentées par Listing au paragraphe 20 : la projection 
d'un diagramme sur un plan est formée de différents constituants. 
savoir : 

1) De points. en nombre infini, qui appartiennent 11 divers 
types i on peut distinguer: 
a) Ceux qui existent déjà dans le diagramme i 
b) Ceux qui doivent leur présence Il la projection. et que Listing 

nomm.e traverses; 
c) Ceux qui sont frontière commune à deux lignes; 
d) Ceux qui sont frontière commune Il plus de deux lignes et 

que Listing appelle au.gang d'ordre 3. 4 ...• selon le nombre 
de lignes s'y croisant. 

2) De lignes. que l'on peut répartir comme suit: 
a) Celles qui vont d'un ausgang Il un autre. et qu'il nomme zug ; 
b) Celles qui joignent deux traverses entre elles. ou un ausgang 

à une traverse et qu'il appelle slrecke. 

3) De 'eld. ou portions du plan déterminées par la projection 
du diagramme. 

Listing énonce alors le théorème suivant : le rang cycloma
tique x d'un constituant K donné est égal à 1- k + 1. où 
1 et k représentent respectivement le nombre de %ug et d'ausgang 
du diagramme de K . 

Pour établir cette proposition. il indique que l'on peut faire 
subir au diagramme des kansformations (<< Variation Il) qui vont 
le changer en une complexion plus simple. mais dont l'état de 
cyclodicité a conservé sa valeur initiale. Il considère à cet effet 
un ausgang N dont il partage l'ordre n en deux nombres 1 et 
u > 1. Ceci permet de décomposer N en deux ausgang T et U. 
respectivement d'ordre 1 + 1 et u + 1. En réitérant cette 
opération autant de fois que nécessaire. on parvient à transformer 
un diagramme quelconque en un diagramme dont tous les 
ausgang sont d'ordre 3 (les ausgang d'ordre 2 n'interviennent 
pas lorsque l'on considère seulement la dilTérence entre le nombre 
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de sommets ct le nombre d'arête) l 
connexes P et Q d' d s. nversement, deux ausgang 
la suppression du' zugo~Qre p ct q, peuvent se transCormer, par 
\ ' en un ausgang R d'ordre p + 2 

.. u cours de cette transformation le n b' q - • 

!:;~e~:O~e~~I: o~U;r:~~o~:~~n;~r~~::~~ t~~~;:i:!;~~~:~=! 
mp eXlOn monocentrlque d 1 II h 

devenu cyclique, c'est-à-dire qu'il ~ dans ~que e caque zug est 
origine et son extrémité S· 1 d. ans ausg~lng commun son 
initial, k allsgang et 1 z~g 1 il

e auIagra~~e avaIt, dans son état 
monocentrique 1 QUS an ~t 1 ra VI SI ement, dans sa forme 
1 _ k + 1 diaÎ 9 mg - k + 1 zug. II est évident que 
la conclusion a%~~:c~~. Isent pour le rendre acyclodique, d'où 

Au paragraphe 21 l'auteur dét . 1 

~esp~~;~~~t~~~e:s 'eld. Par un raisonne;::: t:èSnZI~:::t~ilàoE~:~~ 
« Dans une complexion r . . 

sphère, le nombre de oints ameatre, portée par un plan ou par une 
de 2 unités le nombrePd'arëteugmenté du nombre de surfaces surpasse s. » 

éno;;'~m~r:::,~~s ~~!o~~nure I?ar~iculière que Listing donne à cet 
sphère, le nombre t-~,e SOIt etendu ~ur un plan ou sur une 
donc attaché autant à la ~ f C est le mt eme. Ce nombre semble 
elle-même. ur ace por euse qu'à la complexion 

Dans ce paragraphe Listing montre encore que: 

1) '" = m - q - 1 où m est le nombre 
nombre de traverses; et de surCaces et q le 

2) '" = 1 - k + m - q 
2 

à 1'!::~~~i~~::;,;-:~~:sc~~:~~?t~e(2:, 2~ et 25) s?nt consacrés 
retiendrons ccci: q e caque curIe, dont nous 

a) .,a = 0 ; 

b) "':, = 0 ou 1 selon que la ligne est limitée ou non. 
c) f peut prendre toutes les valeurs entières 0 y com'· D 

e cas ou l'on a afTecté la surface d' 1 pris. ans 
outre le rang cyclomatique "," un un tré~a'hr°n ~omptera, 
valeur 1 . ' rang perIp actlque 1< de , 

d)'" t 
~bti~:r c~;e~%:r!~~;e:é!~~t:~!e~r~ entière~, 0 .y. compris. On 
application des relations citées Ci~ldt par defimtlOn, soit par 

essus. 
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Ces mêmes relations permettent d'ètablir les théorèmes sui
vants, classés dans l'ordre de généralité croissante : 

THÉORÈME 1. - Pour un arbre on a 1 = k - 1 = l , 1 portant 
le nom de diacrise. Démonstration: ce complexe ne contient pas 
de cycles et on peut le considérer comme diagramme d'un complexe 
acyclodique, c'est-à-dire '" = 0, d'où 1 - k + 1 = O. 

THÉORÈME 2. - Dans un complexe linéaire, dont les consti
tuants acyclodiques sont Cormés de points et de lignes en nombre 
quelconque, avec toute Cois une seule surCace, on a pour la dia
crise l' = k -1 = O. La démonstration est analogue à celle de 
la proposition précédente. 

THÉORÈME 3. - Dans un complexe dont les constituants, 
tous acyclodiques, sont Cormés de points, de ligues et de surCaces 
en nombre quelconque, avec touteCois un seul espace, l'amplex, 
on a : 1" = k - 1 + m = 1. Démonstration: les constituants 
communs à deux ou plusieurs des m parties sont régis par le 
théorème l, alors qu'en revanche, chacune des parties est soumise 
au théorème 2. Finalement, le nombre de constituants du 
complexe s'obtient en additionnant le nombre de constituants 
de toutes les parties, ct en retranchant les nombres des éléments 
communs. 

Comme le note Listing, les théorèmes de Cauchy et d'Euler 
sont des cas particuliers du théorème 3. 

THÉORÈME 4. - Dans un complexe dont les constituants, 
tous acyclodiques, sont Cormés de points, de lignes et de surCaces 
en nombre quelconque, et de deux espaces (dont l'amplex), 
on a : l'" = k - 1 + m = 2. On établit le théorème 4 en enle
vant une surCace au complexe donné (méthode de Cauchy, voir 
p.22). 

Au paragraphe 32, Listing précise que ses deux démonstra
tions du théorème d'Euler . n'ont nécessi~é que des arguments de 
nature topologique, ce qui n'est pas le cas de bien des démons
trations contemporaines D. Ceci montre combien il avait conscience 
de travailler dans un domaine nouveau, et quelle indépendance 
il réclamait pour la topologie, par rapport aux autres disciplines 
géométriques. 

THÉORÈME 5. - Dans un complexe dont tous les constituants 
sont acyclodiques, le nombre de points a, augmenté du nombre 
de surCaces c, est égal au nombre de ligues b, augmenté du nombre 
d'espaces d, c'est-à-dire : a - b + c - d = O. 
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THÉORÈ"E 6 - Si p co 1 d . . mp exes, ont tous les constituant 
~ont acyclodlques, contiennent a points, b lignes c surfaces e~ 

espaces, on a : a - b + c - el = p _ 1. ' 

3.5. Le Ihéarème tanelamenlal 

Listing présente la quatrième partie du mémoire en ces t . 
M . t ermes . 

• l am eoant que nous avons obtenu la relation 1 . 

fIo~:ul: ~~~~i~~SI~~~~!~~~S :~~ t~us/es c~nst~unnt5 50:t ~~~~I~~~~~:~: 
relation générale

t 
alin de déterm{C o~e e caque constituant sur la 

conque. Il ocr e cens pour un complexo qucl-

!--a méthode suivante s'impose tout naturellement . 0 f. 
~~blr au comple~e les dialyses nécessaires pour rendre ~es :o:~~ 
d'·tlTu~ntst acyclo~lques ; ces opérations augmentent le nombre des 

1 eren s constituants . a b el d . + b . , ,c, eVlennent respectivement 
~CYcl:'diq:" (3i ct+héy,.el +51l ; le complexe ainsi transformé étant 

,e oreme permet d'écrire : 

(a + IX) - (b + (3) + (c + y) - (el + Il) = o. 
De plus les nombres " t Il L· · b t' ex, >:' y e ,que Istmg nomme attri-

u s, sont de nature topologIque · ils sont donc li' d 
cyclomatique d· ' es aux or res 

. s cs curIes respectives. Le paragraphe 38 ét brt 
cthe~ d!ITérentes relations, lesquelles nous amènent au a 1 

eoreme fondamental : premier 

IX,. = -~ A. - .... ' " 
r. t"r - - .... rl Yr = -xl' + 7t, 81' = -:t'" 

il~:'s1i(~ ~ se rapporte au numéro du constituant considér~), ou 

(a -xo) - (b -x') + (c-x" + 1<) - (el-x"') = 0 (1) 
avec .,0 = l:.x'! La d · t· 

1 r I ' " emons ratIOn de cette r 't ' 
~:;fe~i~~~ry~.:'..dénombrement direct des constituant~i~i:as~~~t~ 

pou~~e!,a;:!~~~:s 3i~r~:;i~~ ;é;'°r~~: ~i~~i;:~:!i~n analogue 

(a -.,0) -:- (b -x') + (e-x" + 1<) - (d -x"') = P -1 (2) 

La tres grande variété d'exemples qu'il étudie 
grathe 40 s~uligne toute. la généralité du résultat obt:~u~ara

. e mém01:e se poursUIt par Une interprétation de la d· . 
qUI va condUIre le théorème à sa forme finale L· t. laCTlSe, 

. 19 mg commence 

{I} • Equation Ccnsus ,. 

PREMIERS PAS: L'ŒUVRE DE J. B. LISTING 55 

par remarquer que, dans les théorèmes préliminaires, la dia crise 
représente uniquement la partie de l'équation du théorème fonda
mental, changée de signe, exclue du calcul d'une façon quelque 
peu artificielle. 

Ainsi : 
Dans le théorème 1 . .... . 

2 . .. .. . 
J .. . .. . 
4 ..... . 

c - d=O - 1 = - / 
c - d = I - I =- /' 

- d = - 1 =- 1" 
- d = - 2= - 1"', 

Un raisonnement analogue s'applique au théorème d'Euler 
et à celui de Cauchy. En elTet, les termes 2 et P + 1, qui y appa
raissent, correspondent aux difTérents nombres d'espaces non 
encore comptés parmi les constituants de la quatrième curie. 

A la suite de ces considérations, Listing note que: 
• L'équation census établit une sorte de bilan entre l'apport des 

éléments des diverses curies. La diacrise apparalt alors comme un 
déficit, c'est-à-dire comme la quantité qui rompt l'équilibre entre les 
difTérents apports . • 

Listing se demande ensuite si le membre de droite de l'équa
tion (2), en l'occurrence p - 1, ne pourrait pas être considéré 
comme une diacrise, de sorte qu'un équilibre équivalent à celui 
de l'équation (1) soit rendu possible . 

• Ces idées. que nous allons poursuivre dllJls les prochains para
graphes, peuvent apparaltre comme un simple jeu ne touchant que 
la larme du cens. Cependant, la nouvelle lormulatlon du théorème 
londamental nous permettra de jeter un regard sur le cOté en quelque 
sorte métaphysique du cens, et de l'appliquer aux complexes dont 
certains constituants s'étendent à l'infini. » 

Listing part d'un complexe formé de p complexes distincts 
(§ 42) ; il les réunit au moyen de p - 1 lignes, de manière à 
n'avoir qu'un seul complexe. Il tient ces lignes pour des tréma de 
la quatrième curie; avant leur apparition, l'cspace était péri
phractique. Dans cette optique, il reste donc à éliminer la péri
phractie de l'amplex. Pour cela, on introduit une p' ligne tréma
tique dont l'origine se trouve en un point quelconque du complexe, 
et dont l'extrémité est à l'infini. Le nombre p du membre de 
droite de l'équation (2) a ainsi trouvé une interprétation géomé
trique. Afin de l'indiquer clairement, on pose 1<" = p, et on 
regarde cette grandeur comme un attribut de la troisième curie. 
Notre équation prend maintenant la rorme : 

(a - x') - (b -x' ) + (c - x" + 1<') - (d - x'" + TC") =- 1. 

5 
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, L'clTet des p -1 Jj"Il.s d l' , . t· . d' é b C I~uson entre les p complexions a déjà 
~e~nli~r~q~cs ~~g~:;~~~':i:~~q~:~ I!a(:i~ encore é,lablir l'influence de la 

~hractiql1c .... Celte l.igne a sun ~rigine e:~!~C c~~~t~~~~ra~~~~~ ~IPéri~ 
1 unc des troIs premières curies ct son extrémité à l'infini.q• q e de 

Après un raisonnement simple, Listing aboutit li la conclusion' 
« Dans tous les cas, le membre de gau h d 1 d . . 

a subi une diminution d'une unité cl l'extr~meité Cd al :rmère ~xpres5ion 
à 1'~~Oni. doit être comptée dan; cette' même ex ur ~!Ua, qUI se trou.vB 
pOSItive, ce qui implique que l'ill/ini spatial joue te :ôl:O;u~O~:;:t ~ntl~~ 

Et plus loin : 

• /1 découle de cette argum t r 
::~s~~~~~:~n~~o~:~ ~n point V~~l:C;~~U~~exi;~u:'è~::~~~~~:S!~;~r 
1 Asst~, curieus~ment, l'auteur voit en ce point un attribut de 

d~ ~~:n~~:'I: ~,::;~e~r'~ :u sÔ~~r~~eq~:~'~~ IseLt~e w, susceptible 
espace illinùté. L'équation devient: e onne ou non un 

(a-x') -lb-x') + (e-x" + 1t') -rd -x'" + "," -w) = O. 

Ce théorème apparaît pour 1 .. C' de L' t' . 1 d a prenuere OIS dans les papiers 

~~ I:::O~~!~ 1: p;:;: :;:,!/~téf~:;f':; !~~:~~~~s ;~o~!~~t~~o:::;~~ 
~ e! q~olque sous une Corme légèrement difTérente A cet 

en rOlt, Il ne parle pas encore de cyclose mais de Zu;am 
IRla,nysyrad, exprcssion qui a son origine 'dans les travauxmedne

lemann. 

UebAva'!t. deAconclure, signalons un arLicle de Listing intilulé 
e~ eIn/ye nwendunyen des Census-Theorems [61 cl o' 

Son tItre l'indiq l 1 U, comme 
C ' ue, 1 se contente d'appliquer les résultats d 

ensus a quelques exemples concrets. u 

3.6. Conclusions 

d ~'œu:e squc nous venons d'étudier est remarquable à bien 
cs ga~ s. on .auteur y définit une science, lui donne un nom 

~~n~~~t~~~sle~bA:tsl[ondame~laux et ,é~ablit la relalion la plu~ 
d . . Il en ou re une VISIon nette de l'autonomie 
1: ~~é~~~:a~,~o~31ne, àdt?1 point q?'on lui voit réclamer pour 

u er Une emonstratlOn purement to 010 i 
Cependant, cette œuvre soignée, précise, méticuleus~, m~n~:e~ 

(1) C'esL nOU8 qui soulignons. 

1 
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parCois de proCondeur; cerlains points essentiels ont échappé 
à son auleur. Il a remarqué que dans quelques complexes les 
nombres Lies difTérents constiluants convenablemenl combinés 
se ConL équilibre, et c'est cet équilibre qu'il a cherché à établir 
pour tous Ics complexes possibles. Il n'a pas vu - ou n'a pas 
signalé - que la mesure de ce déséquilibre caractérise les difTérents 
complexes du point de vue topologique, et permet d'en oblenir 
une classification. Listing a ainsi passé de peu à côté du problème 
fondamental de la topologie, De plus, les critères qu'il définit sonl 
quelqueCois difficiles à appliquer. On a peine il comprendre pour
quoi il n'a pas tout bonnemenl utilisé les concepts d'ordre de 
connexion el de section transverse introduits par Riemann 
(voir p. 61) et dont il avait connaissance (voir p. 42). 

On peut faire grie! il Listing de n'avoir pas signalé, par 
exemple dans le titre, la nature topologique du théorème d'Euler 
el de sa généralisation, dont nous savons qu'il avait conscience; 
on trouve en efTet, dans les ébauches dn Census, difTérents titres, 
entre lesquels Listing semble avoir hésilé : 

a) « Généralisation topologique du théorème d'Euler sur les 
polyèdres» ; 

b) « Le principe de l'altribut. Une généralisation topologique du 
théorème d'Eulcr sur les polyèdres»; 

c) «Sur un théorèmc topologique général de la géométrie li ; 
d) • Le principe topologique Condamental de la géométrie. » Cc 

titrc est accompagné de l'équation :E~ (- Il' A") = 0; 
e) • Le principe de l'attribut. Une recherche topologiquc-géomé

trique D ; 

f) «Le principe de l'altribut. Exposé d'un théorème Condamental 
de topologie et de géométrie» ('). 

Sur cette même page, on voit Listing montrer quo son théo
rème n'est pas applicable aux figures 8 a ct 8 b (voir p. 48l. 

Chacun de ces six titres rcnCerme le mot topologie. Aussi 
curieux que cela puisse paraitre, Listing, qui est pourtant le père 
de ce mot, préféra intituler son mémoire Census ... 

L'œuvre de Listing, fort connue des mathématiciens du 
XIX8 siècle, n'cul certainement pas l'influence qu'on en pouvait 
allendre. Ainsi, des quelque trente nouveaux vocables qu'on y 
rencontre, aucun - topologie mis à part - n'a été consacré 
par l'usage. Quant au mot topologie, il faut aUendre plus de 

(i) Listing ovait commencé par écrire: « Exposé d'un théorème fondo
mental de géométrie ct de topologie 1. 
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soi~~nte ans (') pour voir les savants l'utiliser d'une façon systé
ma l~U~ (ca. 1920). Seul, peut-être, J. C. Maxwell s'est servi dans 
son c~lebr.e ouvrage sur l'électricité et le magnétisme [65] (") de 
certams resultats tirés des Vors/ud,·en et de' Il ... u ensus 

est temps. de terminer cc chapitre ; auparav~~t relevons 
~nc~re 1ue. L,stmg est probablement le premier il avoir traité 
1':t~It~ °fe a.~. cours de séminaires et de conférences, comme 

n c.r .... ms passages de son journal : 
a) 20 janvier 1864, « séminaire d'Ana/ysis silus» . 
b) 4./nov(em

h 
bre

B 
1848 et 2 février 1849, « conféren~e sur l'Ana/ysi. 

SI us c. ez ergmann) Il ; 

c) ,~? févtler 1863, « conférence sur le théorème Cens us (chez 
n lescher) ». 

(1) Oulre LISTING EOBRIIARD [27) 5 
ont uUli.!lé Je mot topologie DU Cours de i 'éir:.Y [84! ) et DINGELDBY [24] 

(2) Voir chnp. V, § 2. 0 pro e qu noua Occupe. 

CHAPITRE II 

LA TOPOLOGIE 
AU SERVICE DE L'ANALYSE 

L'année 1851 marque un tournant dans le développement de 
l'ana/ysi. silus. C'est en elTet il cette date que notre science cesse 
d'être un simple jeu de l'esprit pour devenir, entre les mains de 
Riemann, un auxiliaire précieux dans l'étude des fonctions ana
lytiques, à laquelle le XIX. siècle mathématique a consacré le 
meilleur de ses forces. Durège, Neumann et Betti eurent le mérite 
de transmettre et de développer la pensée du maitre, tout au 
moins au point de vue qui nous intéresse ici. Plus tard, nous 
verrons Klein et ses élèves reprendre le flambeau et amener 
l'ana/ysis si/us au stade où Poincaré devait la trouver au début 
de ses recherches topologiques. 

§ 1. LES TRAVAUX DE B. RIEMANN 

1.1. Généralités 

Bernhard Riemann est né dans le Hanovre, le 17 septem
bre 1826. A l'âge de 19 ans, il s'inscrit à la Faculté de Philologie et 
de Théologie de l'Université de Gottingen. Assez rapidement 
toutefois, il se dirige vers les mathématiques qu'il étudie sous 
la direction de Gauss, Stern et Goldschmidt. Après un court 
séjour à Berlin (1847-1849), où Lejeune Dirichlet, Steiner, Jacobi 
et Eisenstein brillaient de tout l'éclat de leur génie, Riemann 
regagne Gôttingen avec l'intention de préparer sa thèse de doc
torat, qu'il soutient en 1851. Dès ce moment vont se succéder 
une vingtaine de mémoires, constituant l'une des œuvres majeures 
do la mathématique du XiX. siècle. 

Riemann n'a jamais publié d'étude systématique sur la topo
logie. Ayant besoin de certaines théories ressortissant à cette 
science, il en a dressé les principaux résultats, démontrant les 
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uns, signalant les autres Ses co t 'b t' 
sc trouvent dans deux' grands n r~ u !ons le~ p,lus importantes 
manuscrits publiés seulement a ~emolres, amsl que dans des 

1) p' , prcs sa mort' 
rlnclpes fondamenlaux pour Il é " 

lions d'une !lrandeur variabl une l,orle !lé,nérale des fOllc
GoUingen 1851 [78] [; complexe (Dlsserla/lOn inau!lurale 

2) Thé' , a ;?U 8 c'], p, 1-60) ; , 
p, 89-160) ~rte des foncllOns abéliennes, 1857 ([78 b]; ou [78 c' ], 

~u{.;afe~e;!~;~::a~~:iso~iI~~ ([78 c] ; o~ [78 c']" !?, 414-419), 
topologie, celle-ci estPutilisée e~annd traite explICitement de 
sans que l'auteur ne nous en .en t,len es endroits de l'œuvre, 

uver Isse. 

1,2, La Dissertation inaugurale 

La Disserlation inaugurale d R' , 
essentielles à la théorie des fa t~ le~an~ contlCnt deux idées 
cette science aux portes de ~c ~ons le ~Ul, de plus, conduisent 
établi ces deux d' 'l' a opo ogle, Une fois le contact 

1 ISClp mes vont se dével 
SY'."-biose, pour former l'étonna t'd'fi 0'pper en parfaite 
aUJourd'hui. n e lice qu on peut admirer 

I.2,I.Alorsquejusqu'àR' l ' 
diées directement à partir d I~emann" cs fonctIOns étaient étu-
elles les dilTérentes variabl:s exp;e~I~IO~ analytique liant entre 
qu'il était, à bien des égards' fe 1 us re géomètre reconnut 
l'aide d'un petit nombre de '.P ~s ava?t?geux de les définir à 
que cette idée ne soit pas comPr!~cIPestgeneraux ct simples, Bien 
Riemann fut le premi;r il enfr: e'."-etn ~ouvell,e (Gauss, Cauchy), 

Voyons maintenant comme VOir ou e son Importance ('), 
lement vers des notions f nt cette conception mène naturel
une, fonction holomorphe (,)~~:~e~tale~ en top,ologie : soit f(z) 
les mfluences que peuvent a ' d omame A,. RlCmann recherche 
sur le comportement de la fo:c~lr efs, hypoth~ses, aussi générales 
d' d f' on ,cn particulIer, que peut-on 

Ire, e "f(z) dz (1) lorsque z" cst Un point fixe 
blet z un point 

mo 1 e quel~onque? Il montre que f f(z) dz = 0 (2) sur toute 
courbe termee c pourvu ue . C 

surface; cela signifie queq m C SOIt contour total d'une portion de 
, oyennant cette hypothèse, l'expres-

f!I D c~propo., on lira [78 c', p. 47J. 
d'l n omninc D est un ensembl 

1.0 hOlomorphe Sur un damain C ouvcr.L connexe. Une fonction e 
~~I:~~l~s i a) r. est unirorme dll~sDD ~UbfJ;~8tSI ell:

i 
satistait OUX condiliori! 

rlV 0 unique en tout point de' D. con nuo dons D ; c) f ndmeL 

:r 

.. 

; 
/, 
1 
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sion (1) est une fonction bien déterminée de la limite supérieure (') , 
Due se passe-t-il lorsque c ne remplit pas cette condition? 

Da;' ce cas, qui en pratique sc présente quand la ConcLion possède 
une singularité en un point, et que l'on exclut à l'aide d'une 
courbe fermée, le théorème conserve sa valeur grâce il l'introduc
tion d'une ligne nouvelle (section transverse) 'lui, partant d'un 
point de cette courbe, sectionne la surface d'une manière simple 
(aucun point n'étant traversé plusieurs Cois) en rejoignant un 
point du contour . 

On voit ainsi apparaltre en théorie des fonctions une classi
fication des surfaces: celles auxquelles la relation (2) est appli
cable sans modifications, ct les autres, Riemann nomme simple
ment connexes les premières [78 c', p. 9]. Les considérations de 
l'alinéa précédent suggerent la possibilité d'une classification 
plus fine des surfaces, au moyen du nombre de sections trans
verses qu'il faut pour les rendre simplement connexes, Aupara
vant, on doit vérifier que ce nombre est attaché spécifiquement 
à la surface, c'est-à-dire qu'il ne dépend pas du choix des sections. 
Cette vérification fait l'objet du théorème fondamental, que Rie
mann énonce et démontre il la page 10 : 

• Lorsqu'une surface T est décomposée par n. sections transverses q. 
en un système Tl de ln. morceaux de surface simplement connexes, 
et par n. sections transverses q. en un système T, do m, morceaux de 
surface, alors l'on ne peut avoir n2 - ml> n. - m ... . 

Ceci nous amène à l'important corollaire, seul considéré par 
les successeurs de Riemann: 

• Si le nombre indéterminé de sections transverses est désigné 
par n, et celui des ",orceaux par m, 10 nombre Il - ln sera constant 
pour toutes les décompositions d'une surface en morceaux simplement 
connexes ... Ce nombre pourra à bon droit être désigné sous le nom 
d'ordre de connexion d'une surface. Il sera diminué de 1 par l'etTet de 
chaque sec lion transverse, ct cela par définition même. 

• Il reslera invariable par J'efTet do toute coupure sectionnant 
PinLérieur d'une manière simple et partant d'un point intérieur et 
aboutissant en un point du contour, soit en un point antcrieur situé 
sur le cours même de la section, el il sera augmenté de 1 par l'efTct d'une 
coupure partout simple située à l'intérieur de ln surlace et ayant deux 
extrémités. (') [78 c', p. 11,12]. 

(1) Ce théorème, aUribué généralement Il Cauchy (1825), étoit connu do 
Gauss depuis tort longtemp!, comme en témoigno une loUra de Gouss à 
Bessel llettre du 12 jonvier 1812; voir [33 al, p. 156), 

(2) En réalité, pour éviter Loule ambiguïté dons les termes, il tout 
ajouter 2 nu nombre ainsi défini; sons celo 10 sphère, qui esL une surroco 
simplement connexe, nurait un ordre de connexion égal tl- 1. 
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Et plus loin : 

d'u « Danls la suite, nous nous en tiendrons surtout aux surfaces formées 
n seu morceau et pour leur conn j 

désignation ui " . 1 ' , ex on nous nous servirons de la 
triple etc 1 ( na r:en d arh~cl~l, de connexion simple double 
une s~rra~' e .nous en ondrons alDSI par surlace n-uplement' connex~ 
par l'eITet ~e ~1 es

1
t sdéCt?mpotSable en URe surface simplement connexe 

- ec IOns ransversos . • [Ibid., p. 12.] 

l'or:ie,::ann pour~uit en indiquant les relations qui existent entre 

f re t e cfonne~lOn d'une surface et le nombre de lignes qUI' 
ormcn Sa rontlere: 

t) cr Le contour d'une surface simplement 
rement formé par une ligne Cermée • . 

. 2} CI: Chaque section transverse di";'inue ou 
uOlté le nombre de lignes du contour . • 

connexe est nécessai

bien augmente d'une 

typePSoudr dé",'?ntrer ce~te proposition, l'auteur exaDÙne les trois 
e sec.lOns possibles : 

1 Il 

FIG. li 
111 

Riemann énonce ensuite le remarquable corollaire: 
« Le nombre de lignes fermées dont est (ormé le contour d'u 

~e!~i~i~~~r~~~nn~~~~';'.e;~i~~~ë~~~/."!.0~3 .~ien égal à n ou bie~ ~;~i 
Arrêtons-nous un instant à c th' è . , 

au ruban de Môbius, surface ~ou;;: met; II ne s appliqu,e pas 
un seul contour C . men connexe possedant 

est la partie de l~ .d:=:~r~t~::l~~~":e ~:~t:o;~~~a~::? ~uelle 
reportant aux trOiS sortes de sections transverses n se 
q~e,. dans .le cas du ruban de lIIobius le nomb d' on ~onstate 
dimInue Dl n'augmente d'une unité. r re e con ours ne 

Nous reparlerons de cette question au chapitre III, § 1.3. 

1. 2.2. La deuxième idée fondamentale i t d . . 
mann en théorie des fonctions est, elle, cOmplèt~~~n~I!:u~:~ P~~; 
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éviter les difficultés propres aux fonctions multiformes, il attache 
à chacune d'elles une surface, connue aujourd'hui sous le nom 
de surface de Riemann. Aux propriétés topologiques de la eurface 
de Riemann correspondent pour les fonctions des propriétés 
intéressantes. Nous verrons au prochain paragraphe comment 
cette notion mène vers des questions topologiques importantes. 

1.3. Le mémoire de 1867 

Riemann consacre quelques pages de l'avant-propos qui 
précède l'étude des fonctions abéliennes à l'ana/ysi. si/us [78 c', 
p. 92-100]. Il commence par des généralités : 

c Dans l'étude des ronctions qui proviennent de l'intégration de 
dilTérentielle. totales, quelques théorèmes appartenant à l'analysis 
si/us sont presque indispensables. Sous ceUe désignation employée 
par Leibniz, quoiqu'en un sens peut-être un peu diITérent, on peut 
ranger UDe partie de l'étude des grandeurs continues où l'on ne considère 
pas les grandeurs comme existant indépendamment de leur position 
et comme mesurables les unes par les autres, mais où l'on éludie seule
ment les rapports de situation des lieux et des régions, en faisant complè
tement abstraction de tout rapport métrique .• [Ibid., p. 93.] 

Puis il énonce, sans démonstration, le lemme suivant, sur 
lequel reposent toutes les considérations topologiques dont il 
use dans sa théorie des fonctions abéliennes : 

c Lorsque sur une surrace F deux systèmes de courbes a et b réunis 
forment le contour d'encadrement complet d'une partie do cotte surface, 
tout autre système de courbes qui, réuni avec Q, forme le conlour 
d'encadrement complet d'une partie de F, forme aussi, lorsqu'il est 
réuni avec b, 10 conlour d'encadrement d'une partie de surface, qui se 
compose alors des deux premières parties de surfaces siluées le long 
do a (ct cela par addition ou par soustraction, selon que ces deux parties 
ne sont pas situées du même côté de a ou bien 10 sont) .• [Ibid., p. 9~-95.] 

Il ajoute: 
c Les deux systèmes de courbes jouent le même rôle relativement 

à l'encadrement complet d'une partie de Ft ct peuvent se remplacer 
l'un l'autre dans ce but. Il 

Cette proposition, que Riemann admet intuitivement, néces
site des restrictions; nous le verrons au paragraphe réservé aux 
travaux topologiques de Betti (p. 89 sq.). 

Riemann définit ensuite l'ordre de connexion d'une surCace : 
« Quand sur une surface F l'on peut mener n courbes fermées 

ni' Q" •• 0' UR qui, soit qu'on les considère séparément, soit qu'on les 
considère réunies, ne forment pas un contour d'encadrement complet 
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ù'un~ partie de celte surface, mais qui, jointes â touto aulre courbe 
~cr~ec. Corment alors le contour d'encadrement complet d'une par lie 

o a surface, la surface sera dite (n + 1) lois connexe. Il [Ibid., p. 95.] 

Il ~aut alors montrer, ct c'est le point crucial, que : « Ce 
caraclere de la surlnce est indépendant du système de courbes 
ail' . . 1 un' 1) 

Riemann procède comme suit: 

u ... puisque n aulres courùes fermées b b b . m 
pas pOUf farm 1 t d' 1. 2.···, n. qUI ne su sent 

cr e con o~lr encadrement complet d'une partie de la 
surrabcce, encadrer~nt aussI totalement, si on les réunit avec Loulo autre 
cour 1 une partie de F. 
t 0: ~n effet, p~jsque b1 , réunie aycc les lignes a, encadre complè
emen une partie do F, une de ces courbes a peut être rem lacée 

par b, ct les courbes" restantes. Par conséquent la réunion de b p t d 
ces n -1 courbes a avec toute autre courbe ~ar exem 10 b J e 0 
pour larmer J'encadrement complet d'une pa~tie de F Pt st! :uffira 
n -1 courbes a peut être remplacée par b b et les ,e 2un~ be ces 
restantes Lorsq " '1 1, 1 n - COur es a 

'f ue, amSI qu 1 est supposé ici, les courbes b ne suffisent 
pas, pou~ Ormer le contour d'encadrement complet d'une partie do la 
sur ace ,cc procédé peut évidemment être continué 'us u'à ce 
toutos les courbes a soient remplacées par les b . • (Ibjd.~ P: 95.) quo 

1.4. Remarques sur les deux defilliliolls de l'ordre de connexion 

1) La .deu~ième définition que Riemann donne de l'ordre 
~ed conne":l.o~ d une surface, et qu'il élendra plus tard (voir § 1 5) 
n es varIetes à. un nombre quelconque de dimensions conti~nt 
en germe la noll?n de base d'homologie. Nous aurons;' re arler 
de dC~llcon?ept ~UI ne I?rendra toute sa valeur que moyenna~t des 
ma l,catIOns IntrodUItes par Poincaré. 

2) Cett~ deuxiè,?e. définition s'applique telle quelle aux sur
lac;" le~mees ; elle eVlte la très artificielle ponctUation (I) 

) I!hen q.~e le concept d'ordre de connexion d'une s~rlace 
~rpar~lss,e deJà dans le mémoire de Lhuilier et dans celui de 

esse! c est assurément à Riemann qu'il faut en attribuer la 
pa.ter!1llé. Non ~~ulemen~ ce grand géomètre en a étudié les 
prInCIpales proprletés, maIS encore et surtout il l'a caractérisé par 
u~ ~om, ch?s.e Importante que Lhuilier n'avait pas su faire Nous 
rejOIgnons ICI un aspect magislralement exposé par Poin'caré . 

~~~~p~~~:;~~i~:~:~:~~;~~\~: ~~!:~~~~~!:,o~I;::\~:n~i:ar:!~:g~~ 
imaginaires ~e~ ~~i~~s ~ ;~:g~~é les qu.an.tiMs négatives, les quantité; 

, l, que sals&Jo encore? Et les exceplions, 

(1) VOÎr aussi Jo tréma de Listing, p. 50. 

'. 
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ne l'oublions pas, sont pernicieuses, parce qu'elles cachent les lois . 
• Eh bien, c'est l'un des caractères auxquels on reconnait les lails à 

grand rendement, ce sont ceux qui permettent ces heureuses innovations 
de langage. Le fait brut est alors quelquefois sans grand intérêt, on a 
pu le signaler bien des rois sans avoir rendu grand service à ln science; 
il ne prend de valeur quc' le jour où un penseur mieux avisé aperçoit le 
rapprochement qu'il met en évidence et le symbolise par un mot. 
(72 a, p. 29-30]. 

4) Dans la perspective du problème fondamental de la topo
logie des surfaces, savoir la recherche des conditions nécessaires 
et suffisantes d'homéomorphisme entre deux surfaces, les défi
nitions de l'ordre de connexion données par Riemann ne sont 
pas totalement satisfaisantes. Car, si ce nombre suffit Il caracté
riser les surfaces fermées, il n'en va plus de même lorsqu'on 
considère des surfaces munies de r contours. Ainsi par exemple, 
le tore Il deux trous et une surface plane à trois trous, qui ont tous 
deux 4 comme ordre de connexion, ne sont pas homéomorphes. 
Dans le cas des surlaces ouvertes, il est plus avantageux de 
considérer séparément le nombre de contours r et le genre p, 
nombre maximal de lignes fermées disjointes que l'on peut 
tracer sur une surface sans la morceler; nous verrons en eITet 
que ces deux nombres caractérisent parfaitement les surfaces 
(orientables) du point de vue qui nous intéresse. L'ordre de 
connexion défini par Riemann est alors égal à r + 2p. 

5) Pour clore ces considérations sur l'ordre de connexion, 
nous citerons un remarquable texte de J. Hadamard: 

• Malgré tout cela, la théorie des lonctions de Cauchy ne donne pas 
sur la nature des fonctions algébriques la lumière qu'on devait en 
attendre et quc, par la suite, elle se montra effectivement capable de 
fournir. Un élément essentiel semble lui échapper, qu'il est nécessaire 
do considérer dans tous les problèmes importants quo l'on a à se poser 
sur les fonctions et sur les courbes algébriques. Que l'on étudie la géomé
trie sur une de ces courbes, ou l'expression des coordonnées en ronction 
de variables auxiliaires, partout un même nombre entier s'introduit, le 
genre de ia courbe; ct la théorie il laquelle nous venons de faire allusion 
no permet pas d'en prévoir l'introduction ... Non seulement, comme on 
le voit, Cauchy s'était laissé égarer par l'exemple d'Euler; mais la 
lacune qu'il laissait subsister tenail à la même cause qui devait arrêter 
sous sa plume le développement de la théorio des lonctions algébriques: 
à tel point que l'on peut se demander si, instruit par une vue plus 
complète d'une simple question de géométrie élémentaire, il aurait 
laissé à son continuateur (1) la gloire de jeter les londements déllniUls 
de ceUe théorie. (39 c, p. ~9l. 

(I) C'est bien entendu de RfElt[A,NN qu'iJ s'agit. 
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Le mémoire de Riemann se poursui~ par l'étudo des Conc~ions 
abéliennes; e~, bien que l'auteur ne parle plus explicitement 
d'ana/ysis si/us, elle y tient un grand rôle. Au lieu de classer les 
courbes algébriques P) d'après leur degré, Riemann eut l'idée 
de considérer comme appartenant b la même classe deux Cone
tions qui peuvent se transformer l'une dans l'autre d'une manière 
birationnelle (' ). Ces transCormations conservent la nature ana
lytique proConde des Conctions auxquelles elles sont appliquées, 
alors qu'en revanche leur nature géométrique subit des modi
fications, qui peuven~ simplifier l'étude des Conctions algébriques 
et de leurs intégrales. Ainsi par exemple, on a montré (M. Noe
ther) qu'à toute courbe algébrique plane, il es~ possible de Caire 
correspondre, par une transforma~ion birationnelle, une autre 
courbe algébrique plane, n'ayant pour points multiples que des 
points doubles Il tangentes distinctes; on pourra donc. dans 
l'étude d'une intégrale abélienne relative Il une courbe f(s, z) = 0, 
se limi~er au cas où la courbe a comme uniques poin~s singuliers 
des points doubles il tangentes distinctes. Soit alors t et l' deux 
courbes appartenant à la même classe, S et S' leurs surfaces 
de Riemann respectives; comme t et l' présentent les mêmes 
caractéristiques de continuité e~ d'uniCormité, S et S' qui 
les caractérisen~ complètement il ces deux points de vue, 
doivent se correspondre biunivoquement. Dès ce moment, la 
classification des courbes algébriques revient il la classifica
~ion des surfaces Il partir des ~ransformations biunivoques 
ct bicontinues ; aux invariants d'une telle transformation corres
ponden~ des invariants pour les transformations birationnelles 
(le genre pl. 

L'importance de ces considérations pour l'ana/ysis si/us appa
rait aussitôt. Elles conduisent, naturellement et d'un seul coup. 
vers trois des conceptions les plus fondamen~ales pour cette 
science: étude des transformations topologiques, recherche des 
invariants topologiques, classification des surfaces selon les 
principes de l'ana/ys;s si/u • . 

Précisons que Riemann n'a pas traité ces questions d'une 
manière aussi explicite, mais qu'elles ameurent en plusieurs 
points de ce travail. Seuls les sujets indispensables il sa théorie 
des fonctions abéliennes sont mentionnés, et encore d'une Caçon 

(1) , __ f(z) esl une fonclion algébriquo si S ol % sont liées enlre eUes 
por une llquolion algébrique F(s, z) = 0, de degré r on s el m en z. ('j (sr %) eL F(S, Z) se correspondent birationnellement s'U existe des 
lonel ons rationnelles g, h, G, H lelles que s ... g{S, Z), S = G(I, t), 
z = h(S, Z) el Z ~ H(., z). 

• 
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ft 'l'est robablement propo.sé ~~ 
lapidaire ('). Qu.a~\ a~e~~s~~n~ :n mé~oire ultérieur, ainSI qu 11 
l'étudier plus specla ela a e 93 : 
le laisse entendre Il p g ulr. occasion, d. lrailer c. 

Comme j'ai l'intention, :~ns ~n: ~es relations métriques, je me 
• i rait complètement a s rac 10 étri • quelques théorèmes 

·~~:e:rai d'exp~seér SOl?S ~:sm';:rr:;;~ieIle;lolnies à deux lermes. » 
C • pour l'ml gra Ion 
necess .. res he 19 de cette étude. où Riemann 

Signalons encore le paragr~p ne surface simplement connexe 
ontre comment on peut. ren re u x courbes d'un même couple 

"'ar des couples d~ scctlOns (d)eUelTectuées le long de courbes 
p t un seul pomt commun ayan 
fermées. 

c 

_ On rend la surface simplement ~onnexe 
FIG. 1.~~ coupant le long de 011 b1 ; a,. b,. c 

1. 5. Les Fragments . de Riemann une ébauche non 
On a trouvé dans les pap~ers 's sHus. Ce court texte a été 

datée intitulée Fragmenl sur 1 an:~y~iemann (78 c', p. 414-4~9). 
publié en annexe auX l1Fuvretté u'il y a à lire ses écrits destmes 
Lorsque l'on connait la d~~CU q a. d'apprendre que ces Crag
b la publication, ?n ne s ~tonn:r:t ~ncomplets . On noUS \?ardon
ments sont lacoDlque~, a ~con ces uelques pages, Dl mê"'.e 
nera donc de ne p~' cIter ln l?f~:~~sanc~ des défini~ions rendr31t 
d'en faire une c.rlt,lquc, que . 
d'ailleurs illUSOIre. R' mann avait absolument prl' 

Ces fragments prouvent qbuI.e le sés par l'analys;s silus des 
. e de ce que les pro emes po conSClenc 

A'''' M,it (18 c', p. 1301 : • L'équation 
(ll Ainsi por exemple, RI,EU d'uno transrormatlon rationnelle, être 

F(" m) = 0 peut donc, à 1 aide des andeurs 
s, L (ftl ml) _ 0 et uice versa. Les domaines gr e o~nt 

transformée en F 'JI %1 - d 0 de connexion, puisqu'à chnqu P 
1 t donc même or l' • 

(!t Il et ("1' .l, ond un point unique de loutre .• 
de l'\1n corrcspon 
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surfaces sont susceptibles, moyennant des définitions adéquates, 
d'être généralisés au cas des vnriétés à n-dimensions (n-Strecke) . 
Ainsi, il écrit : 

• Lorsqu'à l'inlél'jour d'une multiplicité étendue d'une manière 
continue, chaque varii!lé fermée à n dimensions forme frontière à l'aide 
de la réunion de ln morceaux fixes de variétés à n dimensions, ces 
morceaux pris séparément ne formant pas frontière, alors cette multi
plicité a la connexion (m + 'J) dans la ne dimension .. [78 ct, p. IdS]. 

Ou plus loin : 

tI On nomme section transverse d'une multiplicité A fermée, étendue 
d'une manière continue, chaque multiplicité B à un nombre de dimen
sions moindre, connexe, comprise à l'intérieur de A, el dont la frontière 
est tout entière située sur la frontière de A . 

• La connexion d'une variété à n dimensions, par l'cffet de chaque 
section transverse simplement connexe qui est eJle·mème une variété 
à (n - m) dimensions, sera ou bien diminuée de 1 dans la me dimension 
ou bien augmentée de 1 dans la (m _ l )e dimension . [78 c', p. 415]. ' 

1.6. Cone/usions 

Les contributions de Riemann à la topologie - transforma
tions topologiques, ordre de connexion, première esquisse d'une 
classification des surfaces d'après ces transformations, variétés à 
n-dimensions, invariants topologiques de ces variétés - sont 
grandes. N'oublions cependant pas que la plupart de ces consi
dérations se trouvent déjà, au moins à l'état embryonnaire, 
dans les travaux étudiés plus haut. N'oublions paB non plus 
que l'idée de la topologie comme discipline mathématique indé
pendante apparait chez Gauss ct Listing, et à un degré moindre 
chez Euler et Vandermonde. 

Quant à l'influence des écrits de Riemann sur l'essor de notre 
science, elle est immense; le accueillis comme l'événement le 
plus considérable de l'analyse de notre temps. [3, p. b l, les 
travaux de Riemann se répandent rapidement et entrainent 
un~ fou~e de recherches, dont certaines concernent la topologie, 
qUI devlCnt la servante de l'analyse, un maitre connu et estimé. 
O~ ne peut rêver plus belle vitrine pour l'analysi. si/us, alors 
naIssante. 

A son habitude, Riemann est allé droit au but convoité, sans 
chercher à s'assurer de tous les ennemis qui se trouvent encore 
dans la place; aussi, celui qui veut apprendre « à connaitre ces 
développements a devant lui un chemin raide et pénible ... » 
[69 a, p. vl. C'est vraisemblablement ce qui a incité certains de 
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s successeurs à commenter et à expliquer ses travaux. Ainsi 
!~nt nés les ouvrages de Durè~e et. ~e Ne~mann, ~~ns. l?squels 
toute une génération de mathematlCiens s est famlharlsee avec 
la théorie de Riemann et avec les idées topologiques de l'époque . 

§ 2. LES CO'IMENTATEURS 

2. \. Carl Neumann 

« Lorsque l'on veut déterminer l'apport de Neumann à la théorie 
des fonctions, il faut nécessairement commencer par son cours sur la 
théorie des lonctions abéliennes ... C'est grâce à ce livre. que la plupart 
des mathématiciens purent comprendre la pensée de Riemann dans le 
domaine de la théorie des lonctions, d'où son ènorme intérêt. [44]. 

2.1.1. L'Milion de 1865. - Publié au debut de 18&5, ce 
livre [69 al est tiré d'un cours donne P?r Neumann en 1863 à 
l'Universite de Halle. Les passages qUI nous concernent sont 
il la sixième leçon (§ 1) et à la huitième leçon (§ 1-§ 4). En voici 
les idées essentielles : dans la théorie de Riemann, on considère 
les valeurs d'une fonction comme réparties d'une façon uniforme 
sur une surface nommée surface de Riemann; pour étudier ces 
surfaces, et par voie de consequence les lonctions qu'elles défi
nissent, dans les meilleures conditions, il est utile de leur donner 
la forme la plus simple en leur faisant subir certaines transfor
mations. On définit ces transformations en remarquant que, pour 
conserver les caractères d'uniformité et de continuité de la 
fonction, il est indispensable, comme nous l'avons d'ailleurs dit 
plus haut, qu'il existe entre la surface de depart et la surface 
d'arrivée une correspondance « univoque et continue. ('). 

C'est sur le théorème suivant, énoncé par Neumann à la 
page 209, que repose toute l'importance des transformations 
continues pour la théorie des fonctions: 

c Si les valeurs d'une ronction sont étalées sur une surface quel
conque, aucun changement n'intervient en ce qui concerne les points de 
continuit~, les zeros ct les pôles, lorsqu'on fait subir à. la surface une 
transformation continue. En chaque point de la surface nouvelle, la 
fonction sc comporte exactement comme au point correspondant de ln 
surfnce initiale. Les mêmes considérations sont valables pour les carac .. 
téristiques de multilormité de la lonction • ('). 

(l, C'est là un résumé de 10 p. 208. 
(1) TrnducLion libre du texte de Neumnnn. 
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Dès lors, l'idée de transformation continue s'introduit natu
rellement dans la théorie des fonctions. Neumann en donne 
d'abord la définition concrète que voici : 

« Par transformation continue d'une surlace, on entendra UDe 
transformation composée uniquement de flexions ct de dilatations, san. 
déchirure ni réunion» (p. 206). 

Il présente, sitôt après, la définition suivante : 

• Pour transformer deux surfnces quelconques l'une dans l'oulre 
(pour autant que cela soit possible), il sumt do trouver une loi faisant 
correspondre Il chaque point de la premiére un point bien déterminé de 
la seconde, de telle façon qu'à deux points voisins de l'une correspondent 
deux points voisins de l'autre . (1). 

Plus loin il observe que : 

« Quelles que soient les flexions et les dilatations qu'il a fallu faire 
subir à une surlace A pour obtenir une surlace A', UDe certaine concor· 
dance existe toujours enlre les deux surfaces. Ainsi par exemplo, une 
courbe fermée c de A ne se recoupant pas elle-mème, se transforme en 
une courbe fermée c' de A' ne se recoupant pas elle-même, et tout point 
intérieur à la région limitée par c se transforme en un point situé à 
l'intérieur de la région limitée par c'. De même, si une section partage A 
en deux parties complétement séparées, la Iransformée de ceUe section 
partagera A' cn deux parties complètement séparées. Finalemenl, A 
el A' ont le même nombre de frontières» (p. 206) ('). 

Les premières lignes de cette citation nous amènent aux 
portes des idées maîtresses du fameux Programme d'Erlangen, 
dont nous aurons à reparler (p. 120). 

Dans le même paragraphe, Neumann écrit: 

c Ainsi, lorsqu'une surface est donnée, on peut toujours en indiquer 
plusieurs, et fort différentes les unes des autres, qui puissent s'obtenir 
à partir de la surface initiale par une transformation continue; cependant, 
on ne peut pas envisager une surface donnée comme la transformée 
d'une surface quelconque. En elTet, pour que deux surfaces puissent 
être envisagées de ceU. façon, il faut d'abord qu'elles possèdent le 
même nombre do courbes frontières. Cela n'est toutefois pas suffisant. 
Ainsi, la sphère el le tore ont le même nombre de courbes frontières, 
sans que l'on puisse pour autant passer do l'une à l'autre par une trans
formation continue, commo on le voit aisément. (p. 207). 

(1) Cette définition se rapproche beaucoup de celle donnée peu de 
temps auporovant pal' M6bius. Il est loisible de penser 'Jue ces deux hommes 
nient été en ralaUon, Halle étu.nt situé à une trentame do kilomètres de 
Leipzig où Mftblus enaelgnnit. 

(Il Traduction libre du texte do Neumann. 
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flU " 
..' ntrent ue l'idée de transformaclon 

CeS consIderatIOns mo 1 'fi 'tion des surfaces. Neumann 

continuait co~~:i!u:st~:: l~:~~~~:e premiers paragraphes de la 
réserve ce . 
buitième leçon . . ces uelconques. Nous appelle-

NouS noUS occuperons ICI de su;la . ~n feuillet donlla frontière u: surface élémentaire une surf~ce r ra::e
a 

et dont to~s les points sont 
rD constituée par unB seule cour e e d'a rès sa structure. en rela
~tns le fini. Une sur~ace quelcon(ue s~~~~ éllmentaire ; car, suivant sa 
t~n plus. ou moins slmp~e ave~u: :~r rooins compliquées seront néces· 
constltuhon, des opéral~o~: surface élémentaire» (p. 291). 

'res pour la ramener u 
saI l '\ conclut . . . examiné quelques exemp es, 1 • 

Apres aVOIr '1 st ossible de classer loutes 
• Ces exemples nous monlrenl qUI \'~ns Pqui les lienl à la surface 

les surlaces imaginables, selO: rs ~:'~e~ il partir des opèrations néces
élémontaire ; on peut, en efte , e~ c élémentaire Ces opérations sont 
saires pour les ramelner \!:n:u~o~~~nues el de s~clions » (p. 292). 
constituées de trans orma 1 • 1 

. 1 sections et les rétrosecltons ( l, n poursuit en dé~ntssant es . peuvent se présenter. Puis 
et en analysant les dIfférents cas qUl 

plus loin : . . on sim le si elle esl transfor.mable 
Il Uno surface sera d~te la. conn~ en de Ptransformations contmue~ ; 

en une surface élémentrure par le Ytl ns il faul introduire un certrun 
h . Il art ceS transforma 0 , • lU 1 

en rovanc e. SI. P r sera dite il connenon mu P e .• 
nombre do coupures, la sur aco . 

Neumann établit encore des propr~étés. relatives auX surlaces , 

elles sont basées sur cet~e constat::':: . ar chaque section Irans
• Une surface élémentrure esl PI~ gen feux parties complétement 

. . chaque rélrosec Ion, t' tune verse, ainSI quo par clion transverse, respec lvemen 
distinctes. Si la coupure es~ une se ectivement l'une au moins, sont des 
rétrosection, les deux parhes, resp 
surfaces élémentaires. (p. 29~). 

. t 1 trois propositions 11 démontre alors factlemen es . 
. im le est partagée par une sectton 

1) « Une surface à co.nne~~~nScte!' donl chacune esl simplemenl 
transverse en deux partIes , 
connexe .; essives partagent une surface il 

2) 1 V sections transvcrsesp:~:~, dont chacune est à son tour à 
connexion simple en v + 1 
connexion simple. ; 

ê sans point de contact avec 
(l) .. Un8rétroscction eat unelsecyon~ti:r Ëh allemand Rackkt.hrlchnill. 

la frontière eL Bans point. mulUp e. p. . G 

.J.-C. PON"!' 



72 LA TOPOLOGIE ALGÉBRIQUE 

3) c Une surCace ft connexion simple est partagéo par toulo retro. 
section en deux parties distinctes; l'une d'clles est simplement 
connexe. Il 

Au paragraphe 2 de cette huitième leçon, Neumann démontre 
un cas particulier du théorème fondamental de Riemann, en 
se servant d'un raisonnement qui s'apparente Il. celui utilisé par 
Riemann, Sa conclusion est contenue dans le théorème de la 
page 298 : 

CIl Si un système quelconque de surCaces, considéré aux divers 
moments de sa transformation, est partagé, dans chacun do ses états, 
cn un certain nombre de surfaces simplement connexes par différents 
systèmes de sections transverses, la différence v - IX, cntre le nombre 
de sections transverses et le nombre de surfaces obtenues, est constante; 
celle dillérence est alors une grandeur caractéristique attachée au 
système de surfaces cn\~isagé. Il en ira donc de même du nombre 
v - <X + 2, que nous appellerons dorénavanl le nombre fondamental 
du système de surfaces. » 

Neumann établit ensuite les deux propositions classiques 
(voir supra, p, 65) : 

« Le nombre fondamental d'une surface diminue d'une unité lorsque 
colle-ci subit une section transverse Il et : « Le nombre fondamental ne 
change pas lorsque la surface subit une rétrosection. li 

Ces considérations conduisent à l'importante définition de 
la page 302, dont voici un extrait : 

Cl Une surface est do connexion n lorsque, outre la transformation 
continue, n -1 sections transverses sont nécessaires pour en Caire unc 
surface élémentaire ... Le nombre fondamental d'une surface n-fois 
connexe est égal à n. D 

A la page 305, il applique ces résultats: 

1) au cas de systèmes de surfaces simplement connexes; le 
nombre fondamental est alors 2 - ct ; 

2) au cas de systèmes de surfaces, dont l'ordre de connexion vaut 
respectivement N" N., .. " Na; ici, le nombre fondamental 
est donné par : 

a • 

1: N, - 2ct + 2, ,-, 
Au paragraphe 3, Neumann étudie les relations qui existent 

entre le nombre fondamental d'une surface et le nombre de ses 
frontières, Cette question avait déjà été traitée par Riemann 
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,.tU 
, d' 1 principaux résultats, Le 

qui s'était contenté d'~n ln, l'IU~~ :~ne surface fel'mée est une 
se~l point ~ou3v~o~~ ::~n:::.~~a;u 2n + 1 fois connexe, » 
(OIS connexe, 

, " d 1884 _ En 1884, Neumann donne une 
2,1.2, L éditIOn e '[69 b] de l'ouvrage que nOUS venons 

édition complètement reVt~e s concernant il faut relever ceci. 
, Dans la par le nou ' h' ' d'exammer. '1 t d·mcile d'énoncer des t coremes 

L'auteur remarque qu 1 es t à urface n'est pas défini avec 
généraux tant 'lue le conc~r d:: propriétés négatives, comme 

récision, et ce a no~ pas face ne doit pas présenter de 
~'étaithle ca(~))che~i~lpe:a::. ~:O~~~étés positives (p, 146), Il pose 
0: foure e J) t m .. . 
alors les deux fcond'dt'?tn~ t're telle que le voisinage de chacun de 

1) « La sur ace 01 e 
, t soit un domaine simplement connexe, » 

ses pom S d't' d'homogénéité, 
On reconna~t la ~o~ ~t~~n telle qu'il soit toujours possible de 
2) « La sur ,ace 01 c, s transverses la rendant simplement 

trouver un s(yst:~e) d(:)~eg~~~ ce que l'on a appelé par la suite 
connexe· p, 196] 
l'axiome de Neumann [20, p, "de ces deux conditions, Les 

Essayo~s, ~'analyse~ 1\ gJ::sf:nctions doivent être transfor
surfaces utIlIsees en ,theort mb e fini de sections transverses, en 
mables, au moyen d ~n nO

d 
rI il est nécessaire qu'elles ne 

surface élémentaIre; e pus, 't ' 
un,. d 1 forme illustrée par les figures SUlvan es , sOIent pns e a 

FIG, 13 

'f permettant d'éliminer 
Il s'agit donc de trouver un ~~I eer"edée qu', vient Il. l'esprit 

, d" bles La prem,er 
les surfaces m eSIra '" 'ce endant, celle-ci ne suffit pas 
est naturellement la condllbflon b 'de ~roite, On pallie cet inconvé
Il. exclure les surfaces de a gure 

(' ) Spallung, 1 ve déjà cbez KLEIN (voir infra, p, 126), 
l") Cot.le, condiUon 88 rou 
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nie.nt par un deuxième critère; c'cst le but de la condit· 
qUI ~s~ fort ingénieuse. Existe-t-i1 Une relation entre ces l~~:" 
con~ltlO~S? L'une d'elles cst-elle réductible à l'autre? D'abordx 

b nllmrhque pas a, ~ar a élimine la figure de droite sans que i, 
~:rit" : asse. Quant a l'éventualité que a entraîne b, Neumann 

vér:fi!lé~~\:r:;~~~~~es;~:n~~u!,e surlace vérifiant la première condition 

mais il s'abstient de conclure. Cette attitude cst révélatrice du 
cha~gement q~i s'est fait jour dans le cours de la pensée mathé
~atlq~.et d"luis le temps où l'on travaillait avec des séries sans 
s .~nqUle er e eur convergence. A l'appui de ceci, On peut encore 
Cl er une remarque de la page 167 : 

fait c c~n~n:n~: Pàa~?i~~~~:~ t~~~~~~r~qe :~~1:~e: dqasUCldc~nfqu, es, n?us 4'Y"0ns 
s~i" (1) ... • t fT 1 ur e lVemger SIChe,. 
ce para~r~p~~o~~~a~x~t. des surlaces pour lesquelles les résultats de 

d'u Ille mt~ntretà l'aide du ruban de Môbius, sur lequel la présence 
ne sec Ion ransverse ne change pas le nombre d b 

frontières désa d fi e cour es 
établie pl~s hau~~or agrant avec une proposition qu'il avait 

. .Nous conclurons ?n disant qu'on peut voir en cet ouvra e 

:~:~ia~~~cd!aL~i;~~;t[6;,e;~~~t~~~~e~~~";;:~~::~ear!;~~0;~~ 
2.2. L'ouvrage de H. Durège (1864; 1882) 

secL~ans son livre. [25], Heinrich Durège consacre la neuvième 
l?n a~x questIOns topologiques; il reprend l'étude d 1 

;:s;::~at~~,:, desnfurf~ces, en ~Iarifiant et en précisant cert:in~ 
de Rieman~(~o~r :~~~~,p;~ 6~;~r;:~~~~ I~~;i~è~:c~nde définition 

• Toute courbe lermée de la 1 F 

d
Si tOUtS les points de son contour ::r t~~~ven~O~~~ ~re~~t~ét~ côomplèôtleé' 

e ce te courbe fermée. • me C 

sect;oU~\:::èS avoir. exa~né jusque dans le détail la notion de 
d sverse, Il pre~ente ses principales propriétés qu'il 

~:ç::~:r~~ogu~qe l0':tue sUIte de propositions s'enchaînant d'une 
ue. u paragraphe 49, Durège étudie le théorème 

(1) • Et clle n'csl pos sJ sllre .• 
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(ondamental de Riemann (voir supra, 61) ; il rappelle la démons
tration de Riemann, éclairant les points obscurs par de nombreux 
e"emples. Plus loin (p. 190), il expose une nouvelle démonstration 
de cette proposition, que Lippich avait publiée en 1874 [60]. 

2.3. Diffusion des idées de Riemann 

2.3.1. En Angleterre: dans ce pays, le premier travail 
consacré aux idées topologiques de Riemann est, à notre connais
sance, celui de W. K. Clifford [18 b, p. 24] (1877). Il appelle 
circuit toute courbe fermée tracée sur une surface. Un circuit est 
dit réducible s'il est possible de le réduire à un point sans quitter 
la surface, irréducible dans le cas contraire. 

« En général, il existe sur une surface un nombre fini de circuits 
irréducibles indépendants, c'est-à-dire lels qu'ils ne soient ni réducibles, 
ni réducibles enlre eux par un mouvement continu. Tous Jes aulres 
circuits peuvent alors s'exprimer par l'intermédiaire de ces circuits 
indépendants ... De la même laçon, on voit que sur la surface d'un corps 
à p trous il existe 2 p circuits irréducibles indépendants. » 

La canonical dissection, que nous avons déjà rencontrée (p. 67), 
est envisagée ici de telle manière qu' • il ne soit plus possible de 
construire sur la surface ainsi coupée de circuits irréducibles » ('). 

2.3.2. En France: les idées de Riemann et les commentaires 
profonds de Neumann sont présentés aux savants de langue 
française dans un livre de J. HoGet [45 b] publié en 1874. Cet 
ouvrage n'apporte pas d'éléments nouveaux à l'analysis si/us. 
Il s'agit vraisemblablement, au moins dans la partie qui nous 
concerne, d'une traduction du livre de Neumann. On s'en aperçoit 
lorsqu'on compare les notations utilisées. C'est dans le livre de 
HoGel qu'apparaissent les termes connexion simple, connexion 
multiple [45 b, p. 82], déformation continue [45 b, p. 239], section 
transverse [45 b, p. 248] et section rentrante [45 b, p. 250] (') . 

2.3.3. En Italie: c'est d'abord Betti (1859) qui transmet 
les idées de Riemann dans ce pays, par la traduction qu'il donne 
[6 a] de la Disserlation inaugurale. Puis, en 1868, F. Casorati 
publie un ouvrage dans lequel il passe en revue les différents 
travaux que la première moitié du XIX. siècle a consacrés à la 
théorie des fonctions [15]. Il montre notamment l'avantage 
présenté par la méthode de Riemann. 

Il) JORDAN Dvail d6jà abordé co problèmo Dn 1866 (volr infra, p. t 14 sq.). 
(') Qu'on appelle nujourd'hui r6lrosection. 

r 
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§ 3. UN DISCIPLE AVERTI E. BETTI 

3 . 1. L'inftuence d. Riemallll 

C'est essentiellement sous l'inlluence de Riemann que Betti 
écrit son célèbre mémoire de 1871 [6 b J. Aussi commencerons-nous 
cc paragraphe par des considérations sur les relations fort 
étroites, qui unissaient les deux hommes. ' 

En 1858, Brioschi, Casoenti et Betti accomplissent un périple 
en . Eu~pe, afin de pren?re contact avec les diverses écoles qui 
ammalent la mathematlque d'aloro. Au cours de ce voyage, 
auq?el ,Vol~e.~ra attac~era une si grande importance (1), Betti 
se he d amibe avec Riemann, son cadet de trois ans. En 1862 
ce dernier subit les premières attaques de la maladie qui l'empor~ 
tera quatre ans plus tard. La Faculté lui conseille l' Ilalie ct la 
douceur de son climat comme lieu de cure. En novembre 1862 
le jeune couple - Riemann avait convolé au début de l'année-"': 
débarque en Sicile, où il passe l'hiver. Lors du voyage de retour 
qui l'amènera à Gilttingen en juin 1863 Riemann presqu~ 
ré~abli, s'arrète quelques jours à Pise, auprès de Betl;. Mais le 
chmat du Nord ne convient décidément pas il notre jeune génie: 
en aollt, c'est un nouveau départ vers l'Italie. Les Riemann 
optent cette Cois-?i pour .Pise; ils y h~biteront jusqu'en 1865. 
Durant ce long sejour, Riemann entretient son ami de ses tra
vaux, de ses idées. II lui parle notamment de la question de 
l'ordr.e d.e connexion des dimensions 1 et 2, dans son rapport avec 
la theofle des Conctions analytiques (voir § 3.2). Il est haute
ment probable que Riemann lui signale aussi l'extension de 
cette notion aux variétés il Il dimensions. Betti devient le meilleur 
connais~eur des idées de Riemann, au moins dans le domaine de 
la théorie des .fonctions. C'est ainsi que, lors de la publication des 
œuvres de Riemann, H . A. Schwarz demande il Betti (lettre 
du 27 novembre 1875) (') de « vérifier s'il a bien réussi il recons
tituer la pensée de Riemann ». 

3.2. Les deux tellres d Tardy 

Dans deux lettres, adressées il P. Tardy les 6 ct 16 octo
bre 1863 [6 cl, Betti exprime pour la première Cois « sa • théorie 

( (1). L'existence de l'Italie comme nntion scienUflquo dale de ce voyage. 92] . 
(2) çctte I~tlre sc trouve parmi les papiers de Betti, obligeamment mis à 

not.re disposition por la Bibliothèque de l'Ecole Normale Supérieure de Pise . 
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d la connexion. Elles révèlent combien grande es~ l'inlluence 
d: Riemann sur les travaux topologiques de Betti. 

Ces missives contiennent deux définitions de l'ordre de 
onnexion, et, partant, deux Caçons de le déterminer. De plus, 
~n y trouve l'essentiel des idées qu' il développera dans sa publi
cation de 1871. 

Dans la première le~tre, Betti commence par écrire: 

c J'ai parlé dernièrement avec Riema.nn do la connexion des espaces 
et je m'en suis fait une idée exacte. D 

C'est une preuve indiscutable de l'influence de Riemann, 
dont nous avons parlé ci-dessus. 

Il passe ensuite il l'ordre de connexion: 

« Un espace sera dit simplement connexe lorsque chaque surlace 
fermée qu'il contiont )imite complètement, et à eUe seule, une portion 
d'espace, et si chaquo ligne fermée contenue dans cet espace lorme à 
clIo seule le contour complet d'une surface entièrement contenue dans 
cet espace. » 

Il s'agit là de l'application aux espaces il trois dimensions 
d'une notion que Riemann avait déjà introduite pour le cas des 
espaces il deux dimensions dans le mémoire de 1857 (voir p. 64) 
e~ pour les espaces à n dimensions dans le Fragmenl (1) 
(voir p. 68). 

Bet~i poursuit avec l'Hude de différents exemples: 
a) L'espace intérieur Îl un ellipsolde es~ simplement connexe; 
b) Pour rendre l'espace compris entre deux sphères concen

triques simplement connexe, il Caut construire une section 
linéaire allant d'un point de la surface extérieure Il un point de 
la surCace intérieure; 

c) L'espace intérieur il un tore. est rendu simplement connexe 
au moyen d'une section superficielle (') simplement connexe ». 
Notons bien la restriction qu'il impose aux sections superficielles: 
eUes doivent être simplement connexes. Sans cette condition, 
on pourrait construire une infinité de sections superficielles ne 
rendan~ pas le ~ore simplement connexe; 

d) L'espaco compris enlre deux tores intérieurs l'un à l'autre If est 
rendu simplement connexe au moyen d'une section linéaire qui va d'un 

(1) Il no nous a pns ét6 possible do déterminer la date à IQqueIJe le 
Fra"mtnl 0 él6 rédigé. 1 

(i} Uno section superficielle esl une section effectuée le Jong dune surfoce 
dont. 10 frontière est entièremont. située sur la fronlière de la vnriélé consi
dérée. 
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point de la surface externe à un point do la surfaco interne, et au moyen 
d'une section superficielle simplement connexe unissant entro elles la 
surfoce interne et la surface externe _. 

Ici. Betti commet une légère erreur car il faut deux sections 
superficielles et une section linéaire. En eITet (cf. fig. 14). soit Tl 
ct T. les deux tores. Une section linéaire telle que L, est d'abord 
nécessaire pour que chaque surface fermée forme Il elle seule 
frontière (car un tore T, dans lequel TI serait entièrement contenu 

------

-------

FIG. 14 

ne forme pas frontière Il lui seul; grâce Il L,. T. est ouvert et 
n'entre par conséquent plus en question). Ensuite. une ligne telle 
que L. ne forme pas frontière complète; pour l'éliminer, on 
construit la coupure superficielle S,. Il reste à supprimer les lignes 
du type L,. On construit pour cela la coupure superficielle S,. 

La lettre de Betti se termine ainsi: 
• Les trois espaces que j'ai considérés ont diRéronts ordres de 

connexion, car l'ordre do connexion dépend du nombre de sections 
superficielles simplement connoxes et du nombre de sections linéaires, 
par le moyen desquelles ils ont été rendus simplement connexes; ces 
nombres conservent leur valeur quelles que soient les sections Iinéllires 
choisies (1). L'ordre de connexion sera représenté par deux nombres que 
je noterai (m. n). lorsqu'i1 a fallu m sections superficielles et n sections 
Iinéair~s ... La ~énéralisation, pour un nombre quelconque de dimensions. 
est facile. et 1 Importance de toute ceUe théorie pour l'étude des inté
grales multiples évidente .• 

(1) Voir p. 81 le théorème fondamental. 

,.. 
• 
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Passons à la leUre du 16 octobre. dont voici le début: 
• Riemann d~montre. avec beaucoup de lacillté. qu'un espace 

quelconque peut être rendu simplement connexe au moyen de sections 
superficielles et de sections linéaires. » 

Puis Betti reprend des considérations de la lettre du 6 octobre, 
en se plaçant il un point de vue légèrement difTérent : 

u On ne change pas les ordres de connexion d'un espace connexe si 
l'on restreint ou si l'on étire les surfaces qui le limitent, de sorte que ces 
points se déplacent vers l'intérieur de l'espace, et quo celui-ci perde.une 
ou plusieurs dimensions, car ces opérations ont lieu d'une façon continue 
et sans coupure. Pour qu'un espace soit simplement conne~e, il est néces
sllire que ce procédé permette de le transformer en un pOInt .• 

Betti étudie ensuite les trois exemples de la lettre précédente. 
à la lumière de cet éclairage nouveau. Prenons, pour fixer les 
idées, le cas de l'espace compris entre deux sphères concentriques: 

• Si l'on restreint la surlace externe et si l'on distend la surface 
interne de manière à les rendre infiniment voisines, l'espace perd une 
dimension et se transforme en une surlace sphérique, laquelle peut se 
réduire à un point. lorsqu'on lui lait subir une section ponctuelle. CeUe 
section qui a une dimension de moins que son image dans l'espace de 
départ: correspond par conséquent à une section linéaire (:,. Donc .un 
espace de ce type est rendu simplement connexe au moyen dune sechon 
linéaire, et son ordre do connexion sera (0, 1). » 

Betti termine par deux remarques intéressantes, qui seront 
développées dans le mémoire de 1871 : 

• En généralisant. on voit qu'un espace à n dimensions peut, par 
dilatation continue et sans déchirure. se réduire à un espace à n-1 
dimonsions. Au moyen de sections ponclueUes, celui-ci so réduit à un 
espace à n. - 2 dimensions, puis à n - 3 dimensions et ainsi de suite, 
jusqu'à ce que l'on aboutisse à un point. Aux premières sections p~nc
Luelles correspondent des sections linéaires, aux deuxièmes des sechons 
superficielles simplement connexes ... , aux dernières des sections à n-1 
dimensions. Le nombre des sections linéaires est égal au nombre des 
modules do périodicité d'une intégrale d'ordre n -1 ; le nombre des 
sections superficielles simplement connexes est égal au nombre de 
modules de périodicité d'une intégrale d'ordre n - 2 ...• le nombre ~e 
sections il n - -1 dimensions est égal au nombra de modules de pérIO
dicité d'une intégrale simple .• 

Ces lettres sont importantes pour notre histoire, car elles 
contiennent le squelette de l'article de 1871. Elles montrent que 
les idées de Betti sur la topologie n'ont guère évolué durant les 

(1) On rcconno.tl ici le dio!:,'l'amme de Listing. 
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six années qui séparent. les discussions avec Riemann du mémoire 
en questi.on. La grande influence du mathématicien de Gôttingen 
sur Betti apparait ainsi en pleine lumière : septembre 1863 
conversation avec Riemann; 6 et 16 octobre de la même année' 
leUres à Tardy; 1871, parution du travail dans les Anna/i. L~ 
principal mérite de Betti en cette matière est donc d'avoir fait 
connaitre rapidement les importantes découvertes dont Riemann 
l'avait fait dépositaire. 

3.3. Le mémoire d. 1871 

3: 3.1. La notion de variélé. - Dans le mémoire que Betti 
pubh~ en 1.871 [6 bl, il étudie certaines propriétés des espaces 
a n dImenSIOns. /1 commence par préciser ce qu'il entend sous 
cette désignation : 

Il Soient =1' ... , Zn, n variables qui prennent toutes les valeurs réelles 
de moins l'infini à plus l'infini. Nous appellerons espace à n dimensions 
10 champ n fois infini des systèmes de valeurs de ces variables, et nous 
le noterons Sn· Un système (z~ 1 ••• t :;~) déterminera un point Lo de cet 
espace, dont;;~ 1 •• "z~ sont Jes coordonnées. Un système de nt équations 
~ét~rmincra un c?amp des systèmes des valeurs des n - m variables 
Independantes, qUi sera un espaco à n - m dimensions, contenu dans S. • 
[6 b, p. HO]. n 

Rappelons .qu'une définition semblable avait déjà été donnée 
par Gauss (vOIr p. 35). Plus loin Betti écrit: 

• « S~it F(,!, ... , ::,,). = 0 (1) l'équation d'un espace S._l à n _ 1 
dimenSions. SI la fonchon F est continue et a une seule valeur pour 
toute va.leur r,éeHe des coordonnées, 8 11 _ 1 séparera, en gënéral, Sn en 
deux régIOns, 1 une po?r !aquelle F < 0, et l'autre pour laquelle F> o. 
Q,n ne P?urra t par varl?hon continue du système de coordonnées, passer 
d un pOInt de la premIère région à un point de la seconde, saos passer 
par un système d. valeurs satisraisant l'équation (1) ... Si, du système 
des valeurs des coordonnées d'un point quelconque de l'une des régions 
on peut passer, par varjation continue de ces coordonnées ft tout autr~ 
poil!t de I~ mè~e région, sans passer par des valeurs de; coordonnées 
vérlllant 1 équatIOn de S._l' la région est dite connexe .• 

Be~ti in~erprète donc .~nalytiquement les concepts d'espace 
à n dImenSIOns, de frontlere et de connexe. Sa définition des 
« esp~ces » est cependant trop restrictive. Car toutes les variétés 
défiOles.de cette (?son s.o~t bilatè~es [voir Poincaré, 72 b, p. 200]. 
On obtient .Ia genérahte souhaItée en considérant la variété 
comme défiOle par un système de n équations 

.T1 - T1(y" ... , Ym ), ... , xn ';;E:;I T"{Y11 .. . 1 Ym ), 
où les y sont des variables indépendantes. 
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3.3.2. Les nombres de Belli. Le Ihéoreme fotldamenlal. - L. 
paragraphe 3 du mémoire de Betti comprend deux parties bien 
distinctes, dont la première est consacrée à l'ordre de connexion. 
Après avoir rappelé que cette notion fut envisagée par Listing 
pour les espaces ordinaires ct par Riemann pour les surfaces, 
l'auteur reprend la définition qu'il a donnée dans la le Ure du 
G octobre, en l'étendant aux espaces à n dimensions: 

• Outre la connexion linéaire, qui seule se présente pour les surfaces, 
j'ai remarqué que, dans les espaces à. plus de 2 dimensions, on pouvait 
considérer d'autres sortes de connexion. Si, dans un espace R ft n di men· 
sians limité par un ou plusieurs espaces li. n - 1 dimensions, chaque 
espa~e fermé à m dimensions, avec m < n, est le contour d'une partie 
d'un espace connexo li. m + 1 dimensions entièrement contenue dans R, 
nous dirons qua R a la connexion '1 pour le genre m. Si un espace R a 
la connexion 1 pour toutes les dimensions, il sera dit simplement connexe. 
Si, en revanche, on peut imaginer dans R un nombre Pm d'espaces 
fermés à m dimensions, qui ne peuvent pas former le contour d'une 
partie connexe d'un espace à m + 1 dimensions, entièrement contenue 
dans R, et lels que tout autre espace li. m dimensions forme seul, ou 
avec une partie, ou encore avec la totalité des Pm espaces, Je contour 
d'une portion connexe d'un espace li. m + 1 dimensions, entièrement 
contonue dans R, nous dirons que R a la connexion Pm + 1 pour le 
genre m .• 

Betti présente ensuite les quatre exemples de la lettre à Tardy. 
Dans la deuxième partie de ce paragraphe, l'auteur démontre, 

en se servant d'une méthode calquée sur celle que Riemann avait 
employée en pareille circonstance, le théorème [ondamen~al, 
dont le contenu indique que les diITérents ordres de connexIon 
dépendent exclusivement de l'espace considéré, et non des 
coupures choisies. Tout comme Riemann, Betti entame son 
raisonnement par le lemme: 

cr Si un système D, d'espaces fermés li. m dimensions, forme, avec 
un autre système F d'espaces Cermés à m dimensions, Crontière complète 
d'un espace $.+1 à m + 1 dimensions qui soit simplement connexe 
et entièrement contenu dans R, et si un autre système E, d'espaces 
fermés à m dimensions, forme avec F frontière complète d'un espace 
à. m + 1 dimensions qui soit simplement connexe et entièrement contenu 
dans R, alors le système D Cormera avec le système E le contour d'un 
espace simplement connexe li. m + 1 dimensions, entièrement contenu 
dans R .• 

Puis Betti énonce le théorème fondamental : 

cr Si l espaces fermés li. m dimensions Al' ... , A, ne peuvent pas 
lormer seuls, mais forment avec lout autre espace fermé à m dimen· 
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sians, le contour d'un espace connexe à m + 1 dimensions entièrement 
contenu dans R, et si un autre système de t'espaces fermés à m dimen
sions BI' .. "B,·, jouit de la même propriété, alors t = t'. 

En etTet, supposons l' > 1. Si C est un espace Cermé quelconque 
à m dimensions, le système (Al r •• • , A" C) formera aussi bien que le 
système {Al' .. "Ah BI' le contour d'un espace simplement connexe 
à m + 1 dimensions, entièrement contenu dans R. Dès lors, le système 
(A, t A3' ... , A, 1 C) formera aussi bien que le système (AIl A3' ... 1 

A, 1 BI)' avec Al' contour d'un espace à m + 1 dimensions, entièrement 
contenu dans R. Du lemme précédent on déduit que le système (B" A., 
.11 31 ••• , A, 1 C) forme le contour d'un espace à m + 1 dimensions, 
entièrement contenu dans R. Le système (B" A., A., •.. , A,) Corme 
donc avec un espace quelconque le contour d'un espace à m + 1 dimen
sions. En continuant à remplacer les A par les B on verrait finalement 
que le système (B, • ••. , B,) Corme Crontière avec tout autre espace Cermé, 
d'un espace à m + 1 dimensions, et quo, par conséquent, il forme aussi 
avec BH1 contour d'un tel espace, entièrement contenu dans R; ceci est 
en contradiction avec la supposition t' > t. On montrerait de la même 
manière que t> t'est impossible. Donc t = t'. n 

3.3.3. Crilique de la démonslralion du lhéorème fondamenlal. 

1. Le théorème dont nous venons de parler, qui autorise la 
définition des divers ordres de connexion, est évidemment fonda
mental. Il importe donc de le placer sur des assises solides. Cela 
n'est pas le cas ici. En eITet, tant Riemann que Betti se sont 
appuyés sur un lemme tenu pour exact par eux simplement à 
cause de l'évidence dont il semble revêtu; or cette proposition 
n'est vraie, d'une manière générale, que sous certaines conditions. 
Une fois le lemme convenablement modifié, la démonstration 
indiquée par ces deux auteurs n'est plus valable. Les critiques 
que l'on peut avancer à l'encontre du lemme sont en partie 
dues à A. Tonelli [90]; il fut le premier à remarquer « qu'il 
n'avait été donné aucune démonstration rigoureuse de cette 
importante proposition servant de base à la définition de l'ordre 
de connexion d'un espace multiplement connexe D. Tonelli 
apporte trois précisions: 

1) Tous les espaces qui constituent l'ensemble F sont néces
saires pour former contour aussi bien avec E qu'avec D ; 

2) Une partie de D, de E ou de F ne doit pas former frontière 
à eIle seule; 

3) Il est faux de dire que l'espace dont la frontière est formée 
par les systèmes D et E est connexe. Tonelli donne un exemple 
dans lequel cet espace contient deux parties disjointes (cf. fig. 15). 
Ce même exemple montre aussi que l'espace limité par D et E 

\ 
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, t as nécessairement égal à la « somme li ou à la « différence n 

n
d 

eS eipaces ayant respectivement D et E, et E et F comme [ron-
es . R. 

tière, comme le prétendait lemann. 

FIG. 15 

2. La critique suivante, qui ne ~gure pas chez. T~nelli, enlève 
à l'argumentation de Riemann-Betti son ressort p~mClpal. Voyons 

lutôt! On a montré [71 a, p. 29] que, pour etre correcte, la 
~oncIusion du lemme doit s'énoncer: l'ensemble des espace~ non 
communs à D et à E forment fronti~re complète ... Exammons 
maintenant la démonstration en question, à la lunuere de cette 
condition supplémentaire. En premier lieu, on. ne I!eu~ natureIle
ment pas exiger que tous les éléments .de 11. sO.lent md~spensables 
pour former frontière avec C, sans quOi celUi-cI ne serait plus tout 
à fait quelconque. Soit alors 11,(A.,) un système tel que: 

A,(11 •• ) C = RdSm+1 

et 
11,(A •• )B, = RdS~+1. 

D'après le lemme modifié : (A.,) - (A.,) B~ C = Rd S~~, 
et le raisonnement de Riemann-Betti ne peut pas etre pourSUivI, 
saur toutefois lorsque: 

A,(A •• ) (A.,) = (A" ... , A,) avec (A.,) (\ (A.,) = ", 
exigence qui enlève à C l'arbitraire voulu. Ensuite, on a dû 
admettre que parmi les systèmes formant frontière avec C. 
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respectivement avec B, il se trouvait au moins un élément 
commun. C n'est alors plus quelconque. 

E. Bortolotti [7J émet des criUques à peu près semblables: 

0; Ou bien les espacos Al' .. "1 A, sonl vraiment nécessairos pour 
former contour avec BI. cl alors, comme Bt est l'un quelconque des 
éléments de BI, .. " B" les mémes l!lémenls seront encore nécessaires 
pour former contour (lYec D". Du lemme on déduit que Dl el BI forment 
contour à eux deux, ce qui est conlraire à l'hypothèse faite sur Je sys
tème B. Ou seulement quelques-uns des éléments du système Al, .... A, 
sont nécessaires pour former contour avec B t ; appelons alors Al un 
élément non nécessaire. Le système AI' A31 .. " A,. Bt forme donc 
contour li lui seul, elle lemme n'est plus applicable . • 

3. Ni Riemann, ni Betti, ni leurs premiers disciples n'ont 
entrevu le besoin de compter plusieurs lois une même variété, idée 
qui permettra une algébrisation fructueuse de la notion de fron
tière. Ce n'est que plus tard que Poincaré envisage cette possi
bilité. Occupé à répondre à une critique de Heegaard, il remarque 
que sa définition des nombres de Betti différait de celle donnée 
par BeW. 

CeUe histoire, bien que débordant légèrement du cadre de 
notre étude, mérite d'être contée, au moins à grands traits. Dans 
un mémoire de 1895 [72 c, ou 72 b, p. 228), Poincaré énonce le 
théorème suivant: 

« Donc Pp = Pli_p ' Par conséquent, pour une variété fermée, les 
nombres de Betti également distants des extrêmes sent égaux .• 

Dans sa thèse, Heegaard révèle [40 b ou 40 b' J que ce théorème 
est inexact. A cela, Poincaré rétorque en 1899 dans son Complé
menl ct l'analysis si/us [72 d, ou 72 b, p. 290 sq.J : 

« Avant d'examiner les objections do M. Hecgaard, il convient de 
faire une distinction. Il y a deux manières de définir les nombres de 
Belli. Considérons une variété V que je supposerai, par exemple, fermée; 
soient "1 t Vz 1 •• • , (.In 1 n variétés à p dimensions, faisant partie de V. 
Jo suppose qu'on ne puisse pas trouver de variétés à p + 1 dimensions 
faisant partie de V, ct dont "l' .. "' v" constituent la rronlière complète; 
mais que, si on leur adjoint une (n + 1)" variété à p dimensions que 
j'appellerai "n+ 1 et qui Cera partie de V, on puisse trouver une variété 
il p + 1 dimensions, Caisant partie de Y, dont "1' "li' .. . , "n, Vn + 1 cons
titue la Crontière complète et cela de quelque manière que l'on ait choisi 
la (n + 'l)e va,.iété ""+1' Dans ce cas, on dit quo 10 nombre do Betti 
est égal à n + l pour les varié lés il p dimensions. C'est la définition 
adoptée (lar Belli. 

• Mais on peut donner ·une seconde définition. Supposons que l'on 
puisse trouver dans V une variété il p + 1 dimensions, dont "l' "l' .. . , "n 
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constituent la frontiére complète; j'exprimcl'ai ce fait par la relation sui
vanto : VI + Va + ... + "n - D, que j'appellerai uno homologie. 

• Il pourra se Cnire quc, sur ln frontière complète de notre vOl'iétê 
à P + .. dimensions, une même Yarii!té "1 se retrouve plusieurs Cois; 
dans cc cas, clic figurera dans le premier membre de l'homologie avec 
un coefficient. qui devra êlre un nombre entier. D'après celle définition, 
on pellt additionnel' les homologies, les souslraire les uncs des autres, 
les multiplier par un nombre entier ... 

• Celle secende définitien, qui cst celle que j'ai adoptée dans 
l'i1nalysis situs, ne concorde pas avec la première. 

• Le théorilme énencé plus haut et critiqué par M. Heegaard est vrai 
pour les nombres de Delli définis de la seeonde manière, ct faux pour 
les nombres de Belli définis de la première manière . .. 

Et plus loin : 
• La démonstration que j'en ai donnée dans l'Analysis situs semble 

s'appliquer également bien aux deux définitions des nombres de Betti; 
elle doit donc avoir un point faible, puisque les exemples qui précèdent 
montrent suffisamment que le théorème n'est vrai que pour la première 
définition .• 

L'étude de ce « point faible. va servir de départ à tout ce 
mémoire, essentiel pour le développement de la topologie. 

4. Il se dégage de ces considérations quelques idées qui pré
sentent un certain intérêt pour l'histoire des mathématiques. 

Le lemme, sur lequel Betti appuie son théorème, traduit 
d'une certaine manière la transitivité de la relation . lorme fron
tière ' . On ne raisonne donc plus sur des objets géométriques, 
mais sur des systèmes d'objets, que le lemme permet de substituer 
le3 uns aux autres, selon des règles bien déterminées, comme en 
algèbre les lois de combinaison des équations permettent de 
substituer les grandeurs grâce à la transitivité de l'égalité. CeUe 
algébrisation devait devenir effective avec les travaux de Poin
caré, qui eut l'idée d'introduire un formalisme adéquat. 

• Et l'on ne doit pas sous-estimer l'avantage qu'un formalisme bien 
adapté apporte aux recherches ultérieures, en ce qu'il devanco pour 
ainsi dire la pensée. [50 b, l. l, p. 1.88]. 

On reconnait ici l'un des processus caractéristiques de la 
pensée géométrique au XiX· siècle: remplaeer l'intuition spatiale 
par des considérations arithmétiques ou algébriques. Ce processus 
est l'analogue de celui que l'on rencontre en analyse à la même 
époque, auquel Klein donna le nom d'arithmétisation des 
mathématiques [50 h, t. 2, p. 232-240J, et qui trouva en Weier
strass son principal promoteur. A cette tendance, on peut, outre 



86 L.I TOPOLOGIE ALGÉBRIQUE 

l'influence de la crise de rigueur amorcee par Cauchy, Abel et 
Gauss, attribuer une double origine. D'abord, le monde mathé
matique prend conscience des erreurs énormes que l'int.uition 
peut nous faire commettre, lorsqu'elle n'est pas soumise au 
contrôle rigoureux de la logique. Il suffit de penser à l'exemple 
classique des fonctions continues sans dérivées ('), qui arracha il. 
Poincaré l'exclamation : CI Comment l'intuition peut-elle nous 
tromper à ce point? ; ou encore à la découverte de Cantor (1877) 
sur la possibilité d'une correspondance biunivoque entre l'espace 
numérique linéaire ct l'espace numérique à n dimensions, décou
verte qui fit dire à son auteur: CI Je le vois mais je ne le crois pas» 
(voir p. ll8). Ensuite, l'algébrisation complète des concepts 
géométriques est encore liée au développement de la notion 
d'espace à n dimensions qui émerge aux environs de 1850 (voir 
p. 35). Elle est aussi un effet de l'état d'esprit suscité par la 
pratique de la géométrie analytique. 

3.3.4. Les derniers paragraphes. - Riemann, on s'en souvient, 
avait donné deux définitions différentes de l'ordre de connexion, 
l'une basée sur le nombre de sections transverses, l'autre sur le 
nombre maximal de courbes fermées ne formant pas frontière. 
Betti, qui n'a traité jusqu'à présent que de la seconde, introduit 
(§ 4) la notion de section transverse, tout en indiquant des pro
priétés s'y rapportant. Après cette préparation, il consacre le 
paragraphe 5 à démontrer le théorème suivant: 

« Pour rendre simplement connexe un espace fini R à n dimensions, 
au moyen de sections transverses simplement connexes, il est nécessaire 
ct suffisant d'y laire Pn-l sections linéaires, Pn-I secHons à deux dîmen· 
sions, Pn- ~ à trois dimensions, ... , Pl à n -1 dimensions, si Pl + 1, 
Pt + 1., ... , Pn-l + 1. représentent respectivement les ordres do 
connexion pour les dimensions 1, 2, .. " n -1 .• 

Voici quelques exemples : 

a) Ellipsoïde: 
Pl = 0, aucune section superficielle 
p, = 0, aUCUDe section linéaire 

b) Espace compris entre deux sphères concentriques: 
Pl = 0, aucune section superllcieJIc 
PI - 1, une section linéaire 

(1) L'histoire de ces toncllons est retracée dons un ouvrage de J. H. MAN· 
UR'" [641. 

1 

1 
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c) Espace intérieur au tore: 
Pl -= l, une section superficielle 
p, = 0, aucune section linéaire 

d) Espace compris enlre deux lores intérieurs l'un à l'aulro : 

p, = 2, deux sec lions superficielles 
Pl c:: 1, une section linéaire. 
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Dans la dernière partie, Betti interprète Pl et P.-l comme 
périodes de certaines intégrales. Riemann avait déjà montré que 
le nombre Pl est susceptible d'une telle interprétation. Plus tard, 
Poincaré a généralisé ce résultat [72 b, p. 209-212), montrant 
que tous les nombres de Betti pouvaient être interprétés de la 
sorte. 

3.4. Conclusions 

Cc travail de Betti marque une étape importante dans 
l'histoire de l'ana/ysis si/us. Pour la première fois, une publication 
traite de problèmes qui relèvent de la topologie des variétés 
à n dimensions. Ce mémoire n'a pas passé inaperçu. JI est cité 
dans les Œuvres de Riemann [78 c', p. 419}, dans les deux mémoires 
de Dyck (voir p. 13/ sq. ), dans l'ouvrage classique de Picard 
[71 a, p. 19J qui utilise la notation de Betti (p pour les différents 
nombres de Betti, / = l' dans l'énoncé du théorème de Riemann, 
S pour espace), de même que dans le monumental ouvrage de 
Poincaré. Bien entendu, les démonstrations, encore tres intuitives, 
manquent souvent de rigueur. 

7 



CHAPITRE III 

LA TOPOLOGIE 
AU SERVICE DE LA GÉOMÉTRIE 

§ 1. MÔBIUS, ou LA REMARQUABLE ORIGINALITÉ 

P'UN SEPTUAGÉNAIRE 

1 .1. Généralilés 

Commençons par replacer, dans leur contexte historique, les 
dilTérents textes qui forment la matière de cc paragraphe. 

Dans sa séance du 8 février 1858, l'Académie des Sciences 
de Paris mit au concours, pour son Grand Prix de Mathématiques 
de 1861, la question suivante: 

Perfeclionner, en quelque point important, la tMorie géométriquo 
des polyèdres [96]. 

August Ferdinand Môbius, alors âgé de 68 ans, se décide à 
concourir. D'après Curt Reinhardt, qui a étudié les manuscrits 
laissés par Môbius, 
• il semble que ce travail ait eu pour but initial l'énumération do tous 
les polyèdres possibles de n sommets, mais que les formidables diffi
cultés de ce problème détournèrent son auteur de la voie primitive, 
pour l'amener à étudier, plus spécialement, les questions d'aire et de 
volumo de polygones et de polyèdres. [77]. 

Avant la date limite du concours, fixée au 1·' juillet 1861, 
l'Académie reçoit huit mémoires, parmi lesquels celui de Môbius, 
dont le français très approximatif rendait la compréhension dif
ficile. Ce travail, intitulé Mémoire sur les polyUres, et portant la 
mention • Tentasse juvat » {'l, comprend 100 pages réparties 
en 62 paragraphes. Il se compose, grosso modo, de deux parties. 

Dans la première, après avoir étudié avec minutie les notions 
d'aire d'un polygone et de volume d'un polyèdre, Môbius les 
généralise aux cas extraordinaires où le périmètre d'un polygone, 

(1) Ce qui compte, c'est d'avoir essayé J 

1 
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OU d'un polyèdre, se recoupe lui-même. Il observe que la relation 
obtenue pour le calcul du volume d'un polyèdre est valable 
seulement si ses arêtes vérifient la ( loi des arêtes D. L'étude des 
exceptions dont souITre celle loi l'amène ensuite à la découverte 
des polyèdres unilatéraux {'l, et de leurs principales propriétés. 

Dans la deuxième partie, il définit la corrélation élémentaire 
(on dit aujourd'hui transformation topologique) et établit une 
classification des surfaces qui s'appuie sur ce nouveau principe. 

Ce travail ne fut pas jugé digne du prix, malgré, ou peut-être 
à cause de la grande nouveauté des résultats qu'il contenait. 

Dans le rapport présenté au cours de la séance du 23 dé
cembre 1861 [97], le jury du concours déclarait en eITet qu'aucun 
des huit travaux présentés ne répondait pleinement à la question 
proposée, que le prix n'était pas décerné et que la question était 
remise au concours pour l'année 1863. Du rapport des commis
saires (Liouville, Lamé, Chasles, Bertrand et Serret), nous retien
drons la phrase suivante : 

• D'autres mémoires renferment des théorèmes nouveaux et inlé~ 
fessants, mais la commission n'a pas jugé que les démonstrations fussent 
suffisantes et eUe regrette particulièrement d'avoir il signaler la rédaction 
très défectueuse d. l'un des travaux qu'eU. avait snrtout remarqué . • 

Le mémoire • surtout remarqué • était-il celui de Milbius? 
Son français défectueux, son originalité et les ratures nombreuses 
qui l'aITligent nous incitent à le penser. On imagine aisément 
l'intérêt qu'aurait pour nous la connaissance du jugement exact 
de la commission. Un nouveau rapport, présenté au cours de 
la séance du 28 décembre 1863 [98J, signale qu'aucun nouveau 
mémoire ne mérite le prix, et que la question est définitivement 
retirée. 

Aussi notre auteur se décida-t-il à publier deux mémoires, 
recouvrant assez complètement le travail présenté au Grand Prix. 
Il s'agit de Théorie de la corrélation élémentaire (') et de Sur la 
détermination du volume d'un polyUre {'l, parus respectivement 
en 1863 et en 1865. 

Nous allons maintenant examiner ce travail, en nous référant 
à la version publiée. Cependant, chaque fois que cela sera utile à la 
compréhension, nous aurons recours au mémoire original, qui est 
conservé dans les archives de l'Académie des Sciences de Paris ('). 

('l Terme dont a'est servi MUbius. 
(' ~6 b]; ou oU88i [66 a], t. 2, p. 433-471. 

l, 66 cl; ou oU8s1 [660], t. 2, p. 473a 512. 
f, OU8 écrirons G.P. pour Grand Prix. 
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1. 2. La corrélation élémenlaire 

1.2.1. La corrélation élémenlaire commelransformation. :- La 
notion de corrélation (1) - on dit aujourd'hui la translormatl~n
est l'âme de cet article. Môbius, qui l'a étudiée plusieurs lOIs au 
cours de sa carrière a puissamment contribué à en faire ce prin
cipe d'une rare léc~ndité que l'on r~nc0',ltre de no~ jouys dan.s 
presque tous les cantons de la mathematlque. AussI I{lem a-t-Il 
pu écrire : 

« Mobius n'a pas rormulé clairement le concept moderne ~e groupe.i 
cependant, son idée de corrélation lui est pratiq~ement ,éqUivalente; a 
travers celte constatation, on peut dire que M6blUS est 1 un des précur· 
seurs du Programme d'Erlangen. [60 c, note au bas de la p. 118]. 

Dans la deuxième partie de son fameux Calcul barycenlrique 
de 1827 [66 d ; ou 66 a, t. l, p. 1-388], intitulée:« De la corrélation 
entre figures et des classes de problèmes qui en découlent " 
il introduit u~e corrélation qu'il nomme. égalité et similitude D, 

et qui correspond à la transformation que les géomètres de notre 
temps appellent une isométrie. Puis il définit l'affinité (§ 144) 
et la colinéation (§ 217). C'est finalement 80 pages qu'il consacre, 
quelques années plus tard, à la Kreisverwandischafi (S) [66 e; 
ou 66 c, t. l, p. 243-314]. ., 

Dans notre cas, il s'agit de la corrélation élémentaire. MôblUs 
la définit au paragraphe 1 (voir aussi G.P., p. 64, § 44). 

e Deux figures seront dites en corrélation élémentair~r lo~squ'à 
tout élément infiniment petit de l'une correspond un élément mfimment 
petit de l'aulre, de telle manièro qu'à deux élémen~ qui se touchent (') 
dans la première correspondent deux éléments qUI se touchent dans la 
seconde' ou aussi: deux figures sont en corrélation élémentaire, lorsqu'à 
tout poi~t de l'une correspond un point de l'autre, de. telle manière qu'à 
deux points infiniment voisins correspondent toujours deux points 

(l) Ccst la traduction que ~1ôBlUS donne du mot Verwandt.ehafJ danlie 
mémoire adressé li. l'Acad6mie (G.P., p. 64, § 44). 

{2} Deux plans sont en Kreiluerwandl,ehafllorsque: 1. Chaque point de 
l'un a un soul correspondant dans l'autre; 2. Quatre points qui appor
Liennent li. un cercle de l'un ont leur correspondant situé sur un corcle de 
l'autro. l' f MonlUs aJouto : c En Dccord avec le principe de cont nUlt6, nous crana 
encore l'hypothèse qu'ô deux poinla infiniment voisins de l'un correspondent, 
DU moins en général, deux pointa infiniment voisins de l'outre. [66 a, t. 2, 
p. 24B). d'fi Itl On peut voir dons ce principe do continuité l'ancêtre de la c n on 
d'une tronsformoLÎon topologique quo Môslus donne 80U5 la dénomination 
de corrélation élémentaire (voir p. OO). 

(:I) Antinander grtnzendtn Eltmenlen. 

l 
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infiniment voisins. Dès lors, une ligne ne peut être cn c.e. (1) qu'avec 
uno ligne, une surface avec une surface ct un corps spatial avec un corps 
spatial. » 

Dans le manuscrit envoyé au Grand Prix (p. 65), il ajoute: 
• Si par exemple nous imaginons une surface de sphèro parfaitement 

flexible et élastique, toutes les formes possibles dans lesquelles on peut 
la mettre par flexion et expansion (sans la déchirer), seront corrélatives 
entre elles. La surface de chaque polyèdro eulérien cst corrélative à unc 
surface de sphère. Au contraire, une surface de sphère et la surface 
annulaire du paragraphe U (tore) ne sont point corrélatives entre elles. 
Il n'est pas possible de figurer la surface de la terre sur une surface 
annulaire de manière que 2 à 2 points différents de l'une surface répon· 
dent à deux points différents de l'outre (sic) .• 

Nous avons ici un exemple significatif du mauvais français 
de Môbius, qui a peut-être découragé le jury du Grand Prix. 
Relevons aussi que c'est dans ces lignes qu'apparaît pour la 
première fois la géométrie du caoutchouc, pour qui la surface de 
chaque polyèdre eulérien est équivalente à la surface d'une sphère. 

L'idée centrale de cette théorie est ainsi définie d'une façon 
claire, au moyen de termes auxquels on peut donner une signi
fication mathématique précise. Cette définition a sur toutes 
celles ayant cours à cette époque (Euler, Listing, Poinsot, 
C. Neumann) un avantage décisif: elle n'exige plus qu'il existe 
une délormation physique transformant une figure en une autre, 
mais simplement que l'on puisse établir certaines correspondances 
entre les éléments qui les constituent. On est maintenant en 
mesure de l'appliquer à des ensembles abstraits, sur lesquels 
l'intuition n'a plus prise, et qui ne sont par conséquent pas délor
mables les uns dans les autres. Le champ d'action de notre science 
s'en trouve considérablement élargi. 

1.2.2. La classificalion des surfaces. - La suite de ce travail 
s'édifie selon le plan suivant : 

a) Classification des surfaces planes d'après le critère de la 
corrélation élémentaire; 

b) Décomposition des surfaces en surfaces que Môbius nomme 
surfaces primitives; la nature et l'ordre de succession de celles-ci 
permettant de faire correspondre à la surfacé étudiée un schéma 
qui la caractérise du point de vue topologique. Ces considérations 
conduisent vers un théorème que l'on peut qualifier de lon
damental; 

(1) Abréviation que noul utiliseronl dorénavant pour corrélation 
élémentaire. 



92 LA TOPOLOGIE ALGÉBRIQUE 

c) Etude d'une méthode qui évite les manipulations géomé
triques indiquées en b). 

1. Considérations preliminaires. - Après avoir établi que 
deux lignes ouvertes de longueur finie sont corrélatives, et qu'il 
en va de même pour deux lignes (ermées, Miibius énonce et 
démontre ( § 5) la proposition suivante, qui joue un rôle consi
dérable dans cette théorie : 

c Deux surfaces planes sont corrélatives si et seulement si elles sont 
limitées par le même nombre do contours . • 

Il est (rappant d'observer qu'une proposition aussi évidente 
est démontrée, et non pas simplement admise sans réserve, 
comme c'était encore souvent le cas dans la mathématique de 
cette époque. C'est assurément là une manifestation de la crise 
de rigueur dont a été témoin le XIX. siècle. Voyons comment 
Môbius démontre la première partie de ce théorème, lorsque les 
deux surfaces sont limitées par une seule courbe (rontière ; soit cp 
et cp' les deux surfaces, A un point quelconque de cp, A' son cor
respondant sur cp', fi' f., ... , f. une infinité de lignes (ermées infi
niment rapprochées et s'enveloppant les unes les autres, 11 partir 
de leur centre commun A et jusqu'à la (rontière f de cp; f est à 
son tour décomposée en éléments infiniment petits par des points 
F" F •... En joignant chacun de ces points à 11, on a partagé cp 
en secteurs infiniment petits F, AF .... Puis, on décompose de 
même cp'. On en conclut: 

• Lorsque, nnalement, on compte dans chaque surface les anneaux 
et les secteurs d'après l'ordre indiqué, et que l'on associe à l'élément 
commun au pB anneau et au q8 secteur de tp, l'élément commun au 
pB anneau et au q8 secteur de cp', on remarque, comme l'exige la défi .. 
nition de la corrélation élémentaire, qu'à deux éléments de cp qui se 
touchent correspondent deux éléments de cp' qui se louchent .• 

2. Le schéma. - A partir du paragraphe 6, Môbius développe 
une notion qui lui permet d'explorer avec succès l'ensemble des 
surfaces : soit une surface fermée cp que, pour simplifier, nous 
supposerons à courbure continue et ne se recoupant pas elle
même. Considérons un plan E qui, dans sa positio!l initiale, se 
trouve complètement au-dessus (au-dessous) de cp, et transpor
tons-le parallèlement 11 lui-même jusqu'à ce qu'il soit entière
ment au-dessous (nu-dessus ) de cp. Lors de ce déplacement, la 
première rencontre de cp et de E, ainsi d'ailleurs que la dernière 
se réduiront à des points, et il pourra y avo;r, . entre. ~es deux 
positions extrêmes, plusieurs contacts de cp et de c. On· construit 
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à partir de cette situation géométrique le schéma de la surfnce. 
L'exemple qui suit (voir fig. 16) illustre le principe de cette 
construction. 

(0) 

" a (ab) (c) 

" b 
(&cd) ---E 

" c (d) \"--"::-"'T - --E 

--- ---~~~~ :---E 
FIG. 16 (') 

E' coupe cpil en a, et en B le contact est elliptique; Et coupe cpil 
en b et en c ; en C le contact est hyperbolique' finalement • 

il dO b' 't • coupe cp en . n 0 tient plusieurs surfaces, qui ont respecti-
vement pour frontières: (a), (ab) (c), (bed) et (d). On forme alors 
le tableau, à trois colonnes, et le schéma de cpil s'écrit: 

(a) + (ab) + (c) + (bcd) + (d). 

A titre d'exemple, donnons encore le schéma de la figure 17 : 

(a) 

• (abc) 

bc 

d./ 
(bd) (a/l 

ghlk 
(dgh) (.1) (/k) 

(0') (h/m) (kn) 

lmn 
(lmo) (.p) 

op 
(opq) 

q 
(q) 

P) f66 al' fig. 5, p. 442. 
" ) 66 a, fig. 5, p. 445. 

FIG. 17 (') 
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Le schéma possède quclques propriétés intéressantcs, que 
Mübius exaoùne au paragraphe 8. En voici les principales: 

a) Les surfaces déterminées par les positions successives de & 

sont limitées par une, par deux ou par trois courbes. Ces surfaces 
se nomment respectivement union, binion et ternion ; 

b) Toutes les courbes de la colonne 2 sont dilTérentes ; 
c) En passant d 'un élément de cette colonne au suivant, le 

nombre de courbes varie d'une unité, à condition toutefois que 
lc schéma contienne au moins trois lignes. Cette constatation 
cntraine la proposition: 

« Le nombre de contacts entre une surlace fermée à courbure 
continue et un plan se déplaçant parallèlement Il lui·même est un nombre 
pair . • 

d) Comme la surface 'P est connexe, on doit pouvoir aller de 
chacun de ses points à tous les autres, sans quitter 'P ; il est donc 
toujours possible de placer entre deux surfaces disjointes du 
schéma, une suite d'éléments tels que deux éléments successifs 
aient toujours une frontière commune. Ainsi par exemple, dans 
la surface de la figure précédente, on peut placer, entre les deux 
parties (a) et (fIc ), les surfaces (abc), (cef). Lorsque cela est impos
sible, on est en droit d'affirmer que le schéma représente deux 
ou plusieurs surfaces distinctes; c'est le cas pour le système repré
senté par le schéma suivant: 

a 

be 

d 

(a) 

(.c)(b) 

(e)( bd) 

(d) 

dans lcquel on ne peut passcr d'aucune des trois surfaces (a), 
(oc), (c) à une surface (b), (bd), (d) ; la raison en est que ce schéma 
représente les deux surfaces fermées 

(a) + (oc) + (c) et (b) + (bd) + (d). 

Plus loin (§ 10), lIIilbius démontre, en utilisant un raisonne
ment semblable à celui que nous avons cité à la page 92, l'impor
tant théorème : 

« Chaque union. binion et ternion peut êlre mis cn c.e. avec une 
surface plane limitée rcspecliyoment par une. deux et trois courbes 
Cermées. D 
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3. Les formes primilives. - Le schéma permet maintenant 
(§ Il) de définir la notion de forme prioùtive, essentielle pour la 
suite: 

• Deux surfaces qui sont en c.o. avec une même troisième surface 
peuvent visiblement âtre mises en c.e. entre elles. Comme, dlautre part, 
chaque union est en c.e. avec une surlace plane limitée par une courbe 
fermée, les unions seront ëgalement en c.e. cntre elles. La m~mo argu~ 
mentation s'applique aux binions et aux ternions. 

CIl Plus généralement, lorsqu'une surface limitée par une ou plu
sieurs courbes fermées ne se recoupant pas elles~mêmes est en c.c. avec 
unc surface plane limitée par le même nombre de contours, on l'appellera 
forme primitive de première, de deuxième. etc., de ne classe, selon que 
le nombre de courbes qui cn forment la frontière vaut 1,2, ... , n. Par 
le même raisonnement que ci~dessus, et en usant des résultats du para
graphe 5, on voit que deux formes primitives de la même classe sont 
en c.o .. . 1 

Dans les lignes qui suivent, MlIbius donne un autre modèle 
pour les surfaces de classe n; à cette occasion, il présente la 
projection stéréographique comme transformation topologique: 

CIl Une surface sphérique F munie de n ouvertures est une forme 
primitive de classe n. En effet, soit a l'une quelconque des n ouvertures, 
et A un point de F intérieur à a; projetons alors F il. partir de A sur 
10 plan normal au diamètre passant par A . On obtient ainsi sur ce plan 
n - t courbes fermées enveloppées par la projection de a. La surlace F 
et sa projection sont en c.e. ; il suffit pour le voir de faire correspondre 
à un point de F sa projection sur le plan. Donc, une lorme primitive 
de classe n peut SB définir comme une surface qui est en c.c. avec une 
sphère percée de n ouvertures. Cette nouvelle définition a l'avantage 
sur J'ancienne do montrer que les n courbes formant le contour jouent 
le même rôle, aucune d'entre elles n'enveloppant les autres. 1 

4. Réduclion des formes primilives. - L'introduction du 
schéma (§ 6) est en quelque sorte une tentative d'algébrisation 
du problème posé par la topologie des surfaces. Poursuivant dans 
cette voie, Môbius explique (§ 11 et 12) comment certaines mani
pulations algébriques permettent de simplifier l'expression 
obtenue: 

• Nous savons que (§ tOI toute surlace lermée est décomposable, 
au moyen de plans parallèles, en formes primitives des trois premières 
classes. Lorsqu'il s'agit simplement de représenler une surface comme 
somme de formes primitives, en admettant l'uUlisation de classes d'un 
ordre quelconque, deux lormes suffisent toujours, comme l'établissent 
les considérations suivantes. 

• Tout d'abord, l'intuition montre que lorsque deux formes planes, 
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munies d'un nombre quelconque de contours, ont une frontière commune, 
sans toulefois posséder de surface en commun, elles constituent une 
seule forme dont le conlour est la réunion des contours des formes 
initiales, à l'exception cependant de la frontièro commune qui est 
supprimée. On a ainsi : 

(a) + (ab) = (b) 
(ab) + (be) = (oc) 
(a) + (abc) = (bc) 
(ab) + (bcd) = (acd) 
(abc) + (cde) = (aMe) . 

Appliquons cette remarque aux deux exemples étudiés plus haut 
(voir les fig. 16 ct 11) : 

1) 'Po = (a) + (ab) + (c) + (bcd) + (d) ; 
avec (a) + (ab) = (b) et (c) + (bcd) = (bd), il vient : 

'PD = (b) + (bd) + (d), 

ou, après la deuxième réduction (b) + (bd) = (d), 

'Ptt = (d) + (d) ; 

2) 'Pv = (a) + (abc) + (bd) + (cef) + (dgh) + (ei ) + ({k) 
+ (ge) + (him) + (kn) + (lmo) + (np) + (opq) + (q). 

On trouve finalement, en réduisant de proche en proche : 
'l'v = (kimop) + (kim) + (op). 

Pour terminer, Môbius fait voir que, moyennant l'introduc
tion de signes auxiliaires, tout schéma peut s'écrire comme 
somme de deux formes primitives identiques. Ainsi : 

'P v = (hiln) + (hiln). 

On débouche alors sur l'importante proposition du paragraphe 15 : 
, Il existe toujours un certain nombre de courbes lermées permettant 

de décomposer uno surface close en deux Cormes primitives, chacune 
d'elles étant limitée par toutes les lignes en question; le nombre de 
lignes indique la classe à laquelle la surlace appartient» (') . 

Ce théorème justine la définition suivante : • Une surface close est 
de classe n lorsqu'elle est décomposable en deux surlaces de classe n .• 

D'après ceci, une sphère, ainsi que la surrace de la figure 16 
(p. 93) sont de classe l, le tore est de classe 2, la surface repré
sentée Il la figure 17 (p. 16) est de classe 4. 

(1) Les IIpea fermées soot. des rèlro8ccUons, ot ln clnsse est. égale nu 
nombre maXImal de rêtros8cUons disJointes, ne morcelant pal Ja aurface, 
augmenté d'une unité. . , 
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Môbius continue en indiquant des représentations concrètes 
de la surface de classe n, représentations aujourd'hui classiques: 

1) Considérons deux sphères ne se coupant pas, chacune 
munie de n ouvertures, et relions-les deux Il deux par des tuyaux 
sans points communs. La surface ainsi construite est de classe n. 
En elTet, si l'on coupe chaque tuyau le long d'une courbe fermée, 
la surrace est divisée en deux sphères munies de n trous, qui sont 
précisément des formes primitives de classe n. 

2) Considérons encore une surface plane percée de n - 1 trous 
et [aisons-Ia coïncider avec une surface analogue, en imaginant 
que lorsque les n lignes de l'une se superposent aux n lignes 
de l'autre, l'une des surraces se dilate vers le haut, l'autre vers 
le bas. La surface obtenue est de classe n. On parvient au même 
résultat en perçant une surrace de classe 1 de n - 1 canaux 
n'ayant aucun point commun. 

Au paragraphe 16, MObius retrouve, comme conséquence de 
sa théorie, l'expression qui avait servi à Riemann de définition 
pour l'ordre de connexion: 

• Une surlace close de classe n est, d'après le paragraphe précédent, 
une surlace qui peut être divisée en deux larmes primitives par n lignes 
termées a, b, .. . , n .• ; 

il en déduit, par un raisonnement simple, que : 

Il Sur une surface close de classe nt on peut construire n -1 courbes 
[ermées ne la partageant pas .• 

Cette constatation nous amène à nous demander si Môbius a 
eu conDaissance des succès obtenus par Riemann en cette matière. 
L'absence de documents De nous autorise pas à répondre d'une 
raçon catégorique, mais deux raisons nous incitent à penser que 
ce n'était pas le cas. En premier lieu, il parait quasi évident que, 
retrouvant par des voies fort dilTérentes des résultats que 
Riemann avait publiés plusieurs années auparavant, il n'aurait 
pas manqué de le signaler, au moins dans le mémoire présenté 
à l'Académie. Ensuite, Môbius n'était pas un mathématicien 
universel. Il a travaillé, outre la statique et la mécanique céleste, 
presque exclusivement dans le domaine de la géométrie pure. 
Il est donc probable qu'il ignorait les détails des travaux de 
Riemann, récents et difficiles. 

5. Le l''éorême fondamenlal. - Le paragraphe 17 est consacré 
Il un théorème que l'on peut qualifier de fondamental, car il 
résout complètement le principal problème de la topologie des 
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surfaces closes unilatérales, savoir la détermination des co?di
tions nécessaires et suffisantes d'homéomorphisme. On parvient 
à ce théorème en réunissant les deux propositions suivantes : 

1) • Si deux surfaces '1' et 'l" apparUennent Il la même classe, 
on peul les meltre en c.e. En efTet, d'après le paragraphe 5, n lignes 
fermées suffisent li partager ta~t fP ~e cp' en deux formes primi~ives, 
disons X et ljI respectivement X et ljI • Ces quatre formes sont, sUivant 
le. résultats du paragraphe 11 (1), en c.e., de leUe sorte qu'à chacune 
des n frontières communes à X. et à '-JI correspond une frontière comm~nB 
à x' et à 1jI'. Il apparalt dès lors que l'ense~ble ob\enu par la réUnion 
de X et de ljI est en c.e. avec la réunIon de li. el de 1jI. 

2) • En revanche, deux surfaces apparte!lant Il des classes difTé
rentes ne sont jamais en c.e. En erret, consldé~ons pour comme~cer 
deux surfaces 'P et 'l" qui appartiennent respeclivemenl Il la première 
ot à la deuxième classe; construisons ensuite sur 'P' une courbe fermée a' 
ne la partageanl pas, ce qui esl toujours possible ,PW: hypolhèse, el 
raisonnons par l'absurde en supposant que cp et cp sOient en .c.e. La 
courbe a' devrait alors avoir son correspondant a sur tp. SOlt deux 
points P el Q de 'l', silués respectivemenl dans les de~. régions .déter
minées par a sur 'P, r une ligne joignanl P 01 Q, el R 1 mlerseclion de 
celle-ci et de a . finalement P' Q', r' et R' leur correspondant; R' devrait 
se trouver sur' a', puisque R' est sur a, et sur r', qui n'a aucun point 
commun avec a' ; c'cst évidemment impossible. qJ et q>' ne peuvent pas 
être en c.e. a 

Raisonnant de même, l'auteur démontre le théorème dans 
le cas général. La réunion de ces deux propositions s'énonce : 

• Deux surfaces apparUennent Il la même classe si el seulement si 
on peut les mettre en c.e. ,. 

Ce paragraphe s'achève sur une r~m?rque intéress:,nte, déjà 
formulée, quoique sous une forme dlfferente, par Riemann et 
Listing: 

• II serait logique de penser que parmi l'infinité de manières de 
partager une surface en formes primitives, certaines puissent exiger 
n lignes, d'autres ni. Cela ne saurait toutefois être car 1 comme démontré 
ci-dessus, UDe surface appartient la une seule classe. a 

6. Une mélhode algébrique. - Le but de cette dernière partie 
est annoncé par Môbius au paragraphe 18 : 

• On a montré (§ 13 et 14) comment, Il partir d'un nombre quelconque 
de Cormes primitives des trois premières classes représentant une &urface 
donnée, on déduit une expression constituée de deux formes primitives 

1') Voir p. 95. 

t 

1 

\ 
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seulement, déterminant ainsi la classe à laquelle appartient cette sur
face. Celle·ci peul aussi se calculer directement d'après 1. nombre de 
formes primitives de première et do troisième classe, c'est-à-dire sans 
qu'il soit necessaire d'effectuer, dans chaque cas particulier, les réduc
tions indiquées plus haut. En eftet, soit une surface décomposée en 
u formes primitives de première classe, en 8 de deuxième, et en t do 
troisième; le nombre total de lignes est alors égal il u + 2. + 3/, et 
comme chacune d'eHes est contenue deux Cois dans une telle décompo
sition, on obtienl, pour le nombre de lignes distinctes, Hu + 2. + 3/), 
d'où on tire que u et t sont soit les deux pairs1 soit les deux impairs. a 

Après avoir examiné les réductions introduites aux para
graphes 13 et 14, l'auteur arrive à la conclusion: 

« Au cours de ces deux sortes de réductions, tnnl le nombre de 
termes qui constituent la décomposition de la surface en formes primi
tives que le nombre de lignes distinctes ont diminué d'une unité. 
Après r réductions on aura: 

Nombre de termes = u +" + t-r; 
Nombre de lignes = Hu + 2. + 3/) - r; avanl et après chaque 

réduction; 
Nombre de lignes - Nombre de termes = 1(/- u) .• 

Môbius montre ensuite (§ 19) que u et 1 peuvent aussi se 
caractériser à partir d'éléments de la géométrie différentielle, 
u étant égal au nombre de points de la surface dont le contact 
avec un plan Eo, se déplaçant parallèlement à lui-même, est 
elliptique, 1 au nombre de points dont le contact est hyperbolique. 
Cela revient à dire qu'il existe une relation entre la classe d'une 
surface et la nature différentielle de certains de ses points. Une 
fois le nombre de termes réduit li 2, le nombre de lignes diminué 
de 2 unités est égal à ! (1 - u), et, comme le nombre de lignes 
a la même valeur que le nombre n qui indique la classe de la 
surface (§ 15), on a : 

n =! (I-u) + 2 (1) 

Cette façon d'envisager le nombre n suggère une dépendance 
entre la géométrie différentielle et la topologie d'une surface. Ce 
point de vue sera précisé par Dyck (p. 151) et Boy [9], puis 
généralisé par Hopf ('). 

7. Le lhéorème d'Euler. - M6bius se sert encore des dévelop
pements de ce mémoire pour fixer l'influence de la classe d'un 

(I) Heinz HOPF, Dfe Curvalurn inlegra Clirtord-KJeÎnscher Roumformen1 

Nachr. Ge,. \Vi" •. GiJllingen, GütUngan, 1925, p. 131-141. 



100 LA TOPOLOGIE ALGÉBRIQUE 

polyèdre sur l'énoncé du théorème d'Euler. La méthode utilisée 
est dilTérentc de celle qu'il avait exposée dan. le travail présenté 
Il l'Académie. II montre d'abord (§ 20) que tous ce. raisonnements 
restent valables 
• si au lieu de plans parallèles t't. Cl • •• • , on use d'une suite de surfaces 
sphériques aD, ait •• • 1 an 1 ••• telles que l,a surface à étudier soit en~iè
rcment siluéo entre ao ot an 1 ou plus géncralement encore, lorsque 1 on 
remplace la surface sphérique par une surface quelconque appartenant 
Il la premièro classe •. 

II peut alors écrire (§ 22) : 
• Supposons que les sommets et les arêtes du polyèdre soient 

émoussés d'une façon infiniment légère, de sorte que sa surfnce 1: se 
translorme en une surlace régie par les lois de la continuité; considérons 
ensuite une surface 'T de première classe qui enveloppe 1t', et rapetissons-la 
do manière qu'elle rencontre une rois chacun des sommets, des arêtes 
ct des fnces. Parmi les contacts qui apparaissent, ceux ayant lieu avec 
les sommets et les laces sont visiblement de nature elliptique; quant 
aux contacts avec les arêtes ils sont de nature hyperbolique. Si nous 
appelons E F ct K respectivement le nombre de sommets, de faces ct 
d'arêtes d~ polyèdre, u ct t vaudront E + F et K; 1. relalion (1) 
nous donne: 

ou aussi : 
n _ i(l- u) + 2 = i(K - E + F) + 2, 

E + F = K-2(n-2), 

équation qu'avait déjà obtenue Lhuilier .• 

Ce mémoire se termine par des considérations sur la topologie 
des corps de l'espace, dont voici les résultats essentiels: • Deux 
corps de l'espace, limités par des surfaces de première classe, 
sont toujours en c.e. » (§ 21). Cette proposition est lausse, car, 
comme l'a montré J. W. Alexander [2], il existe un exemple de 
surface simplement connexe, limitant un espace qui n'est pas 
simplement connexe. Puis (§ 23) : 

« Deux corps, chacun limité par une surface de première classe et 
par une surface de deuxième classe, peuvent toujours être mis en c.e., 
peu importe d'ailleurs que les surfaces extérieures, et par consêquent 
aussi les surfaces intérieures, apparliennent à la même classe ou non. » 

1 . 3. La délerminalion du volume d'un polyèdre, 
ou la genèse de la nolion de la surface d un eôlé 

Dans cette œuvre, la dernière qu'il compose (1865), Môbius 
expose ct analyse, entre autres, la notion de polyèdre Il un 
côté. Il aura ainsi abordé et résolu les principaux problèmes 

r 
" 

\ 
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de la topologie des surfaces. Notre propos, dans ce paragraphe, 
est de retracer le chemin qui le conduisit ver. cette importante 
découverte. 

Les premiers éléments se trouvent dans le Calcul barycen
trique [66 a, t . 1]. Rompant (1) avec certaines habitudes de la 
géométrie des Anciens, dans laquelle la longueur d'un segment, 
l'aire d'une surlaee et le volume d'un corps étaient des grandeurs 
absolues, Mübius écrit [66 a, t. 1, p. 25] : 

• Les deux leUres qui représentent ordinairement une portion de 
droite, l'une indiquant son origine et l'autre son extrémité, ne seront 
pas utilisées ici pour signifier sa valeur absolue, mais afin de préciser, 
suivant l'ordre des lettres, si eeUe valeur doit être comptée comme 
positive ou comme négative. 

« Ces conditions permeUent d'écrire, si A et B sont les extrémités 
d'un sogment : AB + BA = 0 ; de même, si C est un point situé entre 
A et B, BC + CA + AB = O .• 

Puis (§ 17) : 
« Un point mobile peut toujours parcourir le périm{)lre d'un triangle 

dans deux seos .. . Si le triangle est alors représenté, comme â. l'accou~ 
tumée par ses trois sommets, l'ordre dans lequel ils sont écrits indiquera 
le sigoe de raire du triangle, relativement à un sens défini d'avance . 

• Si A, B, C représentent les trois sommots d'un triangle, les expres
sions ABC, BCA, CAB symboliseront l'aire de cette surlace ailectée 
d'un certain signe et GBA, BAC, ACB la même aire ailectée du signe 
contraire. Soit alors BCD trois points en ligne droite, et A un point quel
conque; on pourra écrire, en vertu de ce qui précède: 

ACD + ADB + ABC = o. (§ 18). 

Au paragraphe 19, Môbius étend cette façon de voir au 
volume d'un polyèdre: 

« Soit la pyramide BCAD ; pour pouvoir attribuer un signe à son 
volume, nous utiliserons la méthode suivante: considérons le triangle 
CAD comme surface de base et supposons que 800 aire soit positive; 
le volume déterminé par BCAD sera alors tenu pour positif (négatif 
dans le cas contraire). Ainsi, on obtient la double liste: 

ABCD ABDC 
ACDB ACBD 
ADBC ADCB 
BADC BACD 
BCAD BCDA 

••• 1 

(1) MDblUB avait été précédé dans ceU. vole par A. L. Molstor (voir 
infra) p. 102) ainai que par G. Mongo (voir R. TATON, L'œuvre 3tienliflque 
de (vlongt, Paris, Presses Universitaires do France, 1951, p. 246~249). 
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que nous avons considéré, en ,d'autres occa~ions, comme l'une des 
caractéristiques de la pensee mat~ém:'~lque da~s. la seconde 
moitié du XiX. siècle. Ensuite, ces definltlons ~nt et~ engendrées 
par des exigences prati~u~s ; elles so~t donc a la fOIs naturelles 
et constructives, à la dllTerence de bien de leurs homologues du 
début du siècle. 

Il nous faut maintenant montrer comment la recherche de 
l'aire et du volume amena lIIôbius à l'importante découverte 
que nous savons. Aux paragraphes 14 et 15, il reprend, ~e !,la~ant 
dans une perspective légèrement dilTérente, des consideratIOns 
déjà explicitées dans le Calcul bary~en!ri?ue, .et que nous avons 
signalées aux pages 101 et 102. Amsl, I! de,compo~e un poly
gone ABC, ... , MN en triangles à partir d un pomt 0 quel
conque, et il montre que: 

:E = OAB + OBC + ... + OMN + ONA 

est indépendante du ehoix de 0 (théorème .1) et .que" ~ans le ca.s 
d'un polygone ordinaire, cette somme exprime .ble~.l air? A~ph
quée aux polygones non ordinaires, cette defimtl.on Imphque 
que lorsqu'un même élément apparaît dans p triangles avec 

- - ---~ 

FIG. 19 (1) 

le signe +, et dans q triangles avec le signe .- .. il apparalt 
p _ q lois dans la som?,e final~. On e~t ?ondUlt a attacher Il 
chaque surlace un certam coefficIent, qUI. n es~ autre que le nom
bre de tours. A propos de ce nombre, MôblUS demontre une propo
sition que l'on peut énoncer comme. suit :.lor~q~e deux surlaces 
ont une ligne en conunun, le. coefficIent ~efilll c~-~essus a sur la 
rive intérieure une valeur qUl surpasse dune umte sa valeur sur 
l'autre rive (voir la fig. 19). 

(1' [88 al, t . 2, p. 481. 

1 
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Raisonnant par analogie, il étend ces considérations Il la 
recherche du volume déterminé par un polyèdre. Si ABCD ... est 
un polyèdre quelconque, on choisit un point P dans son intérieur, 
et on considère l'expression 

(P) = Pa + Pb + Pc + ... (4), 

dans laquelle Pa indique le volume d'une pyramide de sommet P 
et ayant pour base un polygone représenté par a. Comme précé
demment, cette définition se généralise aux cas des polyèdres 
non ordinaires, Il condition toutefois de montrer que la somme (4) 
est indépendante du choix de P. La démonstration fait l'objet 
des paragraphes 20 et 21. Elle s'appuie sur le lemme suivant: 

• La différence de volume entre deux pyramides de sommet P et P' 
construites sur la même base est égale au volume de l'espace engendré 
par 1. triangle pp' X lorsque le point X parcourt 1. périmètre du polygone 
de base. D 

L'idée de la démonstration est alors la suivante: 
Soit (P') = p'a + P'b + ... une somme analogue à (4), 

formée A partir d'un point P' dilTérent de P ; écrivons ensuite 
la différence : 

(P) - (P') = Pa-P'a + Pb -P'b + Pc -P'c + ... (5) 

D'après le lemme, chacune des dilTérences telle que Pa - p'a 
est égale à une somme de tétraèdres ayant PP' conune arête 
commune, et les arêtes des dilTércnts polygones a, b, c, ... 
comme arètes opposées. Soit finalement KL une arête commune 
A a et à b ; PP'KL est un terme de Pa - p'a et PP'LK un terme 
de Pb - P'b. La dilTérence (5) est-elle nulle? Oui si les tétraèdres 
s'éliminent 2 à 2. Cela nécessite qu'ils soient de signes contraires, 
ou aussi que le polyèdre puisse être orienté de telle façon que, si 
[(L est une arête de a, LK soit une arête de b (1). 

Notre théorème et, par conséquent, la définition du volume 
s'appliquent donc aux seuls polyèdres vérifiant cette condition, 
qui ne semble pas avoir été envisagée avant Môbius. Il est dès 
lors conduit à étudier l'orientation des polyèdres, étude d'où 
sortira sa grande découverte des surfaces unilatérales ('). Les 

(1) Mobius a procédé outrement, en éludillnt d'abord la question de 
l'orientation lIeB polyèdre., co qui lui permettait de prendre comme bypo· 
thèse, pour Je tbéorème du paragraphe 21, J'orienlobilité du polyèdre consi
déré. Cet ordre n'cst ccpcndonl pns ('ordre nalurel. 

(2) C'cst Je terme dont se sert Mübhl8 dans le mémoire adressé il 
l'Académie. 
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douze premiers paragraphes sont consacrés à ce problème. Dans 
le cas des polygones, on a la proposition : 

• A chaque arèle d'un polygone plan, on peut assigner un sens lei 
que lorsque deux arêles ont un point commun, celui·ci soit toujours 
extrémité do l'une et origine de l'autre .• 

Pour les polyèdres, le théorème analogue s'énonce: 

• On peut aUribuer aux surlaces qui limitent un polyèdre un sens 
tel quo chaque arête soit parcourue une lois dans un sens el une fois 
dans l'autre, lorsque l'on parcourt les dilTérents polygones dans le sens 
indiqué. Celte règle, que nous appellerons la loi des arêtes, a été admise 
jusqu'ici sans discussion par tous les géomètres. Nous verrons cependant 
qu'elle exige une étude plus précise. (§ 2) ('). 

Nous en arrivons aux idées essentielles des paragraphes 7 
et 8. Partons d'un polyèdre dont toutes les faces sont des trian
gles (Trigonalpolyeder), et écrivons-les sous la forme d'une suite 
telle que deux triangles successifs aient toujours une arête com
mune. Ainsi, dans le cas du tétraèdre ABCD, on a les triangles 
BCD, CDA, D,LB, ABC que l'on peut aussi écrire comme une 
suite périodique illimitée BCDABCDABC ... , ce qui est permis 
gràce à la définition du polyèdre. De même, si l'on considère 
l'hexaèdre obtenu en construisant de part et d'autre d'un trian
gle ,LBC les tétraèdres ABCD et ABCE, on a la suite: 

BCDABECADBCEABDCAEBCD ... 

dont la période est 18. Remarquons qu'il n'est pas toujours 
possible de construire une suite contenant tous los triangles qui 
constituent la surface du polyèdre. Ainsi, pronons par exemple 
l'octaèdre dont les sommets sont représentés par ABCDEF et 
les huit faces par ABC, BDC, DEC, BAC, BAF, DBF, EDF, 
AEF. On peut alors écrire la suite de période 6 : ABCDEFABC, 
qui ne renferme ni le triangle EAC ni le triangle DBF. La surface 
connexe formée par les triangles de la suite précédente portera 
le nom de zone (§ 7). Au paragraphe 8, MObius établit l'existence 
de polyèdres qui ne vérifient pas la loi des arêtes: 

• Lorsque la loi des arêtes s'applique il un polyèdre fait de triangles, 
les triangles que l'on extrait d'une zone sont à prendre allernaUvement 

(1) En 1837 déjè, Môbius ovnit. abordé uno question semblablo : • Nous 
savons quo choque arête d'un polyêdro esL communo à deux faces. Si nous 
chnlslssons alors de parcourir loules les laces dons 10 même sens, chaque 
arêle sera parcourue une lois dnns un sens et une loIs dans l'oulre • [66 (: 
ou 66 a, L. 3, p. 78]. 

1 

1 , 
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positirs et n~gatirs; ~ès lors, le nO,mbre d'éléments rormanl une periode 
deil être pair. La 101 des arêles n est donc plus vérifiée aussitôt que le 
nombre do termes d'une période est impair .• 

Et plus loin : 

• La suite la plus simple cn désaccord avec la loi des arêtes est: 
ABCDEABC. 

En effet, les triangles: 
(R) ABC, BCD, CDE, DEA, EAB ... 

sont li prendre allernaUvement avec le signe + et -, et le triangle ABC 
qui occupe la première place et le lriangle ABC qui occupe la sixième 
place sont de signe contraire, comme c'est d'ailleurs 10 cas pour un 
triangle quolconque. Pour obtenir un polyèdre à partir de cetle zone, 
on doil encore inlroduirele sommet F elles triangles FAC, FBD, FCE, 
FDA, FEB, afin de supprimer les arêles libres AC, BD, CE, DA, EB ... 
Ce polyédre a ainsi 6 sommels, 'iO races et 15 arêles ; il n'esl par consé· 
quent pas eulérien. ('). 

Au paragraphe 9, Môbius indique une propriété remarquable 
de ce type de polyèdre: 

• La particularilé de la slructure du polyèdre que nous venons de 
construire esl mise on évidence par le fait suivant: on peul parcourir 
la surlace de ce polyèdre de teUe laçon qu'après avoir effeclué un tour 
complet, on so retrouvo do l'aulre côlé de la surface, sans que le chemin 
suivi ne perce aucune des races empruntées. Si l'on parcourt les triangles 
de la zone (R), le signe du premier lriangle ABC est positif ct celui 
du sixième ABC est négatif; or cela est possible seulement si l'on se 
retrouve, après cs trajet, Il l'antipode de son point de départ. JI 

Les zones à un, respectivement à deux côtés, sont caracté
risées par une intéressante propriété, que Mobius expose au 
paragraphe 10 : 

• Entre les deux calégories do zone, il existe la remarquable diffé· 
rence suivante: la zone à un' côté contenant 2n + 1 triangles est limitée 
par un seul polygone à 2n + 1 arêtes, tandis que la zone à deux côlés 
conlenant 2n Iriangles esl limitée par 2 polygones disjoints lormés 
chacun de " arêtes. En effet, si F, G, H, 1 sonl quatre sommets qui se 
succèdent dans la suite qui détermine une zone, les deux triangles consé
culifs FGH et GHI ont l'arèle GH en commun, et les arlltes FG et Hl 
en commun avec le lriangle qui précède FGH el celui qui suit GHI, 
Illors que les arêtes FH ct Gl appartiennent au périmètre de la zone. 
Dès lors, chaque couple de sommets séparés par un lroisième sommet 

(') En lBBI, C. Reinhardt [77] reprend les principales idée. de Mtiblus. 
Puis fi explique comment on peut construira simplement un polyèdre à 
un côté. 
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esl Ironlière d'une arête limite de la zone. II en va de même du dernier 
ct du deuxième sommet, ainsi quo de l'avant-dernier et du premier. 
Par exemple, le périmètre d. la zone ABCDE Il 5 termes esl lormé par 
le penlagone ACEBD, tandis que le périmètre de la zone ABCDEF, à 
6 termes, est lormé de deux triangles disjoints ACE et BDF .• 

Il est bien silr difficile d'imaginer ces polyèdres unilatéraux, 
dont la construction, toute formelle, a été précisée au paragra
phe 9. C'est vraisemblablement la raison qui a conduit Môbius 
Il chercher un modèle simple de surface unilatérale. L'exemple 
qu'il donne (§ 11) est aujourd'hui classique: 

• On peul se faire une idée très claire de la grande diversité des 
zones de ce genre à l'aide d'une feuille de papier coupée en forme de 
reetangle ABB' A'. Plions d'abord ceU. leuille de laçon que AB reste 
constamment parallèle à lui-même, jusqu'à ce que A se confonde avec A' 
et B avec B' ; on obtient une zone à deux côtés ayant comme frontière 
les arêtes circulaires AA' ct BB'. En second lieu, on amène A en coïnci
dence avec B' et B avec A' en tenant le segment AB fixe et en faisant 
subir à A' B' une rotation de 180 degrés. Cette surface a une seule fron
tière ct un seul côle, car on peut la peindre entièrement sans traverser 
la IronUère . • 

A 

F 

FIG. 20 

S' 

Un texte figurant dans les papiers de Môbius et reproduit 
au tome 2 de ses œuvres [66 a, p. 519] fera mieux comprendre 
l'origine de la découverte de cette célèbre surface : 

.: Soit n points A, B, C, D, ... , M , N formant la suite périodique ... 
MNABCD ... , qui détermine une zone composée des n triangles ABC, 
BCD, ... , MNA, NAB. Coupons cette dernière 10 long de l'arête AB 
el étendons la ligure obtenue sur un plan, de manière il avoir une suite 
de n triangles. Comme les points A et B appartiennent aussi bien au 
premier triangle qu'au dernier, nous représenterons les extrémités de 
celui·ci par A' el B' (voir la fig. 20). Les n triangles lormeronl alors 
un polygone à n + 2 arêtes, dont la suite des sommets sera AB, ... , 
B'A' .. , lorsque n est pair, et AB, "" A'B' . . . dans le cas contraire. 
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A partir de ce polygone, on reconstitue la zone initiale en faisant coïncider 
A avec A' el B avec B'. De cette laçon, lorsque n esl pair, le périmètre 
de la zone est constitué par deux polygones disjoints ayant 1/2 n côtés 
chacun, tandis que, lorsque n esl impair, la zene est limitée par un poly
gone il n côtés . • 

Lorsque n est pair, A et A' se trouvent sur la même ligne et 
il n'y a pas de torsion. Lorsque n est impair, A et A' ne se trouvent 
pas sur la même ligne et il y a torsion. 

Le moment est venu d'éclaircir un point que nous avons 
emeuré Il la page 49. Il s'agit de la question de priorité entre 
Listing et Môbius pour la découverte des surfaces unilatérales . 
Rappelons d'abord les faits dans leur ordre chronologique: 

1) On trouve dans les manuscrits de Listing, sur une feuille 
détachée du 24 juillet 1858, le croquis et la description de la 
surface que l'on appelle aujourd'hui le ruban de Môbius. Cette 
figure est reprise dans son article de 1862, accompagnée du texte 
suivant : 

•... si l'on veul aller d'un point ft son antipode sans percer la surface 
i1/aut nécessairement traverser la Irontière ... Il esl peut-être utile de 
profiter de cette occasion pour préciser qu'une surface complètement 
limitée par une courbe lermée sans nœud peut posséder des propriétés 
totalemenl diflérentes de celles qui viennenl d'être citées, comme le 
montrenlles ligures suivantes. (voir les IIg. 8 a et 8 h, p. ~8) . 

2) Dans les ébauches du travail que Môbius effectuait en 
vue du Grand Prix, C. Reinhardt a retrouvé, sur un papier 
daté de septembre 1858, l'indication de la découverte des poly
èdres Il un côté et de la surface qui nous occupe [66 a, t. 2, p. 519]. 

Pour l'instant, il semble que cette étonnante concordance 
dans les dates ne soit que le fruit du hasard, ou la concrétisation 
d'une idée qui était dans l'air, et ceci d'autant plus que l'histoire 
des sciences est riche en rencontres de ce genre. Cependant, un 
fait d'apparence secondaire permet d'imaginer l'existence d'une 
i~nuence extérieure expliquant, en partie du moins, cette coin
c.dence. On trouve, tant dans les manuscrits de Listing que dans 
le Census, le croquis d'une surface (voir fig. 8 b) inusitée jus
qu'.lors en mathématiques, et qui sert aussi à illustrer le texte 
que nous venons de rappeler. Or on peut voir ceUe même surface 
dans les papiers de lI1ôbius ([66 a J, t. 2, p. 541 ; voir supra, fig. 21 ). 
S:agit-il d'une coïncidence? Vraisemblablement pas, car Môbius 
'Joute : 

• D'après une communication orale do Gauss; J'ignore comment 
Gauss a été amené à considérer cette surface . • 



110 LA TOPOLOGIE ALGÉBRIQUE 

Il est alors loisible d'admettre que si Gauss fi parlé de cette 
surface il i\lôbius, il en fait de même avec Listing, qu'il rencontrait 
fort souvent, et qu'il avait incité il s'occuper de topologie. On 
peut donc également penser que le ruban de MObius, qui apparaît 
dans le même contexte chez nos deux auteurs, remonte Il Gauss. 
Pour conclure, disons que même si Listing est prioritaire, aussi 
bien par la date de sa découverte que par celle de sa publication, 
il est légitime de donner il cette surface le nom de ruban de 
Mobius. Pour Listing, c'était uniquement une forme secondaire, 
faisant exception Il celles qu'il étudiait, et juxtaposée mais non 
intégrée Il son étude. Pour Milbius, au contraire, le ruban dont 

FIG. 21 

il a l'honneur de porter le nom est un élément nécessaire, indis
pensable. Môbius n'a pas essayé de situer ses surfaces unilatérales 
dans le cadre de la classification de 1863 (voir p. 91 sq. ). On le 
regrettera d'autant plus que notre auteur avait conscience de 
ce problème, comme l'attestent les passages suivants, tirés du 
mémoire présenté pour le Grand Prix : 

• Parce qu'enfin chaque lorme primitive est en corrélation élémen
taire avec une surCnce pJane et qutelle a par conséquent, de même qu'une 
lelle surlace, 2 côlés dillérenls, il laut aussi que chaque surlace lermée 
décomposable en lormes primitives ait 2 côlés. Donc une surlacelermée 
unilalérale ne peut êlre décomposée en 2 lormes primitives et en consé
quence elle ne peut pas nOD plus être comprise dans les surfaces fermées 
qu'on a classifiées mainlenant • (sic) (§ 57, p. 91). 

Puis plus loin (p. 95) : 
« Le pentagone ACEBD qui renlerme la surlace unilalérale lormée 

par les 5 triangles ABC, BeD, .. "EAB, n'est pas une union, et par 
conséquent le polyèdre limilé par ces Iriangles et les 5 Iriangles de la 
série (Z) (') ne peut apparlenir au nombre des polyèdres maintenant 
cJassiflés. D'ailleurs, Ip.s nombres F, S, A valent respectivement 10, 

(l i (Zl ... ABC, BCD, CDE, DE,t, EAB (p. 11 ). 

t 

1 
1 

AU SERVICE DE LA GÉOMÉTRIE 111 

6 15, d'où il s'ensuivrait n = 3/2, pendant que pour un polyèdre bila· 
téral n est toujours un entier positif ct par conséqucnt la somme dc ses 
Cnces, do ses sommets ct de ses arêtes est toujours un nombre pair. (sic) . 

1.4. Conclusions 

Môbius a défini l'homéomorphisme, pris en considération et 
résolu pour la première fois le problème de la classification des 
lignes et des surfaces (bilatérales), closes ou non, déterminé un 
invariant topologique: leur ordre de connexion, et ceci par une 
voie originale, montré l'existence d'une relation entre ce nombre 
et la caractéristique d'Euler, abordé le problème de l'homéo
morphisme entre corps de l'espace, introduit rigoureusement, 
et de l'intérieur, les surfaces unilatérales. Si Euler, Listing, 
Riemann et d'autres ont donné des béquilles à la topologie, 
Môbius lui a donné des ailes. 

Néanmoins, l'influence de son œuvre sur le développement 
de la topologie ne fut pas aussi importante que ce que l'on aurait 
été en droit d'attendre, ni la notoriété de Môbius ce qu'elle 
aurait dû être. D'abord, parce que notre auteur était un modeste, 
qui répugnait à parler de ses travaux. Ensuite, parce que ses 
contributions datent des dernièrcs années de sa vie, ce qui ne 
lui a peut-être pas permis de développer ses idées et d'en faire 
une étude systématique, libérée de la théorie des polyèdres, 
qui était l'arbre cachant la forêt. Finalement, il est quasi certain 
que si l'Académie lui avait décerné le prix, amplement mérité 
par l'extraordinaire originalité du mémoire, ses résultats auraient 
cu une dilTusion large et rapide; tandis que les quelques pages, 
d'une lecture relativement difficile, traitant d'un sujet ne parais
sant se rattacher à rien, et, qui plus est, parues dans un périodique 
d'ordre secondaire, n'eurent guère d'audience. 

A quelques pas de là dans l'espace ct dans le temps (Brno, 
1865), le moine Johann Mendel découvrait les lois fondamentales 
de l'hérédité; il n'eut pas plus de chance que Màbius, peut-être 
d'ailleurs pour les mêmes causes. « Le mémoire de Mendel fut 
peu remarqué, sans doute en raison de sa publication dans un 
périodique peu répandu. Il en était autrement pour Naudin, 
qui, en outre, avait reçu, dès 1860, pour ses recherches, la bril
lante consécration du Grand Prix des Sciences physiques de 
l'Académie des Sciences de Paris, avec un rapport très motivé. ('). 

Singulière coïncidence! 

(1) M. CAULLERY, GénéUque d Irérédité, Pari!!, Presses Universitaires 
de Frnn('.c, 1948, p. 36. 
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§ 2. LES CONTRIBUTIONS DE CAMILLE JORDAN 

2.1. Généralilés 

Jusqu'ici, les principaux développements de la topologie 
sont dus, presque exclusivement, à des chercheurs de langue 
allemande. Rompant avec cette tradition, Camille Jordan publie, 
en 1866, deux importants mémoires, qui traitent de problèmes 
essentiels pour l'analysis situs. C'est à plusieurs reprises, et 
avec un égal bonheur, que Jordan s'est par la suite occupé de 
questions qui relèvent de cette science. Les travaux de 1866 
sont datés de février ct de janvier, l'inversion des dates provenant 
peut-être de ce que le premier, qui est logiquement antérieur 
au second, lui est chronologiquement postérieur. « C'est souvent 
à la fin d'un ouvrage que l'on trouve ce qu'il eOt fallu mettre 
devant. » 

2.2. Sur /a déformation des surfaces 

Voici l'impeccable présentation que Jordan fait de ce travail 
[48 a ; ou 48 g, p. 85-89] : 

« Un des problèmes les plus connus (') dela géométrio est le suivant: 
trouver les conditions nécessaires et sufllsanles pour que deux surfaces 
ou porlions do surCaces flexibles et inextensibles puissent être appliquées 
l'une sur l'autre sans déchirure ni duplicature. 

« On peut se proposer un problème analogue, en supposant au 
contraire que les surCaces considérées soient extensibles à volonté. La 
question ainsi simplifiée rentre dans la géométrie de situation, et nous 
allons la résoudre en démontrant le théorème suivant: 

• Théorème. - Pour que deux surfaces ou portions de surfaces 
flexibles et extensibles à volonté soient applicables l'une sur l'autre 
sans déchirure ni duplicature, il Caut ot il sumt : 

a 1. Que le nombro des contours séparés qui limitent respectivement 
ces deux portions de surCaces soit le même. (Si les surfaces considérées 
sont fermées, ce nombre est nul.) 

c 2. Que le nombre maximal des contours fermés ne se traversant 
ni eux-mêmes ni mutuellement nulle part, que l'on peut tracer sur 
chacune des deux surfaces sans la partager en deux régions séparées, 
soit le même de part et d'autre. D 

(l) Ce rrOblème avait été mis il la modo par les recherches de Gouss 
(voir p. 3 sq.). En 1859, il est. proposé comme Grand Prix de l'Académie 
des Sclenccs de Paris, et. suscite notamment les travaux celèbres de Bour, 
Bonnet, Codazzi. 
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Dans un article daté de 1858, intitulé Nol. sur la Il.éori. des 
po/yUr.s, Poinsot [73 b] écrivait : 

• Ce qui rend cette théorie des polyèdres tres difficile, c'est qu'elle 
tienl essentiellement à une science, presque encore neuve, que l'on peut 
nommer géométrie de situation, parce qu'elle a principalement pour 
objet, non pas la grandeur ou la proportion des figures, mais l'ordre 
et la situation des éléments qui les composent. • 

C'est probablement par l'entremise de ce texte que Jordan 
eut connaissance de la géométrie de situation; il l'a d'ailleurs 
utilisé comme introduction à une analyse de ses travaux, qu'il 
avait écrite en vue de sa candidature à l'Académie des Sciences 
[48 f ; ou 48 g, p. 553]. 

Nous passerons sous silence la démonstration, assez aisée, 
de la nécessité de la condition, pour nous attacher plus spécia
lement à la preuve que Jordan donne de la suffisance. Vraisem
blablement conscient du manque de maniabilité du critère 
« flexible et extensible " Jordan le remplace par le principe sui
vant • qu'on peut regarder comme évident, et prendre au besoin 
comme définition. : 

« Deux. surraces S, S' sont applicables l'une sur l'autre si l'on peut 
les décomposer en éléments inllniment petits, de telle sorte qu'à des 
éléments quelconques contigus de S correspondent des éléments contigus 
de S' • ('). 

Nous avons signalé, à propos de lIfôbius (p. 91), l'avantage 
d'une définition de ce type. Quant à la remarquable concor
dance dans les dates (Môbius, 1863; Jordan, 1866), elle montre, 
une fois encore, que les idées directrices de la science sont filles 
de leur siècle, bien avant que d'oltre celles de leurs pères. 

Le principe de la démonstration consiste évidemment li 
décomposer S et S'en éléments infiniment petits, de sorte qu'à 
des éléments contigus de S correspondent des éléments contigus 
de S'. Soit A, A" ... , Am_, les m frontières de S et C, C" ... , Cn_, 
les n contours disjoints (') qui, par hypothèse, ne partagent 
pas la surface. Jordan montre qu'il est possible de construire 
m + 2n - 1 • transversales» (sections transverses) qui ne mor-

('1 Neumann (p. 701 ct Mftblus (p. 90) s'Halent déjà servis d'un critère 
semblable. 

(') Dans une communication à l'Académie des Sciences, JORDAN écrivait: 
• Une Burfnce sera dite d'espèce (m, D) si elle est limitée par m contours 
termes ct n conlours fermés ne 80 coupont cux-mêmes ni mutuellement, 
sans la portager en deux régions dIstinctes. Une 8urtoco d'espèce (m. n) est 
m + 2n loJs continue (tu~ammenhdngtnd) on donnant à cc terme la même 
dMiniUon que M. Riemann. On doit exceptcr le cos où m ,.". 0; la surface 
cst alors non plus 2. lois mals 2. + 1 lois continue. [48 b; ou 48 g, p. 3-10]. 
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cellent pas la surface et la transforment en une surface limitée 
par une seule ligne. On la partage en éléments infiniment peUh 
en construisant de nouvelles transversales. Une décomposition 
semblable, appliquée à S', permet d'obtenir la correspondance 
souhaitée. 

2.3. Des conlours Irac,;s sur les surfaces 
[48 c; ou 48 g, p. 91-111 J 

Si le problème que nous venons d'exposer n'était pas complè
tement nouveau - Môbius et Neumann en avaient déjà parlé
celui dont s'occupe ce second travail apparUent en propre à 
Jordan, à tel point même qu'aucun mathémaUcien ne l'abordera 
au cours de la période qui nous intéresse. Laissons-lui le soin de 
nous indiquer le but de cette Hude : 

• Deux contours fermés quelconques, tracés sur uno surface donnée, 
seront dits réductibles l'un à l'autrc, si l'on peut passer de l'un à l'autre 
par une dérormalion progressive. 

« Deux contours quelconques tracés sur un plan sont toujours 
réductibles l'un à l'autre; mais il n'en est pas de même sur toule surface: 
ainsi, par exemple, il est clair que dans un tore un méridien et un paral
lèle (arment deux conlours irréductibles. 

• Nous nous proposons ici de déterminer dans quels cas deux 
contours, tracés sur une surface donnée, sont réductibles l'un il l'autre .• 

Nous tairons les longs raisonnements qui conduisent Jordan 
à sa solution, en parUe inexacte, pour ne relever que quelques 
poinh qui nous paraissent importants. 

\( Soit C et p une courbe et un point quelconques do la surface, 
a ct b deux points de C infiniment voisins l'un de l'aulre ct deux lignes ap 
et bp infiniment voisines; ab est alors réductible à apb , et par suito C 
est réduclible au conlour indiqué par les Dèches. (voir la fig. 22). 

a b 

t 
P 

FIG. 22 

i 
1 
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C'Hait là le lemme 2 de la page 112 [48 gJ. La ligne op par
courue deux fois de suite en sens di/Térent est dite adjointe au 
contour C. 

Imaginons maintenant la surface coupée suivant chacune des 
n lignes Ct Cl' " " Cn_ l et soit C', C", Ci, Ci' .. " leurs deux 
bords respecWs; d'après les résultats du mémoire précédent, 
nous savons qu'il existe une section transverse joignant deux 
quelconques de ces n contours, disons D et D', et ne partageant 
pas la surface. En lieu et place des deux contours distincts, on 
aura ainsi un contour unique J( formé de D, D'et de la section 
transverse. Rien ne nous empêche ensuite de choisir pour D et D' 
les deux bords C' et C", et de faire en sorte que la section trans
verse, appelons-la r, joigne les deux points qui correspondent 
à un même point de C. Le contaur K sera dès lors formé de C, r, 
et de C et de r décrits en sens inverse du sens primitif. 

• On voit qu'un conlour CHant donné, il y a lieu de dlstingner 
l'un de l'aulre les deux sens dans lesquels il peut êlre décrit. Nous 
conviendrons de désigner par C le contour décrit dans un certain sens 
choisi à volonté, et par C-l le même contour décrit en sens inverse, 
On aura alors entre le contour K et les quatre contours composants 
C, r, C-l, r-' la relation symbolique K = crC-1 r-' » (p. 113) . 

J ordan appelle encore • contours élémentaires D ceux qui 
s'obtiennent en adjoignant à l'un des contaurs 

C, Clt ,. "' Cn_l , r, .' " rn_II A, Al, .. " A"'_l 

(les AI représentant les contours de la surface initiale) celle des 
lignes pa, pa,,,. qui y aboutit Ainsi, paCap sera le contour élé
mentaire correspondant à C. Nous le désignerons par [cl. La 
soluUon de Jordan s'exprime par les théorèmes: 

1) • Tout conlour esl réductible à un simple point ou à un syslème 
de conloursélèmenlnires» (théorème t, p. 122) ; 

2) • Deux systèmes de conlours élémenlaires sont irréductibles, 
si après avoir remplacé dans l'expression de chacun d'eux les contours 
composés [r] [C] [r-I][C-I] = â el [C] [r] [C-'] [r-']- â-' partout 
où ils se présentent, par leur expression en fonction des autres contours 
élémentaires, et supprimé tous les contours décrits deux fois de suite 
en sens contraire, ils ne sont pas formés des mêmes contours élémentaires 
décrits dans 10 même ordre. » 

Comme nous l'avons déjà signalé, cette solution n'est qu'en 
partie correcte. Si, en e/Tet, elle est applicable sous cette forme 
aux surfaces munies d'un bord, il faut la remplacer, dans le 
cas contraire, par la suivante : deux courbes sont homotopes 
si et seulement si on peut les réduire à une composition de contours 
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élémentaires qui appartiennent il une classe d'éléments conju
gués du groupe Condamental (voir par exemple [8ZJ, p. 174-176). 
Pour une critique détaillée de cc travail de Jordan, on sc rélérera 
il l'ouvrage de Gieseking [34, p. 10-23]. , 

Quoique Jordan « se préoccupât peu du choix des notations. 
[55 a, p. 60], celles qu'il a choisies pour son étude de l'homotopie 
sont remarquables. Comment, en efTet, ne pas être Irappé par 
le Cait qu'il appelle r-' le contour r parcouru en sens inverse, 
et r· le contour que l'on ne décrit pas, alors qu'il notera, dans 
son Trailé des subslilu/ions de 1870, l'inverse de a, a-'. Si Jordan 
n'est pas arrivé il l'idée de groupe Condamental, il a largement 
déblayé le chemin qui y mène. 

2.4. Jordan el la lapa/agie générale. 

Bien que nous nous limitions, dans cet ouvrage, il l'histoire 
de la topologie combinatoire, il s'est Cait, au cours du siècle 
passé, des découvertes qu'on ne saurait taire, tant leur impor
tance est grande pour l'analysis silus et pour la pensée mathé
matique dans son ensemble. Elles sont dues au génie de Cantor; 
c'est dans la correspondance que ce grand homme eut avec 
Dedekind, l'un de ses premiers défenseurs, que nous suivrons 
leur évolution, du moins quant à la partie qui nous intéresse. 
Nous verrons ensuite comment ces recherches peuvent expliquer 
certaines contributions de Jordan il la topologie générale. 

En date du 20 juin 1877 [17, p. 200-201] ('), Cantor soumet 
il son ami la proposition suivante, aussi singulière qu'inattendue: 

, Je voudrais savoir si vous estimez qu'une méthode de démons· 
lration appliquée par moi est arilhmétiquement rigoureuse? Il s'agit 
de montrer que les surlaces, les volumes et même les variétés (') continues 
à p dimensions peuvent être mis cn correspondance univoque avec des 
coW'bes continues, donc avoc des voriétés n une seule dimension, que les 
surfaces, les volumes, les variétés à p dimensions elles aussi ont donc la 
même puissance que les courbes; celte opinion parait opposée à celle 
généralement répandue, notammenl parmi les représenlants de la 
nouvelle géométrie, suivant laquelle on parle de variétés simplement, 
doublement, triplement .. . , p fois infinies; on se représente même parlois 
les choses comme si l'on obtenait l'infinité de points d'une surlace en 
quelque sorle en élevant au carré, ceile d'un cube en élevant au cube 
l'infinilé des points d'une ligne .• 

(1) La deuxième partie de cel ouvrago esl consncrée li la lratluclion do 
Jo. correspondance CautoJ'-Dedckind que E. NOETIIER eL J. CAVAILLBS onl 
publi~e cn 1937 [17J. 

(2) En allemand Gcbilde. 
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Le 25 du même mois, Cautor revient Sur ce sujet. Il 
commence par fournir un énoncé plus précis de son théoréme 
[17, p. 205] : 

1( Uno multiplicité continue à e dimensions peut IHro mise en corres
pondance univoque avec une multiplicité continue à une dimension, 
ou (ce qui n'est qu'une autre lorme du même théoréme) les poinls 
[éléments) d'une multiplicité à p dimensions peuvent se déterminer 
par une coordonnée réeile 1 d. leile sorte qu'à chaque valeur réelle d. 1 
dons l'intervaile (0, •.. , 1) corresponde un point de la multiplicité, 
mais aussi, réciproquement, qu'à chaque point de la multiplicité corres
ponde une valeur déterminée de 1 dans l'intervalle (0, .•• ,1) . • 

Il donne ensuite une nouvelle démonstration de cette propo
sition, et termine sa lettre par des considérations philosophiques, 
qui révèlent l'importcuce de cette question, tout en illustrant 
remarquablement l'état d'esprit qui gouvernait la mathématique 
de cette époque [17, p. 210] : 

• J'ai suivi avec intêrêt depuis plusieurs années les efforts que l'on 
a consacrés, après Gauss, Riemann, Helmholtz et d'autres, à la clari
ncalion des questions qui touchent aux premières hypothèses de la 
géométrie. Il m'est apparu à cet égard que toutes les recherches laites 
dans ce domaine partent eiles·mêmes d'une hypolhèse non démontrée, 
qui no m'apparall pas comme ailanl de soi, mais bien plutôt comme 
ayant besoin d'êlre londée. Je veux parler de l'hypothèse selon laquelle 
une multiplicité continue p lois étendue nécessite pour la détermination 
de ses éléments p coordonnées réeiles indépendantes entre eiles,le nombre 
de ces coordonnées ne pouvant être, pour une même multiplicilé, ni 
augmenté, ni diminué. 

• J'en élais venu à croire moi aussi à celte hypothèse, j'étais presque 
persuadé de son exactitude; mon point de vue ditTérait seulement de 
lous les au Ires en ceci, que je considérais celte hypothèse comme un 
théorème qui nécessitait au plus haut point une démonstration, et 
j'avais précisé mon point de vue sous lorme d'une question que j'avais 
soumise à quelques collègues, en particulier aussi à l'occasion du jubilé 
de Gauss, à G/ltlingen, savoir la question suivante ('1 ... La plupart de 
ceux à qui j'ai soumis cette question se sont beaucoup étonnés que j'nie 
seulemenl pu la poser, car il se comprenait de soi que, pour la détermi· 
nalion d'un point dans une exlension (') à p dimensions, illallait loujours 
employer p coordonnées indépendantes. Celui qui, pourtant, pénétrait 
ie sens de la question, devait reconnaltre qu'il lallait au moins démon· 
trer pourquoi la réponse était. évidemment. non. Comme je l'ai dit, je 
laisais partie de ceux qui lenaient pour vraisemblable que la réponse 

('! Il s'agit du lhéorème que nOliS avons cité il ln poge prkédentc. 
(2 AU8gedelmlheil. 
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rût négative - jusqu'au momenl lout récent DÛ, par uno succession 
assez complexe de penS~C5t je suis afl'ivé à la conviction que la réponse 
était affirmative sans aucune restriction. Peu après, je trouvai la démons~ 
(ralion que vous avez aujourd'hui sous les y<'ux • (I}. 

De ln Icttre du 29 juin 1877, nous rcticndrons les lignes 
suivantes, Il justc titrc célèbres dans l'histoire de la mathé
matique: 

c VcuiIJcz excuser mon zèle pour celte alTaire, si je lais appel Lelle· 
ment souvent à votre bonté ct il. volre peine; cc que je vous ai commu
niqué tout récemment est pour moi-même si inattendu, si nouveau. 
que je ne pourrai pour ainsi dire pas arriver ~ une certaine tranquillité 
d'esprit avant que je n'aie reçu, très honore ami, voLre jugement sur 
son exactitude. Tant que vous ne m'aurez pas approuvé, je ne puis que 
dire: je le vois, mai, je ne le crois pas • (1) . 

Nous clorons cette parenthèse par un extrait d'une Icttre 
de Dedekind, qui parvint il débrouiller la curieuse situation 
cngendrée par la découverte de Cantor [17, p. 215] : 

• A l'encontre de ce point de vue, je déclare être convaincu (mnlgré 
votre théoréme, ou plutôt par suite des considérations occasionnées 
par votre théorème) ou croire (je n'ai pas encore eu le temps de faire 
même seulement l'essai d'une démonstration) que le nombre de dimen· 
sions d'une multiplicité continue est, après comme avant, le premier 
et le plus important de ses invariants, et je dois prendre ici la défense de 
tous ceux qui ont écrit sur co sujet jusqu'à ce jour. Je vous concède 
volontiers que cette constance du nombre de dimensions exige abso· 
lument une démonstration, et que, aussi longtemps que cette démons· 
tration n'a pas été faite, l'on est en droit de mettre en doute la proposi
tion. Mais je ne doute pas de ceUe constance bien qu'elle semble anéantie 
par votre théoréme. Mais tous les auteurs ont évidemment fait l'hypo
thèse tacite, tout à fait naturelle, que pour une nouvelle détermination 
des poinls d'une multiplicité continue à l'aide de nouvelles coordonnées, 
ces dernières doivent être aussi des lonctions continues (en général) des 
aaciennes coordonnées afin que ce qui apparalt comme étant conti
nQ.ment connexe (.1) dans la première détermination de position reste 
continQment lié (') dans la deuxième détermination de position. Je crois 
donc provisoirement Il l'exactitude du théorème suivant : si l'on réussit 
à établir une correspondance complète univoque ct réciproque (') entre 
les points d'une multiplicité continue A à a dimensions d'une part, et 

III Ces eoosidéralioos sont reprises dnna [14]. 
:1 En (ronçais dons le texte. 
3 S/dig rusammenhângend. 
• S!dig uerbunden. 

(' • Eine gegenseitige eindcuUge und vollstllndige Corrcspondenz .• 

f 
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les poi~ls d'une mul~iplicité continuo D à b dimensions, d'autre part, 
alors, SI a et b sont mégaux, cette correspondance est nécessairement 
partout discontinue. (1). 

Les s.ingulières idées dont nous venons dc rappeler la gcnèse 
sont capItales pour notre histoire, ct ccci au double titre suivant 
En prcmier licu, elles attirent l'attention, et d 'une façon combie~ 
frapp~?te, sur les deux ~ots clefs dc la définition de la topologie, 
~ont ~ Importancc. rela~lve semble n'avoir pas été bien explicitée 
Jusqu alors. En etabhssant comment l'univocité ct la conti
nuité s'associent pour donner un sens il la notion de dimension 
on mettait cn évidence la richesse insoupçonnée que recelaient 
ces dcux concepts. Et comme l'axiomatique ct l'algèbre moderne 
sont n~cs .avec la. p~ise de consciencc de ce que les relations et 
Ics operattons qUI hent et combinent Ics êtres mathématiques 
en.trc eux sont p!us. i~portantes quc ces êtres, de même on peut 
faIre .remonter 1 orlglDc dc la topologie moderne à la prise de 
consCIence de ce que les applications qui transforment un 
cnscmble en un autre nous apprennent plus Sur le compte de 
ces ensembles que cCs ensembles eux-mêmes. " Dis-moi comment 
l'o~ te transforme,,ie te dirai qui tu es • {'j. En second lieu, le 
côte paradoxal, vOIre choquant de ces idées, dcvait contribuer 
d'un~ .façon essentielle il l'introduction de la rigueur comme 
~ondltlOn Sille qua 11011 de la mathématique. 11 parait en effct 
Impensable qu'un mathématicicn, formé à l'école des fonctions 
continues sans dérivécs et des théories de Cantor, puisse encore 
se fier au seul bon sens, ct admcttre des conclusions sous prétexte 
d? Icu~ é.vidence. ~'est peut-être ainsi qu'il faut expliquer l'origine 
d un celebre t~éorcme que Jordan, qui a été le premier à répandre 
cn France les Idées de Cantor, a publié dans son Cours d'alla/ys. 
[48 d, t. III, 1887, p. 593], et dont voici l'énoncé: 

• Il e~t donc établi que toute courbe continuo C divise le plan en 
deux réglons .. l'une extérieure, l'autre intérieure, ceUo dernière ne pou~ 
vant se rédUIre il zéro, car elle contient un cercle de rayon fini. • 

Citons cncore le théorème: 

CI Soit u, P •• • des fonctions des variables z, y ... en même nombre 
que ces dernières, et définies dans un ensemble E. A chaque point, 
(x, y ... ) de E correspond un point (u, P ... ) ; la réunion de ces derniers 

. (1) C'est cn 1911 que BROUWER parvint li établir l'invariance topolo. 
glfJue du nombre de dimensions [11]. 

t . (') G. BACIIELARD, Le nouutl esprit .cienliflque Pnris Pre8S()S Univers!. 
alfes de France, 1963, p. 28. " 

J.-C. PO!iT o 
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points formo un ensemble F. Supposons qu'à chaque point de F corres
ponde rcciproquement un seul point do E. Si l'ensemble E est borné 
ct parrait (1). ct les fonctions Il, v.o. conUnues dans E, :C, Y. o. seront réci· 
proquoment des fonctions de Il, v ... continues dans F • [48 e, p. 53]. 

§ 3. LE « PROGRAMME n'ERLANGEN JI 

En 1872, Felix Klein achève un travail décisif pour l'évolution 
de la topologie ct de la mathématique tout entière [50 d ou d' ; 
ou 50 b, t. 1, p. 460-487]. La genèse de cc texte - qu'on appelle 
le Programme d'Erlangen parce qu'il fut présenté par Klein 
comme dissertation inaugurale à l'université de cette ville - n'a 
pas encore été suffisamment étudiée par les historiens de la 
mathématique ('). En première approximation, on peut dire 
que les idées maîtresses du Pro!Jramme procèdent de trois sources, 
qui alimentent par ailleurs le gros de la pensée mathématique 
au XIX' siècle. Il s'agit d'ahord de la notion d'application d'une 
surface sur une autre, de correspondance entre ensembles géomé
triques, que nous avons vue naitre et grandir par les soins de Gauss 
et M6bius. 

Il s'agit ensuite de cette théorie des invariants qui conduit 
Cayley (') à envisager, dans un même schéma, géométrie projective 
ct géométrie métrique, celle-ci devenant une partie de celle-là. 
Ce bien curieux résultat, Klein allait l'étendre en 1871 (') aux 
géométries non-euclidiennes. La remarquable unité qui se fait 
ainsi sous la houlette de la géométrie projective préfigure celle, 
encore plus complète, que révélera le Programme d'Erlangen. 

Enfin, avec la redécouverte des travaux de Galois en 1846, 
l'idée de groupe, qui avait montré ce dont elle est capable à 
l'occasion d'une question célèbre et difficile, se dilTuse rapidement 
dans les cercles mathématiques. 

Synthèse éblouissante de ces trois grandes conceptions, le 
Programme développe l'idée qu'une géométrie est l'étude des 
invariants d'un certain groupe de transformations. C'est un 
principe unificateur d'une étonnante fécondité qui apparaît là. 
Dans cette optique, la topologie devient l'étude des invariants 
du groupe des transformations bijectives et bicontinues. Klein 

(1) En longue moderno, un ensemble parlait est un ensemble fermé. 
(1) Cr. cependant F. Russo, Groupes el géomélrîe. La genèse du. Pro· 

gramme d'Erlangen. de Fdi% ]{lcin, Paris, Palais do ln Découverle, 1969 
(série D, nO 129). 

(a) En 1859, Cayloy consllcre six mémoires il celte théorio. 
(' ) Ucber die sogcnannlo niehlcuklidleche Geometrie, ll-Ialh. Ann., 

l. 6, Leipzig, 1871, p. 136. Repris dans (50 b, t. l, p. 334]. 
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ne fut pas le seul à !,perce:,oi.r l'avantage qu'il y a de se placer 
dans cette perspective. Amsl, en mars 1873, ClilTord écrivait 
[18 b, p. 334-335]. 

Il La mise sur pied d'une correspondance entre deux ensembles et 
la recherche des propriétés qui se conservent nu COurs de cette cor;es~ 
pondance, peut être considérée comme l'idée centrale des mathématiques 
mo~ernes : on la retrouve il travers toute la scienco pure et ses appli~ 
cahons. )1 

La concordance des dates entre le Programme d'Erlangen 
et cette phras~ de ClifTord ne laisse aucun doute sur le fait que le 
Programme n est pas un coup de tonnerre dans un ciel serein 
mais une étincelle (de génie 1) entre deux corps chargés au~ 
limites de l'équilibre ('). 

§ 4. LE PLAN EN TOPOLOGIE 

. La théorie de~. surfnces nouvelles, introduites par lIIObius, se 
de~eloppe sous Imllue.nce de Klein et de Sehl5l1i, il qui l'on 
dOIt notamment une mterprétation intuitive intéressante des 
surfaces il un ~ôté et la caractérisation du plan projectif comme 
surface n?n Orientable. Le présent paragraphe est dédié à l'histoire 
de ces decouvertes. 
. Aux environs de 1873, Schlafli étudie les surfaces du troi

slè".'e ordre, entre autres au point de vue de leur ordre de con
nexIOn [80 dl. II remarque q.ue, pour le déter=,·ner, on doit ponc
tuer la surface. Or cette operallon augmente 1 ordre de connexion 
d'~n~ ~nité. Il serait d.onc logique, conclut-il, de diminuer d'une 
UOllé 1 ordre de connexIOn défini par Riemann, dans le cas des sur
fac~s fermées [80 e,'p: 152). I{.I~in [50 e ; ou 50 b, t. 2, p. 64 sq. J se 
ralhe il cette proposItIOn; Il utlhsera la définition de Schldfli dans 
tous ses travaux, et parlera simplement de l'ordre de connexion 
extraordinaire. A une autre occasion, I{lein émet des réserves 
Sur des résultats du mathématicien suisse. Schlüfli avaitattribué 
au plan l'ordre de conne.xion 0, il quoi Klein répond (50 t ; ou 50 b, 
t. 2, p. 44J que cela revIent il considérer l'infini COmme un point. 
c'est contraire Il l'interprétation projective. Klein écrit il c~ 
propos: 

Il Les différences que nous avons élabJies pour les courbes et pour 
les surlaces se rapportent Il leurs propriétés qui sont invariantes, aussi 

(l) Pour plus do détalls sur l'importanco du Programme d'Erlan en on 

rlOf~rrQ cORsl!1ter IC8 EUment, d'hi,toire de, math~malique" do N. BOZRa'AKI 
éd., Paris, 1960, p. 141-143, ou 2' éd., 1969, p. 170-172). 
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bien par des co11inéations réelles que par des dérormations continues. 
Dès lors apparaît naturellement la question do savoir quelles sont ces 
propriétés. La posilion de la queslion est la même que son homologue 
dans l'analyais situs ordinaire, et il raut distinguer soigneusement cc 
qui est commun de cc qui ne l'cst pas. L'analysis SÜUS s'occupe, en 
première instance, de (ormes situées entièrement dans le fini, en consi~ 
dérant deux éléments comme équivalents lorsque l'on peul passer do 
l'un à l'autre par une déformation continue. Il faut ensuite introduire 
des considérations spéciales, si l'on veut étendre notre théorie aux [ormes 
qui s'étendent à l'infini. Ccl objectif peut être atteint en adjoignant fi uno 
déformation ayant lieu dans le fini, une transformation qui amène les 
points de l'infini dans la fini, et en considérant ensuito deux formes 
comme cquivalentes lorsque l'on peut passer de l'une il l'autre, par uno 
transCormation du genre de celles que l'on vient de définir, suivie d'une 
délormalion continue. [50 b, t. 2, p. 41-1.2]. 

Plus loin, il remarque que, jusqu'à présent, l'infini rut toujours 
envisagé en analysis silas comme un point, ce qui entraîne la 
suppression de cerLaines classifications fort commodes des sur
laces et des courbes, ct il poursuit: 

« Les rcsultats de ce type d'analysis situa ne sont par suite pas 
applicables tels quels à la conception projective, dans laquelle les êlé
ments de l'infini sc comparent aux élêments finis par dcs conincations 
réelles ... Au plan infini étudié dans l'optique projective, il faut attribuer 
l'ordre de connexion 2. On peut, en effet, y construire unc ligne fermée, 
ct une seule, ne le partageant pas, par exemple une droite. Et cependant, 
il n'est pas possible de transformer d'une façon continue le plan en un 
tore, dont l'ordre de connexion vaut êgalement 2 • [50 b, t. 2, p. 1J1]. 

L'année suivante (1874), Klein revient sur cette question, 
à la suite d'une lettre de Schlülli (' ), qui écrit: 

• La conception projective permet également d'attribuer au plan 
l'ordre de connexion 0, si on le considère comme une surface double, 
c'est-il-dire, en quelque sorle, comme la limile d'un hyperboloïde à deux. 
nappes, [50 b, t. 2, p. 63]. 

L' idée de surface double n'est pas, à proprement parler, 
dilTérente de la notion de surface il un côté due à Môbius. Néan
moin5, elle introduit une nuance qu'il est utile de préciser; nous 
aurons il en repnrler dans les pages consacrées aux travaux de 
Dyck. Le but de cette notion est de remplacer une surface à un 

(1) Un exlrait de celle lollre esl reproduit por I{LEIN [50 b, l. 2]. Nou! 
n'avons pas relrouvé Lrace de la correspondance J{lein-Schliini il 10 Biblio
lhêque universitaire de GolUngen, ou se lrouvent les archives de Klein, nl 
n 10 Bibliolhêquo nolianale suisse de Berne, qui conserve les êcrils et 10 cor
respondance de Schmm. 

• 

• 

AU SERVICE DE LA GÉOMÉTRIE 123 

côté par une surface il deux côtés lui correspondant d'une cer
taine laçon. On y parvient par le procédé suivant: on porte le 
long de la normale à la surface, et dans les deux sens, une même 
longueur a. Lorsque le pied de la normale c\écrit la surface, sc. 
deuX extrémités décrivent une surface qui se compose de deux 
nappes distinctes lorsque la surlace initiale est à deux côtés, 
et d'une seule nappe si elle est à un côté. Cette conception 
présente l'avantage de permettre de raisonner dans tous les ca. 
sur des surfaces à deux côté., il condition toutefois d'en tenir 
compte au moment des conclusions. C'est ainsi, par exemplc, 
que certains nombres seront divisés par 2 (curva/ura in/eyra, 
caractéristique de Dyck-Euler). L'intérêt de cette méthode a été 
fort bien mis en évidence dans un article de W. Boy [9). 

Cette interprétation élimine les difficultés signalées par Klein, 
qui écrit: 

« J'ai trouvé que la lhéorie de l'ordre de connexion des surfaces 
s'applique, sans modification, il la conception projective, lorsque l'on se 
décide il voir les surfaces impaires de la géométrie projective comme des 
surCaces doubles et une courbe impaire qui s'y trouve comme fermée, 
seulement lorsqu'elle a été parcourue deux lois. (') [50 b, t. 2, p. 65]. 

Puis, plus loin: 

« Cette introduction est d'autant plus valable qu'elle peut déjà 
rendre des services dans certaines parties de l'analysis situs, ne traitant 
pourtant que de figures entièrement situêcs dans le fini, comme c'est 
le cas pour la surface suivante ... • (suit la description du ruban de Môbius) 

Les considérations de Schlü/li et les développements de l{lein 
revenaient il reconnaitre au plan projectif une structure de 
surface non orienlable . 

Dans un court mémoire, consacré à des questions de principe, 
Klein fait la distinction entre propriétés absolues et propriétés 
relatives [50 y ; ou 50 b, t. 2, p. 67-69) : 

• Une propriété est dite absolue, lorsqu'une variété la possède 
indépendamment de l'espace dans lequel elle se trouve plongée. Une 
propriété relative, en revanche, dépend de l'espace d'immersion. Une 
telle propriété n'est invariante que par les délormations de la variété 
qui ont lieu à l'intérieur de l'espace •• 

(1) Une ligne fermée s est paire ou impoire scion qu'elle est coupée par 
un plan U, ne contenant aucune de ses parUes, en un nombre pair ou en un 
nombre impair de poinls. 

• Una surface fermée F cst poire ou imp:liro selon qu'une droite a, 
n'aynnt o.ucune de ses parUes dans F, la coupe en un nombre po.ir ou en un 
nombre impair do points. [86, p. 81·83] . 
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Dans cel ordre d'idées il constate que le fait, pour une 
surface d'avoir un ou deux' côtés ne constitue pas une propriété 
absolu;, puisqu'elle dépend de la position de la nor?,ale, après 
qu'elle a effectué un tour compleL de la su~face. Klem donne la 
définition suivante, Lrès utilisée par la sUlte : 

« On dessine sur un élément de surface une courbe rermée, sur laquelle 
on choisit un cerlain sens; une surface est nlors double) si et seulement s'il 
est possible de déplacer cette indicatrice de telle façon que son sens se 
soit inversé, lorsqu'elle a regagné sa position de départ. Il 

Dyck (voir p. 137 sq.) eL, plus Lard, SLeiniLz [87 b] dévelop
peront des conséquences de ceUe disLinction ~~tr~ su~faces II 
un ou II deux côtés d'une parL, et surfnces dont l ,"dlcatnce peuL 
s'inverser ou ne pas s'inverser d'autre part. 

1 

ClfAPITRE IV 

LA TOPOLOGIE 
AU SERVICE DE L'ANALYSE 

( sui/e) 

Ainsi que nous l'avons vu au chnpitre 1er de cette deuxième 
partie, si Riemann ne peuL être regardé comme le père de la 
topologie, c'est II ses Lravaux que l'on doit rattacher le mouve
ment d'idées qui allait donner II l'ana/ysis si/us sn vraie place 
parmi les disciplines mnthématiques. Grâce II la notion de surfnce 
de Riemann, et aux concepts qui s'y rapportent, notre science 
devienL indispensable II l'étude de l'un des domaines les plus 
cultivés de la mathématique du XIX. siècle: la théorie des fonc
tions. Par ce canal, la topologie se répnnd dans le monde mathé
matique. Sous l'impulsion de Felix IGein eL de ses élèves, la 
théorie des fonctions se développe rapidement, entrainant 
l'ana/ysis si/us dans son sillage. Leurs travaux recèlent les prin
cipaux progrès réalisés en topologie de 1875 à 1890. 

§ 1. LES TRAVAUX DE KLEIN 

Parmi les études que Klein consacre II la théorie des fonctions, 
on doit avnnt tout citer un cours, donné II l'Université de Leipzig 
en 1880-1881, et publié en 1882 [50" ; ou 50 b, t. 3, p. 499-573]. 
Deux passages de ce livre intéressent plus particulièrement 
notre histoire. 

1 .1. Au parngraphe 8, intitulé « Classification des surfaces 
fermées d'après le nombre p D, Klein écrit: 

• Toules les surfaces qui peuvent s'appliquer, univoquement et 
conCormément, les unes sur les autres sont équivalentes à notre point 
de vue ... 

• Il est encore plus important " poursuit Klein nprès quelques 
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généralités. If de laire connaissance d'un élément qui est invariant. non 
seulement pour les transformations conformes, mais également pour 
les transformations univoques. Il s'agit du nombre p de Riemann, 
nombre de rélrosections que l'on peut conslruÎl'c sur une surface, sans 
la morceler It . 

Dans une note qui se rapporte il la première phrase de la 
citation précédente, Klein précise : 

« Dans taules ces questions, on utilise uniquement des Lransfor. 
mations définies par des Conctions continues. D 

Il termine cette note en indiquant que les surfaces qui pré
sentent ùes points singuliers, des lignes de pénétration, seront 
exclues de scs raisonnements, ainsi d'ailleurs que les surfaces 
doubles et les surfaces qui ne peuvent être rendues simplement 
connexes par un nombre fini de coupures. Nous avons déjà 
rencontré cette dernière condition dans le chapitre dédié aux 
travaux de Neumann (p. 73) (1884). A cette occasion, on doit 
rappeler que J(lein et Neumann enseignaient ensemble Il Leipzig. 

Après avoir illustré la définition du nombre p par quelques 
exemples, l{lein écrit: 

CI: Qu'il soit impossible d'établir une correspondance univoque cl 
continue entre deux surfaces n'ayant pas le même P semble évident. 
Le théorème réciproque, en revanche, est plus difficile il démontrer (1) ..• 
Cette proposition nous autorise, dans les recherches sur les surfaces 
fermées ne faisant intervenir que des relations de position, à considérer, 
pour chaque valeur de Pt une surface aussi simple que possible. Dans 
ce sens, nous parlerons de surfaces normales. Lors d'une élude quanti
tative, les surfaces normales ne suffisent naturellement pas; lout au 
plus, peuvent-elles donner quelques indications. 

a La sphère ct le lore serYÎront de formes normales pour p lIiiII 0 
cl P - 1. Pour les autres valeurs de P, on considère une sphère munie 
do panses ('). Le cas p = 3 est illustré dans la figure suivante (voir 
fig. 23) . • 

Au bas de la page 527, Klein place une noLe très intéressante 
pour l'histoire des mathématiques. Elle se rapporte au mot 
«évident> qu'il a utilisé au début du texte que nous venons de citer: 

• Cela ne signifie nullement que celle sorte d'évidence géométrique 
ne nécessite pas d'étude détaillée. A ce propos, on lira les explications que 
G. Cantor a données dans le Journal de Borchardt, t. 8~, p. 242 sq ... • ('). 

(1) Pour ln démonstraLion, I{LEIN renvoie nu tr3vail de Jordan (voir 
p. 112). 

(2) Klein utilise les Lermes .tlnhângseln, lIandl.obtn. 
(' ) Voir Il cc sujet nos p. 116-119. 

' .. 

1 
1 

AU SERVICE DE L',lNALYSE 1Z7 

CeUe remarque est significative pour l'histoire de la crise 
de rigueur dont nous ovons parlé il maintes reprises. L'évidence 
géométrique elle-même est ainsi mise en cause. Quoique timide, 
cette tentative, ou plutôt l'état d'esprit dont elle procède, 
annonce un mouvement irréversible. Deux ans plus tard, c'est 
de la voix de Neumann que s'élèvent les mêmes avertissements 
(voir p. 74). Relevons aussi que,.~i la c~ise de ~i~ueur p.lonl?e ses 
racines au plus profond du XIX' stecle, c est le celebre memOire de 
Cantor qui met le feu aux poudres. Le « doute méthodique ", qui 
s'instaure en mathématique, loin de compromettre ln solidité de 

() 

FIG. 23 (') 

l'édifice, apporte une bouffée d'air frais dans ses vénérables 
couloirs. Il trouvera sa justification, et son expression la plus 
riche, dans la méthode axiomatique de Hilbert. 

1. 2. A ln section 3 ùu paragraphe 20, Klein étudie les appli
cations conformes d'une surface fermée sur elle-même. Il fait 
observer que celles-ci se divisent en deux classes disjointes: 

a) celles qui conservent le sens des angles (exemple: rotation 
d'une sphère autour de son centre) ; 

b) celles qui ne le conservent pas (exemple: symétrie d'une 
sphère par rapport il un plan diamétral). 

D'où la définition: une surface est dite symétrique, lorsqu'elle 
autorise des transformations involutives de la deuxième catégorie . 
Il appelle encore lignes de passage les lignes dont tous les points 
sont fixes par de telles transformations. II peut alors scinder 
l'ensemble des surfaces en deux grandes classes, celle qui contient 
les surlaces partagées en deux parties distinctes par une coupure 

(1) [$0 hl t. 3, fig. B, p. 527. 
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elTectuée le long de toutes les lignes de passage, et celle qui 
contient les surfaces pour lesquelles cela n'est pas le cas ('). 

Ces idées permettent de trailer les surfaces avec ou sans bord, 
orientables ou non orientables, de la même façon : 

CI: Jusqu'à présent, nous no considérions que les surraces à courbure 
continue, ou éventuellement celles présentant des discontinuités isolées. 
Ainsi, on pourra se représenter notre surface comme formée par Un 
nombre fini do morceaux, qui se rencontrent. sous des angles bien déter
minés, c'est-il-dire comme ayant l'aspect d'un polyèdre. Remarquons 
que les surfaces qui ont un bord sont généralement susceptibles d'uRe 
telle interprétation. JI suffit de concevoir ses deux côtés comme une 
forme polyédrique dont certaines races 50 rencontrent sous un anglo 
de 360 degrés ('j. Celte surface est elTectivement fermée ct symétrique. 
En elTet, si l'on permute les couples de points qui sc correspondent dans 
cette représentation, la surface subit une transformation conforme avec 
inversion des angles, ct les courbes frontières deviennent lignes de 
passage. Par la même occasion, notre répartition des surfaces en deux 
classes reçoit une signification importante. Les surfaces ordinaires 
munies d'une frontière. et sur lesquelles on peut distinguer deux côtés, 
correspondent visiblement a la première classe. En revanche. à la 
seconde classe correspondent les surfaces doubles, c'est-a-dire celles 
pour lesquelles un déplacement continu permet de passer d'un côté il 
l'autre. Ainsi, les surfaces doubles Cermées ne sont pas exclues de nos 
considérations. ('j [50 b, t. 3, p. 569-570]. 

Enfin, il la page 571, I<lein décrit une surface que l'on conn ait 
aujourd'hui sous le nom de bouteille de Klein : 

a On peut s'cn faire une idée en retroussant un morceau d'un tuyau 
de caoutchouc, puis en le faisant se pénétrer de façon il réunir le côté 
edérieur et le côté intérieur . (voir fig. 24, À _ 0 et p = 1j. 

§ 2. LA. THÈSE DE WEICHOLD 

Dans sa tbèse de doctorat (1883) [94], Guido Weichold reprend 
l'étude des surfaces symétriques dans la perspective topologique, 
et l'établit sur des bases plus solides. Il éclaircit nolamment des 
passages que Klein n'avait qu'emeurés. 

A la fin du paragraphe 1, après avoir rappelé quelques géné-

(1) Par ln suite, Klein appellera orthosymôlriques les surfaces de la pre. 
mière calégorie, et dinsymetriques colles do la seconde. 

(') A ce propos Klein écrit: • Jo dois celle interprétation il M. Schwarz 
(Pliques, 1881); eUe remonle il ~l. Sehettky .• 

(1) Celle mAnière d'envisager les surrnce~ avec bord comme des surraces 
snns bord particulières s'utilise encore sous la dlmominalion Vtrdopptlung 
(voir [82], p. 129). 
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ralités, Weichold expose le plan de la première partie, qui seule 
nous concerne : 

l) Classification topologique des surCaces symétriques; 
2) Recherche des formes normales qui les représentent; 
3) Représentation schématique des formes normales par les 

domaines fondamentaux. 
Weiehold fait d'abord remarquer (§ 3), qu'outre la classifi

cation d'après le genre et d'après les critères d'orthosymétrie 
et de dia symétrie (classe de la surface), on peut encore les répartir 
d'après le nombre de courbes de passage. En elTet, pour une 
surface de genre p, le nombre À de ces courbes est susceptible de 
prendre les dilTérenles valeurs : 
À = p + 1, P - 1, P - 3 ... (il l'exclusion de 0) pour les surCaces 

ortho symétriques ; 
À = p, P - 1, P - 2, ... , 2, 1, 0 pourles surfaces diasymétriques. 

La première de ces séries de valeurs avait déjà élé indiquée 
par Neumann [69 b, p. 163]. Quant il l'autre, c'est la première 
Cois qu'elle apparaît. Pour une même valeur de p, on distin-

gue donc [p i 2] (') espèces de surfaces orthosymétriques, ct 

p + 1 espèces de surfaces dia symétriques, ce qui donne au total pour 
un même p: 

[p i 2] + p + 1 = [3P:- 4]. 
Weichold note cette classification en genre, classe et espèce 

par ± (p, À), + et - caractérisant respectivement les surfaces 
orthosymétriques et diasymétriques, p le genre et À le nombre de 
courbes de passage. 

L'auteur justifie la classification ainsi définie en démontrant 
les deux groupes de propositions (§ 4) : 

1 a) Aucune des deux classes n'est vide; 
1 b) Toute surface symétrique appartien~ il l'une des deux 

classes; 
2 a) Aucune des espèces n'est vide; 
2 b) Toute surface symétrique appartient à l'une des dilTé

rentes espèces. 
Après avoir remarqué que deux surfaces symétriques sont 

équivalentes, au point de vue des applications qu'il envisage, 
lorsque l'on peut passer de l'une à l'autre par « pliage et collage, 

(Il Le crochet signifie . le plus grand enUer contenu dons J. 
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déchirure et recollage, (1), Weichold se demande s'il n'est pas 
po.sible, nu moyen de telles translormations, de passer d'une 
surface d'une classe et d'une espèce déterminée à toutes les 
surfaces de la même classe et de la même espèce; cela permettrait 
de choisir pour chaque type de surlace un représentant unique. 
A cette qucstion, il répond affirmativement, en s'appuyant sur 
un théorème de Jordan (voir p. 112). 

Au paragraphe 3, on trouve des exemples de (ormes normales. 
Nous en citerons quelques-uns afin de fixer les idées (voir 
fig. 24). La surlace - (1,0) représente la bouteille de Klein. 

En conclusion j nous dirons que le mérile des travaux de 
Klein et Weichold a été d'introduire les surlaces non orientables 
dans le courant normal de la recherche topologique, en les consi
dérant comme des surfaces, et non plus comme des curiosités 
mathématiques; cela constitue un progrès notable depuis Môbius, 
qui n'avait pas su greffer l'étude de ses polyèdres sur celle de la 
corrélation élémentaire. Les résultats de Klein et Weichold 
ouvrent la voie à Dyck, dont les recherches conféreront à notre 
science le visage qu'elle aura au moment des premièrs travaux de 
Poincaré. 

§ 3. LES CONTRIBUTIONS DE W. VON DYCK 

3 .1. Généralités 

Les contributions de Dyck à la topologie sont nombreuses 
et variées. Avant de les aborder, voyons les raisons qui l'ame
nèrent à s'occuper de cette science. 

Walter von Dyck est né en 1856 à Munich, ville dans laquelle 
il effectue ses études. A partir de 1875, I{(ein y détient la chaire 
de mathématiques; c'est autour de cette exceptionnelle person
nalité que s'ébauche la pensée mathématique de Dyck. En 1879, 
année où il est nommé assistant de Klein, Dyck publie sa thèse 
de doctorat [26 al, dont le sujet le familiarise avec les théories 
de Riemann, source de bien des connaissances topologiques de 
l'époque. En 1880-1881, Dyck suit à Berlin les cours de Kronecker 
avec qui il a plusieurs conversations, ainsi qu'en témoigne la 
correspondance entre Klein et Dyck (notamment la leUre 
na 535 du 12 mars 1881) (') . C'est là le point de départ des recher-

(1) Avec toulerois des conditions supplémentaires concernant les points 
symotriques cL le nombro de courbes de passage. 

Il) Les lottres de Dyck à. Klein sont conservées è la Bibliothèque Univer
silo re de GDttingen. 11 no nous a malheureusement r.as été possible de 
retrouver les réponses de Klein, pns plus d'oUJeurs que 0 reste des archives 
d. Dyck. 
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ches de Dyck sur la relation entre le nombre fondamental 
(Grundtaltl de Neumann) et la caractéristique de !{ronecker, 
qui sont à l'origine de ses travaux topologiques. De 1881 il 1884, 
date à laquelle il est nommé professeur extraordinaire à l'Ecole 
Polytechnique de Munich, Dyck continue à occuper la fonction 
d'assistant de Klein, mais à Leipzig cette fois-ci. Au cours de ce 
séjour, il étudie les mémoires de Môbius, autre source d'inspiration 
pour sa topologie. 

3.2. Premiers Irauaux lopolouiques 

C'est en 1884, il l'occasion du congrès que tient Il Montréal la 
K British Association for the Advancement of Science >, que Dyck 
fait sa première communication topologique: Sur l'analysis situs 
des espaces d Irais dimensions (26 bl. Cette communication, qui 
compte à peine quelques lignes, a passé totalement inaperçue. 
Dyck commence par poser le problème en ces termes: 

• L'objet do ces considérations est de déterminer des nombres 
caractérisant les espaces fermés li. trois dimensions. au point de vue des 
possibilités do correspondances géométriques biunivoques (1); ces 
nombres seront les analogues do ceux introduits par Riemann dans 
la théorie de ses surfaces. D 

Et il poursuit: 
• Supposons que chaque partie de l'espace envisagé se comporle 

comme nolre espace euclidien habituel, avec cette restriction que tous 
les points infiniment éloignés sont regardés comme condensés en un 
seul point (espace des rayons réciproques). Choisissant un représenlant 
parmi tous les espaces entre lesquels une correspondance biunivoque est 
possible, le procédé suivant permet de former tous les espaces tridimen
sionnels : on extrait de notre espace 2k parties limitées par des surfaces 
Cermées groupées par paires, de genres respectifs Pl' Pit ... 1 Pk i on 
ferme l'espace ainsi construit cn établissant des correspondances biuni· 
voques entre chaque paire de surfaces. Les nombres Ph Ps, .. . , Pk 
des diltérentes surfaces et le type de correspondance choisi forment 
ce quo nous appellerons la caractéristique distinctive de nolre espace. 
CeUe caracléristique est délerminée par : 

1) L'existence de surfaces fermées, qui no limitent pas de partie 
de l'espace; 

2) L'existence de courbes fermées de notre espace qui ne peuvent, 
ni se transformer l'une dans l'aulre, ni se réduire il un point. 

• Considérons encore cette deuxième caractéristique qui, à ma 
connaissance, n'a jamais été discutée. Prenons deux anneaux extraits 

i 
1 
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do l'espace ordinaire; scion le typo de correspondance biunivoquc 
envisagé, on obtient des espaces essentiellement dHtérents. Ainsi, on 
peut d'abord Caire en sorte qu'un méridien de la première corresponde 
il un parallèle de la seconde. Il exisle alors des courbes qui ne peuvent 
se réduire à un point ... Au contraire, si nous supposons qu'à un méri· 
dieo do la première corresponde un parallèle do la seconde, el uice 
"erSQ, une telle situation ne pourra plus sc présenter ... J'espère revenir 
sur cc sujet à une autre occasion. » 

On ne doit pas se laiss~r tromper par le caractère laconique 
de ce très court article. Il renferme des idées remarquablement 
claires et nouvelles, sur un problème jamais enCOre envisagé. On 
relèvera plus particulièrement les quatre poinls suivants : 

1) Présentation précise du problème fondamental de la topo· 
logie des espaces à trois dimensions (1) ; 

2) Enoneé d'un important théorème sur le mode de cons
truction des espaces à trois dimensions. On notera que Dyck 
n'étudie que des espaces qui remplissent la condition d'homo
généité (') (voir p. 73) ; 

3) Mise en évidence du fait qu'un même système de paires de 
surfaces peut engendrer des espaces essentiellement difTérents, 
selon le mode d'identification. Les nombres Pl ne suffisent dès 
lors pas Il caractériser les espaces à trois dimensions, au point 
de vue topologique; 

4) Utilisation de la réductibilité des lignes tracées dans un 
espace comme moyen complémentaire de classification. C'est là 
une idée neuve et grosse de possibilités. En topologie des surfaces, 
on avait déjà traité de cette question (voir p. 114-116), mais 
dans un autre contexte: les critères de réductibilité des courbes 
tracées sur des surfaces n'y sont pas utilisés pour établir une 
classification de ces surfaces, mais se déduisent au contraire 
de cette classification. 

Bien que la recherche des formes fondamentales, qui permet
traient d'établir une classification des espaces à trois respective
ment à n, dimensions, l'ait occupé de nombreuses an~ées durant 
et malgré les promesses qui terminent la communication d~ 
Montréal, Dyck ne reviendra plus sur cette question. A ce sujet 
il est intéressant de citer quelques passages de sa correspondanc~ 
avec Klein. 

(1) Dyek ne parle pns de la conlinuil6 do Jo corrc8p'0ndonce . eUe 6laU 
probobJeme,nt 8ous:8ntend~e. A la mêmo 6poquo, il utllJse, II propos do C8 
probJème, 1 expression. Univoque el continue, (voir p. 134). 

( ) POl' la SU Ile, Dyck appelle • régulier' un espace quI remplit cette 
condition. 
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1) Dans une leUre datée du 27 levrier 1884 (lettre nO 5tH), 
Dyck écrit: 

• Les recherches sur la connexion des espaces fermés à trois dimen
sions sont encoro compliquées par le fait qu'il exista des surfaces par
tageant l'espace en parties, qui ne possèdent pas la même connexion. 
Cela n'est toulefois possible que pour les surfaces enlacees ... Ainsi, dans 
le cas d'un tOl'O noué (voir fig. 25), on ne peut pas établir uno corres
pondance uni"oque-continue entre l'extérieur et l'intérieur. III 

FIG. 25 

2 ) Dans une lettre du 30 septembre 1885 (no 597), on peut 
lire: 

Il L'analysis situs dans les espaces à trois dimensions clocho encore ... 
De toute façon, les dimensions paires et impaires jouent, ici encore (1), 
un rôle particulier. Il 

3) La lettre du 1er avril 1888 (nO 626) est assez optimiste: 

• Je pense quo le prochain article Variétés à trois dimensions n'offre 
plus de difficultés de principes. , 

Le contexte ne nous permet pas de déterminer ce qui incite 
Dyck à croire qu'il approche de la solution. 

4) Le 31 décembre de la même année (nO 642), le monstre 
n'est toujours pas vaincu et la situation parait s'embrouiller: 

• Dans mon travail, il reste encore une difficulté à surmonter. Il 
s'agit de la question des formes fondamentales pour les espaces à trois 
dimensions, dont les combinaisons convenables permettent d'obtenir 
tous les Ra. Ici les possibilités sont plus nombreuses que dans le cas de R" 

(11 Celle remarque est en relation avec un théorème, que Dyck signale 
sans énoncer. 
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11 faut rechercher de combien de manières, essentiellement dHTérenles 
on doit fnire se correspondre les surfaces (frontiéres de R,) pour l~ 
construction de R~. Des surfaces de caractéristique différente peuvent 
conduire au même Ra .• 

5) Le 9 mai 1890 (nO 679), Dyck annonce sa décision d'aban
donner ce problème : 

• Je me suis décidé à faire paraltre la deuxiéme partie de mon 
analysis situa dans les Annales ... Ce lravail est assez long et contient 
quelques questions qui n'onl encore pas été éludiées. Cependant, d'un 
autre côté, il me parait de moins en moins possible do résoudre la ques
tion concernant les formes normales des espaces à n dimensions, pro
bléme pour lequel j'avais précisément retardé la publication de mon 
travail. Je pensais d'abord réussir dans le cas de n = 9, que j'aurais 
traité dans un troisième article. Je me suis cependant décidé il quitter 
ce thème .• 

3.3. Les Contributions 

3.3.1. G~néralilés. - Entre 1885 et 1887, Dyck publie trois 
courts mémOIres [26 cJ, qui contiennent déjà les idées principales 
de ses grands articles de 1888 et 1890 [26 d et eJ que nous allons 
maintenant examiner. 

Il nous faut tenter de faire ressortir les traits les plus frappants 
de cette œ~vre, ceux qui lui conlèrent un intérêt pour l'histoire 
de notre sCIence. Pour la clarté de l'exposé, nous fractionnerons 
le travail de Dyck en un certain nombre de parties plus ou moins 
distinctes les unes des autres; en voici le plan : 
1 a) Var~étés Il une dimension. Caractéristique; 
1 b) Vartétés Il deux dimensions. Caractéristique; 
2 a) Invariance de la caractéristique. Formes normales' 
2 b) Surfaces Il indicatrices non inversables. Propriétés géné;ales . 
2 c) Surfaces Il indicatrices inversables; , 
2 d) Relation entre l'ordre de connexion de Riemann et la carac-

téristique ; 
3 a) Variétés Il n dimensions; 
3 b) Caractéristique et propriétés; 
3 c) Variétés sphériques et projectives; 
4 Application aux variétés définies analytiquement . 

Tirant les leçons des découvertes de Cantor, Dyck commence 
par fixer les limites de son étude: 
. «Par propriétés absolues, on entend les propriétés dont la coin

clde.Dce e.st nécessaire et suffisante pour une correspondance biunivoque 
et blconltnue entre tous les éléments de deux variétés. [26 b, p.t57]. 

J.-C. PONT 10 
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En relation avec cette phrase, Dyck ajoute: 

tI Précisons qu'il s'agit ici de correspondances continues entl'o 
variétés continues, c'est-à-dire do correspondances telle8 quo des 
éléments voisins se transforment en éléments voisins. Les correspon
dances qui, à l'image de celles de Cantor·Lüroth, appliquent des variétés 
de dimensions dHTércnles les unes sur les autres sont exclues commo 
discontinues .• 

Quittons cette introduction, pour nous consacrer au corps 
de l'œuvre. 

3.3.2. Les variélés dune dimensioll el leur caracléristique. -
Dyck considère les variétés les plus générales comme engendrées 
par des variétés élémentaires. E,', ~lles-mêmes. ?éfinies d'une 
manière précise. Ce mode de generatlOn, fort orlgmal, permet Il 
son auteur d'aborder le nombre fondamental sous un angle 
nouveau et riche de possibilités. 

On obtient la variété Il une dimension la plus générale M' 
en réunissant, par leurs extrémités, un nombre fini ou in~ni de 
portions de courbes limitées par deux points; celles-Cl sont 
regardées comme des domaines élémentaires. Ces variétés 
contiennent donc, outre un certain nombre de variétés élémen
taires, des courbes fermées ou cycles (§ l, l'- partie). 

Par définition, Dyck attribue aux variétés élémentaires le 
nombre caractéristique Il' égal Il 1. Dès lors, si l'on pense à la 
construction de M', l'introduction, respectivement la suppres
sion, d'un E', apportera à la caractéristique une contribution 
de 1, respectivement de - 1. C'est ainsi que la séparation d'un E' 
au moyen d'un point augmentera la caractéristique de 1, et que 
la réunion de deux extrémités d'un E' la diminuera de 1. Pour 
la caractéristique d'une courbe fermée, on aura donc: 1 - 1 = O. 
Quant Il la caractéristique d'un M', elle est égale au nombre 
de E' qui la composent (§ 2). 

Cette façon d'envisager l'étude des variétés peut surprendre, 
surtout dans le contexte historique. Néanmoins, elle se justifie 
parfaitement dès que l'on considère les points suivants: 

1) Alors qu'auparavant, l'étude des variétés se faisait par 
voie analytique, c'est-à-dire en procédant du compliqué au 
simple, Dyck aborde ce sujet par une méthode synthétique, en 
considérant les variétés élémentaires comme engendrant des 
variétés quelconques; 

2) De cette manière, la caractéristique d'un ensemble disjoint 
de variétés s'avère immédiatement être la somme des caracté-

1 
1 

1 
1 

1 
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ristiques des variétés qui la constituent; ce n'était pas le cas 
du nombre fondamental sous la forme que lui avait donnée 
Neumann; 

3) Une telle définition s'étend sans autre aux espaces à 
n dimensions. 

3.3.3. Les uariélés d deux dimensions el feur caracléristique. -
La question se traite formellement de la même façon que dans le 
cas de M' : un domaine élémentaire E' est une portion de surface 
applicable sur un plan, dont le contour est une courbe fermée 
ne se recoupant pas elle-même. La variété M' la plus générale se 
définit comme la réunion, par paires, d'un nombre fini ou infini 
de E', qui se fait soit le long de certaines portions de frontières, 
soit le long de courbes fermées. Dyck exige, de plus, que le voisi
nage de chacun de ses points soit un domaine élémentaire ('). 
Il n'est pas nécessaire - signale-t-il ensuite - d'efTectuer réel
lement de telles réunions; il suffit de les fixer au moyen de corres
pondances, indiquées par une table (§ l,2° partie). Dans le même 
paragraphe, l'auteur fait la distinction entre surfaces Il indica
trices inversables et surfaces Il indicatrices non inversables ('). 
Sont du premier type, les surfaces sur lesquelles il est possible 
de déplacer l'indicatrice de Klein (voir p. 124) de telle sorte que 
son sens s'inverse, après qu'elle a efTectué un tour complet de la 
surface. 

Cette définition appelle quelques remarques. Dans une note 
au bas de la page 474, Dyck écrit: 

« Je donne volontairement la définition de Klein, qui considère 
la propriété en question comme une propriété de la surface. c'est-à-dire 
indépendante do l'environnement. J'évite ainsi la dénomination usuelle 
de surlace il un coté, respectivement il deux cotés, qui découle de ce que 
sur une surlace il Li., il est possible de passer d'uo côté il l'autre, ce qui 
n'est pas possible dans le cas des surfaces à i.n.i. Cette thrnière propriéti, 
qui n'est - comme je le montrerai à une autre occasion - qu'une 
propri4ttJ d'immersion (') de la sur/ace dans notre espace tridimensionnel, 
n'entre plru en considération lorsque l'on lait abstraction de la position 
ds la sur/ace. li 

Malgré sa promesse, Dyck n'est plus revenu sur ce point. 
Une lettre il l{lein du 26 juin 1877 (no 614) nous permet cependant 

(1) On reconDalt Jn condition d'homogénéité. 
(', Nous écrirons dorénavant 1.1. pour lcs premières 

secondes. 
('1 Lagee/genlChan. 

et i.n.l. pOUl' les 
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de nous faire une idée plus précise de sa position il l'égard de ce 
problème: 

• Il s'agit de la caractéristique des variétés à Î.Î. On a le théorème 
suivant: la propriété, pour une variété. d'avoir une indicatrice inver· 
sable se conserve (c'est bien connu) dans quelque espace qu'on la place. 
En revanche, la propriété pour une variété il/n d'être à un ou à deux 
côtés dans l11n+l n'appartient pas, en général, cn propre à lUnl mais 
dépend do illn+l' Ainsi par exemple, la surface annulaire habituelle à 
deux bords est une surface à Ln.i. Celte surface possède la propriété, 
dans notre espace Rs, d'avoir deux côtés; el cela n'est pas le cas dans 
chaque R,. De même, la surlace double d. Mëbius est à un côté dans 
notre espace R3' mais pas dans chaque R3' Pour le montrer on construit 
un espace en [orme d'anneau, que l'on obtient en réunissant, d'une façon 
ou de l'autre, les deux surfaces frontières d'un cylindre: 

RI.I RI. II 
FIG. 26 

cr R'.I est un espace ordinaire limité par un anneau. R3.n est un 
espace double (à LL) limité par une surlace double. On place ensuite 
la bande ABCD dans R"l' respectivement dans R3.n' de telle manière 
que AB vienne en CD. On obtient alors, dans le cas R,.u la surface 
cylindrique ordinaire, qui est à deux côtés; dans le cas R,ou, on obtient 
également la surlace cylindrique ordinaire, mais eUe est à un côté. 

---------
-----------

FIG. 27 

" Refaisons la même construction avec le ruban de Môbius. Dans les 
deux cas, on aboutit à une surface à i.i., celle située dans R,o. étant à 
un côté, et celle située dans R,ou à deux côtés. D'une façon analogue, 
on peut construire des surfaces fermées qui sont à un ou à deux côtés, 
selon l'espace dans lequel elles sont plongées .• 

1 
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A ce sujet, Steinitz écrit [87 b, p. 35] : 

« L'oubli de cette distinction est la source d'une erreur qui se réper
cute à travers presque toute la littérature ... D 

Il observe aussi que, depuis Dyck, dont le travail est bien 
connu, personne ne s'est occupé de la question. 

La caractéristique [(' de E' étant posée égale à l, il suffit, 
pour déterminer celle de iH', d'analyser les efTets des difTérents 

- - ---:.. -:--=-.: - - ----- ---
FIG. 28 

procédés qui transforment un ensemble de E' en iH'. On a alors 
les quatre propositions: 

1) Toute ponctuation diminue la caractéristique d'une unité; 
2) La suppression d'un M' de caractéristique [(1 augmente 

[(' de [(1 ; 

3) La suppression d'une portion M~, de caractéristique [(~. 
diminue [(' de [(~ lorsqu'elle a lieu sans l'aide de sections trans
verses. Dans le cas contraire, [(' varie dans le sens indiqué par le 
théorème 2; 

4) Une rétro section n'altère pas la valeur de [('. 
Dyck remarque encore que l'identification de deux portions 

d'une variété élémentaire donne soit une variété à un contour 
(surface à LL), soit une variété à deux contours (surface à Ln.L). 

3.3.4. [nvariance de la caracléristique. Formes normales. -
On doit ensuite établir que cette caractéristique ne dépend pas 
du mode de génération utilisé. Dyck y parvient en montrant que 
les processus de transformations introduits plus haut permettent 
de définir la caractéristique à partir d'une variété quelconque, 
par le biais des formes primitives de !\Iobius, dont il donne la 
définition suivante : une surface est primitive si et seulement si 
toute rétrosection la partage en deux surfaces disjointes. Concrè
tement, celles-ci s'obtiennent en perçant dans une variété élé
mentaire un certain nombre de trous (n). On peut donc écrire, 
d'après le théorème: [(' = 1 - n = 2 - r (r étant égal au nombre 
de courbes frontières). Puis Dyck passe des formes primitives 
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aux formes normales ('), toujours selon la méthode de Môbius, 
par identification de certaines courbes frontières. Ainsi par 
exemple, le tore se construit il partir de la forme il une ouverture 
par identification des deux courbes frontièr.es. L'~l~ment central 
de cette théorie, selon le point de vue enVISagé ICI, est contenu 
dans le théorème suivant: les courbes qui sont identifiées appa
raissent sur la surface comme rétroseelions. En vertu du théo
rème 4 cette surface a la même caractéristique que la forme 
prirrùti~e qui l'a engendrée. Le tore de l'exemple précéde~t a 
donc une caractéristique égale il O. Quant il la sphère, on l'obtIent 
par la réunion de deux variétés élémentaires, et sa caractéristique 
vaut 2. 

3.3.5. Surfaces d indicalrices non inversables. Propriélés 
générales. - On est ainsi conduit il la définition fondamentale: 

• La caractéristique d'une surface connexe à Ln.i. est donnée par 
l'~quation K' = 2 - r - 2. (1), dans laquelle r est le nombre de courbes 
frontières, ot s le nombre de rélrosections qui transforment la surface 
cn une forme primitive .• 

Par le pouvoir de la définition citée plus haut, s est également 
le nombre maximal de rétrosections disjointes qui ne partagent 
pas la surface. Un tel système de coupures portera le nom de 
système complet. 

Pour préciser la relation entre le nombre K' et le nombre 
défini par Riemann, il est .néeessaire de déte~miner ~e nombre 
de sections transverses qu'li faut, outre les retrosectlons, pour 
transformer la surface donnée en une surface élémentaire. C'est 
il cette question que Dyck consacre la fin de la ~rerrùére ~a~tie 
du paragraphe 3 (p. 478). Soit F la surface donnee, caracterlsée 
par les nombres r et s ; les s rétrosections la transforment alors 
en une forme primitive ayant 2s + r courbes frontières. Pour 
l'amener il l'état de variété élémentaire, on doit par conséquent 
lui faire subir 2s + r - 1 sections transverses, parrrù lesquelles 
nous pouvons en choisir s qui relient un point d'une courbe il son 
homologue sur la courbe correspondante. Le système de sections 
ct de rétrosections introduit est le système canonique, et l'on 
a l'intéressante proposition: 

• Le nombre de rétrosections nécessaires il un système canonique 
est constant et vaut le doublo du nombre de rétrosections disjointes que 
l'on peut construire sur la surface sans la morceler .• 

(1) 11 admet sans plus que toutes les surfaces fermées peuvent S8 réduIre 
à ces Cormes normales, ce qui est loin d'être évident. 
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Dyck énonce encore les théorèmes suivants : « Une sur
face il i.n.i. de caractéristique K' peut posséder (2 - ]('), 
(2 - K' - 2), ... ,2, 0 courbes frontières. et plus loin: « Les 
surfaces closes Il i.n.i. ont une caractéristique paire .• 

Nous verrons en 3.3.7 comment ces considérations mènent 
vers la relation annoncée au début de cet alinéa. 

3.3.6. Surfaces d indicalrices inversables. Propriélés générales. 
- Les raisonnements que nous venons d'expliciter s'étendent 
facilement aux surfaces de ce nouveau type: 

ct Pour la construction des formes primitives des surfaces à Li., on 
s'appuie sur la proposition suivante: 

CI Lorsqu'on ferme une ouverture d'une forme primitive, ouverture 
que pour simplifier nous supposerons circulaire, en identifiant les poinls 
diamétralement opposés, on obtient une surlace il Li. sur laquelle tout 
cercle, dont les points sont identifiés, apparatt commo rétrosection le 
long de laquelle l'indicatrice s'inverse. 

« Au cours de ce processus, le nombre de courbes frontières a diminué 
d'une unitc, alors qu'en revanche, d'après le principe exposé à la 
page 475 (1), la caractéristique n'a pas varié. 

• On se persuadera aisément de la justesse de cet énoncé en section
nant un ruban de Mëbius le long d'une ligne médiane. 11 se transforme 
alors en une surface à deux bords fi Ln.L, les points de l'un des bords 
s'identifiant diamétralement. 

« Ea effectuant le même travail avec plusieurslrontières d'une forme 
primitive, on obtient les formes normales pour les surfaces à Î.Î. et 
l'équation de définition pour la caractéristique: K' = 2 - r -.' (2), 
où r est le nombre de courbes frontières, s' le nombre do rétrosections 
disjoiates qui ne morcellent pas la surlace et le loag desquelles l'indi
catrice s'inverse . ., 

Dyck donne ensuite deux autres modes de construction des 
surfaces à i.i., en partant des formes primitives : 

1) On identifie normalement (c'est-à-dire comme dans le cas 
des surfaces Il i.n.i.) un certain nombre de paires de frontières, 
disons 2ct, tandis que l'on identifie diamétralement les a' courbes 
restantes. Puis on montre que sur cette surface il existe un sys
tème de s' = 2ct + ct' rétrosections disjointes qui tiennent le 
rôle des rétrosections figurant dans l'équation de définition; 
c'est-a-dire que cette surface peut être construite en identifiant 
diamétralement s' = 2ct + ct' courbes . 

• La figure S (') montre une surface dans laquelle les points de A 
sont il identifier diamétralement (1, 1'; 2, 2'; S, S'), pendant que les 

(11 Voir plus haut, p. 139. 
(1 Figure 29. 
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points des courbes B et C s'identifient do telle raçon que a a" b b" 1 1 1 1 1 

C, C se correspondent. Les courbes L, 111 (') qui passent respectivement 
par 1 (1'), a (a') ; 2 (2'), b (b') et 3 (3') sont les nouvelles courbes le long 
desquelles l'indicatrice s'inverse. Elles rorment ensemble un système de 
rélrosections disjointes, ne morcelant pas lasurrace, qui remplace complè
tement le système précédent, et dont toutes les lignes s'identifient 
diamétralement. n 

F'G. 29 

2) La figure 30 montre une troisième manière de construire 
les surfaces à i.i. On identifie les points des deux courbes A et B 
mais dans le sens contraire, comme cela est indiqué par le~ 
points (a, a' ; b, b' ; C, c'). On trouve une surface à Li. Comme 
précédemment, les courbes L et 11-1 (') sont susceptibles de rem
placer les courbes A et B, et constituent un système de rétro
sections disjointes dont les points s'identifient diamétralement. 

En conséquence de l'équation' de définition, Dyck énonce 
quelques propositions qui font apparaître des dilTérences essen-

FIG. 30 

(',l L et. i\'1 remplacent ici ln malencontreuse notation de Dyck 
( Ibid. • 
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tielles entre surfaces Il i.i. et à i.n.i. Tout d'abord, dans les variétés 
Il i.i., le nombre de courbes frontières peut prendre les valeurs 
(2 - [( - l, 2 - [( - 2, ... ,2, 1,0), proposition que Weichold 
avait déjà énoncée, quoique dans une autre terminologie. Si la 
surface est fermée, ce nombre peut être tant pair qu'impair. 
L'auteur examine ensuite comment se comportent les notions de 
système complet et de système canonique lorsqu'on les applique 
aux surfaces à i.i. : 

1) Sur une surface à i.i., un système complet de rétrosections 
est décomposable, dans le cas le plus général, en a' rétrosections 
le long desquelles l'indicatrice s'inverse, et en a + a' rétrosections 
le long desquelles l'indicatrice ne s'inverse pas; a d'entre elles 
seront identifiées dans le même sens, et a" seront identifiées dans 
le senS contraire. On a dès lors IC' = 2 - r - a' - 2 (a + a"), 
et la plus petite valeur de a' est 0 ou l, selon que r + [(' 
est pair ou impair. On en déduit que le nombre d'éléments 

2 - r-[(1 
d'un système complet prend la valeur minimale 2 ' 

3-r-[(' 
respectivement 2 lorsque a' = 0, respectivement 1 ; 

la valeur maximale 2 - r - [(' est atteinte lorsque a = 0, 
a" = O. Ainsi, ce nombre, qui était constant dans le cas des 
surfaces Il i.n.i., varie entre les deux limites fixées lorsque les 
surfaces sont Il i.i., selon les choix des sections. 

2) Une fois pratiquées les s' rétrosections, la surface a 
r + s' = r + a' + 2a + 2a" courbes frontières, et il faut 
r + s' - 1 sections transverses pour en faire une variété élé
mentaire. Celles-ci peuvent visiblement être choisies de sorte 
que a + a" d'entre elles apparaissent comme rétrosections sur 
la surface primitive; on a au total a' + 2a + 2a" rétrosections, 
parmi lesquelles a' sont isolées, tandis que les 2a + 2<1" restantes 
se coupent deux Il deux. On est conduit Il la proposition : le 
nombre de courbes d'un système canonique est constant et égal 
Il la valeur maximale du nombre de rétro sections qui ne morcel
lent pas la surface et qui ne se recoupent pas elles-mêmes. 

Dyck étudie ensuite un certain nombre de cas correspondant 
Il dilTérentes valeurs de [(1 (voir les fig. 31 et s. ). 

Puis il remarque que 

e dans notre espace, les surfaces Cermées à Li. ne sont pas réalisables 
sans l'intermédiaire de lignes doubles li (1). 

(') CeUe question sera trait6e quelques onn6es plus tord par W. BoY [9]. 

,1 
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Dyck termine ce paragraphe en observant que le plan pro
jectif est une surface Il Li. j on l'obtient en identifiant diamétra
lement les points d'un disque (voir p. 144, K = 1 et r = 0). 

Au paragraphe 5 ('), Dyck énonce, sans démonstration, 
quelques propositions foncièrement nouvelles pour notre dis
cipline (') : 

1) Les surCaces Cermées dont la caractéristique est impaire 
sont toujours Il Li. En revanche, lorsque la caractéristique d'une 
surface fermée est paire, on ne peut pas dire si elle est Il Li. ou 
Il Ln.i .. 

2) Sont toujours il LL les surfaces qui : 
a) ont une caracteristique paire et un nombre impair de lron

tières j 

b) ont une caractéristique impaire et un nombre pair de lron
tières. 

Donc,la caractéristique seule n'est déterminante pour l'appar
tenance d'une surlace au type LL que si elle est impaire, et si 
la surface est lermée. On démontre aisément ces propositions Il 
partir des relations (1) et (2) (p. 140-141). 

3.3.7. Relation enlre la caracléristique el l'ordre de conn..,ion. 
- Dyck examine (§ 4) la relation qui existe entre SQ caractéris
tique et le nombre défini par Riemann et revu par Neumann, 
SchlfiOi et Klein. 

Si l'on appelle Z l'ordre de connexion de Riemann, et Z 
l'ordre de connexion extraordinaire (Z = Z pour les surlaces 
qui ont une lrontière, et Z = Z - 1 pour les surlaces closes), 
on arrive Il la relation K' = 2 - Z, pour les surlaces Il Ln.i. 

Si le système envisagé est lormé de n parties disjointes, on 
ft 

a K' = :E KI, tandis que le nombre fondamental de Neumann, '-1 n 

G, est donné par G = :E z, + 2 - Zn. 
1-1 

En ce qui concerne les surCaces Il Li., Dyck remarque ce 
qui suit: 

• Les considérations précédentes s'étendent sans autre aux surlaces 
à Li., si on les considère, à l'instar de Sehlftfli, comme des surlaces 

(1) Le paragraphe 5 se rattache naturellement aux questions que noull 
venODe de traiter l' aU88i l'éludleroDs·nous avant le paragraphe 4. 

(') La transer plion de C68 théorèmes dans le langage de Riemann 8e 
fait sans difficulté avec llalde des réaultals du paragraphe suivant. 
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doublement recouvertes, de manière que les feuillets se rencontrent 
le long des courbes pour lesquelles l'indicatrice s'inverse. Dans cette 

perspective, le nombre KI prend la forme KI = 2 - ~. ~ 
2 

Pour fixer les idées, nous appliquerons ces dilTérentes rela
tions à deux exemples: 

1) K' = - 2 ct r = 2; d'après (2) (p. Hi), on a 2. ~ 2 - r - K', 
ou s = 1. Le nombre de sections transverses vaut 28 + r - l = 3, 
et la surface est quadruplement connexe, d'après la terminologie de 
Riemann. 

2) K' = - 2 ct r = 1 : 

Nombre de Riemann: ,. + a' + 2(0' + a"), et comme ici on peut 
prendre a' = 0 (voir alinéa 1, p. 1U) : 

-2 = 2-1-1-2(a + an) 

ou r + a' + 2(a + an) = ~. 
Si l'on admet qu'il s'agit d'une surface doublement recouverte: 

Z=2.~=8. 

Pour terminer, il indique les deux expressions suivantes, qui 
définissent le genre d'une surface en fonction de K' : 

2-K' 
1) P = 2 pour une surface à i.n.i., et 

2) p = 1 - K' pour une surface à i.i. 

Sur une surface polyédrale, on appelle caractéristique d'Euler 
l'expression : 

Si la surface est munie de h anses, on a 
N' =2-2h 

(voir par exemple [82], p. HO). 
Or, d'après Dyck : 

2-K' 2-2+Z Z 
h=--2-= 2 ='2 

c'.st-à-dire : Z = 2h 
Dès lors: 

N' = a.' - a.1 + a.' = 2 - 2h = 2 - Z = K'. 

C'est au cinquième paragraphe de ce chapitre que l'on ren
contre, pour la première fois, la définition exacte de ce que l'on 
nomme aujourd'hui une transformation topologique : 

or 
1 

Î 
1 

: 1 

\ 

AU SERVICE DE L'ANALYSE H7 

Cl ... de ce tableau, nous pouvons encore tirer quelques conséquences 
qui montrent les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il existe 
entre deux surfaces une correspondance biuni"oque et bicontinue • {1}. 

3.3.8. Variétés d n dimensions [26 el-
1. Définition. - En guise d'introduction, Dyck ohserve que, 

lorsque l'on prend n > 3, il faut bien sûr se passer de l'intuition 
spatiale; cela oblige à définir les variétés de ce type d'une façon 
analytique, tout en se laissant guider par les analogies avec les 
cas n = l, 2, 3. 

• Nous partirons de variétés formées par les systèmes de valeurs 
(points) (Xl. Xl •.. " Xn), les Xi représentant n variables réelles, indépen
dantes et bornées. Le voisinage de chacun de leurs points (i l' i 2, .. '1 in) 

n 
est caractérisé par l'inéquation l:; (x, - x;)' < ri; on l'appelle variété 

1- 1 
élémentaire à n dimensions En . 

• Plus généralement, nous appellerons variété élémentaire à n dimen
sions tout système de valeurs (XiJ qui peut être mis en correspondance 
biunipoque et bicontinue fI) avec la variété En ... L'inéquation: 

n 

l:;xf<1 
1-1 

représente évidemment une variété de ce type, dont: 
n 

l:;x! = 1 
1- 1 

est la frontière, que nous nommerons variété sphérique à n - 1 dimen
sions Sn . 1. La frontière de tout autre En peut alors être mise en corres· 
pondanc. biunivoque et bicontinue avec Sn_l > [26 e, p. 277-278]. 

A la fin de ce paragraphe, Dyck précise que seules seront 
prises en considération les variétés régulières ('), c'est-à-dire 
celles dont le voisinage de chaque point est une variété élémen
taire, dotée d'une frontière régulière. 

2. La caractéristique e/ ses propriétés. - Dyck enseigne (§ 2) 
comment les variétés les plus générales Mn s'obtiennent à partir 
de En par morcellements et par réunions, opérations qui s'efTec
tuent le long de variétés Ex _ Elles seront représentées par 1= Ex, 
et la variété k1n ainsi construite aura pour équation symbolique 

(1) C'est nous qui soulignons. 
(1) Ibid. 
(') Voir n. 2, p. 133. 
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iV/n = En + ~ ('F Exl, où X peut prendre toutes les valeurs 
de 0 à Il - 1. Il ajoute : 

ft L'adjonction, respectivement la suppression, d'une variété Ex 
de Mn se fera de façon que la frontière Sx -1 de Ex appartienne en entier 
à la (rontière de JUn o Nous dirons alors que ces transformations ont été 
efTectuées d'une manière canonique .• 

Ces considérations permettent d'introduire deux règles : 
1 1 A toute variété En on attribue la caractéristique .-1: 1 ; 
2l Toute transfonnntion de ]I;[n qui entraine l'apparitIOn, 

respectivement la disparition, d'un En fera augmenter, respec
tivement diminuer, la caractéristique d'une unité. 

Dyck applique ensuite ces résultats à l'opération qui consiste 
il diviser En on deux parties : 

, La méthode la plus simple pour atteindre co but consiste à partager 

En : xl + ' " + ~ < 1 au moyen de E._l : xl + ... + ';-1 < 1 

xn ~ 0, ce qui nous donne deux variétés élémentaires: 

a) xl + ... + ~ < 1 ct X n < 0 
b) xl + ' " + x~ < 1 et "'n > O. 

1 Comme, d'autre part, la frontière de En_l appartienl en totalité à 
colle de En' on peut écrire l'équation symbolique: 

En-En_l = 2En' 

d'où l'on tire que le procédé + En-l compte pour -1, et inversement 
-En-l pour + '1. En répétnnt le même raisonnement avec En_l ' il vient: 

En - En_t - 2E._l = 2En 1 

et 'F En_. compte pour 'F 1. 
• Plus généraloment, on écrit: 

En-Ex-2Ex+t-.· · -2En_l = 2En' 

ce qui revient il dire que la transformation 'F Ex compte pour 'F (_1)n-x 
dans le calcul de la caractéristique de Mn. En conclusion, on nia propo· 
sition : la suppression de Ex dans une variété Mn (n pair) compte pour 
'F 1 selon que X est pair ou impair. La suppression de Ex d'une variété Mn 
(n impair) compte pour ± l, selon que X est pair ou impair. » 

Au paragraphe 3, Dyck remarque que ces observations 
s'étendent sans difficulté au cns où l'on supprime d 'une variété Mn 
une variété lUx, de caractéristique Kx' 11 montre que l'on a : 

Mn=En+~('FMxl et Kn=~'F(-lln-xKx ' 
x x 
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3. Variélés sphériques el proieclives. - Plus loin, Dyck 
applique ces considérations à deux variétés importantes pour 
la topologie : 

1) Variétés sphériques: 

• Une variété sphérique Sn est équivalente, au point de vue de 
l'analysis silLU, il uno variété linéaire L'H pour autant que tous les sys
tèmes (XII' •. t X'fll qui peuvent devenir infinis soient identifiés et consi
dérés comme un seul point. Une ponctuation do Sn donne immédia
temenl l'équation symbolique : S. -E. = En' et comme - E. compte 
pour T 1 selon que n. est pair ou impair, on en déduit la remarquable 
proposition : La caractérl'stique de Sn paut 2 ou 0 selon que n est pair ou 
impair» (1) (§ 4, p. 282). 

2) Variétés projectives: 
c Si, en revanche, les éléments de l'infini sont considérés comme 

formant une variété P n- lt nous obtenons une variété A-I,u que nous 
nommerons variété projective il n dimensions. Dans ce cas, la suppression 
do Pn- 1 transforme Pn cn uno variété élémentaire, ce qui nous permet 
d'écrire: 

Pn-Pn-l = En· 

1 En appliquant successivement le même 
P n-I,.u, il vient: 

d'où: 

Pn- 1 - Pn- I = En_l 
Pn- t - Pn- 3 = En_1 

raisonnement à. P n-l' 

Pn ~ E. + En-l + ... + El + E., 

et comme les Ei se détruisent deux à deux: la caractéristique de Pest 
1 ou 0 selon que n est pair ou impair . ('). 

Notre auteur établit encore le beau théorème : 
r Les vatiélés proieclives d n dimensions sonl d i.i. ou d i.n.i. 

selon que n esl pair ou non. ('l. 
Voici l'idée de la démonstration de cette proposition: 

c IJ sumt d'introduire dans notre variété un système de n axes de 
coordonnées, munis de directions positives bien déterminées, et de 
montrer qu'il existe un chemin lermé qui, parcouru une lois, entratne 
l'inversion du signe pour un nombre impair d'axes. Pour démontrer 

(Il C'est nous qui soulignona. 
(2 Ibid. 
(' Ibid. 
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cette proposition, remarquons que Pli peut s'obtenir il partir de 
E. = "'1 + ... + "'A < 1 par idenlificalion diamélral. des poinls de 
sa frontière spherique, c'est-à-dire i 11 ••• , .in +-+ - %11 •• "' :- in_ 
Cette frontière sc comporte comma une variété linéaire P n-1' SI nous 
considérons un système d'a."C8S orthogonaux dans la variété linéaire 
langenUelle, Il -1 axes changeront de sens, el 10. variélé de déparl 
est à indicatrice inversable si n -1 est impair, c'est-à-dire si n est pair .• 

Dans une note qui accompagne cette démonstration, Dyck 
expose quelques réflexions d'un intérêt historique évident; 

Cl Une transformation continue des directions des axes do Coor
données, le long d'une courbe lermée, peul se représenler analytique
ment par une transformation linéaire dépendant d'un paramètre; 
lorsque, après un parcours complet, un certain nombre d'axes ont 
regagné leur position initiale, une partie du délerminant de la trans
formation a repris sa valeur de départi avec le même signe ou avec le 
signe contraire, selon que le nombre d'axes qui ont changé de direclion 
est pair ou impair. 21 

C'est la première fois qu'un déterminant est utilisé comme 
critère d'orientabilité. 

Dans la conclusion de son article, Dyck signale que la démons
tration de l'invariance de [(n devrait s'effectuer il partir des 
formes normales, comme c'est le cas pour n = 2. Il avoue cepen
dant que ce problème lui semble présenter des difficultés encore 
insurmontables (voir aussi p. 133 sq). 

3.3.9. Applicalian aux variétés qui sanl définies analyli
quemenl. - Pour clore ce chapitre, nous allons essayer de montrer, 
en quelques lignes, comment les considérations géométriques 
dont nous venons de parler s'appliquent aux variétés définies 
par une expression analytique. Nous velTOns que cette q~estion 
est liée il la caractéristique de Kronecker et il la curvalura lnleyra 
de Gauss. 

Nous illustrerons cette théorie par un exemple très simple 
de Dyck [26 d, p. 466-471] ; étant donné deux courbes repré
sentées par les équations cp("', y) = 0 et "'("" y) = 0, trouver la 
caractéristique de la portion de cp (x, y) = 0 contenue à l'intérieur 
de '" (x, y) = O. D'après la définition de ce nombre, nous savons 
qu'il est égal au nombre de parties de cp déterminées par son 
intersection avec "'. Pour le calculer, on considère cp comme 
membre d'une famille Cl> ("" y, À) = O. La caractéristique varie 
visiblement d'une façon discontinue (sprungweise) avec À. Si, 
dès lors, nous connaissons Kœ pour À = Àa., nous connaîtrons 
également [(. en suivant la variation de [( lorsque À varie de 
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À. il À;.. En outre, nous pouvons également dire que J((À) ne varie 
que pour les points où cp et'" ont une tangente commune, c'est-à
dire lorsque; 

aCl> a", 
Cl> = 0, "'=0, d= 0'" a", 

oCl> a", 
=0. 

ay oy 
Après avoir examiné les cas qui peuvent se présenter, ct 

en prenant Cl> "" cp (x, y) - À = 0, Dyck obtient : 

](' = ~ [1 d, ""1] avec _ ad . 
... d. "'. d, - ax' ... , 

la sommation s'étendant aux points cp < 0, '" = 0, d = O. 
](' est ainsi la caractéristique de Kronecker du système cp = 0, 
"'=0, d=O. 

A la page 505 du mème mémoire, Dyck traite de la question 
suivante; déterminer la caractéristique de la surface cp(x, y, z) = O. 
Pour atteindre ce but, il considère un système de courbes tracées 
sur cp = 0, obtenu par exemple en coupant la surface par un 
plan z - v = 0 parallèle au plan xy ('). En considérant les points 
de contact elliptiques et hyperboliques on a ; 

J(I = ~ [1 CPu CP"I] 
cp" cp .. 

avec 

la somme s'étendant /J tous les points 
C'est précisément la caractéristique de 
étudié. Par une méthode qurlque peu 
trouvê : 

[ 

CPu cp" 
](' = ~ cp" CP .. 

<Pu CP". 

i!cp, 
CPll = -, .. " aJ: 

cp = 0, cp, = 0, cp, = O. 
lüünccker du système 
dilTérente, Dyck avait 

sur tous les points cp < 0, cp, = cp. = cp. = O. Or cette expression 
est, au facteur 2 près, la curvalura in/eyra de la surface. 

Dans ses célèbres Disquisilianes de 1827 (voir 33 t ou 33/,), 
Gauss définit la curva/ura in/eyra d'une surface. Puis Kronec-

ker (1869) établit [53 a ou 53 a', p. 216J que J( = ..!.. Centre 
2lt 

(1) On reconnult ici ln méthode de Môbius, 
J.~C, PONT 

11 
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la curvalnra inleyra C d'une surface z = 1("', y) et la caracléris
tique définie à partir du système (f .. lu' f), Sans toutefois meLtre 
en évidence la nalure lopologique du nombre K . Partant de. 
travaux de Môbius, Klein et Kronecker, Dyck monLre, ainsi 
que nous l'avons vu dans les deux exemples précédcnts, l'exis
lence d'une relaLion enlre la caracléristique qu'il a définie et la 
caraclérisLique de Kronecker; cela implique l'existence d'une 
relation entre la curvalnra inlegra de Gauss cl l'invarianl topo
logique de Dyck (1). L'imporlance de la curvalura inleyra, qui 
fait ainsi SOn entrée dans notre science, est bien mise en évidence 
dans le texte suivanl de Lebesgue [55 b, p. 323] : 

• Celle notion de courbure lolale esl liée à loutes nos Jlrincipales 
connaissances en analysis situs ; c'esl d'elle que dérivent la plupart des 
expressions analytiques qui seryent dans les démonslrations arilhmé
tisées; c'est elle qui suggère l'emploi des déterminants ou matrices qui 
nous permettent de distinguer des orientations; c'est elle qui nous 
fournit le moyen d'écrire parlois qu'un point est intérieur ou extérieur 
à URO surface et qui conduit à l'indice de Kronecker et à ses multiples 
généralisations. Jt 

§ 4. CONCLUSIONS 

Siluées aux limiles de la période que nous étudions, les 
Conlributions de Dyck jouent le rôle de plaque tournante. Si, 
en elTel, il est permis de voir en elles l'aboutissement d'une 
longue chaine de travaux, on peut aussi y déceler l'une des 
sources du couranl d'idées qui conduit aux recherches de Poin
caré el il la topologie moderne. Ainsi placés à la croisée des che
mins du passé et de l'avenir, les travaux de Dyck nous servironl 
à faire le point. 

Si il la suite des recherches d'Euler, Lhuilier avait déjà donné 
un embryon de classification des surfaces orienlables, c'est 
Riemann, et il un degré moindre Listing, qui inaugurent cc 
problème fondamental de la topologie des surfaces; le premier 
s'appuyant sur cette classification sans l'étudier explicitement, 
le second se perdant dans des complexes par trop généraux. 
C'est il Mobius, puis à Jordan, que sont dues les solutions pré
cises de ce problème. Empruntant des voies nouvelles, Miibius 
introduit les surfaces il un côté, qu'il ne parvienl toutefois pas 
n intégrer n sa classification. Klein et Schlâfli donnent de ces 
surfaces une interprétation commode et permettent il Weichold, 
mais surtout il Dyck, d'en élaborer une théorie complète. 

(l ) L'existenco de celte relation apporafl déjà dons une nolo de J. DER~ 
T HAND [6, p. 13]. 
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Dans la décennie qui se termine en 1880, deux travaux ont 
éLé publiés, 'lui changent le cours de la pensée mathématique. 
Le Programme d'Erlan!!"n et le mémoire que Cantor publie 
en 1878 [14], car c'est d'eux qu'il s'agit, mettent en évidence 
l'importance des transformations et l'extrême circonspection 
avec laquelle elles doivent êlre employées. Utilisant explici
lemenl le second, cl sans doute influencé par le premier, Dyck 
envisage la topologie dans une perspective nouvelle et féconde, 
qui lui permel de poser en termes clairs, et exempts de toutes 
considéralions métaphysiques, le problème de la topologie des 
espaces il trois et à n dimensions. Dès le début, il fail dépendre 
la solution de ce problème de la recherche des Cormes normales 
pour les espaces il Lrois ct il " dimensions. Dyck n'a pas résolu 
ce problème, ct pour cause, mais il l'a posé et il en a signalé les 
difficultés, ce qui a toujours comme conséquence heureuse 
d'exciter les curiosilés el par là même de susciter des travaux 
nouveaux. 



CHAPITRE V 

ANAL YSIS SITUS 
ET PHYSIQUE MATHÉMATIQUE 

Dans la période qui nous concerne, on a traité certains pro
blèmes de physique mathématique, dont la solution dépend de 
considérations topologiques. Nous les examinerons dans leur 
ordre chronologique. 

§ 1. LES LOIS DE KIRCHHOFF 

En 1847, G. R. KirchholT, penché sur une question d'élec
tricité [49 a; ou 49 a', p. 22-23], pose et résout un intéressant 
problème d'analysis silus. 

La situation est la suivante: soit un circuit électrique formé 
de Il conducteurs qui se coupent en m points. Si E, et w, repré
sentent respectivement la force élecLromotrice et la résistance 
du conducteur n'i, on demande de déterminer l'intensité (J ) 
dans chacun des conducteurs. KirchholT répond par les deux lois 
bien connues : 

1) Si les arêtes "" "" . . . , ", forment un cycle, alors: 

Wt, J., + w" J t , + ... + w., JI<, = Et, + E., + ... + Et, (1) 

2) Si les conducteurs li .. ... , h. ont un point en commun, alors : 

JA, + ... + JA, = 0 (2) 

Voici la solution de KirchholT : 

« Je me propose maintenanl de démontrer que la résolution des équa
tions qui dérivent des théorèmes 1 et 2, relativement aux J1 t JI' .. . , Jn, 
et étant admis que le système des conducteurs n'est pas séparé en 
parties disjointcs, s'obtient à partir des considérations suivantes : 
soit IJ. ~ n - m + .. ; alors le dénominateur commun à loules les inten-
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silés est la somme de toutes les combinaisons du type wk! • IJ'k •• . .• • wh", 

les conducteurs kl •.• ', kp. étant lels que leur suppression transforme 
Je circuit en un circuit ne conlenant plus de figures fermées; qua.nt au 
numérateur do J"" il est égal à la somme tles combinaisons de la lorme 
"'kt - "'k,- ... -"'kil_l' kt, ... , kll- t étant lels qu'après leur suppression 
il reste encore une seule figure fermée, el qu'elle contienne k).; chacune 
de ces combinaisons est enCore à multiplier par la somme des forces 
électromotrices qui apparaissent sur la ligure fermée en question. 
Les forces électromotrices doivent être complées comme positives dans 
le sens où J). est positiC . • 

KirchholT démontre d'abord que le nombre d'équations indé
pendantes du système (1) est égal au nombre minimal fi. de 
fils qu'il faut supprimer pour détruire toutes les figures fermées. 
Ceci l'amène à considérer le système: 

a:t w. J. + cx~ Wt J, 

a:iW1JI +1%:wI J'1 

+ +cr!w.J. 
+ ' " + ..: ... J. 

= ~: E, + ... + cr! E. 

= ~l E, + ... + ..: E. 

a:~ "'. J. + cx~ Wt J'1 + + ~ Wn Jn = a.~ E. + ... + ~ En 
a:~+l w. J. + CX~ ... l w, J, + ... + ~+l CVn Jn = 0 

où les ct valent l, - 1 ou 0 ('). 
Puis, se basant sur le fait, physiquement évident, que les 

systèmes (1) et (2) suffisent pour déterminer les intensités 
inconnues ('), KirchhofT établit que fi. = n - m + 1. Il a donc 
montré, entre autres, que tout graphe contenant n arêtes et 
m sommets est transformable en un arbre de même nombre de 
sommets, par la suppression de fi. = n - m + 1 arêtes conve
nablement choisies. fi. est ainsi un invariant attaché au graphe. 

§ 2. L ' ÉLECTRODYNAMIQUE DE MAXWELL 

Comme nous l'avons signalé à la page 58, J. C. Maxwell a 
utilisé des résultats topologiques dans son célèbre ouvrage sur 

"1 51 l'on écrit w. Ji - n" la matrice du eyslème n'est autre que la 
matr ce d'incidence de la complexion linéaire. 

(') H. WE.YL a remarqué, le premier, la nécesait6 de d~montrer celte 
propo.iUon [95]. A ce propo', on consultera aussi l'ouvrage de D. K6NUJ 
[52, p. 140]. • 
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l'élecLricité et le magnétisme. Voici les passages qui intéressent 
notre histoire : 

« Il y a toutelois des cas où les conditions pour que 

Xdx+ Ydy+Zdz 

soit une différentielle exacte, savoir: 
az ay ax az 
- - -- 0 - - -- 0 ay 8.:: - ' 8z é)z - ' 

ay ax 
---~ O ax ay 

sont remplies dans une région de l'espace, ct où cependant l'intégrale 
prise de A ft P peut avoir des valeurs différentes pour deux contours, 
tous deux entièrement compris dans la région. CC CDS peut se présenter 
si la région est en rorme d'anneau, et si 1(>5 deux. lignes de A à P sont 
situées dans des segments opposés de l'anneau. On ne peut, dans ce ClIS, 

passer d'un contour à l'autre d'un mouvement continu sans sortir de la 
région. Nous sommes conduits ainsi à des considérations rentrant dans 
la Géométrie de position, sujet peu étudié, quoique son importance ait 
été signalée par Leibniz et mise en lumière par Gauss. Le travail le 
plus complet sur ce sujet a été donne par J. B. Listing ' [65 a, p. 17 ; 
ou 65 a', p. 17]. 

Une fois définis certains concepts créés par Listing (dia
gramme, cyclose, périphractique, acyclique, etc.), Maxwell 
énonce les deux théorèmes: 

• Si, dans loute l'étendue d'une région acyclique, 
Xdx + Ydy + Zd. =-doj. 

la valeur de l'intégrale prise d'un poinl A à un point P le long d'un 
contour quelconque intérieur à la région, est constante D, et .: Dans une 
région cyclique pour toute l'étendue de laquelle est satisfaite l'équa
tion X dx + Y dy + Z tU = - doj., l'intégrale de A à P n'est en général 
pas déterminée, si l'on ne spécifie le canal par lequel on va de A à P li , 

§ 3. LES CONTRIBUTIONS DE C. NEUMANN 

Dans un ouvrage publié en 1893 [69 cJ, Neumann traite de 
quelques problèmes de physiqu.e inathématique. Après avoir 
rappelé, dans les préliminaires (§ 6, 7 ct 8), des résultats topo
logiques de son livre de 1884, Neumann étudie certains chapitres 
d'électrodynamique. Il y fait notamment voir l'étroite dépen
dance qui existe entre la topologie d'une surface chargée et son 
influence électromagnétique. Dans une annexe intitulée Sur 
.l'ana/ysî. silus (p. 293-314), il s'occupe. de ' problèmes ' tppolo
giques qu'il nous laut maintenant passer en revue. . 
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3.1. Deux surfaces, respectivement deux espaces, sont ùu 
mème type (') lorsque l'on peut passer de l'un à l'autre par une 
translormation continue. La sphère détennine ainsi trois types 
topologiques: le type de la sphère, le type de l'intérieur de la 
sphère, le type de l'extérieur de la sphère. Puis Neumann donne 
la définition suivante : 

• Les surlaces obtenues par ce procOdé s'appelleront sphnrotiques. 
La sphère est la plus simple d'entre ellcs. La surlace sphlrotique la 
plus générale s'obtient en réunissant un nombre quelconque de surlaces 
sphériques par un nombre quelconque do tuyaux; ceux·ci peuvent aussi 
mettre en communication une surface avec elle·même. D 

La proposition principale s'énonce alors : 

« Toute surlaee ne se recoupant pas elle-môme peut êtro translormée, 
d'une façon continuo, en une surfaco spho.rotiquc. » 

« Je considère l'existence d'une telle transformation comme un 
axiome, c'est-à-dire comme une proposition qui est il conserver aussi 
longtemps qu'aucun exemple ne vienlla contredire, (§ ~l. 

Plus loin, Neumann s'applique à simplifier autant que 
possible les surlaces sphiirotiques, d'abord en montrant que 
toutes les sphères peuvent être remplacées par l'une quelconque 
qui porte tous les tuyaux; ensuite, en supprimant certains 
enlacements des tuyaux; la surlace obtenue est « la forme 
normale de la surface • (') . 

Neumann termine cette première partie par l'énoncé de deux 
relations numériques intéressantes (§ 6) : 

• Théorème 5. - Lorsqu'une surlace sphftrotique il possède 
K sphères et R tuyaux, son nombre fondamental, c'est-à-dire son ordre 
de connexion, est égal à 2(R - KI + a. Ainsi, dans une surlace sphAro
tique de connexion 2p + 1 on a : p = R - K + 1. » 

• Thiorème 6. - Lorsqu'une surface {ermée 0, 2p + 1. fois connexe 
et ne se recoupant pas ellc-mêmc, est transformée d'une manière continue 
en sa forme normale, le nombre de tuyaux est égal à p. D 

3.2. Après ces preparatifs, Neumann présente le problème 
qu'il considère comme fondamental : 

« Soit donnés une surlace il lermée, 2p + 1 lois connexe et ne 
se recoupant pas elle-mamc, avec son extérieur .d et son intérieur J. 
Il s'agit de déterminer d'abord un système de sections rendant il sim
plement connexe, ensuite un système de sections superficielles rendant 
SIl et J simplement connexes. » 

(Il Binerlei Typua. 
(:1 Normalzualand. 
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Nous ne dirons rien de la première question que Neumann 
résout au moyen du procédé classique découvert par Riemann 
et qu'il avait déjà exposé dans son ouvrage de 1884. La réponse 
à la deuxième question est contenue dans un long théorème 
(p. 308 et 309), que Neumann tire de son intuition géométrique. 
Nous résumerons l'essentiel de cette proposition, qui contient 
l'un des rares résultats obtenus en topologie de l'espace au cours 
de la période qui nous concerne: soit 0 une surface fermée ne se 
recoupant pas elle-même et 2p + 1 lois connexe. n est alors 
possible de choisir les couples de rétrosections A" .Il" ... ,.11. et 
1" l" ... , lp rendnntO simplement connexe de telle façon que d, 
respectivement J, soient rendus simplement connexes par des sec
tions superficielles "'1' ","" ... , ... ' respectivement L1' Loo ... , Lp, 
dont le système .Ill' respectivement 1" forment une partie de 
la Irontière. Lorsque l'une des 2p surlaces tx;, Li est du type 
de la sphère, et que de plus elle est distincte des autres, on dira 
qu'elle est délicalemenl simple (1). On peut toujours, dans les 
conditions données, choisir le système A .. Il de sorte que dans 
tout couple (IX" L1), ••• , (~, L.) l'une au moins des surfaces 
est délicalemenl simple. Si 1 on suppose, en outre, que dans la 
forme normale de la surface les tuyaux ne présentent pas d'enla
cements, AI, Il, peuvent être choisies de manière que chaque 
surface soit délicalemenl simple. 

n est intéressant de noter que Neumann ne va pas jusqu'à 
dire que deux régions limitées par des surlaces homéomorphes 
sont elles-mêmes homéomorphes. C'est là un signe de grande 
prudence et de remarquable intuition. 

3.3. Dans ce que l'on pourrait appeler la troisième par
tie (§ 10), Neumann traite du problème de la réduction des 
courbes tracées sur une surface ou dans un espace. n s'agit là 
d'un travail sommaire, de caractère purement intuitif. 

Appelons um!!ang une courbe fermée de direction déter
minée, que l'on peut réduire par les difTérents procédés suivants: 

a) Par une transformation continue; . 
b) Par juxtaposition, c'est-à-dire par la suppression d'une 

ligne commune parcourue une lois dans un sens, une lois dans 
llautre; 

c) Par décomposition d'un umgang en une infinité d'umgang 
infiniment petits. 

(1) Ezquiait dnrdCh. 
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En parcourant plusieurs lois un "m!!an!! P, on obtient 
un multiple de P, positif ou négatif selon le sens choisi. 

• Un système P, Q, R, ... , U d'umganl est dit élémentaire pour 
une surface ou pour un espace, lorsque tout umgang de cette surtace, 
respectivement de cct espace, est rêductible à 0 ou à des multiples t posi. 
tiCs ou nëgatifs, de Pt QI RI"" U, au moyen de transformations conti· 
nues, de juxtapositions ou de décompositions .• 

Neumann énonce alors le théorème : 
a Le système des p courbes III ... ,1., lorme un vrai (1) système 

d'umgang élémentaires pour l'extérieur # de la surlace il du théorème 
précédent; do mêmo, le système Al' ... , Ap est élémentalro pour 
l'intérieur J de O. Finalement, les 2p courbes Al, ... , Ap, Ill"" Ip 
Corment un système élémentaire pour la surCace n .• 

Suivent d'intéressantes observations : 

• Il est très probable que l'on puisse utiliser les remarques et les 
définitions de ce paragraphe pour uno classification des surCaces et des 
espaces, et ceci à deux points de vue différents. En premier lieu, une 
surlace ou un espace sera dit m + 1 fois connexe, lorsque tout vrai 
système élémentaire contient m umgang ... Pour les surlaces fermées qui 
ne se recoupent pas elles· mêmes, cette classification est en parCait 
accord, ainsi que le montrent les considérations précédentes, avec celle 
de Riemann. Noua ne saurions dire si un tel accord esl toul à lail générai; 
cela nécessiterait dos recherches plus approCondies .... 

Cette définition de l'ordre de connexion pour les surfaces 
et pour les espaces est nouvelle et riche de possibilités. C'est 
elle que Poincaré utilisera dans ses travaux. Quant à la question 
soulevée par Neumann sur ln concordance des deux types de 
classification, on sait la réponse que Poincaré en a donnée : 

• Voilà donc trois variélés, donl les groupes G sonl d'ordre Oni; 
mais ces groupes ne sont pas isomorphes; de sorte que ces variétés ne 
sonl pas homéomorphes; el cependant, elles auronl mêmes nombres de 
Betti Pl = P, = 1. Il paraltra naturel de reslreindre le sens du mot 
simplemenl connexe et de le réserver aux variétés dont le groupe G se 
réduit à la substitution identique. [72 b, p. 257]. 

(1) Un systéme d'umgang élémentaire est vrai lonqu'il contient le 
minimum ponible de courbell. 



En guise de conclusion 

Nous terminerons par une comparaison simpliste et banale, 
mais qui a peut-être le mérite de faire ressortir les grandes lignes 
de cette petite enfance de la topologie algébrique ct de préciser 
le rôle des acteurs principaux. 

Un jour de 1736, au cours de l'une de ses nombreuses pérégri
nations, Euler devina plus qu'il ne vit, émergeant des brumes, 
une étrange bâtisse. Quinze ans plus tard, voyageur infatigable, 
il revint dans ccs parages, buta contre un gigantesque obstacle: 
c'était une aile de l'édifice entrevu en 1736. Euler n'en eut pas 
conscience. 

En 1813, Lhuilier découvre un souterrain conduisant à l'aile 
aperçue d'Euler, l'explore remarquablement, puis quitte les 
lieux sans comprendre qu'ils appartenaient à un énorme et 
mystérieux complexe. 

Gauss était passé à plusieurs reprises à proximité de notre 
bâtiment; frappé de son immensité - dont il se rendit compte 
dès l'abord - il incita quelques-uns de ses amis à en faire l'explo
ration. Lui-même, un jour de 1825, s'en approcha assez pour 
distinguer la porte principale et reconnaitre le type de sa serrure. 
Après avoir retrouvé le souterrain de Lhuilier, Listing comprit 
son appartenance au grand ensemble que lui avait signalé Gauss. 
La galerie visitée avec soin lui livra un passage menant à l'inté
rieur. Une obscurité profonde régnait et bien des obstacles 
encombraient le chemin. Notre voyageur en revint presque les 
mains vides. Toutefois, le compte rendu enflammé et prophé
tique qu'il flt de sa tournée contribua grandement à aiguiser la 
curiosité des explorateurs. 

Vers le milieu du XIX. siècle, Riemann s'était hissé à la force 
des poignets le long d'une corde qui courait sur la muraille. 
C'est à cette occasion qu'il put examiner d'une fenêtre quelques 
salles du 2· étage; il nota aussi, en observateur pénétrant, que 
le bâtiment était à n étages, et qu'il fallait les explorer. S'étant 
élevé plus haut que nul autre, il parvint de son perchoir à situer 



162 LA TOPOLOGIE ALGÉBRIQUE 

sa position par rapport à un édifice fort connu, dont il avait 
lui-même explore certaines parties jusque dans le détail. 

A la suite de Riemann, Carl Neumann remplaça la corde par 
un commode escalier: désormais, point n'était besoin d'être bâti 
en athlète pour contempler les paysages révélés par Riemann. 

Quand Mobius découvrit à son tour la demeure, il ne savait 
vraisemblablement pas grand-chose des expéditions précédentes. 
Mais il était habile dans l'art du serrurier et, ayant trouve la 
porte principale, entra sans coup férir, explora minutieusement 
le premier étage, visita le deuxième, découvrant des salles iné
dites, répertoriant et dénombrant celles qui étaient déjà connues. 
Il entreprit même une rapide incursion au 3. étage. 

Felix Klein, quant Il lui, envisagea la question sous un angle 
nouveau. Il pensa, avec raison, que l'analyse de l'aspect exte
rieur, du style d'architecture permettrait une meilleure compré
hension de l'ensemble. Il reconnut que notre bâtisse n'était pas 
la seule de son espèce; elle rappelait, par la structure de certaines 
de ses lignes directrices, plusieurs demeures que les gens du 
XIX· siècle avaient visitées de la cave au grenier. Il consigna 
soigneusement ses observations, en fit un récit qui lui valut une 
grande considération et attira l'attention de tous les initiés sur 
ce dernier-né de l'imposante famille des géométries. 

Dyck entra lui aussi par la porte principale, donna un coup 
de lime il la clef afin qu'elle joue plus librement, huila les gonds, 
épousseta et restaura les deux premiers étages; puis il découvrit 
quelques pièces qui avaient échappé à ses devanciers. Bien que 
sa tentative de dénombrer les salles du troisième ait échoué, il 
eut le mérite d'apercevoir et de signaler l'énorme difficulté du 
problème. Il monta enfin au n· et ramena de sa visite des pièces 
rares et précieuses que l'on se plait aujourd'hui encore il admirer. 

Postface 

RÉFLEXIONS SUR L'HISTOIRE 
DES MATHÉMATIQUES 

• C'est donc un service à rendre à la 
Géométrie, que de suppléer par une fic. 
tiOD ou taiL historique dont les traces se 
80nt efTacées .• 

(Louis BERTRAND. ) 

. Si ces ré~exion~ ont ét~ suggérées par les problèmes tech
n~ques. et philosophiques qUI se sont posés à "auteur durant la 
redactlOn de cet ouvrage, c'est l'état catastrophique de l'ensei
gnem~nt de l'histoire des mathématiques dans son pays qui l'a 
amene il les exposer. Le lecteur sera conscient qu'elles provien
nent d'un bomme dont la formation est celle d'un mathémati
cien, qui s'e~t par la suite dirigé vers la recherche historique, 
sans apprentIssage préalable, mais aussi sans préjugé d'aucune 
sorte. Par conséquent, les idées de ce chapitre sont parfois 
ban~les', .souven~ f~rt connue~, quelquefois peut-être originales. 
QuO! qu li en sO!t, li est perm.s, pour enfoncer un clou, d'utiliser 
un marteau qui a déjà servi. 

En cette deuxième moitié du xx. siècle, l'histoire des 
mathé~tiques répond à de multiples besoins qui sont apparus 
aux ~.lTérents stades d'évolution de la pensée humaine; nous 
ne d.scuterons pas. de~. plus anciens, devenus évidents, pour 
n?us attacher part.c~h~rement il deux d'entre eux, d'origine 
recente, dont les spéClahstes n'ont pas toujours pris conscience. 

~. D'abord, c'est là u?e question à incidence pratique, il 
dev.ent d~ plu.s en plu~ d.fficile de concevoir un enseignement 
des mathemat.ques qUI ne fasse pas appel il l'histoire. Cette 
constatation, qui à d'aucuns semblera une lapalissade est loin 
d'être universellement admise; nous en voulons pou; preuve 
I.e fa.it qu'aucune école supérieure de Suisse ne propose à ses 
etud.ants des cours réguliers d'histoire des mathématiques. 



16ft LA TOPOLOGIE ALGÉBRIQUE 

Aussi n'est-il pas inutile de développer cette observation. Pre
nons un exemple : imaginons une contrée habitée par une popu
lation active et curieuse de connaUre le pays que le destin lui 
a choisi. Longtemps, de vastes étendues d'eau, de puissantes 
chaines de montagnes et de vieux tabous arrêtent toutes les 
tentatives d'exploration. Puis soudain, plus chanceuse ou mieux 
inspirée, une caravane parvient il Corcer le passage. Celles qui 
suivront, mises en confiance par ce succès, s'efforceront de 
simplifier le chemin. Petit il petit, elles remplaceront la périlleuse 
voie originale par une route directe et large. On doit toutefois 
se garder de penser que ceUe manière de voyager présente 
seulement des avantages. Alors que les longs et pénibles chemins 
d'autrefois développaient chez le voyageur qualités physiques 
et morales, sens de l'itinéraire et facultés d'observation, il peine 
ceux d'aujourd'hui laissent-ils un vague souvenir. Cela est 
insuffisant lorsque le voyage est prétexte il former des explo
rateurs. 

Pour employer les termes de cet exemple, il semble que de 
nos jours on considère trop l'enseignement comme un véhicule 
rapide et confortable amenant les étudiants d'une région it 
l'autre. Si, bien sGr, on ne peut exiger de l'élève qu'il parcoure 
le chemin des pionniers, tout au moins devrait-on s'elTorcer de 
le lui décrire, en faisant ressortir comment certains problèmes 
ont surgi et comment on les a résolus. Il en découle que l'historien 
a pour mission première, lorsqu'il se place dans la perspective 
de l'enseignement, la rechcrche des voies originales qui ont 
amené un auteur it telle découverte, à telle théorie. Ce problème 
difficile, peut-être le plus ardu de la recherche historique, n'obtient 
que rarement une solution représentant it coup sGr la démarche 
de l'auteur. Cependant, cette tentative de reconstitution est 
toujours intéressante; car elle vise à découvrir la façon la plus 
naturelle d'introduire une théorie. C'est là une conception 
pragmatique de l'histoire, nous en convenons, mais « la vérité 
n'est pas toujours ce qui se démontre, c'est parfois aussi ce qui 
simplifie. (1). 

Si on condamne toutes les ouvertures de la citadelle, demeu
rant sur le terrain strictement mathématique, le besoin d'histoire 
se limite il ce que nous venOns de dire; que l'on élève le débat 
en se plaçant dans la perspective de la pensée humaine du milieu 
du xx· siecle, et l'on voit cette question prendre une ampleur 
nouvelle. 

(lI A. do Sainl-Exupéry. 
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~ .. Ignorer l'~istoire, c'est ignorer l'homme avec ses luttes, 
ses JOIes, ses peInes, ses rêves même; ignorer l'histoire, c'est. 
donner il notre science une forme inhumaine et pétrifiée : on 
s'attache il une construction, certes magnifique, mais d'où la vie 
a disparu depuis longtemps. A vouloir donner aux théories qui 
la constituent un vi.age qui serait indépendant de l'homme et 
de son milieu, on en fait une science qui parait sèche et sans 
âme, alors qu'on pourrait lui insuffier Corce ct vic en montrant 
comment une théorie nait, neurit et parfois meurt. 

Cet état d'esprit s'oppose fondamentalement il l'idéal du 
nouvel humanisme qui tend il mettre l'homme total au centre 
de ses préoccupations, et à réaliser ainsi un pas important vers 
une certaine unité de but, si ce n'est de nature et de moyen dans 
le savoir humain. A ce propos, nous citons volontiers une phrase 
de R. Godement [58, p. 326) à laquelle nous souscrivons plei
nement : 

• .... et !lue Hilbe.rt réali.ant la décomposition spectrale des opéra
teurs hnéOlres, Perrm anal)'"ant 1. bleu du ciel, Monet, Debussy et 
Proust recréant pour nolre émerveillement le scintillement de la lumière 
sur la mer, travaillaient tous dans le même but, qui sera aussi celui de 
l'avenir: la connaissance de l'univers tolal .• 

. Cette unité, de prime abord artificielle ou purement verbale, 
eXIste souvent, surtout lorsque les dilTérentes disciplines sont 
considérées dans leur développement; on remarque en elTet 
avec A. Denjoy [22, p. 13-14), que réellement: ' 

c Par ,de mystérieux accords résonnant aux Ames d'un temps, 
?,athémattques, arts plastiques el de plume, poé.ie, musique, présentent 
a peu près dans les mêmes années de. transfigurations essentielles et 
analogue •. Un même bouillonnement, une même révolte .oulèvent les 
esprits. Franchise de l'inspiration, toutes entraves brisées et de l'expres
sion aussi bien. C'est le pareil cri poussé. Peinture, poésie, :nathématiques 
ouvrent des temps nouveaux avec Delacroix, Baudelaire, Riemann .• 

Dans cet ordre d'idées, nous allons voir que l'évolution des 
mathématiques, dans la deuxième moitié du XIX. siècle pré
sente des analogies remarquables avec l'évolution de l'a~t au 
cours de la même période. 

Essayons, pour commencer, de mettre en évidence les élé
ments qui caractérisent le passage de l'art traditionnel à l'art 
moderne, et penchons-nous plus particulièrement sur la peinture. 
En ce domaine, la création s'opère à peu près selon le schéma 
suivant: l'image d'une certaine partie du réel se forme sur la 
rétine de l'artiste; elle passe ensuite dans le cerveau ou elle subit 
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des transformations, régies par des facteurs alTecLiCs, intellectuels, 
sociaux, etc. ; puis une dernière translonnation ramène dans le 
monde extérieur le réel ainsi transliguré ; en notation symbolique 
on écrirait: 

Qi 91 9_ 
Réel ~ rétine ~ ... --+ tableau. 

Dans la période traditionnelle, le produit 'l' ••...• 'l' •• 'l'. était, 
continuons à employer le langage de la géometrie, une isométrie 
ou plutôt une homothétie; l'artiste cherchait Ïl reproduire le 
plus lidèlement possible ce qu'il voyait; si bien qu'on a pu dire 
de cet art: 

• Il cst réellement un moyen de représenter les choses telles qu'clles 
apparaissent à nos yeux lorsque nous les considérons d'un certain point 
do vue et cn prenant soin de ne pas bouger. [67, p. 19]. 

Dans le naturalisme, chacun reconnaltra l'objet que l'artisle 
a décrit ou représenté; les fonnes qu'on y rencontre surprennent 
rarement le sens commun. 

Dans la période suivante, le schéma reste le même, mais le 
produit 'l' ••...• '1' •• '1'. n'est en général plus une homothétie, ou, 
en d'autres termes: 

• En passant du domaine de la nalure à celui de l'art, les objels ne 
restent pas les mêmes. Ils changent, pour le moins cn partie, de fonction 
et de signification. [67, p. 26]. 

A la question de savoir quels sont le but et le sens d'un tel art, 
on doit répondre que, entre autres choses, il essaye de dégager de 
l'objet qu'il étudie des propriétés qui ne sont pas immédiate
ment visibles; ou pour citer encore J. E. Muller: 

• Il [cet art] a pour but de révéler non pas l'objet en lui-même, mais 
la signification qu'il a prise sous un regard singulier ... L'art moderne 
par contre remot cn question les idées que nous avons couLume de nous 
Caire, il les ébranle, il nous invite à découvrir aux objets des aspects 
inédits. Se plaisant Il nous dépayser, il nous conduit à alTronter l'inconnu 
III où l'objet réel se serait signalé par sa rassurante banalIté. (p. 45). 

Donc l'identilé extérieure entre l'objet el sa représentation 
ne caraclérise plus une œuvre d'art; au point que : 

• Ln déformalion est ùevenue l'un des traits distinctifs do l'art 
moderne, aussi bien dans la sculpture que dans la peinture. [67, p. 51]. 

Une telle conception de l'art exprime la libertë totale de 
l'artiste face au modèle; cela entraine l'apparition de fonnes 
bizarres, qui semblent n'avoir point de racine dans le monde 
malériel : 
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• L'artiste dorénavant se soucie moins do ce qu'il peul observer 
que de ce qu'il ressent, conçoit, imagine. Il commenco par user avec 
liberté des données de la nature; il a recours aux déformations, aux 
transpositions, ct il pousse au point où les objets deviennent méconnais
sables. De plus en plus l'imago (naturalisle) se dévalorise au profil des 
significations dont peuvent être chargées la seule forme ct la seule 
couleur. [67, p. H]. 

En conclusion nous dirons, avec J. E. Muller: 

fi Alors que l'art de la Renaissance, soucieux de deOnir l'homme par 
tout ce qui le sépare des autres créatures, s'était appliqué à l'enCermer 
dans ses particularités physiques les plus distinctives, l'art moderne, 
en le déCormant, le Cait sortir de ses limites ct lui découvre des affinités 
avec ce qui existe en dehors de lui... Qu'à l'art dominé par le souci 
de l'identité succède l'arl qui mell'accent sur les analogies. [67, p. 72]. 

Montrons maintenant que le passage de la géométrie Il la 
topologie, ou plus généralement le passage des mathématiques 
traditionnelles aux malhématiques modernes, s'elTeclue selon 
un mode analogue Il celui que nous venons de décrire; cela est 
si vrai que les citations précédentes peuvent Bussi bien servir 
à le caraclériser. Aux yeux de la géométrie classique, deux ligures 
sont égales lorsqu'on peut passer de l'une à l'autre par une isomé
trie ou, si l'on veut, lorsque le bon sens nous dit qu'elles sont 
égales. En topologie, la relation d'égamé est beaucoup plus 
large, c'est-à-dire que les ligures susceptibles d'être prises comme 
représentation d'un objet sont très variées, et semblent parfois 
fort dilTérentes de leur modèle. Cette science nous révèle la 
siguilication prise par l'objet sous un regard singulier; elle 
(et c'est là une conclusion qui vaut également pour les mathé
matiques modernes) remet en question les idées que nous avons 
coutume de nous laire, elle les ébranle, elle nous invite Il décou
vrir aux objets des aspects inédits; se plaisant li nous dépayser, 
elle nous conduit Il nlTronter l'inconnu là où l'objet. réel n se 
serait signalé par sa rassurante banalité. 

Ainsi, c'est en idéalisanl des objels soumis li notre observation 
quotidienne que les mathématiciens ont obtenu les êtres géomé
triques fondamentaux : points, lignes, surfaces; qu'ils ont cru, 
à la suite d'un nouvel elTort d'abstraction, pouvoir remplacer 
par des expressions analytiques; cependant, ce\les-ci se sont 
révélées plus riches que la réalité qu'elles étaient censées recou
vrir ; en d'autres tennes, si à chaque ligne ou surface, dont on 
trouve une image dans le monde extérieur, on peut faire corres
pondre une expression analytique, la réciproque n'est pas vraie. 

.J.-C. POST 12 
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Considéré dans cette perspeeUve, le mystère des courbes conti
nues sans dérivées n'cn est plus un, ct ln nécessité du théorème 
de Jordan sur les rourhes fermées sc justifie autrement, nt plus 
naturellement, que par ries raisons de cohérence interne. Et 
certains résultats de la théorie des ensembles ne constituent-ils 
pHS le modèle même du dépayscment, en ébranlant Ics idées que 
nous avons coutume de nous Caire '1 

En outre, si la déformation est devenue l'un des traits dis
tinctifs de l'art moderne, clic est aussi intimement liée aux 
débuts de l'analysis silus ; cela est si vrai que presque toutes les 
premières tentatives de définition jouaient sur ce mot. 

Nous poursuivrons notre comparaison en observant que 
lorsqu'on passe du domaine de la géométrie classique il celui 
de la topologie, ou plus généralement du domaine des mathé
matiques traditionnelles il celui des mathématiques modernes, 
les objets ne restent pas les mêmes, ils prennent souvent de. 
allures méconnaissables. De plus, tandis que la géométrie, sou
cieuse de définir ses objets par tout ce qui les sépare des autres, 
s'était appliquée à les enfermer dans leurs particularités les plus 
distinctives, la topologie ct les mathématiques modernes en 
général, en les déformant, les font sortir de leurs limites et leur 
découvrent des affinités avec ce qui existe en dehors d'eux. 
L'évolution des notions de nombre, de polyèdre, de surface, 
illustre bien ce point de vue. Ainsi donc, il la mathématique domi
née par le souci d'identité, succède celle qui met l'accent sur les 
analogies. Henri Poincaré l'avait parfaitement compris, qui 
écrivait: 

• Je ne sais pas si je n'ai pas déjà dit quelque part que la malhé
matique est l'art de donner le même nom il des choses difTérentes • 
[72 a, p. 29]. 

De telles analogies, apparemment dues au hasard, provien
nent peut-être de ce que tant la mathématique que l'art modernes 
procèdent d'un même phénomène mystérieux ayant son origine 
au plus profond du XIX· siècle. Un premier élément d'explication 
pourrait être celui-ci: si l'art moderne est il coup sûr la consé
'luence d'une prise de conscience de la liberté totale de l'artiste 
face aux modèles qu'il choisit dans le monde extérieur, de même 
la mathématique moderne - qu'il ne faut pas confondre avec 
l'époque moderne en mathématique dont on faitsouventremonter 
l'origine il Viète, Fermat ct Descartes - commence lorsque le 
mathématicien se rend compte de la liberté qu'il a par rapport 
aux modèles que lui suggère l'univers matériel qui l'entoure; 
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nu moment où les impressionnistes se dégageaient des tutelles 
académiques, le célèbre mathématicien G. Cantor s'écriait 

« L'essence des malhématiques réside dans sa liber lé .• 

J ointe il celle de Poincaré, cette pensée caractérise bien la 
mathématique du xx' siècle. 

En cet endroit de nos réflexions, force nous est d'admettre 
qu'une histoire répondant aux exigences indiquées plus haut 
n'existe pas; difficile, parfois impossible à écrire, elle soulTre de 
ce que les documents sont exagérément pauvres de renseigne
ments humains. Toujours l'homme se cache derrière son œuvre. 
Comme si le moi était haïssable. L'exemple suivant, tiré de notre 
étude, illustrera mieux ce point: A. F. Môbius, mû par une impul
sion dont nous ignorons l'origine, entreprend un travail qui 
constitue une étape fondamentale dans le développement de la 
topologie. La genèse de cette œuvre présente pour nous un intérêt 
réel, d'autant que certains faits nous portent il croire que Gauss 
est à la source de plusieurs idées essentielles de Mübius. Malheu
reusement, le manque il peu près complet de renseignements sur 
les relations, pourtant étroites, qui unissaient ces deux hommes, 
nous interdit toute conclusion. Il ne faut surtout pas s'altendre 
il trouver une réponse dans les quelques biographies de MObius, 
car elles sont, comme cela se doit, fort succinctes et ne louchent 
que des questions particulières qui ont pu sembler importantes 
au moment de leur rédaction. Et cette situation est générale. Alors 
que nombre de thèses sont consacrées à un quelconque écrivain 
de 10. magnitude, on ignore presque tout des plus grands 
mathématiciens, de la formation et de l'évolution de leur esprit 
scientifique, de leur philosophie, de leurs préoccupations, et 
cela constitue un handicap considérable pour qui essaye d'écrire 
l'histoire. 

Dès lors que nous avons diagnostiqué l'une des causes du 
mal dont soulTre l'histoire de notre science, il s'agit de trouver 
une thérapeutique; bien entendu, on ne peut changer quoi que 
ce soit à l'état des documenls; seuls une intuition brillante, 
un recoupement heureux peuvent ici ou là suppléer à leur absence 
ou à leur laconisme; mais ce sont. des circonstances fortuites 
dont de très rares sujets vont bénéficier. Aussi est-ce de l'avenir 
qu'il faut se préoccuper. 

Nous avons remarqué que l'histoire est malade du manque 
d'un certain type de documents; on la guérira donc en lui 
fournissant ce « produit D. Le « laboratoire D responsable de cette 
tâche sera chargé d'élaborer des questionnaires, de diriger des 
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enquêtes, d'établir des archives; par ce moyen, chaque chercheur 
pourra indiquer comment il voit l'évolution de sa propre science, 
les buts qu'il poursuit, ses espérances, ct ses échecs qui sont 
souvent. aussi inst.ructifs que les succès. Ce même Il laboratoire» 
tentera une première interprétation des documents enregistrés, 
et écrira ainsi une histoire actuelle, On lui reprochera sans doute 
de manquer d'objectivité; on lui saura en revanche gré de 
contenir des renseignements d'une valeur inestimable, qu'on 
aura pu recueillir directement auprès des gens qui font l'histoire. 
Un tel travail ne doit pas être un but en soi, mais bien plutôt un 
tremplin pour l'historien de l'avenir, qui disposera ainsi d'un 
fabuleux ensemble de documents classés et analysés. De plus, 
cette histoire actuelle intéressera également le mathématicien 
et l'érudit, et c'est là • le seul critère pour reconnaitre la vraie 
histoire, la vraie philosophie d'une science» [55 a, p. 104], Ces 
renseignements permettront finalement d'écrire. l'histoire néga
tive D, qui est celle où l'on relate les échecs, les impasses, les faux 
pas de la recherche, et qui peut être autant révélatrice d'un état 
d'esprit, d'un courant d'idées que aa sœur l'Histoire. 

Pour être écrite, cette histoire nécessite d'abord un nouveau 
type de chercheur, Il la fois spécialiste de la branche dont il 
entend retracer l'évolution, chroniqueur honnête et historien 
compétent. En second lieu, une collaboration aussi étroite que 
possible entre le savant et l'historien est indispensable. Actuel
lement, une coopération efficace de la part du savant est encore 
problématique, car, trop souvent, il méconnaît le rôle de l'histoire. 
Absence de conscience historique que l'on comprend aisément 
si l'on veut bien tenir compte du fait que, pendant ses longues 
années de formation, le futur savant n'aborde nulle question 
historique. Ce sont des problèmes dont on le tient il l'écart. 

Comment remédier il cette situation? En inculquant il l'étu
diant le goût et le sens de l'histoire par des cours qui montrent 
l'intérêt de cette science et qui mettent en lumière les problèmes 
ardus auxquels elle se heurte quotidip,nnement et qu'elle doit 
résoudre. Il ne s'agit pas, bien entendu, de faire de ces étudiants 
des érudits noyés dans un amas de détails. Mais il faut qu'ils 
puissent suivre la naissance et l'évolution d'une théorie, en un 
mot sa vie, et être attentifs aux problèmes philosophiques 
qu'elle ne manque pas de soulever. 

Il semble donc que les raisons d'introduire l'histoire comme 
moyen de formation du futur scientifique ne manquent pas, 
ct pourtant... 
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Chronologie 

Leibniz crée l'expression analysis situs. 

Euler résout le probléme des ponts de Kœnigsberg. 
Euler découvre le théorème sur les polyèdres. 
Euler annonce publiquement sa découverte ainsi que sa tenta
tive de démonstration, 
Legendre démontro ce théorème dans un cas particulier. 
Gauss démontre le théorème londamental de l'algèbre, en 
utilisant un argument de nature topologique. 
En rolation avec un travail intitulé Sur lu pO/Ylon .. et 1 .. 
po/yUr .. , Poinsot parle d. géométrie de situation. 
Cauchy étend 1. théorème d'Euler. 
Cauchy publie ce travail. 
Lhuilier publie sa découverte des polyèdres auxquels la relation 
d'Euler ne s'applique pas. Notion de genre d'un polyèdre. 
Gnuss publie les Disquisitiones. 

Listing crée le mot « topologie '. 
Listing publie les Vorsludien. 

Von Staudt découvre les hypothèses sous lesquelles l'énoncé 
d'Euler est valable; elles constituent la définition d'une surface 
polyédrale à connexion simple. 
Schliifli étend le théorème d'Euler au cas des espaces à n dimen· 
sions. 
Riemann publie sa Dissertation, dans laquelle on trouve la 
définition de l'ordre de connexion des surfaces à partir du 
nombre de sections transverses, et la démonslration du [ail 
que ce nombre ne dépend pas du choix des sections transverses, 
mais est un invariant attaché il. la surface. 
Riemann publie sa théorie des fonctions abéliennes, dans 
laquelle l'ana/ysis silus joue un rôle de premier plan. 
Listing et 1\IObius découvrent le ruban de 1\IObius. 1\IObius 
entreprend son élude SUI' les polyèdres pour répondre à la 
question proposée par l'Académie des Sciences de Paris. 
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1861 Mobius remet son mémoire à l'Académie. 
1862 Listing public le Census. Première apparilion du ruban de 

ltIôbius. 
1863 l\IObius publie la Corrélation élémentaire. 

1864 Durège publie son commentaire de la Lhéorie de Riemann. 

1865 C. Neumann public un ouvrage visant le même but que celui 
de Durège; les développements consacrés il la topologie sont 
importants cl clairs. 

1865 1II0bius public son étude sur l'aire ct le volume des polygones 
et des polyèdres. 

1866 Jordan énonce le théorème fondamental de la topologie des 
surfaces. Dans un second mémoire, il aborde le problème de 
l'homotopie des courhes tracées sur des surfaces. 

1871 E. Detti publie son étude sur certaines queslions de la topologie 
des variétés à n dimensions; il définit l'ordre de connexion de 
ces variétés. 

1872 Klein présente le Programme d'Erlangen. 

187" Schliilli et Klein établissent la notion de surrace double et la 
non·orientabilité du plan projectif. 

1876 Klein introduit la distinclion entre propriétés relatives ct 
propriétés absolues, ainsi quo la notion d'indicatrice. 

1877 Cantor découvre la possibilité de correspondance biunivoque 
entre R et R". 

1882 

1883 

'188~ 

Klein publie son élude sur la théorie de Riemann, où l'on voit 
apparaitre les surfaces symétriques, el la bouteille de Klein, 
première surface fermée non orientable (outre le plan projecUf). 
Thèse de Weichold. 
Premier travail de Dyck sur la topologie des espaces à trois 
dimensions. 

1887 Jordan publie sen théorème sur les courbes rermées. 
1888 Dyck publie ses Contributions à l'analysis situs. 
1890 Dyck publie ses Deuxièmes contributions à l'analysis situs. 

1 

L'analysis Silus et sa généalogie 

~;~~~~~:~2~~~~~::::::::~'CIlÏlll 118501' 
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Notices biographiques 

Dons CCB notices biographiques, noue nOU8 proposons de décrire, à 
grands trnits, 10 vie de quelquos savants qui ont marqué 10 peUto enfonce 
de Jo topologie algébrique, en excluant caux dont J'histoire 8at la plus connue 
comme Cauchy, Desenrles, Euler, GOU88, Leibniz, Poinsot et Riemann. 

Enrico BSTTI. 
Enrico BeUi est né il Pistoia en 1823. Sa carrière scientifique se 

déroule b. l'Ecole normale supérieure de Pise, jusqu'à sa mort en t892. 
Ses principaux travaux portent sur la théorie de Galois, dont il lut 
l'un des premiors à pénétrer les idées, sur la théorie des Conctions analy. 
tiques et sur la physiquo mathématique. On le considère comme l'un 
des promoteurs du renouveau des mathématiques en Italie au XIX" siècle. 

Walther von DyClt. 

Walthor v. Dyck est né en 1856 il Munich. Aujourd'hui tombé dans 
l'oubli, il lut un personnage influent de la mathématique allemande 
entre 1890 et 1920. E1ève, puis ami de Klein, on lui doit des travaux 
en théorie des lonctions, en théorie des groupes, en théorie des équations 
di!rérentiolles ot surtout en topologie. Il est, durant de nombreuses 
années, rédacteur des Mat~mati.scM Annalen; il est aussi l'un des 
promoteurs de la célèbre Encyclopédie des sciences mathématique!. 
Dès 1884, il est prolesseur ordinaire à Munich, où il meurt en 1934. 

Camille JORDAN. 
Camille Jordan est né à Lyon en 1838. De S<ln œuvre considérable, 

on retiendra surtout le Traité des substitutions et des équation6 al8é~ 
briques (1870) et le Cours d'analyse d. l'Ecole polytechnique (1887), par 
qui • Camille Jordan eut des élèves dans le monde enUer. ('). Il décède 
en 1922, après des années douloureuses, qui le voienl perdre sucees
sivemenl sa fille, trois de ses fils et son petit-fils il la première guerre 
mondiale, puis son épouse. 

(') Voir [55 a, p. 61]. 
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Felix KLEIN'. 

Felix Klein est né à Dusseldorl en 1849. 11 commence ses études à 
Donn; en 1868, il devient l'assistant de Plücker; puis il travaille Îl 
GOllingen aveC Clebsch, à Berlin sous Weierstrass. A partir de '1872, 
il enseigne a Erlangen, où il présente sa rameuse dissertation inaugurale, 
le Programme d'Erlangen. En 1875, il sc déplace à Munich ct y enseigne 
jusqu'en 1880, dato 11 laquelle il est nommé Il Leipzig. 11 est appelé à 
Gôllingen en 1886 où il prolesse jusqu'à sa retraite en 1911. Klein est 
sans doute l'un des mathématiciens les plus influents de sa génération. 
Non content de créer dans presque tous les domaines des mathématiques, 
il s'occupe encore, surtout dans la dernière partie de sa vie, de questions 
d'organisation et d'enseignement. 11 est à la base de la célèbre Encyclo
pédie des sciences mathématiques. Il meurt à GOttingen en 1925. 

Adricn-Marie LBGENDRS. 

Adrien-Morie Legendre a vu le jour il Poris en t752. 11 a marqué son 
cpoquo por de remarqnabl .. ouvrages (Eléments de géométrie, 1794; 
Essai sur les nombres, 098; Théorie des nombres, 2 vol., 1830; Exercices 
de calcul intégral, 3 vol., 1811-1819; Traité des fonctions elliptiques et 
des intégrales eulériennes, 1827-1832) qui connurent un grand succès. 
11 est mort en -1833. 

Simon LllliILlER. 

Simon Lhuilier est né à Genève en 1750. Ses premiers travaux portent 
sur le problémo de l'isopérimétrio dans les pyramides. Son E"'po.ition 
élémentaire des principes des calculs supérieurs remporte, en 1786, 10 
grand prix de mathématiques de l'Académie des Seiences de Berlin. 
Après quelques années de préceptorat à Varsovie, il regagne Oenève, 
où il enseigno jusqu'en 1825. Il meurt en 1840. 

Johann Benedikt LISTING. 
Johann Benedikt Listing est né Il Francfort-sur-le-Main en 1808; 

en 1829, il se rend à Gôtlingen où il devient l'élève de Gauss. A la suite 
d'un travail de géométrie dilTérentiel1e, il obtienl son doctorat. De 1837 
il 1839, il enseigne le dessin des machines et les mathématiques à l'Ecole 
des Arts ct Métiers do Hanovre. En 1839, il romplace W. Weber à l'Uni
versité de Gôttingen. Listing est surtout connu pour ses travaux topo
logiques. Il décédo b. GOllingen en 1882. 

August Ferdinand MÔD'us. 
August Ferdinand MObius a vu le jour à Sehulplorta en 1790. 

En 1813-1814, il se familiarise, sous la direction de Gauss, avec l'observa
tion et les CD.lculs astronomiques. A partir de 1816, il est astronomc, puis 
direcleur de l'observaloire de Plaissenhurg; il enseigne li l'Université 
de Lcipzig jusqu'à sa morl cn1868. On considèrc, en général, le BartJcen
trische Calcul (1827) comme son œuvre principale. Parmi ses lrnvallx 
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figurent cncore un célèbre manuel de slatique, des contributions il la 
mécanique céleste et ô la géométrie. 

Carl NEU~IANN. 
Fils du célèbre physicien Franz Neumann, Carl Neumann est né 

en 1832 à Kœnigsberg où il lait ses études. En 1863, il est prolesseur 
extraordinaire il Halle; la même annéc, il eslnommêprofesscurordinaire 
Il Bâle. De 1865 à 1868, il enseigne à Tübingen, puis à Leipzig jusqu'à 
sa retraite en 1911 ; il meurt en 1925. A part ses travaux en théorio des 
fonctions et en électrodynamique, on lui doit essentiellemcnt des contri
butions londamentales dans le domaine do la théorie du potentiel. 

Ludwig ScnLÀFLI. 

Ludwig Schlfifli est né près de Berno en 1814. Il enseigne au gymnase 
de Thoune jusqu'en 1848, puis à l'Université de Berne jusqu'à sa mort 
survenue en t895. Ludwig Schlâfli est l'un des plus grands mathéma
ticiens de son temps, et il faut le placer immédiatement après Euler 
dans la hiérarchie des mathématiciens suisses. On lui doit de remar
quables découvertes dans tous les domaines des mathématiques : il 
ccl té de quelques mémoires sur les lonctions elliptiques, la théorie des 
nombres et les systèmes d'équations algébriques, il s'est occupé avec 
brio do la théorie des surlaces du 3° ordre, de la théorie des polyèdres 
dans l'espace il n dimensions; il est le co-inventeur de la loi d'inertie 
de Sylvester, il a découvert la non-orientabilité du plan projectil, la 
réduction des malrices orthogonales; en géomélrie dilTérentielle, c'est 
lui qui a trouvé les conditions pour qu'une variété soit à courbure 
constante. Il lut d'ailleurs apprécié à sa juste valeur par les grands 
mathématiciens de son temps. Cayley a traduit certains de ses travaux. 
En 1870, il reçoit le prix Steiner de l'Académie de Berlin. 

Christian von STAUDT. 

Karl Georg Christian von Staudt est né en 1798, li Rothenburg. 
Ap~ès avoir ét~ l'élève de Gauss, il ~nseigne il Würzbourg, il Nuremberg, 
mOJS surtout .a Erlangen do 1835 Jusqu'à sa mort en 1868. L'essentiel 
de son œuvre cst contenu dans sa Geometrie der Lage parue cn 184.7, oü 
il développe une gèométrio projective totalement indépendante d. 
toute relation métrique. 
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