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Einleitung. 

In  der  Theor ie  der  Re ihenen twick lung  der  reel len F u n k t i o n e n  s~ielen 

die sog. orthogonalen _F.unktionensysteme eine ff ihrende Rolle .  Man ve r s i eh t  

darunte r  ein Sys tem yon unendl ichvie len  F u n k t i o n e n  ~01 (s)~ % (s), . . . ,  die in 

*) Die vorliegende Arbeil is~, bls auf unwesentliche ~nderungen, ein Abdruck 
meiner im Jull 1909 erschienenen Gii~inger Inauguraldisserta~ion. 
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bezug auf die beliebige mel~bare Punktmenge 1]/ die Orthogonalitiiiseigen- 

schaft 
= o  ( p + q ,  2, q ~ l , 2 , . . . ) ,  

(~) 

f (9~(s))~ds ~ 1 (p -~ 1, 2, . .  
(.,I) 

besi~zen, wobei die Integrals im Lebesgueschen Sinne genommen sind i 
erftillen sis noch die sog. Voltst~indigkeitsrelation 

identiszh fiir alle in der Punktmenge M nebst ihrem Quadrate in~egrier- 
baren Funktionen u(s), so nennen wir das System nach Hilbert ein yell- 
stiindiges orthogona~es ~xnktionensystem oder auch kiirzer sin vollstiindiges 
Orthogonalsystem des Integrationsbereiches 2hr. 

Die formal gebildete unendliche Reihe 

(~) 

nennen wir die JFourier-t~eihe yon f(s) in bezug auf dus orthogonale Funk- 
tione,,system %(s) ,  . . . .  

Das einf~chste Orthogonalsystem ist das Sysem der trigonomeirischea 
Ftmktionen (fiir das Iatervall 0 _~ s ~ 2~) 

1 1 1 1 1 
V ~ '  V;~ cos s,  ~-~ sin s, . . . ,  l/--~ cos ns,  ~ sin ns ,  . . . .  

Eine grol~e nnd interessante Ktasse yon orthogonalen Funktionensystemen 
entspringt aus dem sog. ~Eigenwertproblem der sich selbst adjungier~sn 
Differentialgleiehungen. Dieses Problem besteht darin, diejenigen Werte 
des Parameters ~ zu bestimmen, flit die die Differentialgleiehung 

a (p .  au) ~x (x)~ +q(x)~ + ~ u ~ O  

sine L6sung besi~zt, die an zwei Stellen, etwa x ~ r und x ~ fl, homogene 
Randbedingungen erfiillt, beispielsweise 

u(a) = O und u(fl) ~ O, 
oder 

du a-EU - -  h u ~  fiir x ~ a, und - ~  q- H u  -~ O ffir x ~ ~.  

~aa  zeigt nun, dal~ es, wenn die Funktionen ~o(x) und q(x) bestimmte 
Stetigkeitsbedingungen befriedigen, stets abz~ihlbar viele solche Parameter- 
werte gibt, und dal~ die zugehSrigen L(isungen sin vollsti~ndiges or~ho- 



Orthogonale Funktionensysteme. ~33 

gonales Funktionensys~em des betrachteten Intervalles biIden. Insbesondere 
is~ der sog. regul~e Fall wich~ig, we die Funk~ion p(x) im In~ervall 
(inkl. der Grenzen) nicht verschwindet. Man bezeichnet die so erhaltenen 
Ftmk~ionen als ein S~'m-Liouvillesches Fanktionensystem. Der Fall, dal~ 
die Funktion iv(x) an dem einen oder an beiden Enden des Intervalls [r fl] 
verschwindet, ist nicht minder wichtig; die Kugelfunktionen uad die Bessel- 
schen Funkt~onen hefriedigen bekanntlioh eine solche Differentialgleiehung. 

Wenn wir die klassisch gewordene Theorie der trigonometrischen 
Reihe betraehten, so sehen wir~ dab sich die gesultate dieser Theorie in 
vier Klassen gruppieren, i n  erster Stelle ist die 

Ko~vergenztheorie zu nennen, die die Aufgabe hat, binreichende Be- 
dingungen ffir eine Yunktion aufzus~el]en, damit ihre trigonometrische 
Reihe konvergiere. Diesen Un~ersuchungen s~eht die 

Divergenztheorie zur Seite, die sie in mannigfaeher Weise erg~nzt; sie 
zieh~ die Grenzen, wie wei~ die Konvergenztheorie vorzudringen ~iberhaup~ 
imstande ist. Das wichtigste ttesultat dieser Theorie ist der Satz yon 
Du Bois-Reymond, der die Existenz einer stetigen Funktion aussagt, deren 
trigonbmetrische Reihe nicht konverg~ert. Damit wird abet eine 

Summationstheorie no~wendig, die berufen ist~ in den F~llen der Diver- 
genz einen Ersatz zu leisten. In der Tat sind verschiedene Summations- 
me~hoden bekannt~ mit deren Hilfe man die ~rigonometrisehen Reihen 
aller stetigen Funk~ionen ,,summieren" kann. Die moderne Summations- 
theorie der trigonometrischen Reihen wurde yon L. Fej4r begrfindet~ spiiter 
wurden versehiedene Resultate yon Poisson und Riemaun yon verschie- 
denen Au~oren als Summationsmethoden gedeu~e~. Die le~zten und schwie- 
rigsten Probleme liefert dann die 

Einde~tigkeitstheorie, die mit ihrem Haup~problem - -  unter welehen 
Umst~uden eine konvergente ~rigonometrische l~eihe die Fourier-Reihe tier 
dargestellten Funktion ist - -  den Schlul~stein der ganzen Theorie bildet. 
Dutch die berfihmten Arbeiten yon Riemann, Cantor und Du Bois-Reymond 
is~ man bereits in der Lage, auch diese Fragen zu beantworten. 

Was nun die Theorie d e r m i t  den trigonometrisehen Funktionen 
nahe verwandten or~hogonalen Funktionen~ die aus Differen~ialgleichungen 
zweiter Ordnung entspringen~ betr~ff~ so is~ his jetzt nur die Konvergenz- 
theorie derse]ben behandelt worden. Durch eine Reihe yon Arbeiten*) 
wurde der Beweis erbracht, da~ die in der Theorie tier trigonometrischen 
Reihen angegebenen Bedingungen auch h~er hinreichen, um die Konver- 
genz der Reihe zu siohern, hrur die Theorie der Kugelfunktionen ist 
fiber diese ~esulta~e hinaus gef~rdert worden dureh eine k~irzlich er- 

*) Von den vielen Arbei~en, die sich mi~ dieser Frage besch~f~igen, nenne ich 
nut die neueren Un~ersuehungen yon S~ekloff, Zaremba, Kneser~ Hilber~ und Hobson. 
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schienene Arbei~ yon tterrn Fej6r*), in der der Verfasser die Summations- 
~heorie dieses Funk~ionensystems behande]t. 

In der vorliegenden Arbei~ besch~ftigen wir uns mit tier Divergenz- 
theorie und mit der Summationstheorie der orthogonalen 2"unktionensysteme. 

Im Kapitel I wird die Divergenz~heorie behandeR; w 1 gibt eine all- 
gemeine hin.reichende Bedingung an, vermSge doren man in vielen Fhllen 
zu einom gegebenen orthogonalen Funktionensystem eine stetige Funktion 
konstruieren kann, deren Fourier-Reihe in bezug auf dieses 0r~hogonalsys~em 
nicht konvergieri. In w 2 und w 3 wird dieser Satz auf die Theorie tier 
Sturm-Liouvilleschen Punktionen und auf die Kugelfunktionen angewandt 
zur Konsh'uktion einer stetigen Funktion, die naoh diesen Funktionen- 
systemen nich~ enlbwiekelbar is~. 

Kapi~eI II is~ der Summa~ions~heorie gewidmet; in w 1 wird ein all- 
gemeiner Hilfssatz bewiesen, auf Grund dessen die Umkehrung des im 
w 1 des ersten Kapi~els bewiesenen Satzes miiglich wird. w 2 und w 3 
geben die Anwendung dieses Hilfssatzes auf die Sturm-Liouvilleschen 
Reihen. Man erhi~l~ das Resul~a~, das die Verallgemeinerung eines ffir 
t;rigonometrische Reihen yon L. Fejgr bewiesenen Satzes is~, daB~ wenn 
man eine stetige Funk~ion ~ die nStigenfalls noch bestimmto Rand- 
bedingungen befriedigt ~ in eine Sturm-Liouvillesche Reihe entwickelt 
und aus den Par~ialsummen s, dieser Rei.he die arithmetischen Mittel 

s~ + s~ s~ + s~ + s~ s, + s~ + . - -  + %i, " "" 
Sl~ 2 ~ - - 3 - - - ~  "''~ n 

bildet, die so definierte Funk~ionenfolge gleichm~ig gegen die gegebene 
Funk~ion konv~rgier~. w 4 gibt ein allgemeines Kriteritun, das zu ent- 
scheiden ges.~at~e~, ob ein gegebenes Summationsverfahren so bosohsffen 
ist, dal~ mit seiner Hilfe die in bezug auf oin vorgeleg4es Orthogonalsys~em 
gebildeten Fourier-Reihen aller Funktionen, die im ,,Bereiche" dieses Or~ho- 
gonalsystems liegen, summierbar sin& 

Die Untersuchungen des Kapitels I legen die Frage nahe: Gib~ es 
iiberhaup~ ein or~hogonales Funktionensys~em, das so beschaffen ist, dab 
jede stetige ~u~ktion auf die _Fouriersche Weise in eine g~eichmii~ig kon- 
vergente _Reihe entwickelbar ist~ die nach den Funk~ionen dieses Sys~em~ 
forischrei~et? Wit werden im dri~en Kapitel eine ganze KTasse yon 
Orthogonalsystemen kennen lernen, die diese Eigenschaften besitzen. Diese 
Funk~ionensysteme sind abet auch yon anderen Gesichtspunkten inter- 
essan~, vermiige einor Reihe yon Eigenschaf~en, die diese Klasse aus- 
zeichnet. Diese Eigenschaften weisen darauf bin, dal~ es be/ manchen 
Problemen, wo die Orthogonalsysieme nut als Hilfsmittel angewand~ 

*) Ma~h. Annalen Bd. 67, 8. 76. 
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werdon, zweckm]i$ig sein wird, eben diese besonderen Systeme heran- 
zuziehen, wodurch man in vielen F~llen zu einer einfacheren Darstellung 
des Beweisganges gelangt. In vielen FKllen aber erforder~ die lgatur der 
Aufgabe selbst die Anwendung eines solehen speziellen Funktiononsystems~ 
ohne das die LSsung der Aufgabe nicht mSglich erscheint. 

Kapitel I. 

Divergente Reihen. 

Bilden die im In~ervall [a, fl] definierten Funk~ionen 

~,(s), ~(~), - . . ,  ~ ( ~ ) ,  .. 

ein vollst~indiges or~hogonales Funktionensys~em, so heiBe die formal ge- 
bfldete Reihe 

die Fou.rier-Beihe der Funkgion f(s) in bezug auf dieses Or~hogonalsystem. 
Brechen wit diese unendliche Reihe bei dem #o= Gliede ab, so erhalten 
wir die endliche Summe 

die wir fortan mit [f(s)]~ bezeiehnen wollen. Sehreiben wir der Kiirze 
halber 

.K,,(s, t) = ,~, ( s ) ,~(O + ,~(~) ~ (t) + . . .  + ~,,(s) ~,,(t), 
so ist 

[f(s)L = f g~(s, t) f(t) dt. 

w 

Ein allgemeines Kriterium. 

Wir legen unseren Untersuchungen ein beliebiges or~hogonales Funk- 
tionensystem des In, t rai ls  [a, fl] zugrunde: 

~(s) ,  ~(s), �9 �9 . .  

Wit bezeichnen mi~ a eine beliebige S~elle dieses Int~rvalls und betrachten 
die unendlichvielen Zahlen 

~,,, = f lK,,(a, t)l dr; 
a 
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wenn die so definierten Zahlen c% nicht alIe unterhalb dner endlichen Grenze 
liegen~ d. h. wenn man aus tier Reihe 

eine Teilreihe 
o1~1 ~_~ F:o1% ~ ~:  ~ � 9  

herausgreifen kann, derert Elemente iiber alle Grenzen wachsen, so kann 
man stets eine stetige _Funktion angeben, deren Fourier-t~eihe in bezug auf  
alas zugrunde gelegte Orthogonalsystem an der Stelle s = a divergiert. 

Die Konstruktion dieser Funktion F(s)  geschieht in drei SchrRten. 
1) Wir konstruieren zuerst die nebst ihren Quadraten inte~'ierbaren 

Yunktionen 
%(~), v,,(~), %(s),..., 

die darch die Gleichung 

v~(s) ---- Vorzeichen yon g ~ ( a ,  s) 

definiert sind; d. h. 

es ist also stets 

%(~) = 1, . ~ n  K~(~,  ~) > 0 
= -- i, , < 0 

- - -  O, , ,  = O ;  

und folglich haben wit in unserer Bezeichnungsweise 

[%(~)],~ = f Iz,~(a, t)l d~ = % .  

Die Funktionen v~p(s), die tiberall den Betrag ~ 1 haben, besitzen also 
die Eigenschaft, dab die ~pce Teilsumme ihrer Fourier-geihe an der Stelle 
s = a den Weft co,~ hat. 

2) Sodann konstruieren wit eine Folge stetiger Funktionen 

f~ (s), f , , ( s ) ,  f~.(s), . . . ,  
die dem Betrage nach kleiner als 1 bleiben und so beschaffen sind, dab 

f~(%(s) - f,~(s))~ ~ < ~ (p = 1,~,3,...), 

wobei d~ eine beliebig kleine positive Gr~iBe bedeutet.*) 

*) Die Konsbuktion diese~ Funk~ionen bietet gar keine Schwierigkeik Man 
kann z.B. fblgendermaBen verfahren: l%hmen wit tier Einfachhei~ halber an, dal~ 
[0, 2~] das betrachtete Interva]l sei, was ja keine wesen~liohe Einschrinkung ist; 
wir setzen: 

2 z  

f i --r ~ f~(r, s) = l _  ~r cos (8_ t )  + r, %(t) a~ ( o < r < i ) .  
o 
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Bilden wir die v~ t~ Teilsumme der Entwicklung yon f,p(s), so ist: 
f~ 

I [ f , , ( a ) ] ~ , l - - -  f K,,(a, t)f,,(t)dt 

~o,, - f K,,(a, t)(v,,{ t)-  f,:~ (t))dt 

]///(K,,~(a, t))~ dt .~(%(t) - f~,(t))' dr. 
t~ O~ 

W~ihlen wit  nun die Or61le ~ so, dab 

/ 

is~, so ist also 

~rjo 
t))~ dt  < - V  

a~v~ 

I [f,,(~)],, I > T '  

Mi~ anderen Worten, die stetigen Funktionen f,s(s), die dem Betrage nach 
kleiner als 1 bleiben, besitzen die Eigenschaft, dab die vs t8 Teilsumme 

ihrer Fourier-Reihe an der SteUe s = a grSSer als - U  ausf~illt. 

3) Wir  gelangen nun zu der gesuchten Funk~ion F(s)  durch folgende 
~berlegung: Die vl t8 Teilsumme der Fourier-Entwicklung der stetigen 
Funktion 

E ' ( s )  = f , , ( s )  

co~ Wema diese ist an der Stelle s----a dem Be~rage nach gr(il~er als ~ - .  

Reihe an dieser Stelle .nicht divergier~, so kann man eine Zahl G '  so be- 
stimmen, da~ alle Teilsummen der Fburier-Reihe yon F ' ( s )  fiir s----a 
kleiner als G '  sind, d. h. da$ 

I [F '(~)] ,I  < a '  (~---- 1, 2, 3, . . .), 

In der Theorle der trigonometrischen Reihen wird gezelgt, cla~ die stetigen Funk- 
tionen f,,~(r~ s) dem Betmage nach kleiner als d~s ]~aximum yon Iv~,r(s) l bleiben, und d ~  

2 z  

z, f [f~(~, s) - %(s)]' a s  - -  o 
r = l  0 

ist. Man kann daher r so bestimmen, d~l~ f,,~,(r,s) elle gestellten Fordel-angen effiillt 

Mathemati~che Annalem LXI'X. 28  
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Wit greifen dann aus der Reihe der Indizes 

(1) v' = vl, v~, Vs, *'" 

einen Index~ den wir e~wa m i t v "  bezeichnen wellen~ derar~ heraus, dab 

0~,,, > 6 . 4 ( G '  + 1) 
ist, und bilden dann mit der zugeh~irigen Funktion f,,,(s) die ste~ige 
Funk~ion 

1 
F" (s) = f,,(s) + u f,,,(s) . 

Ist die Fourier-Reihe dieser stetigen Funktion F"(s)  nich~ divergent, so 
kann man eine Zahl G" bestimmen, dag ffir jedes n 

I[~"(~)LI < e "  

ist. Sodann bestimmen wit in dot Indizes-Reihe (1) elnen Index v'" derar~, 
dal~ alas zagehSrige 

co,,,, > 6- 4~(G '' + 2) 

ist, and bilden die Funktion 
1 

F"'(s) = f,,(s) + -g f,,,(s) + ~ f,,,,(s). 

Auf diese Weise fahren wit fort: wenn die Fourier-Reihe der s~etigen 
Funktion 

1 1 
F(~- ~) - f,.,(s) + ~ 5,, (s) + . . .  + ~ L(~- ~)(s) 

an der Stelle s = a nieht divergier~, so bes~immen wir G(~ -j) derart, dag 
far jedes n 

(2) l IF( ' -  1) (a)].  I < G(,-  1) 
is~ and greifen dann aus tier Reihe (1) einen Index v(q) heraus, sodag 

(3) o(,) > 6 .4~-  ~ (G(, -~) + q -- 1) 

is~; die Miigliehkeit dieser Nuswahl is~ dutch die Annahme gewiihrleis~eg 
dag die co,,~ fiber alle ~renzen waehsen. 

Ich behaup~e nun, dal~ die unendliche Reihe 

1 1 
/7(s) = f,,(s) + u f,,, (s) + . . .  + 4-7~- ~f,(,) (s) + . . .  

eine stetige Fv/aktion darstellt/ deren J~ourier-Reihe in bezug auf  das be- 
traehtete Orthogonalsystem an der Stelle s = a divergiert. 

Die gleichmiigige Konvergenz der Reihe 2'(s) folg~ unmRielbar aus 
dem Umstande, dag alle f,(q) dem Betrage nacla kleiner als 1 bleiben. 

Um die Divergenz der Fourier-Reihe yon F(s) bet s ~ a zu beweisen, 
zeigen wir~ dal~ die Zahlenfolge 

[1~'(a)]r [F(a)]v, , [F(a)]r  
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iiber alle Gren~en w~ichst. Um etwa [F(a)],@ abzusch~tzen, zerlegen wir 
die Funktion /~(s) in drei Summanden, wie das in der Formel 

durch die angebrach~en Klammern angedeutet is~, und betrachten die 
vcq) ~ Teilsumme der Fourier-Reihe jedes einzelnen Summanden an der 
Stelle s = a. Der erste Summand - -  der in unserer Bezeichnungsweise 
F(q-~)(s) ist - -  liefer~ in d e e  Ausdrucke ffir [F(a)]~(~) einen Betrag, der 
wegen der Ungleiehung (2) kleiner als G (~-~) ist. Der letzte Summand 

is~ dee  Betrage nach kleiner als 1---3--- und der yon ibm gelieferte Be- 
S �9 4 ~-~ 

trag is~ daher kleiner als - -  %(q) *). Da sehlieglieh 
8. 4 q-1 

~%(q) 

is~ so folgt daraus 

%'(~) G (~- i) %@ 

Zufolge der Ungleichung (3) is~ daher 

Damit isi aber unsere Behauptung bewiesen. 

%@ G~- 1. 
6 �9 ~ - 1  

Die Bedingung, da$ die eo~ nicht unterhalb einer yon n unabh~ngigen 
Grenze bleiben, erweist sich also als hi/nreichend, damit eine stetige Funktion 
existiere, deren Fourier-Reihe in bezug auf das betrachtete Orthogonal- 
system nicht konvergiert. Wit  werden im n~chsten Abschnitte sehen, 
d ~  diese Bedingung fiir eine sehr ausgedehnte Klasse yon Orthogonal- 
systemen auch notwendig ist. 

w 

Anwendung auf die Sturm-Liouvilleschen Iteihen.**) 
Der soeben abgeleitete Satz finder eine unmit~elbare Anwendung auf 

die Theorie der Sturm-Liouvilleschen Reihen. 

*) In der Tat,  es ist, wenn q~(s) eine beliebige ~unk~ion bedeutet, die im 
ganzen In~ervall [~, ~] d e e  Betrage nach kleiner als ~ / i s~ ,  

**) )/fit einer ~hnlichen l~ethode hat Herr Lebesgue eine ste~ige Funktion kon- 
stxuiert, deren txlgonome~rische Reihe divergent bezw. nicht gleiehmi~Big konvezgent 
ist. (C~. Lebesgne, S~ries trigonomdtriqaes, S. 87 ) In einer kiizzlich in den Annales de 
Toulouse (3 ~ serie, t. I) erschienenen Abhandlung hat  Hezr Lebesgue seine Resaltmte ver- 
allgemeiner~. Man finder daselbst mmnehe Berfihzungspunkte mi~ dez vorliegendenArbei~. 

23" 
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Sind die Koeffizien~en to(x) und q(x)  der sich selbs~ adjungierten 
Differentialgleichung 

(4) L ( ~ )  - -  ~ (~)~  + q~ + ~ = 0 

im ganzen Intervall [a, fl] (einschliel~lich der (~renzen) yon Null ver- 
sehieden~ so kann man den Parameter Z - -  auf unendlichviele Weisen 
so bes~immen, dab die vorgelog~e Gleichung eine L~sung besitz~, die die 
Randbedi~gungen 

du 
du " h u g o  f'dr x ~ a, ~ ~- H ~  ~ O fiir x -~ fl (5) ~ 

befriedig~. Die so erha]~enen unendlichvielen Funktionen 

~ ( x ) ,  ~ ( ~ ) ,  ~ ( ~ ) ,  �9 �9 �9 

bilden ein vollst~ndiges orthogonales Funktionensystem; wir wollen sie 
der Kfirze halber ein Sturm-Liouvillesches Orthogonalsystem nennen und 
bemerken sofor~, dal3 man start der Randbedingungen (5) ein beliebiges 
anderes Paar yon homogonen Randbedingungen w~hlen kann. 

Um das Orthogonalsystem u, (x)  zu studieren, wenden wit auf die 
vorgeleg~e Difforentialgleichung eine in dioser Theorie tibliche Transformation 
an, die yon Liouville herrtihrt. Wir setzen 

X 

= = (p<~))-~ ~,(x) .  

Unsere Differentialgleichung geht dann in die neue Differen~ialgleichung 

d*v (4') a-~ + Q u  + ;~v - -  0 

tiber, wobei Q(~) oine durzh die Funktionen lo(x), q(x)  leieht ausdrfickb~e 
Funk~ion bedeutet. 

Die Randbedingungen werden 

dv dv h ' v = O  ftir z = 0 ,  - ~ + H ' v = 0  fiir z = ~ ,  (5') d--Z -- 

wobei wit der Einfachheit halber 

(p(x))-~ dx  = ,~ 

angenommen haben - -  was man ja durch eino Multiplikation der unab- 
hiingigen Variablen mit einer Konstanten stets erreichen kann; h" und H "  
sind zwoi Konstanten, die man durch die h, H leicht ausdrticken kann. 
Wit bezeichnen die Sturm-Liouvilleschen Funktionen, die aus der Differenlial- 
gleichung (4') entspringen, mi~ 

~ ( ~ ) ,  ~ ( ~ ) ,  ~ , ( ~ ) ,  �9 �9 �9 
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~nd zeigen vorab, dal~ es eine stetige .Funktion gibt~ deren .Fourier-Reihe 
in be~ug auf dieses Orthogonalsystem nicht konvergiert. 

Wir benutzen zu diesem Zwecke eine yon Liouville herrfihrende und 
yon Hobson*) verschiirfte asymp~otische Darstellung 4es n ~eu Gliedes dieses 
Funk~ionensystems, das wir gleich so normiert denk~n, daft 

.]'(v~(z)) d~ = 1 
0 

ist. Es ist dann fiir jede Stelle des Intervalls [0, ~] 

wobei die Funk~ionen a,(z),  7,(z) und fl(z) unterhalb einer yon n und z 
unabhangigen Grenze A bleiben. Um nun die Existenz einer steligen 
Funktion zu beweisen~ deren Fourier-Reihe an der Stelle z == a divergier~ 
geniigt es - -  nach dem i m w  I abgeleiteten Satze - -  zu zeigen, dab die 
GrSBen 

0 0 

fiber alle Grenzen waehsen. Wir  setzea zu diesem Zweeke 

2 K,(a,  t) -~ -~ ~_~ cos 2a  eos ~vt + O~,(a, t ) 
t~=l~.,.~n 

and beweisen, dal~ IOn(a, t) l unterhalb einer yon n, a und t unabhiingigen 
Grenze bleibt, 

aber tiber alle Grenzen w~chst. Bilde~ man ni~mlieh r t), so erhiil~ 
man erstens die Reihen 

OOS ~V tsin p a I cosivasinpt _~. ~(a) ~ P J 

und zweitens drei endliche trigonometrische Reiheu, deren pu Glieder 
bzw. die ~enner  ~v~ ~v a, ~ haben. Da die Ztihler jedes Oliedes dieser 
letzten Reihen absolut genommen kleiner als A ~ sind, so sind diese Reihen 

dem Betrage nach sieherlich kleiner als A * ~-~. Um nun aueh zu 
~----1,~,", 

�9 ) Cf. Hobson, P~oeeedings of the London M~thematical Society, Set. 2, Bd. 6 
(1908)~ S. 349. 
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zeigen, dab die Reihen (6) oder - -  was damit gleiehbedeu~end ist - -  die 
Reihen 

Z c~ bzw. Z P 
p = I,...,n p= i,...,n 

unterhalb einer yon n, a und t unabhi~ngigen Grenze bleiben, zerlegen wir 

sin 2 (t --  a) / eos10a10sinpt =~_{1 ~ sinp(~p+ a) nt - ~ .~  ~ J , 

p =  1, . . .~n p = l , . .  *,n 1~ =1 , .  �9 .~n 

sin 10 (a -- t) ) . cos10tpSinpa =~_{1 Z sinp(t10-~ a) "4- ~ ~ j 

p= i, *..,~ p = 1 T �9 �9 .in ~ =I, �9 

Da abet die Reihe Z sin10~to die Fourier-Reihe der Funk~ion ~ --2 t 

bleiben die Summen ,I _ wie in der Theorie der is~, SO 

~=i~-..,n 

trigonome~rischen Reihen gelehrt wird*) - -  un~erhalb einer yon t u n d  n 
unabh~ingigen oberen Grenze, und dami~ ist gezeigt~ dab [(P~(a, t)] end- 
lieh bleibt. 

Es  bleib~ noch iibrig zu beweisen, da$ die Grii•en 

eo,,=~ Z eosptcospaldt 
0 p = l , . . . , n  

mit waehsendem n unendlieh gro$ werden. Wir  verfahren zu diesem 
Zweoke iihnlioh wie es Herr Lebesgue an der oben genannten S~elle rut. 

Um die Reohnungen abzukfirzea, nehmen wit an, dab die frei ge- 

liegt~ d. h.: w~hl~e S~elle z----a zwisehen 0 and T 

_ ~**). O < d < a < ~ -  

Nun ist 

si. (~. + 1) L-~- si~(~n + 1" t - - a  
) -2 - - 1 ;  2 ~  cos ~t cosioa -= _ _  + - -  ~- -a  

~=I,...,~ 2 sin t-~ a ~ sin - -  
2 2 

da abet tier ers/:e Summand in dieser Formel ffir jeden in Be~rach~ 
kommeaden Wef t  yon n and t absolut genommen kleiner als die kleinere 

�9 ) Vgl. e~wa Kneser, Ma~h. Ann. Bd. 60, S. 402. 
�9 *) W~re dies nieht der Fall, so mfifi~e man das Integral m~ erst in geringer 

Weise abi~ndem, um unsere weiteren ~J-berlegungen anwenden zu k6nnen; da es uns 
abez nut darauf ankomm~, zu zeigen, dab es ste~ige Funktionen gibt, deren S~urm- 
Liouvillesche Reihe nich~ konve~gier~, so is~ diese Einsehrl~nkung unwesentlich. 
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der beiden Gr~Ben 2 si:----~-~ und ( I  

offenbar naehzuweisen~ dat~ 

/ si" ( ~  + 1)(~- a) 
, 2 

(Dn -~" . ~ - - a  
8113. - -  

2 a 
o - ~  

mi~ waehsendem n unendlich grog wird. Es ist nun offenbar 

2 2 

- d~ ,  
a 0 --~ 

Be~rach~en wir nun die Intervalle, in denen 

]sin (2n -[- 1)e[  > sm~- = 
ist; 

Ix 
ist ein solehes IntervaU; de 

ist, so ist sicherlich 

6 
a d#  = ~t log (1 -t- S-~-~-i-) 

(i 
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bleibt, so geniigt es 

2 7 (  ~ to.___g log 1 + ~  , 
p----" l p - . - ~  

wobei v die kleinste ganze Zahl bedeutet yon der Eigenschaf~, dali 

~ n - b ~  = < ~t--~ a Nun wiohs~ abet diese Zahl v - -  die noch yon n 

abh~ngt - -  mit wachsendem n fiber ado Grenzen; da ferner die tmend- 
liche Reihe 

Z lo+(  + 
p = l , ~ , . . .  

divergier~*)~ so kann man n so grog w~ihlen, dab ~, gr6ger als eine be- 
liebige Zahl wird. 

*) M~n beweist  die Divergenz dieser Reihe yon posi~iven Oliedem am eia- 

faehs,en, indem man zelg~, da$ das Produkt  p l o g  (1 + ~-~-7~1) ffir p = o o  den Grenz- 
8 

\ 

wer~ ~-  haK 

dr----- flsin(2n'~-l)~sin@ d ~  
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Daraus kSnnen wir aber ~ auf  Grund unseres allgemeinen Satzes in 
w 1 ~ sohlieBen, d ~  es eine stetige Funkt ion F(~)  gibt, deren Fourier- 
Reihe in bezug auf die v~(z) an der Stelle z = a divergier~. 

N ~ h d e m  wir  die Existenz dieser stetigen Funkt ion F (z )  bewiesen 

haben, is~ es nun leich~ zu zeigen, da~ die in bezug auf die u~(x) gebildete 
Faurier-2~eihe der stetigen Funktion 

, ) 
g 

dixergent ist. Da nilmlich vermSge unserer Substitution 

1 1 
~ . ( z )  = ( ~ ( x ) ) ~ u . ( ~ ) ,  ~ = (p(x))-':dx 

ist, so finden wir 

Da aber die Reihe 
0 

n = l , ~ , , - ,  0 

an  der S~elle z ~ a divergiert,  so gil~ dasselbe auch yon der Reihe 

~=1~$1" '  a n=l,$,.-. 0 

a n  der 8telle x = b, die vermSge der Transformation 

z 

f ~(x)) 1 Z ~ - ~ d X  

der  Stelle ~ ~ a entsprieh~*). Dami~ is~ unsere Behauptung bewiesen. 

b 

*) D ~  es eine solche Stelle b gibe, fiir die a = f p ( x ) - T d x  is~, wenn 

0 ~ a ~ ~, folgt unmit~lbar daraus, dag die stetige Funkfion z = fp(x)-  ~- d x 

an den Stellen x - ~  a,  bezw. x - ~  ~ die Werte 0 bezw. ~ annimm~; es muB daher 
zwischen e~ und ~ eine S~elle b existieren, wo sie den zwischen 0 und ~ l iegenden 
W e ~  a annimm~. 
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w 

Anwendung auf die Kugelfimktionen. 

Als #o Kugelfunktion oder n ~ Legendre-Polynom P~(x) bezeiehnet 
man diejenige LSsung der Differentialgleiehung 

(7~ a �9 ((i - + .(. + 1)y = o, 

die an den Stellen x = -  1 und x-----+ 1 endlich bleibt. 
versehieden, so ist 

+ l  

f P.(x) &(~) d~ = o, 
- -1  

Sind n und m 

und es ist fiblich, die 2~(x) so zu normieren, dal$ 

+1  

f(p. (x))2 dx = ~ + 1  
- 1  

ist. Das System der Legendre-Polynome ist kein Sturm-Liouvillesches 
Or~hogonalsys~em, da in der Differentialgleichung (7) der Koegtlzient yon 
day 

an den Stellen x = 1 und x = -  1 versehwinde~. Wir  wollen zeigen, 

dab es stetige Funktionen gibt,  deren Kugelfunktionenroihe divergier~. 
Setzen wir, wie friiher 

p =0~1,2~...~n 

so is~ die n to Teilsumme der Kugelfunktionenreihe einer Funktion f(x): 

+ 1  

[f(x)]. = f K.(x, t) f(t) tit, 
- 1  

und wit haben daher zu zeigen, dab die unendlich vielen OrSgen 
+ 1  

f t K , ( x ,  t ) td t  nichl unterhalb einer yon n unabh~ngigen Grenze bleiben. 
- - I  

Wit  zeigen dies ftir die Stelle x = O. 
Eine wohlbekannte Formel lehr~*), daiS 

K~(x, t )  n+  l P~+l(x)r~(O-P.(x)P~+i(t) 
=----2-- x -- t 

*) Vgl. Christoffel, Journal for l~Iathema~ik Bd. 55, S. 7~. 
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/st; und da P,(0) fiir jeden ungeraden Index verschwinde~, geniigt es zu 
beweisen, dug die ~r~il~en 

+l 
2 n + l  f i~ t ~,~. ~ [ ~ .  (o) I ~ d t 

--aL 
mi~ waehsendem n une-ndlieh grog werden. Wir wenden zu diesem Zweke 
die oft gebrauchte Approximatdonsformel an: 

% (0) 7 [oo  ((. + 
die innerhalb des In~ervalls [--1 + a, 1 -  a] fiir jeden Wer~ des Index n 
die Kugelfunktionen darstellt, wobei a eine yon NuU versehiedene posi- 
tive Zabl hedeute~; die Funk~ionen a,,(O) bleiben unterhalb einer yon n 
und 0 unabhiin~gen Grenze, wenn cos 0 im IntervaU [--1 + s, 1 - - e l  
variiert. Diese Formel zeigt unmittelbar, da$ 

is~ trod daraus folgt, dab die c~. sicherlieh tiber alle Grenzen waehsen, 
wenn die GrSBen 

1 
V~ 

t d t > ] / 2 - n +  d i  t I 
--1 0 

mit wachsendem n unendlich gro$ werden. Um dies nachzuweisen, 
setzen wit 

Wit erhal~en 
~t 

4 

0 

da aber im ganzen In~ervall [0, ~-~] 

c o s g >  1 und s i n # < e  

isL so finden wir 
~t 

4 

0 

cos &Id&; 

d~. 
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Es ist abet zufolge unserer Approximationsfonnel 

/ ~  oo~ ~o+~ (r (~ + ; ) )  _- ~ oo~((~ ~ § ~)(~ + i ) 4 )  + ~+1 

= t/-~ (-- 1)"+ ' sin (2n + "~) @+ ~ - - ~ - i - )  

8etzen wir zur Abktirzung s i n y  = #  uM MiMen for~an ~ so groB, d~B 

1 7 

liege, Ist ~ zwbchen den ~renzen z ~ und ~ - - ~  eingeschlossen, 

wobei p eine gauze Zahl bedeute~, so ist sieherlich 

und da 2nJri ist, so finden wir 

Wir haben folglich fiir das zwischen diesen Grenzen genommene 
InWgral: 

f 
~ - + ~  ~ (oo~(~+~)) 

Nun liegen aber die Intervalle ~ s' ~ n + s /  

n - - 1  some 0 ~ p  ~ T ist, und wir erhalten also 
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+s--7+-1) folg~ aber Aus der Divergenz der unendlichen R e i h e ] ~ l o g  (1 6 
_~=1, , - .  

unmittelbar, dal3 die eo~, fiber alle Grenzen wachsen, und damit ist unsere 
Behauptung bewiesen. 

Unser allgemeines Kriterium ist ohne jede Schwierigkeit auch in 
solehen FMlon anwendbar, wo man die 0r~hogonalreihen mil irgend elnem 
Summationsverfahren " " ,summ~eren will. Man versteh~ darunter folgendes: 
Die unendlichvielen bl der Punktmenge M definierten Funktionen 

al(~), a~(n), as(-), - "  

besi~zen die Eigensehaft, dab fiir einen bes~immten Were, etwa fiir n ~-no, 
der Hiiufungsstelle der Punktmenge M ist, 

L %(n) ---- 1 (p -~ 1, 2, 3,-.-) 
~ o  

ist. Betrachten wit nun eine beliebige unendliche Reihe 

ul § u8 + u 8 + . . . ,  
die abet so beschaffen is~, dal3 die Reihe 

al(~)~, + a~(,)u~ + ~ ( ~ ) ~  + . . .  

ffir jeden Weft yon n, der der Pu~ktmenge M angehiirt, konvergierk 
Existiert nun der Limes: 

S ---- L (al(n)ul + a~(n)u~ + aa(n)u 8 + . . . ) ,  

so sagen wit, dab die vorgelegte Reihe mit Hilfe der d~rch die Funktionen 
a~(n) gegebenen Summationsmethode summierbar ist, und ordnen ihr S als 
,Sumqnd ~ zu. 

Wenn die unendlichen Reihen: 

a, t )  = + + . . .  

ftir jeden in Betraeht kommenden Wer~ yon n konvergieren, so liefern 
die Untersuchungen des w 1 den folgenden Satz: Ist 

/ lira. suit. K ( n ;  a, t) l dt ~ ~ ,  

so ka/an man eine stetige Funktion angeben, deren _Fourier-Beihe (in bezug 
auf die ~p~(s)) an der Stelle s = a mit Hilfe des dutch das Funktionen- 
system a~(n) gegebenen Summationsverfalvrens nicht summierbar ist. 
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Kapitel II. 

Theorie  der Summation. 
Ist 

%(s), %(s), . . ,  

ein beliebiges im Intervall [~, ~] definiertes orthogonales Funktionensystem, 
so sagen wir, dab eine im Intervall [a, fl] definierte Funktion f(s) dem 
~,Bereiche" dieses Funktionensystems angehSrt, wenn man zu jeder beliebig 
kleinen Zahl 6 nKonstanten c~,. . . ,  c~ so bestimmen kann~ dab im ganzen 
Interval1 

If(s) -- c l ~ ( s  ) --  c ~ ( s )  . . . . .  c,~,(s)l < 

ist. Die Menge dieser Funktionen f(s) bildet den Bereich des vorgeleg~en 
Or~hogonalsystems. Dieser Begriff spielt in der Summationstheorie eine 
iiberaus wichtige Rolle, da man nur ffir Funk~ionen des Bereiehes die 
Fourier-Reihe so summieren kann, da~ die dureh Summation en~standene 
Funktionenfolge gleichm~Big konverg~nt set. ~brigens ist dieser Begriff 
des Bereiches bet den bekannten Beispielen ein sehr umfassender; beispiels- 
weise besteht er bet den ~rigonometrischen Funkiionan, bet den Legendre- 
Polynomen oder auch bet einem beliebigen Orthogonalsystem, das aus 
ether Differentialgleiehung entspringi, aus allen ste~igen Funktionen, die 
n~igenfalls noeh bestimmte Randbedingungen befriedigen. Allgemein 
kSnnen wir sagen: sind alle ana~/tischen Funktionen nach den Funktionen 
eines Orthogonalsystems entwickelbar, so gehSren alle stetigen Funktionen 
des Intervalls - -  vermSge des bekannten WeierstraBschen Satzes - -  zu 
dem Bereiche dieses Funktionensystems. 

w  

Ein Hilfssatz. 

Wir haben im Kapitel I bewiesen, dab man, wenn das vorgelegte 
or~hogonale Funktionensystem eine bestimmte Bedlngung erffillt, immer 
eine stetige Funktion angeben kann, deren in bezug auf dieses System 
gebildete Fourier-Reihe an einer gegebenen Stelte divergiert Wit werden 
jetzl zeigen, dab diese Bedingung ffir diejenigen Or~hogonalsyst.eme, deren 
Bereieh alle stetigen Funktionen umfa l~  auch no~wendig is~, damit eine 
solche Funktion existiere. Zu diesem Zwecke beweiseu wit folgenden 
einfachen Hils 

*) Als Spezialfall dieses Satzes ergib~ sich ein yon Herrn H. Lebesgue ausge- 
sproehenes Theorem (Rendiconti del Cireolo matematlco dl Palermo Bd. 26 (1908), 
S. S~5). 
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J'eder Funktlon f(s) ether bestimmten Funktionenklasse m6ge eine l~eihe 
reelter Funktionen fl(s), f~ ( s ) , . . .  ~ugeordnet seth; in Zeichen 

f(s) ~ /'l(s), f~ (s),  . . .. 

Diese Zuordnung besit~e folgende .Eigenschaften: 
A) ht 

f(s) ~ f ,  (s), f~ (s), . . . 
und 

g(s) ~ g, (s), g~ (s), . . ., 
so ist 

f(s) + g(s) ~ fl(s) + g1(s), f~(s) + g~(s), . . .. 

B) Es set f'4/r jedes s stets If~(s)I kleiner als die obere Grenze vo~ 
lf(s)t multiTtiziert mit ether Gr6fle M ,  die fiir alle Funktionen der Klasse 
dieselbe ist: i f~(s) ] < M .  Max If(s) [. 

Wenn nun f ' (s) ,  f " ( s ) , . . ,  eine Reihe  yon Funktionen sind, die gleich- 
mgflO in s gegen die Funktion f(s) konvergieren, und wenn die zu f( ' )(s)  
verm6ge unserer Zuardnung zugeordnete FunktiouenfoIgen gleichm~ifiig in s 
bezw. gegen F(')(s) konvergieren, d. h. gleichmd'flig in s die Limesgleichunger$ 
bestehen 

(8) L f$)(s) ~ F(")(s) ,  

so konvergiert die zu f(s) zugeordnete _Funktionenfolge gleichm~flig geger~ 
eine .Funlgion F(s)~ undes  tat 

L ~. ) (s )  = F(s ) .  

hus tier Koavergenz der Reihe f ' ( s ) ,  f " ( s ) , . . ,  gegen die Funktion 
f(s) folg~ n~imlich, daft bet hizLreichend grol~en q und q': 

] f(~)(s) - f("~(s)! < 

is~, wie klein aueh 8 gew~ihlt set; da ferner, wegen unserer ersten /ku- 
nahme, die zu der Funkfion f(q)(s)- f(q~(s) zugeordnete Reihe aus d e n  
Differenzen f~q)(s) --  f(~q')(s) besteht, so folg~ aus der zweiten hnnahme, dab  

(9) tf(pq)(s) -- fp(q~(s) ] < EM 
ist ftir geniigend groBe q und q" und beliebiges p.  Da aber die Limes- 
gleichungen (8) beslehen, so kiinnen wir  zu den festgew~hlten Indizes 
q, q' des ]Tndex 2 noch so groB w~alen, dal~ 

IF(q')(s)-f~q~(s)] < e mad [ F(q)(s)--f~q)(s) ! ( ~ 
wird. hus den letzten drei Ungleichungen folg~ aber dutch Addition 

I~(~)(s) - ~(~(~)  ! < ( M +  e)~ 
und diese Ungleichung sag~ aus, dal~ die .Funktionen/~(")(s) gleichmSflig 
gegen eine Funktion F(s)  konvergieren. 
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Um zu zeigen, dai~ diese Funktion F(s) der gleichm~igige Limes der 
~u f(s)  ~ugeordne~en Funk~ione~olge fl(~), 5(s),"" ist be~erken ~ir, 
dag bei geniigend groBem n und beliebigem p 

[f?)(s)  - f~(s)l < ~M 
ausf~llt. Dies folg~ aus unseren Annahmen A) und B) genau so, wie die 
oben abgeleitete Ungleichung 49). Wir wi~hlen n iiberdies so grog, dag 

iF(s) - F(~)(s) I < 

isg, und bestimmen dann zu diesem lessen Index n e i n e  Gr(il~e _P derart~ dab 

I F(')(~) - f ( 2 ( s ) l  < 

ist, sowie p > P ist. Durch Addition der letzten drei Ungleiehungen 
erkennen wir~ dag 

iF(s) - -  f~(s) I < (M+2)e 
ist ftir jedes hinreichend groge to; damit aber is~ unser Satz bewiesen*). 

Wit  wollen aus diesem Satz sofort eine wiehtige Folgerung ziehen. 
Wir ordnen jeder Funktion f(s) die Funk~ionen f~(s) zu, die im 

ganzen Intervall [a, fl] den Weft haben, den die 2 ~ Teilsumme der in 
bezug auf alas O r~hogonalsystem ~ ( s ) ,  ~ ( s ) , . . -  gebildeten Fourier-Reihe 
yon f(s) an einer beliebigen Stelle, etwa s = a, annimmt: 

f,(s) = If(a)],  = a, t) f(t) dt. 

Diese Zuordnung effiillt offenbar die Bedingung A). Ist abet noch augerdem 

~ K , ( a ,  t)ldt < M, 
@ 

wo M eine yon to unabh~ingige Zahl bedeule~, so ist auch unsere zweite 
Annahme B) erFfillt. Verstehen wir unter r irgend ein endliches 
Aggregat unserer Orthogonalfunktionen 

~(s) = ~1~1(s) + - ' "  + ~,~, (s) ,  

so konvergier~ offenbar die zu (p(s) zugeordne~e Funktionenfolge gleich- 
miigig gegen den Weft dieser Funktion an tier 'Stelle s = a. Ist nun 
f(s) eine beliebige Funktion des Bereiches unseres Orthogonalsystems, so 
kSnnen wir aus den soeben betrachteten Funktionen (p (s) eine gleichmiigig 

*) Man beachte, dab bei dem Beweise dleses Satzes der Umstand, da~ die auf- 
t~etenden Funktionen nu~ yon elner Ver~nderHchen abh~ngen, gar nicht benutzt wurde. 
Dex Satz bleib~ daher richtig, wenn alle vo~kommenden Funk~ionen yon mel~eren 
un~bh~ngigen Variablen abh~ngen. 
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gegen f(s) konvergen~e Folge q~'(s), ~"(s), . . -  herausgreifen. Nach dem 
soeben bewiesenen Hilfssatze muB dann auch die zu f(s) zugeordnete Reihe 

[f(a)]~, [ f (a ) ] ,  �9 �9 �9 

gegen f(a) konvergieren. Damit ist abet gezeigt, daB, wenn 

t K ~ ( a , t ) l d t <  M (p---- 1,2,3, . . .)  
6~ 

ist, die Fourier-t~eihe rider Funktion, die dem Bereiche dieses Orthogona~- 
systems angeh~rt, an der Stelle s = a konvergiert. Dieser Satz lehrt, dab 
in dem s~hr allgemeinen Falle, dab der Bereich unseres Orthogonalsystems 
alle stetigen Funktionen enth~il~, die S. 336 gegebene hinreichende Be- 
dingung ftir die Existenz einer nach diesem Orthogonalsystem nicht eu~- 
wickelbaren stetigen Funk~on auch notwendig ist. 

w  

Anwendung auf die Theorie der trigonometrischen und 
Sturm.Liouvilleschen Reihen. 

Mi~ R~icksich~ auf die folgenden Ausffihrungen wollen wir vorab 
zwei S~tze aus der klassischen Theorie der trigonometrischen Reihen auf 
Grund unseres Hilfssatzes S. 350 ableiton: 

1) Dutch das sog. Poissonsche Integral 
2~ 

1 f 1 - - r  ~ fr(s) = ~-~ l _  2~cos(s_t) q_,~f ( t )d t  
0 

wird jeder Funktion f(s) eine Funktionenmemge fr(s) zugeordnet. Diese 
Zuordnung erffillt offenbar die Annahme A) unseres Hilfssatzes. Da abet 

I -- r I 

1 -- ~r cos (s--t) ~- r ' 

ste~s posi~iv is~, wenn r < 1 is~, und da infolgedessen 
2z~ 

0 

0 n = i:,2~,. - �9 

ist~ flir jeden in Betracht kommenden Weft  yon r trod s, so folgt, da~ 
f~(s) absolu~ gonommen kleiner als dug Maximum yon If(s)[ is~, wie auch 
r u n d  s gewiihl~ sind. Mit anderen Worten, die dutch das Poissonscho 
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Inbgral  gegebene Zuordnung erffill~ auch die Annahme B). Bekannflich 
ist aber fiir jeden Wert r < 1 

0 

+ Z~:~.~s {eo~ ,sff(,)o r + ,i~,sff(,)o ~in,,d,}, 
wobei die reehb sbhende Reihe f i i r r  < 1 absolut und gleiehmlBig kon- 
vergiert. Wit  sehen daraus, dab die zu den Funk~onen cos ~s bezw. 
sin ns zugeordneten Fanktionenmengen gleichmiBig gegen diese Funk- 
tionen konvergieren, wenn der Parameter r gegen 1 konvergiert. Eiae 
uamitblbare Folge davon ist, daB, wenn $(s) ein beliebiges bigono- 
metrisehes Polynom bedeub~: 

@(s) -- % + al cos s -t- a~ sin s + . . .  + a s cos ns + a'~ sin ns, 

die zu ibm zugeordneb Funktionenmenge gleichm~gig gegen @(s) kon- 
vergiert. Bedeubi  nun E(s) irgend eine sbtige Funktion mit der 
Periode 2:v, so kann man aus den trigonomeirischea Polynomen eine 
Folge @'(s), @"( s ) , . . .  herausgreifen, die gleiehmigig gegen F(s) kon- 
vergiert. Unser Hilfssa~z lehrt aber*), dag dann aaeh die zu F(s) zu- 
geordneten _~unktionen 

2',(s) --- ~ 1 - ~ r  ~ F(O d~ 
O 

fiTr r----1 gleichmiiflig gegen 2'(s) konvergieren, wenn F(s) dne stetige 
~eriodisc]~e 2'unktion bede~tet. 

2) .Die _Fejdrsche Summations~nethode der trigonome~rischen l~eihen. Ist 
2'(s) eine periodische Funktion, so braucht bekanntlich die Reihe 

,d sin T 

nich~ zu konvergieren. Se~zen wir aber 

[F* (s)]~ [~(~]~ + L~@)]l + . - -  + [~@)]~-~ 

so konvergier~, wie Herr Fejgr gezeigt hag, die Folge dieser [F*(s)]~ 

*) Der Ums~nd, d~  die zugeordneb Funktionenmenge nicht ~bzihib~r, soadera 
yon der l~gohgigkei~ des Kongiaaums is~, is~ offenbar nnwesengllch. 

M~thematisehe A.unalen. I~XIX. ~4 
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glelehm~Big gegen 
Reehnung 

A. H~*~. 

~(s). In der Tat man finder dui-ch eine einfaehe 

27t 

s i n  ~ ~ s - -  

i 2 F(t) dr. 

O 

Durch diese Formel is~ jeder Yunktion Y(s) die Yunkfione~folge [F*(s)~, 
zugeordue~; diese Zuordnung eff~ill~ die Annahme A), und da 

sin n s --__~t 
i ~ d r =  1 

2n~  s in~  s --___t~ 
2 

0 

is~, is~ aueh die Annahme B) erfiillt. Man sieht aueh leich~ ein, dab die 
zu den ~rigonometrisehen Polynomen zugeordneten Funkfionenfolgen gleieh- 
m~Big gegen dlese Funktionen konvergieren. Daraus folgt aber auf Grund 
unseres Hilfssatzes und des oben genannten WeierstraSschen Theorems 
der Satz yon Herrn Fejgr. 

3) Wir maehen sehlie$lich noeh eine Anwendung yon unserem Hilfs- 
satze auf die Konvergen~theorie der Sturm-Liouvi~leschen _~eihen. 

An den Bezeiehnungen des vorigen Kapitels (S. 340) festhaltend, 
betrach~en wir das deft behandelte Sturm-Liouvillesche Or~hogonalsystem 
.1(~), ~(~) , ' -" und setz~= .ieder 

K.( . ,  t) = ~l(~) ~(~) + " "  + ~(~) ~.(~). 
Wir haben (S. 341) bewiesen, da$ die Differenz: 

2 %(~, ~) = ~:,~ (~, t) - -~ ~ c o s p ~  cos p~ 
T=I,...,n 

dora Betrage nach unterhalb einer yon n, z und t unabh~inglgen oberen 
Grenze @ liege; daraus schlieSen wit, da$ die durch das Integral 

0 p = l , . . . , n  0 

gegebene Zuordnung die Voraussetznngen unseres Hilfssatzes befriedig% 
Bedeufet nun q~(z) irgend eine analytische Funktion, die also dem Bereiche 
beider 0~hogonalsysteme 

1, cos z, cos 2z , . . . ,  und vl(z), %(z), v~(z), . . .  
angeh~rl, so konvergieren bekannfiieh beide In~egrale: 

2 ~t ~t 

0 ~=l,...,n O 
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mit wachsendem n gleichmM~ig gegen ~(z)~ da die Fourier-Reihen dieser 
Funkfionen in bezug au~ beide Or~hogonalsysteme gleichm~ig konver- 
gieren. Folglich hat das Integral 

yg 

f%(~, t) r dt 
0 

den Grenzwert Null. Unser Hilfssa~z lehr~ nun, dal3 das IntegraI (10) 
auch dann gegen Null konvergiert~ worm f(z) eine beliebige Funktion ist, 
die durch die Funktionen (p(z) gleichmMiig approximierbar ist. Mi~ 
anderen WorSen, unser Integral konvergier~ gegen Null, wean f(z) eine 
beliebige s~etige Funktion ist. Es folgt daraus unmittelbar der folgende 
Satz: 

Sei f(z) eino beliebigo stet~ige Funktion; die 2"ourier-.Reihe dieser 9unk- 
tion in be~ug auf alas Orthogonalsystem %(~), v~(z), . . .  konvergiert be~w. 
di~ergiert, je nachdem die Kosinus-Beihe dieser .Funktion konvergent oder 
divegent ist. 

Ist nun F(z) eine bdiebige hn Lebesguesehen Sinne integrierbare 
Funk~ion, so konstruieren wit eine Folge yon stetigen Funktionen: f'(z), 
f"  (z), . . �9 derart, dal3 

oj'tF( ) - /< , '@l  = o p_--~ 
is~. Es is~ dann offenbar fiir jedes 

I.(*.(', r  , I.;*.(,, 
0 0 0 

&us dieser Ungleiehung sehlieBen wir mit tiilfe dos soeben bowiesenen 
Satzes, daf~ 

L f%(~, t ) r ( t )d t~  0 

is~, d. h. die Sb~rm-JLiouwTlesche .Entwickl~ng einer intec]rablen 2"unktion 
ist an einer Stelle konvergent bezw. divergent, je nachdem die Kosinus-~eihe 
dieser Funktion an dieser Stdle konvergent oder divergent ist**). 

]~an sieht auch sofort, wie diese Siitze even~uell zu modifizieren sind, 
wenn man s~at~ der Randbedingungen (5) (S. 340) irgend ein anderes 
Paar yon homogenen Randbedingungen zugrunde legt. 

�9 ) Bel Zugrundelegang dot Randbodingungen (5) bezw. (5 ~) umfegt nt~mlich der 
Bereich des Funkfionensys~ems vl (z),  v~ (z) ,  . . .  alle ste~igen Funk~ionen. 

�9 *) Diese Bemerkung ges~at~e~ einen neuen Bowois des Satzes, d ~  es s~etigo 
Funk~ionen gibt~ deren S~uxm-Liouvilles~he Reihen divergleren. 

24* 
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(11) 
so ist 

w 

Die Summation der Sturm-Liouvilleschen Reihen. 

Wir wollen nun zeigen~ dab die yon Herrn Fej6r auf die trigono- 
me~rischen Reihen angewandte Summationsmethode bei den Sturm-Liou- 
villesehen Reihen mit demselben Erfolg anwendbar ist. 

Wit halten an den Bezeichnungen des w 2 des ersten Kapitels fes~ 
und betrachten ha Intervall [~, fl] die Eigenfunktionen u~(x), u~(x) , . . .  
der Differentialgleichung 

(p (x) > 0 im Intervall [a, /t]) 

mit einem Paar yon homogenen Randbedingungen 

du du hu = O ffir x = r  und ~-~ + Hu  -= O fiir x = fl. ( 5 )  d~  - -  

Die Eigenfunktionen der vermSge der Liouvilleschen Transformation 
aus (4) entstehenden Differentialgleichung mSgen wiederum mit vl(z), 
v~(z) , . . ,  bezeichnet werden. Wegen der S. 34z~ abgeleiteten Relatioaen 
zwischen den beiden Orthogonalsystemen u~(x) und v,(z) genfigt es offenbar, 
sieh auf dieses letzte System zu beschriinken, da die ffir diese erhaltenen 
Resultate ohne jede Schwierigkeit auf das Fu~ktionensystem u,(x) fiber- 
r sind. 

Sei f(z) eine beliebige Funktion, deren Fourier-Reihe 

n = 1 , 2 ,  - ,  �9 @ 

ist; wit betrachten die aus den Teilsummen dieser Reihe gebildeten arith- 
metischen 2littel 

[f*(~)]~ = V(z)], [f*(z)]~ - -  [f(~)], + [f(~)], 
2 

[ f a ( z ) ] a  = [f(z)]~ + [f(~)], -l- [ f (z) ] ,  . . .  
3 ~' ' 

Setzen wit nun in gleieher Weise wie friiher 

K%~ (z, t) ---- ~:~ (~' t) + K, (~, t) + . . .  + ~:~ (~, t) 

r 

[f,*(~)]. = f K*@, Of(t) dr. 
0 
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Ordnen wir nun jeder Funktion f(z) die so definierten Funktionen 

I f * @ ] , ,  [ f*(~) ] .  [f*(~)]3,'" 
zu, so befriedigt diese Zuordnung offenbar die Annahmefl)  unseres Hilfs- 
satzes S. 350. Is~ auBerdem f(z) ~ v~(z), so is~ die zu v,,(z) zugeordnete 
Funkiionenfolge: 

0, O,..-, O, v,(z) ~%(z) ~v~(z) 
n ~ r i d - 1  ~ ~ n §  ~ 

und wit sehen, dat~ diese Fnnktionenfolge ftir p ~-oo gleiehmiil~ig gegea 
v~(z) konvergierh Es folgt daraus aueh unmittelbar, daB, wenn v(z) eia 
endliehes Aggregat yon der Form 

~(~) ~ ~ ,~ (~ )  + . . .  + ~,,~.(~) 

(mit kons~anten Koeffizienten a) bedeutet, die dieser Funktion zugeordnete 
Funktionenfolge gleiehmi~l~ig gegen v(z) konvergier~. Erftill~ nun diese 
Zuordnung auch die Annahme B) unseres Hilfssatzes, so kann man daraus 
schliel~en, dab die Fourier-~eihe jeder Eunktion, die im Bereiche des ortho- 
gonaZen Funktionensystems v,(z) liegt~ dutch die Methode des arithmetische~ 
Mittels summierbar ist. 

Es geniigt abet, um dies zu zeigen~ offenbar zu beweisen~ dab das 
Integral 

O 

unterhalb einer yon n und z unabhi~ngigen Grenze M bleibt. 
abet (of. S. 341) 

2 

p=2V--,z~ 

Nun ist 

und wir haben an jener Stelle gezeigt, dab (D~(z~ t) unterhalb einer yon 
n, z und t unabh~n~gen Grenze bleibt. Da abet 

/~* (~, 0 = ~='  ~=~'~ ~=~"' ''~ 

+%(z, t )+- . .  + r 

i~t, ~o folg~ d~r,.u~, da~ f jK*fz, t)l at 
9 

hchen Grenze hegt, da 

sicherlich unterhalb einer end- 
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f +... + r oo l t 
= ~=~'" "'~ , / t  

o 

sin (n -~- 1) - - ~  

n--~l 1 sin (n -~ 1) ~ 

o sm ~ sin' z ~ t 

- - - 2 n  ~ "q" 4 n  4 n  

ist~ und % (~' t) + - . .  + r  (z, t) kleiner als eine yon n, ~, t unabhi~ngige Zahl 

bleibk 
Damit ist gezeigt~ dab auch die zweite Annahme unseres Hilfssatzes 

erf'dl1~ ist;, und wir erhalten d~s Resulta~*): 
Die Sturm-Liouvillesche Entwicktung einer Funktion, die im Bereiche 

des betrachteten Sturm-Liouvilleschen Orthogonalsystems Hegt, ist stets dutch 
die Methode des arithmetischen Mittels summierbar. 

Legt  man die Randbedingungen (5) zugrund% so besteht der Bereich 
des bet;rachtelen Orlhogonalsystems aus allen ste~igen Funktionen (da alle 
zweimal differenzierbaren Funktionen, die die Randbedingung (5) effiillen~ 
on~wickelbar sind); daraus folg~ tier folgende Satz: JEntwickelt man eine 
stetige Funldion f(x) auf die Fouriersche Weise in eine Reihe, die nach 
den die _Randbedingungen (5) erfiillenden Eigenfunktionen der Differential- 
gleichung (4) fortschreitet, so konvergiert die Folge der arithmetischen Mittd 

Legt  man stat~ der Randbedingtmgen (5) ein anderes Paar yon Be- 
dingungen zugrund% etwa 

(12) u(a)---- 0 und u(,~) = 0,  

so kann ~ man in genau derselben Weise den Satz beweisen, dat3 die Folge 

*) Na~(irlich kann man diesen Sa~z ~uch aus dem Sa~ze S. 855 ableiten, doch 
scheint es zweckmt%~ig zu sein, diesen sehr verallgemeinerungsF~higen Weg ein- 
zuschlagen. 

**) Eine unmittelbare Folge dieses Sat~zes ist% da~, wenn die Sturm-Liouvillesche 
l~eihe einer s~etigen Funktion f(s) an der S~elle s = a konver~ert, ihre Summe 
gleich f(a) is~. 
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der arithmetischen Mittel [f*(x)]~ gleichmiiBig gegen f(x) konvergier~, 
wenn f ix) im Bereich der un(x ) liegt. Dabei ist aber zu beachten, daI~ 
der Bereich je~zt aus den s~etigen FunkCionen gebflcle~ wird, die an den 
.Stellen x ~ ~ uncl x = fl verschwiuden, d. h.: Entwickdt man eine die 
lCandbedingung (12) erfiillende stetige Funktion nac)~ den Eigenfunktionen 
tier ~Differentialgleichung (4), die die xRandbedingung (12) befriedigen, so ist 
diese Reihe nach der iiblichen Terminologie ,,einfach unbestimmf, d. h. die 
aus den 2artialsummen [fiz)], gebitdete Folge der arithmetischen Mittel 

[f(~)]~ + "  + [f(~)]" konvergiert g~eichmdflig gegen die Funktion f(z). Ent- 

sproehend ist der Satz zu modifizieren, wenn man ein anderes Paar yon 
homogenen Randbedin~oamgen zugrunde le~.  

w  

Verallgemeinerungen. 

Die Unt~rsuchungen dieses Kapitels sind anmittelbar auf die En~- 
wickhmg yon Funktionon mehrerer Ver'tinderlichen anwendbar, da unser 
Hilfssatz - -  der die alleinige Grundlage dot Be~eise dieses hbsolmittes 
i s t -  aueh in diesen allgemeineren F~illen richtig bleibt. (Cf. S. 350.) 

Brechen wile die formal geb/ldete Fourier-Reihe einer Funktion f(s, ~) 
in bezug auf das Or~hogonalsys~em q0i(s ), q0~(s), --- 

(p) (9) ~ a 
bei dem Gliede mi~ den Indizes n, m ab, so bezeichnen wir die so er- 
]aaltene endliche Summe mit If(s, ~)]~,,~: 

: p = l , , ' - , ~ ,  ~ = 1 , - - - , ~  ~r r162 

In unserer Bezeichnungsweise ( S. 335) is~ 

(13') if(s, 

Erftill~ diese Zuordnung die Bedingtmgen unseres Hilfssa~zes, so 
kiinnen wir schlielien, da~ die Entwickluag jeder Funktion zweier Variabler, 
die' im Bereiche unseres Or~hogonalsystems liegt, gleichm~l~ig gegen diese 

Funktion konvergiex4. 
Kehren wir nun zu den Sturm-Liouvilleschen Funktionensys~emen 

zurilck; man zeigt leicht, dab fiir dieses System die Formel (13') die 
Voraussetzung B) unseres I-Iilfssatzes nicht erftillk Die Zuordnung 
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(14) [f*(s, ~)].,~= f .flK*. (s, t) K,*, (~, ~) " f(t,.~) dtd , 
O 0 

wobei K*(s, t) die durch die Formel ( l l ) [S .  356 definier~e Funktion be- 
deutet~ befriedigt aber beide Voraussetzungen unseres Hilfssatzes, da wir 
gozeig~ haben, dab 

f l K:  (s, ~) l dt 
O 

unterhalb einer yon n, s und t unabh~ingigen oberen Grenze liege. Es 
folgt daraus unmRtelbar, dab die dutch (14) deiinierte Funktionenfolge 
gleichmgflig gegen f(s, ~) konvergiert, wenn diese Funktion im Bereiche des 
beCxachteten Sturm-Liouvilleschen Systems liegt. 

Es entspricht dieser Tatsache das folgende Summationsveffahren: 
Aus den :Teilsummen [f],,,~, der ~weifach unendlichen _Reihe (13) bilde ma~ 
die einfache Folge: 

1 (15) [r~ko=~ ~ ~ '  V],.~ (,~=~,2,...). 
2 = l , . . . ~ t  ~=l , .* .~n 

Ziegt nun die .Funktion f(s, a) im Bereiche des betrachteten Sturm-Liouvilleschen 
Funktionensystems, so konvergiert die JFolge (15) gleichm~i/3ig gegen f ( s, a) * ). 

Wit machen scMieBlich noch eine Anwendung yon unserem Hilfssatze 
auf die allgemeine Theorie der Summation yon Orthogonalreihen. Es sei 
ein Summationsverfahren durch die uuendlichvielen Funktionea 

a 1 (n), a~ (n), a~(n), �9 �9 �9 
gegeben; wenn die Summe: 

K(n;  ~, t) = ~ ~ (n )  ~ ( ~ )  ~ ( t )  

konvergiert, so ist die notwendige und hinreichende .Bedingung, daft die 
l~ourier-]~eihe jeder Funktion, die dem Bereich des vorgelegten Orthogonal- 
systems azageh6rt, mit ttilfe dieses Summationsverfahrens an der Stelle a 
.summierbar" sei, daft das Integra~ 

jK(~; ~, t)ldt 
ot 

unterhalb einer yon n unabMingigen oberen Grenze bleibt. 

�9 ) ~[an kitnnt~e s ~ t  der elnfachen Folge [f*Jn,,~ auch eine Doppelfolge [f*J~,m 
yon derselben Eigensch~t definieren, doch diese ,,einfache" Summation ist~ der anderen 
vorzu~iehen. 
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Kap i t e l  I lL  

Ober eine Klasse yon orthogonalen Funktionensystemen. 

Zweck dieses ~_bschnittes ist es, eine Klasse yon orthogonalen Funk- 
tionensystemen zu behandeln, die, neben einer Reihe yon sonstigon merk- 
wiirdigen Eigenschaften, besonders dadurch ausgezeichne~ sind, dab die in 
bezug auf diese Systeme gebildeten Fourier-Beihen jeder stetigen Eunktion 
konvergieren und die Funktion darstellen. In den w167 1 ~ 3  betraehten wit 
den einfachsten Repriisentanten dieser Klasse; w 4 wird dann die: Yer- 
allgemeinerung der gewonnenen Siitze auf weitere Sysleme geben. 

w  

Das orthogonale Funktionensystem X. 

Das vollsti~ndige orthogonale Funktionensystem X, den einfachsten 
Repr~sentanten jener Klasse yon Orthogonalsystemen, definieren wir wie 
folgt: 

Es sei X0(s) = 1 im ganzen Intervall [0, 1] einschlieBlich der Grenzen; 
sodann sei: 

1 z~(s)--- t f~r 0__<s<~, 
1 

= - - 1  fiir ~ - < s < ~ l .  

Wir setzen ferner: 
= 

= 0 

und 
1 

1 1 
= 0 ,, T < s <-~,  

1 3 
= V2  ,, y < s <  T ,  

V 2  3 = - -  ,, ~ < s ~ l .  0 

Auf diese Weise fahren wir fol~; aUgemein definieren wir die Funk~ionen 
unseres Systems folgendermal3en: Wir teilen das In~erva]l [0~ 1] in 
2 ~ gleiche Teile und bezeichnen diese Teilintervalle der Reihe nach mit  
i~), i(~), .- ., i~ ~). Wir setzen nun: 

~ )  ~ 0 innerhalb der In~ervallo i~), i~2), . .  -, i(~-~); 

2 ~  innerhalb des Intervalles i~k-1); 

_~-- }/2 ~-~1 innerhalb des In~ervalles i(~k); 

-- 0 innerhalb der In~ervalle ~(~k+l~ . i(2,) 

2"-9 (k- -  1, ~,-.., 
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An den SteUen 0 ~md 1 erteilen wir jeder Funk~ion Z(, k) (s), die im Intervall 

r0 ' 1 ]  bezw. r l  1 11 konstant ist, den Wer~ zu, den sie bezw. in diesen 
l - -  t ~  I J  

Intervallen annimmt. Demnaeh ist Z~)(s) eiae streckenweise kons~a~e 
2k--2 2b--1 2k 

Funktion, die mit tier Ausnahme der Stellen 2, ' 2- ' 2- '  we sie 

einen endlichen Sprung erleidet, tiberall stetig ist. Wit setzen nun fest~ 
dab Z~) an diesen Stellen gleieh dem arithmetisehen Mittel der Werte sei, 
die sie in den beiden daselbst zusammenstoi~enden Iniervallen annimmt. 

Wir behuupten nun, du~ die so definierten ubz'~hlbar unendliehvielea 
Funktionen 

z: zo (s), zl  (s), zl  1) (s), zi  ~) (s), z2 (s), z~ ~) ( s ) , . . .  
ein vollst~indiges orthogonales F~nktionensystem bilden. In der Tat, sind 
Z~)(s) und Z(f-)(s) zwei verschiedene Funktionen des Systems ~ und ist 
n > v, so besitzt Z(~)(s) in dem ganzen Intervall, we Z(k)(s) yon Null ver- 
schieden ist, einen konstanten WerL Es ist daher 

1 1 

0 0 

woraus man unmittelbar schlieI~, dab das Funktionensystem ~ die Ortho- 
gonalit~tseoenschaft besitzt. Um zu zeigen, dab auch die Vollst~ndigkeits- 
relation erfiillt ist, gentig~ es offenb~.r zu beweisen, dab jede im Lebesgue- 
schen Sinne integrierbar, e Funktion f(s), die ftir alle in Betracht kommenden 
Wertepaare n, k die Relation 

1 

(16) f f(~) z(2 (~) d~ = 0 
0 

befriedig~ bis auf eine Nullmenge identiseh verschwindet. Be~rachten wir 
zu diesem Zweeke die Funktion 

P(s) = f f(s) ds; 
O 

wegen der Oleiehung 

ist 

1 

s o s d s ~ - O  
0 

F ( 1 )  - -  o .  
Die letzte Gleichuag liefert in Verbindung mit der Oleiehung 

1 

0 0 1 
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die Aussage, dal~ lw'(~ -) ~ 0  ist. Daraus und aus den Gleichungen 
1 l 

I u T 

0 0 1 
u 

3 

~-0,  

363 

0 1 $ 

schliel3en wit, da~ 

: o  

is~, usf. Man kann auf diese Weise folgern, dab die Funk~ion F(s) 
s~ets gleich Null ist, wenn s ein endlicher Dualbruch yon der Form 
1 1 ~-~W. . .~ -~ - j  ist, und diese Punkte bilden eine fiberall dichte Punkt- 

menge. Bekannflich ist aber die Funktion 2'(s) eine stetige Funktion, 
und es ist mit A.usschlui~ einer Menge yore MaBe Null 

(F(s)) f(s) = ~ . 

Wit  schlieBen daraus, da~ F(s) im ganzen Intervall [0, 1] identiseh ver- 
schwindet, und dal~ auch f(s) - -  yon einer Punktmenge yore MaBe lqull 
abgesehen - -  iiberall Null isL Damit ist auch die Volls~iindigkeit des 
betrachteten Orthogonalsystems bewiesen und gezeig~, daI~ jede integrier- 
bare 2'unktion, die die l~elationen (16) befriedigt, mit Aussddufi einer Null- 
menge verschwindet. 

w 

Entwicklungen nach dem orthogonalen Funktionensystem X. 

Wir kommen nan zu dem wichtigsten Punkte dieser Untersuchung, 
indem wit zeigen, dal~ die in bezug auf das soeben definierte Orthogonal- 
system g gebildete lXourier-t~eihe jeder im Interva~l [0, l J stetigen Funktion f(s) 
gleichm~flig gege~ diese 2'unktion konvergiert. 

Brechen wir die unendliche Reihe 
1 1 

~o(s)ff(0~(0 dt + zl(s)ff(O~(Od~ +.. .  
0 0 

1 1 

+ ~(2@)ff(O ~(:)(0 d~ + . . .  + x~)@) (f(t) Z~)(t) dt + 6 q $ 

0 0 
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1 

bei irgend einem Glied, etwa bei Z~)(s)ff(t)Z~)(t)dt, ab; wir erh~lten 
0 

eine endliehe Summe, die wir fortan mi~ [f(s)J(,,p) bezeichaen: 

1 1 

[f(s)J~) "- Zo (s) f f<t) Zo(t) dt + . . .  + Z~)(s) f f(t) Z~)(t) tit. 
0 0 

Set~zen wit analog wie frtiher 

~ ) ( s ,  ~) - -  zo(8)zo(t) + . . .  + z~)(s) z(:)(t) + . . .  + z~(s) z~)(~), 
so ist~ 

1 

[f(s)]~) =fg~,)(~, ~) f<t) d~. 
0 

Die leizb Gleichung definier~ unendlichviele Funktionen zweier Variabler 

Ko(S, ~), z~(~, t), Kl~)(~, t), Ki~)(~, t), . . .  
und wit wenden uns nun zu der Unbrsuchung der Eigenschafbn dieser 
F~mktionen. 

Die in dem Quadrate 0 < s < 1, 0 < t < 1 definierte Funk~ion K o (s, t) 
ist iiberall gleich I. Die Funk~ion Z~(s)7h(t) ist innerhalb der Quadrate 

i i ~<t<l 
gleich 1, in den gnderen beiden Quadra~en 

i i i i < t < l  Q ~ . E < s < l ,  O < t <  T und Q ~ : O < s < ~ ,  -~= = 

gleich - - 1 ;  daher isl~ Ks(s , t) in Qn und Q~ gleich 2, in QI,, Q~I aber 
gleich Null. 

1 
0 2 

1 

2 
2 0 

0 1 y 1 

~ ( s ,  t) 
1 1 An den Geraden s ~ T  bezw. t ~ is~ die Funklion Kl(s  ~ t) naltirlich 

gleieh dem ari~hmetischen Mit~el der Werte, die sie in den daselbst zu- 
samraensbBenden Quadrabn annimm~. Um noeh K(~l)(s,t) und K(~)(s, t) 
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zu erhalten, zeichnen wir in der Figur die Werb  an~ die die Funktionen 
X(l) (s) %(~1) (t) bezw. Z~ (s) %(~)(t) ann~hmen. 

t 

1 

0 0 

1 
2 

-- 2 )_2_ 2 0 

t 

1 

0 

1 
2 

0 

1 0 ~- 1 s 0 

- -2  2 

0 

1 
E 1 s 

Die W e r b  yon K(~i)(s, t) und K~)(s ,  t) sind daher 
Figuren 

0 0 

0 4 

4 
0 

4 

4 
0 

4 

graphisch durch die 

dargestellt. Daraus ist schon das Bildungsgesetz der Funktionen K(~ p)(s, t) 
ersichtlich: Um den Wertevorrat der Funktion K ~ -  l) (s, t) zu erhal~en, 
bi len wir das Einheibquadrai Q in 2 ~" gleiche Teilquadrab; in den 
Teilquadraten q ~ . . . ,  q~, die an der Diagonale s----t des Quadrates Q 
liegen~ ist 

K~( ~'- ~) -- 2-; 

innerhalb der anderen Quadrate is~/{(~,-1) gleich Null. An den Sbllen, 
wo diese Funktion einen Sprung erleidet, nimm~ sie das arithmetische 
Mittel der Wer~e an, die sie in den daselbst zusammensbBenden Quadra~en 
besitz~. Um nun etwa K(,~l (s  , t) zu erhal~en, ~eflen wit jedes der p ersten 
Teilquadrab ql, q~, "" ", q~ der vorigen Einteilung, die an der Diagonale 
s = t liegen, in vier gleiche Quadrate ein, wie es die Figur andeute~: 
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] gi,i) [ .(i, ~) 

q~ 

Dann ist K(p) (s t) durch folgendes Gesetz gegeben: In den Teilquadraten 
n + l \  ) 

q~,l), q~,~) ist K~)+l(s , t )=2~+l;  in den Teilquadraten ~(1,2), q~,l) ~ber 
2n-- 1 gleich 0. Innerhalb jedes anderen Quadrates ist K,@+)~(s, t) --- K(j )(s, t)*). 

An den Stellen, wo K(~)~+l~[s, t) unstetig wird (d. h. an denjenigen Stellen s, t, 
wo die eine der Griil~eu s mid t eta endlicher Dualbrueh yon der Form 
1 + . - - +  ~ ist), bestimmen wit sie nach der oben erw~ihnten Regel. 

Um die Richtigkeit dieses Gesetzes nachzuweisen, nehmen wir an, 
es set fiir K(~'-l)(s, t) richtig; es ist nun 

+1 ~ , .gl) (s'~ .v(1) (t~ 
< i  

Da abet ~.+~((~) s) nur im Intervalle 0 < s --~ yon Null verschieden ist, 

so kann K( i)"+~(s, t) nut in dem Quadrate 
1 O < s <  )- 0 < t < ~ - ~  

- -  - - 2 n , ~  

d. h. in ql yon K(~-~) (s~ t) versehieden sein. Da aber 

- -  Te qua ate  qi"i), 
~ - - 2  ~ ist in den Teilquadraten q(1,~), q(l~,i), 

so folg~, dab K(~)+,(s, t) den soeben angegebenen Weft ha~: 

K(~)~+l~(s, t) ~- 2" + 1 in q~, 1), q(i ~, ~) 

= 0 in ~ ,  ~), q~, 1). 

Bezeichnea wir mit f (s )  eine beliebige im Lebesgueschen Sinne in~e- 
grierbare Funktion, die im Intervall [0, 1] definiert is~, mid mit s----a 
eine beliebige Stelle des Interv~lls. Es ist dann 

1 

[f(a)J~f) = f K(~)(a, t) f ( t )  dt; 
o 

nehmen wir ftir den Augenblick an, dab a kein endlieher Dualbruch yon 
der obigen Form set, so ist die Funktion K(~)(a, t) yon t fiberall gleich 

1 Null .... mit Ausnahme eines Intervalls i~), dessen L~inge l(~) gleich "~=z. 

*) d. h. gleich 2n in den Teitqu~dru~n ~:~+~,..., q~n und gleich 0, wenn tier 
Punkt; s, t nieh~ in einem dieser Quadrate liegt. 
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finden daher 
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1 In diesem Intervall i(~) ist aber K(~)(a, t ) = ~  und wit 

Ist hingegen a ein endlicher Dualbruch, so ist K(~)(s, t) in einem Inter- 
vaUe ~ )  yon Null verschieden, dessen L~nge 

ist; der Were yon K(~)(s, t) in diesem In~ervall is~ abet gleich ~-~,, und 
wit erhalten daher auch in diesem FaDe 

In beiden Fiillen ist daher die L',inge des Integrations]ntervalls - -  das 
den Punkt t----a enthiilt - -  gleich dem rezil~rokem Weft des vor dem 
Integral stehenden Faktors. 

Nun konvergieren abet ~ )  und l(,~) mi~ wachsendem n gegen Null, 
und es konvergieren daher die Partialsummen [f(a)]~) gegen 

Da die IntervaUe i~,~) sich ~i~ wachsendem n in den Punkt t-----a zu- 
sammenziehen, so is~ dieser Grenzwert nichts anderes als der Wert des 

Differen~ialquotienten yon ~ f ( t ) d t  naeh s an der Stelle s ~ a: 
0 

# 

o 

und wit haben das Resultat: Ist f(s) eine beli~ige Funktion, so konvergieren 
die Teilsumme~ ihrer l~ntwictdung an jeder Stelle s---a, wo der Differential- 

$ 

quotient -ds t) dt exis~iert, und sWllen diesen Weft dar. 
o 

Da aber - -  naeh einem Satze yon Lebesgue 
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mit Ausnahme einer Menge veto MaBe Null iiberall existiert und mit f(s) 
iibereinstimmt, so folgt daraus: die E~#wick~ung einer willk,iirlichen Funktion 
nach den Funktionen unseres Orthogonalsystems honvergiert an rider Stel~e 
mit Ausnahme einer Punktmenge veto Marie -~ult. 

Ist aber f(s) an jeder Stelle dee Intervalls stetig, so ist bekanutlich 
ftir jede Stelle ohne Ausnahme 

& 

0 

d. h. die _Fowrier-Entwick~ng einer beliebigen stetigen Funktion- (in bezug auf  
unser Orthogonalsystem Z) konvergiert an jeder Stelle des Intervalls [0, 1].*) 

w 

Weitere Eigensehaften des orthogonalen Funktionensystems X- 

Wir wollen jetzt einige weitere Eigenschaften unseres Funktionen- 
systems ableiten, die jenen S~tzen der Theorie der trigonometrischen 
Reihen en~sprechen, die man dort dureh verschiedene Summa~ionsmethoden 
erh~lt. 

Aus dem Umstande, dab die Fun~ionen K(~)(s, t) stets positiv sind, 
schlieBen wit folgenden Satz: 

Bleibt die im Intervall [0, 1] im Lebesgueschen Sinne integrierbare 
~ '~ t ion  f(s) zwischen den Grenzen m u n d  M:  

m ~ f(s) ~ M,  
so bleiben aueh alle Teilsummen der in bezug auf ~ gebildeten Fo~rier- 
~eihe yon f(s) zwischen diesen Grenzen: 

m < If(s)]?) __< M. 
In tier Ta~, es ist z. B. 

1 1 

[f(s)J~p) = f K~p)(s, t) f(t) dt ~ M f t)dt ---- M.  
0 0 

Es sei nun s -  a eine beliebige Stelle des Inter~alls [0, 1]. Da bei 
gen~igend gro~em n die Funktionen K~)(a~ t) sicherlich verschwinden, 
w e n n  

O < t < a - - e  
oder wenn 

a+e<t<l 

*) In einez kiirzlich in den .Jahresberiehten der deutschen Mathematiker-Ver- 
einigung" (1910) erschienenen No~e hat Herr Faber mein Orthogonalsystem zum Gegen- 
stande seinex Un~ersuehungen gemacht und lei~e~ melne S~tze yon neuem ab. Sein 
Beweisveffahren is% sber yon dem bier gegebeneu nicht wesen~llch versehieden. 



Orthogonale Funktionensysteme. 369 

ist, wie klein aueh die positive Zahl e gewiihlt ist, so ist 
a -bs  

[f(a)]~) = f K,~)(a, t) f(t) at ,  

sobald n e i n e  bestimmte Grenze tibersehreitet. Da in dieser Formel das 
Verhal~en der Funk~ion f(s) in den In~ervallen 0 < s _< a -- e bezw. 
a q- ~ ~ s ~ 1 gar nieh~ zum Ansdruek kommt, sehlielten wir daraus, dab 
die Konvergenz der in bez~g auf % gebildeten Fou~'ier-Reihe einer willkiir- 
~ichert FunIction an der Stelle s = a nut yon dem Verhalten dieser Funktion 
in der Umgebung dieser Stelle abhiingt. 

Stimmen die _Funktionen f(s) und g(s) in einem noeh so kleinen Inter- 
valle i~berein, so kann man einen Index iV so angeben, daft, sobald n ~ iV 
ist, alle [f(s)]~) und [g(s)]~) in diesem intervall ebenfaUs i~bereinstimmen. 

In Verbindung mi~ dem Hauptsatze des vorigen Paragralohen liefern 
diese letzten Ergebnisse den folgenden Satz: Die in bezug auf Z gebildete 
_~'ourier-l=teihe einer _Funktion f(s) konvergiert an jeder Stetigkeitsstelle yon 
f(s) gegen diese Funktion. 

w 

Terschiedene Verallgemeinerungen.  

Wit  kSnnen das soeben kons~ruierte Orthogonalsys~em in versehie- 
denen Richtungen verallgemeinern, ohne seine wesentlichen Eigenschaften 
zu zerst6ren. Wit  wolIen jetzt einige dieser Verallgemeinerungen andeu~en. 

Wir kiinnen vorab ein allgemeineres Einteilungsverfahren der s-Achse 
zur Kons~ruktion eines iihnliehen 0rthogonalsystems in folgender Weise 
benutzen: Die erste Funktion des Systems sei wiederum gleieh 1; sodann 
wiihlen wit eine beliebige Stelle im Intervall [0, 1], etwa al, and kon- 
struieren eine ]!'unktion ~l(s), die in den Intervalle~ [0, al] bezw. [an, 1] 
konstant ist und auBerdem die beiden Bedingungen 

i 1 

0 0 

befriedigt. Wit  wihlen sodann zwei Stellen a(1 i) und a(~ ~) bezw. in den 
hatervallen [0, ax] und [~i, 1] beliebig, und besfimmen die Funktionen 
~l*)(0) and ~2(2)(s) dutch die folgende Regel: ~(~)(s) versehwinde in [~x, 1] 
und nehme in den Intervallen [0, r nnd [a(~ 1), all je einen konstanten 
Wer~ an, die so gew~ihlt sein mSgen, dab 

1 1 

0 0 

l~a themat i sche  ~ n n a l e n .  LXI'X. 2 5  
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is~. ~)(s)  verschwinde abet in [07 as] und nehme in den Intervallen 
[al, a~)] und [a~ ~), 1] je einen konstanten Wert an, die so gewi~hlt seien, 
d ~  die Relationen 

1 1 

0 0 

erffillt sind. Nun wi~hlen wit vier Stellen a~), a(8~), c~a), a(~), die bezw. in 
den Intervallen [0, all)J, .. ., [a(~)~ 1] liegen mSgen, und konstruieren ia ont- 
sprechender Weise die Ftmk~ionen ~a(1)(s), . .  ., ~(~)(s); und so fahren wir 
fort. Wir setzen wiederum lest, dab an den Sprungstellen die Funk~ionen 
immer gleich dem arithme~ischen Mi~tel der Werte seien, die sie in den 
daselbst zusammenstoBenden IntervaUen annehmen. 

Bilden die so gew~ihl~en Stellen a(~p) eine fiberall dichte Punktmenge, 
so kiinnen wir in genau derselben Weise wie friiher S. 362 schliel3en, 
dal3 das so definierte Orthogonalsystem vollst~indig ist. Um zu zeigen, dal3 
dieses Ftmktionensystem aueh die Eigenschaf~ besitzt, dai~ alle ste~igen 
Funktionen auf die Fouriersche Weise in eine Reihe entwickelbar sind, 
die nach den Funktionen dieses Systems fortschreitet, bemerken wir, dab 
die Funktionen 

~ )  (s, ~) - io (s) h (t) + . . .  + ~(:) (s) L ~) (t) + . . .  + ~ )  (s) z~) (t) 
fiir jedes Wertepaar n~ p posi~iv bleiben und dab 

1 

f K~)(s~ t) dt = 1 
0 

is~. Bezeiehnen wit also wiederum mit [f(s)]~) die endliche Summe, die 
wit erhalten, wenn wit die Fourier-Reihe der Funk~ion f(s) bet dem 

1 

Gliede ~ ) ( s ) f f ( t )  ~)( t )  dt abbreehen, so is~ 
0 

1 

0 

und da die Funktionen K~)(s, t) stets posi~iv sind, so sehliel~en wir daraus, 
daft [f(s)]~) stets zwischen dem Maximum und Minimum yon f(s) bleibt. 
1~. a. W. die vermiige der Gleichung (17) gegebene Zuordnung erfiillt 
alle Bediagtmgen unseres ttilfssatzes S. 350, woraus folgt, da~ die in 
be~ug auf das be~rachtete Orthogonalsystem gebildete ~ourier-l~eihe e~er be- 
lieb~gen Funktion f(s) gleichm~flig gegen diese l~unktion konvergiert, wean 
f(s) in dem Bereiche des Orthogonalsystems liegt. 

Nun is~ abet unmi~telbar klar, dal~ jedes endliche Aggrega~ unserer 
Orthogonalfunktionen eine slreckenweise konstaute Funktion ist; umgekehrt 



0rthogonale Funktionensysteme. 371 

ist aber auch jede s~reckenweise konstan~e Funktion, die nur an endlich 
vJelen Stellen r einen Sprung erleidet und an einer solchen Stelle gleieh 
dem arithme~ischen Mittel der Werte ist, die sie in den daselbs~ zu- 
sammenstoBenden Intervallen annimmt, ein endliches Aggrega~ unserer 
0rthogonalfunktionen. Da aber die Sprungstellen a~) tiberall dicht im 
Intervall [0, 1] verteil~ sind, so sehen wir unmittelbar, dab man jede 
s~etige Funktion durch eine solche streckenweise konstante Funktion be- 
liebig approximieren kann. Damit is~ aber gezeigt, dab der Bereich unseres 
Orthogonalsystems alle stetigen Funktionen umfa~t, und daher konvergiert 
die 2"ourier-Reihe jeder stetigen Funktion gleichm~fiig im gan~en Intervalt. 
Es macht auch gar keine weiteren Schwierigkeiten, den Beweis zu er- 
bringen, dab die Reihe jeder integrierbaren Funktion mit AusschluB einer 
NuUmenge iiberall konvergent ist. 

Eine weitere Verallgemeinerung unseres Orthogonalsystems kSnnten 
wie dadureh erhalten~ dab wir stat~ der Zweiteilung tier Intervalle eine 
Dreiteilung oder Vierteihng usw. vornehnien; d~na definieren wit in 
gleieher Weise wie friiher ein vollst~ndiges orthogonales Funktionen- 
system, indem wir bei jeder Teflung der Intervalle ein endliches System 
yon streckenweise konstanten Funk~ionen kons~ruieren, die auf jeder vor- 
hergehenden Funktion orthogonal stehen und die in den geteilten Inter- 
vallen je konstaate Werte annehmen. Definiert m~n ~ was ~a stets mSg- 
lich ist ~ bei jeder Einteilung eine solche Anzahl yon Funk~ionen, dal~ 
keine nicht identisch verschwindende streekenweise konstau~e Funk~ion 
existiert, die auf allen bisher definier~en Funktionen or~hogonal steh~ und 
nut an den Einteilungspunkten dieser Einteilung einen endliehen Sprung 
erleide~, so sind - -  wenn die Einteflungspunkte eine iiberall dichte Punk~- 
menge bilden - -  die so erhaltenen Funktionensysteme in dem aUgemeinen 
Sinne volls~ndig, dab jede im Lebesguesehen Sinne in~egrierbare Funktion, 
die auf allen Funktionen des Systems orthogond steht, mit Ausnahme 
einer Menge veto MaBe Null versehwindet. Sie alle besitzen die oben 
angegebene Konvergenzeigensehaft, und schlieBlich gilt aueh der Satz, dab 
die Konvergenz der Fourier-Reihe (in bezug ~uf diese Funktionensysteme) 
einer Funktion an einer Stelle nur yon dem Verhalten tier Funktion in 
der Umgebung dieser Stelle abh~ng~. 


