Ueber diejenigen ebenen Curven, deren
Coordinaten rationale Functionen eines Parameters

sind.

by Clebsch, A.

in: Journal fir die reine und angewandte

Mathematik, (page(s) 43 - 65)

Berlin; 1826

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly
for noncommercial educational, research and private purposes and makes no warranty with
regard to their use for other purposes. Some of our collections are protected by copyright.
Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written
permission from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the
usage of the library's online system to access or download a digitized document you accept
there Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other
repositories, nor may be further reproduced without written permission from the Goettingen
State- and University Library

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please
give proper attribution of the source.

Contact:

Niedersaechsische Staats- und Universitaetsbibliothek

Digitalisierungszentrum

37070 Goettingen

Germany

Email: gdz@www.sub.uni-goettingen.de




43

Ueber diejenigen ebenen Curven, deren Coordinaten
rationale Flunctionen eines Parameters sind.
(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.)

Die Classe von Abelschen Functionen, mit welcher eine algebraische

ebene Curve " Ordnung zusammenhingt, wird durch die Zahl p = "--—--—-—-———12'"—2
bestimmt, wenn die Curve keine Doppel- und Riickkehrpunkte besitzt, und

ich habe im 63*" Bande dieses Journal pag. 189 eine Reihe von Resultaten
angefihrt, welche sich auf diese Bemerkung stitzen. Dabei wurde vorzugs—
weise der Satz benutzt, dass die Summen gewisser Abelscher Integrale immer
verschwinden, sobald eine Reihe von Puncten der gegebenen Curve den voll-
standigen Durchschnitt derselben mit einer andern algebraischen Curve bildet.

Wenn nun die Curve Doppelpunkie oder Riickkehrpunkte besitzt, so
erniedrigt sich der Werth von p um die Anzahl derselben; die erwihnten
Integrale gehen zum Theil in Abelsche Integrale niederer Classe iber, zum
Theil aber auch in Integrale dritter Gattung. Die fir die vorliegende Unter-
suchungen wichtigste Folgerung aus diesem Umstande ist, dass zwischen den
Periodicitatsmoduln der modificirten Integrale lineare Relationen eintreten; und
es ergeben sich daraus Erniedrigungen fir die Zahlen, die ich a. a. 0. fir die
moglichen Losungen der behandelten Probleme gefunden habe.

Statt die algebraischen Curven nach Ordnungen einzutheilen, und in
diesen Unierabtheilungen zu machen nach der Anzahl der Doppel- und Riick-
kehrpunkte, welche dieselben aufweisen, kann man dieselben in Geschlechter
eintheilen nach der Zahl p; zu dem ersten Geschlecht also alle diejenigen
fir welche p =0, zum zweiten diejenigen, fiir welche p =1, u. s. w. Dann
erscheinen umgekehrt die verschiedenen Ordnungen als Unterabtheilungen in

den Geschlechtern; und zwar kommt jede Ordnung in allen Geschlechtern vor

bis zu pz'—‘:—ijz—";g? wo dann die allgemeinste, d. h. von Doppel- und

Riickkehrpunkten vollig freie Curve n'" Ordnung ihre Stelle findet.

Die zu demselben Geschlechte gehorigen Curven kann man, wie a. a. O.
gezeigt ist, auch dadurch definiren, dass ihre homogenen Coordinaten sich als
rationale ganze Functionen von zwei Parametern s, z darstellen lassen, zwischen

6 *
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denen eine algebraische Gleichung

f(s,5) =0
besteht, die eine entsprechende Classe Abelscher Functionen begriindet. Ins-
besondere fir p =0 kann man s durch z rational ausdricken; fir p=1 er-
fordert diese Darstellung die Quadratwurzel aus einem Ausdruck dritten oder
vierten Grades, u. s. w.

In diesem Aufsatze werde ich mich mit dem ersten Geschlechte be-
schaftigen, fir welches p = 0, fiir welches also die Doppel- und Riickkehr—
punkte die ihrer Ordnung nach hochste erreichbare Anzahl besitzen. Diese
Curven hat Herr Salmon bereits in seinem ,,Treatise on higher plane curves”
kurz discutirt (p. 94). Ich werde einige weitere Eigenschaften derselben

angeben.

—t.n—2
2

sitzt , wirklich die rationale Darstellung ihrer Coordinaten durch einen Para-

meter gestattet, sieht man auf folgende Weise ein. Durch die Doppelpunkte
h.h+3 _n—i.n~—
2 2
eine Curve A“" Ordnung vollstindig bestimmt. Damit diese Punkte zugleich
den vollstandigen Durchschnitt beider Curven bilden, muss
hoh4+3. n—1.0—2
2+ + D) = hn

sein, d. h. h=n—1 oder h=n—2.

Legt man also ein System #+4iv =0 von Curven (»—1)*" Ordnung
durch die Doppelpunkte und durch 2r —3 feste Punkie der gegebenen Curve,
so schneidet jede Curve des Systems die gegebene noch in einem beweg-
lichen Punkte. Man muss also die Coordinaten dieses Punktes durch 1 rational
ausdriicken konnen.

Legt man ebenso ein System #-4vo =0 von Curven (n—2)"" Ordnung
durch die Doppelpunkte und durch »—3 feste Punkte der gegebenen Curve,
so schneidet abermals jede Curve des Systems die gegebene Curve nur noch
in einem beweglichen Punkte, und man kann also die Coordinaten dieses
Punktes durch A rational ausdricken.

So kann man also diese Darstellung auf zwei verschledene Arten in
jedem Falle sofort leisten.

Dass jede Curve »*" Ordnung, welche = Doppelpunkte be-

andere Punkte der Curve ist, wenn h<n,

und durch
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§. 1.

Die Singularititen derjenigen Curven, deren Coordinaten rationale Functionen
eines Parameters sind.

Betrachten - wir eine Curve, deren homogene Coordinaten in der Form
ausdrickbar sind: A
@ = fi(4, u),
1.) x, = fo(k, u),
@y = fi(4, ),
wo fi, [, [ ganze homogene Functionen #'* Ordnung von i und w sind,
welche sich nicht als homogene Functionen niedrigerer Ordnung von zwei
ganzen rationalen Functionen von 4, u darstellen lassen. Jedem Punkte der
Curve entspricht dann ein gewisser Werth des Verhaltnisses —A-, und im All-
gemeinen auch nur ein einziger. Die Functionen f,, f,, f; dirfen als von
einem allen gemeinschaftlichen Factor frei angesehen werden. Die Curve ist
daher von der »* Ordnung, da jede Linie
W+t T+ w T = 0
sie in den Punkten schneidet, deren Parameter sich aus der Gleichung »""
Grades:

’ () wmfitufotufi =0
ergeben.
Die Gleichung der Curve in Liniencoordinaten findet man, wenn man
die Discriminante von (2.) hildet, also wenn man i und w aus den heiden

Gleichungen

(3) Uy g’;t +u2 o +u3 6f3 = 0,
' Sf, af, af, _
1 a‘u + + 3 —_— 0

eliminirt. Diese Discriminante ist im Allgememen von dem Grade 2(n—1),
und also die Curve im Allgemeinen von der 2(n—1)*" Classe. Aber ins-
besondere konnen solche Werthe von 4, u existiren, fiir welche

1 Of . Of
Lo =M, =
of,
@) (1L=n 8£ =,
ofy, _ . Sf _
la;t —ma‘“ = a;.
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Die Discriminante muss dann nothwendig den Factor u, a,+u,a0,4+u;a;, ent-
halten, durch dessen Verschwinden beide Gleichungen (2.) befriedigt werden.
Die a sind nach (1.) die zu einem solchen Parameter — gehorigen Coordi-
naten. Ist % die Anzahl ven Losungen, welche die Gleichungen (4.) zulassen,
so ist die Classe der Curve 2(n—1)—=.

Aus den Gleichungen (3.) ergeben sich fiir die Coordinaten der Tangente
(oder fir die den Gleichungen (1.) analoge Darstellung der Curve in Linien-
coordinaten):

so dass die Gleichung der Tangente folgende ist:

X X, X,
of, of, Of,

6.) |an a1 | =0
ofi  of, 9f,
I ou  Ju

Dieser Ausdruck wird unbestimmt, wenn 4, © ein System von Losungen
der Gleichungen (4.) sind. Dividirt man aber in der Gleichung (6.), welche
fiir den Augenblick durch £2=0 bezeichnet sein mag, zuerst durch einen der
Coefficienten, so nehmen die anderen die Form § an, und indem man dann
nach der gewohnlichen Regel entweder nach i oder nach w differentiirt, mit

dem reducirten Nenner aber w1eder heraufmultiplicirt, findet man die Gleichung
der Tangente in der Form %——~O oder %2—__0 oder endlich, wenn p, ¢

beliebige Grossen sind, in der Form
o 082
portags =0
Die Ausfihrung fiir die Function {2 giebt dann:

X, X, X,

_ |, 9 ’f, ’f, o’f, Gqfs
O ="1Pa+9500 P o g0 P on T 9370,
o°f, ', a'f, af 'fy a'f,

Pargat 9 gum Paton T au PatopT9 5w

9°fs
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oder, was dasselbe ist:

fi S O, 2
a o a1
9 O Of
0 — |9%ox Jhow Oiow P9,
f  9f  9f 2
6[&2 ayw a‘uﬂ p
X X X 0
Nun kann man die Gleichungen (4.) auch in die Gestalt bringen:

A St (u— ml)a;f‘ —mul = o,

ou’
{ 8 ? 9" 2 o’ 2
(7.) a{e +(lu—mi) alf —mu a‘f = 0,
a 3 8 3 23
7 6{* + (lu— m).)a/léP —mu a“f = 0.
Aus diesen folgt, dass erstlich die Determinante
of, a’f, 2%,

T Giow  op’
—|%h 9h G
®) 4 =G G

s 82f3 623 azf3
Sa oiop o’

s Ao . . .
fir die betreffenden Werthe m immer verschwindet; und zweitens, dass sich

immer drei Grossen 7,, r,, r; 50 bestimmen lassen, dass

od

o = .r,,
o’
od

. ®) (5oE
dAdu

o4
g = Tmu.r

P T

Durch die Einfihrung dieser Werthe geht endlich, mit Uebergehung eines un-
wesentlichen Factors (pi—gqu)(pl+gm) die Gleichung der Tangente fiir einen
solchen Punkt in die bestimmie Form iber:

(10.) X1r1+Xgrg+X3r3 = 0.

= (lu—mi)r;,
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Doppelpunkte der Curve sind diejenigen, fiir welche zwei Werth-
systeme 4, u; l’, w' dieselben Werthe der Coordinaten ergeben. Man hat
also fir sie

2k, 0) = # (X, 1),
(11.) (2fo(h, u) = x'/;(l’, lu,)a
Lfih, ) = # (M, ),
Setzen wir nun

r46€ 22’} -3”7'_31) '22'," ] ]
12) hGmLC L)'—Q',E W-LEE) g w),

u. 8. w.

wo denn &,, d,, P; symmetrische Functionen der Werthepaare 4, w; 1/, u'
sind, und zwar fir jedes Werthepaar homogen von der (»—1)"*" Ordnung, so
hestehen die identischen Gleichungen:

i’,.f,(l,,u,)—l—q)?.f?(l,,u)—l—-'f%./;(l,‘u) = 0,
d)l'fl(l,:ub"');*'d)?'/l?(l"s 1“‘,)_"(1)3'/.3('1'54"") = 0.

Wenn man aus &,, P, etwa i, ' eliminirt, so ergiebt sich fiir m eine

(13.)

Gleichung des Grades 2(r—1)’. Fir die Losungen derselben und die zuge-
U .

horigen Werthe von 7};—,— verschwindet nun entweder auch <;; und dann hat

man einen Doppelpunkt vor sich; oder es verschwinden ff(a, ), fi(A', u'),

und die betreffende Losung ist der Frage fremd. In der That zieht das Ver-
schwinden der letzten beiden Grossen, wie man aus (12.) sieht, das Ver-

!

]
schwinden von &,, @, nach sich, ausser wenn 7);—: L Es entstehen also
so n(n—1) Losungen der Gleichungen ,, &,, welche der Frage fremd sind,

und es bleiben also n—1.n—2 Werthe von - iibrig, welche Doppelpunk-

—.n—
2
dies a priori aus der Grosse der Zahl p klar ist.

. 2 .
ten entsprechen, oder es gieht — Doppelpunkte auf der Curve, wie

. e e e A A
Die Elimination von —, — aus &, =0, &,=0 muss nach dem
Obigen zunéchst auf eine Gleichung der Form

Yy i
w =F (;)
fihren; sodann aber auf die Endgleichung:

(s 1)) 9y ) =
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wo nun =0 die gesuchte Gleichung »—1.%»—2"" Grades ist. Aber die
n—A . n— ten
2

Grades. Denn ausser durch % wird diese Gleichung auch noch durch
%:F (%) erfiillt, wo 71—',- zu demselben Doppelpunkt gehort, welcher durch
% bezeichnet wird. Es ist daher auch nothwendig
A ry
w=F (7),
n—1.n—2tn

und die Gleichung y=0 kann daher nach Abel auf eine Gleichung —;—

Losung derselben erfordert nur die Losung einer Gleichung des

n—1.n—
2
Ich will jetzt untersuchen, unter welchen Umstéinden ein Doppelpunkt

in einen Riickkehrpunkt iibergehen kann. Fir diesen Fall muss die Glei-
chung (6.) der Tangente fir beide im Doppelpunkt sich schneidende Zweige
dieselbe sein, man muss also die Gleichungen haben:

Grades, und auf 2 quadratische Gleichungen zuriickgefiihrt werden.

(é&ﬁ&_%%_) _ ﬁ&é&_%iﬁ_‘)
ok ou  OA ou N ow oM Ju'/?
(E&ﬁ&_%ﬁa_ - %é’i__iﬂ_%)
9 Ou 0L ou oW Bu oW o/’
(ié&-?f_zﬁﬁ_ — ﬁ&ﬁ&-é&‘i}
9 Ouw T 0A ou N ow oM Ju/)?

wo die Functionen f links mit den Variablen 4, u, rechts mit den Variahlen
4, ' zu nehmen sind. Aus diesen Gleichungen folgt:

o e oy | O o

9 o1 o oW oA ou

of, of Of| _ of, o Oh| _
A4) o o | =% |aw @ | =0

oh of 9fs o o Of

o ol ou 2w 9 ou

Aber diese Gleichungen sagen nicht Anderes aus, als dass * und -]1; Doppel-
u

wurzeln der Gleichung seien, von welcher die Parameter der Doppelpunkte

abhéngen. Dies sieht man sofort, wenn man die Bedingung aufstellt, dass die

Gleichungen (11.) ausser fir », »', 4, wu, 4, ' auch noch fir x-+tdx,

Atdh, p, M+dV, @' und fir x4-dx, 2/, A, u-+du, &', u'+ du' bestehen sollen.

Hiebei sind also zwei -verschiedene Fille zu unterscheiden. Einmal némlich
Journal fiir Mathematik Bd. LXIV, Heft 1. 7
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" AN . . : . .
konnen —, W el verschiedene Doppelwurzeln sein, und zweitens konnen

A o . . )
W W einander gleich werden und so das Paar gleicher Wurzeln reprisen—

tiren. Im ersten Falle tritt kein Riickkehrpunkt ein, sondern zwei unendlich
nahe Doppelpunkte, wobei denn freilich auch die beiden Tangenten in eine
zusammenfallen. Dieses Vorkommen erfordert zwei Bedingungen zwischen
den Coefficienten, und fiihrt keine weitere Reduction der Classe mit sich, als
diesen zwei Doppelpunkten iiberhaupt zukommt. Im aweiten Falle dagegen
erhilt man einen wirklichen Riickkehrpunkt, und zugleich eine Reduction der
Classe. Ist namlich i’, =£—+e, und convergirt ¢ gegen Null, so gehen die
Gleichungen (14.) in die eine Gleichung (8.)
4 =0

iber. Es wird also wirklich nur eine Bedingung erfordert. Zugleich gehen
die Gleichungen (11.) in die Gleichungen (4.) iber. Die oben betrachieten
% Punkte, fir welche eine Reduction der Classe eintritt, fallen also in der
That mit den Riickkehrpunkten zusammen.

Nicht blos 4 selbst verschwindet fiir jeden Riickkehrpunkt, sondern
.auch sein Differential, so dass der einem Riickkehrpunkte entsprechende Para-
meter jederzeit eine Doppelwurzel von 4 = 0 ist. Man hat némlich:

a4 aA
o4 &% o4 a £ o4 8’[,

% dsrt —r Ygion t B’f. o
Fra ETER

oder nach (9. ) ’

S dGh + (Qu—m)d gl —mua S|

= =

(!

e ———

= (n——2)2,-r,.(l ’B'ZL“’”"%%)'

Und dieser Ausdruck verschwindet, da nach (8.), (9.) folgende Gleichungen

bestehen:
',

Zri— = o,
2"‘ .

Zrgios = O

=r; Gh 0.

'al"
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Diese Betrachtungen werden von Wichtigkeit bei der Bestimmung der
. AN, .
Wendepunkte. Sind W W die Parameter dreier Punkte der Curve,

welche auf einer Geraden liegen, so miissen dieselben der Bedingung geniigen:

ACYORNACH IR ACA™S)
_ YO R ACH SR G )
(15.) 0 — 61 IACA DN
A" — 'V A w— A A — ud!
= P, us My (52", u").
Fir einen Wendepunkt muss diese Gleichuhg erfillt sein, wenn man —, )'—',

—- unendlich wenig von einander verschieden annimmt, und da zu gleicher
Zeit die Gleichung (15.) in

“ e 0

iibergeht, so findet man die Wendepunkte aus der Gleichung 4 =0. Die
Zahl der Wendepunkte betrigt somit im Allgemeinen 3(n—2). Aber da, wie
oben bewiesen, der Parameter jedes Riickkehrpunkts eine Doppelwurzel dieser
Gleichung wird, so ist, wenn x Doppelpunkte zu Riickkehrpunkten werden, die
Anzahl der iibrigbleibenden Wendepunkte 3 (n—2)—2:z.

Diese Zahl giebt eine obere Grenze fiir die Anzahl von Riickkehr-
punkten, welche eine Curve besitzen kann. Man sieht némlich daraus, dass
die Anzahl der Riickkehrpunkte einer Curve n'“" Ordnung die Zahl 3 (n—2)
niemals ibersteigen kann. Es scheint, dass diese Grenze (oder vielmehr die
grosste darin enthaltene ganze Zahl) wirklich erreicht werden kann; wenig-
stens tritt dies bei den Curven dritter und vierter Ordnung ein.

Die Beriihrungspunkte der Tangenten, welche sich von einem #usseren
Punkte an die Curve ziehen lassen, findet man aus (6.) mit Hilfe einer Glei-

chung 2r—2'"" Grades fir -:;— Ist aber in (5.) X ein Punkt der Curve selbst,

und bezeichnen wir seine Parameter durch 1°, u’, ebenso die Functionen f

fir diese Werthe durch denselben Index, so geht die Gleichung (6.) iber in:

o, of,
i o
ai 82

a6) |k Ll=o
. of, O
3 04 om

7*
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was durch (Au’—a%)? theilbar ist, und mit der Gleichung
0 = (A’ —a"u)*. P(h, p5 4y pus 4 u°)

identisch wird. Nach Entfernung des ausgeschiedenen Factors bleibt eine

Gleichung

A7) P, push, u; 4, 4) = 0
vom 2r—4"*" Grade iibrig; sie giebt die Berihrungspunkte der 2»—4 Tan-
genten, welche man von einem Punkie der Curve noch ziehen kann. Aber
die Gleichung (16.) ist durch die Werthe von 4, u erfiillt, welche den Glei-
chungen (4.) geniigen. Die Anzahl der wirklichen Tangenten bleibt also
2n—4 —zx.

Ist insbesondere der Punkt der Curve ein Wendepunkt, so ist

T‘( lU, MO’, l(), M(),. lﬂ’ .UIO) —_ O-
Daher enthilt die Gleichung (17.) noch eine weitere Wurzel 2;, und die An-
'zahl der wirklichen Tangenten bleibt 22—5 — x.

Ist dagegen der Punkt der Curve ein Doppelpunkt, und ist ;'E—:: der
andere dem Doppelpunkte entsprechende Werth des Parameters, so kann man
in (16.) stait £ auch f® schreiben, und —i~= 2—((% ist daher auch eine Doppel-
wurzel von (16.). Von einem Doppelpunkt lassen sich also 2%2—6—2x Tan-
genten an die Curve ziehen.

Ist endlich der Punkt der Curve einoRﬁckkehrpunkt, von welchem aus

b A . .
Tangenten gezogen werden sollen, so ist o eine vierfache Wurzel der Glei-

chung (16.). In der That? bildet man etwa den dritten Differentialquotienten
des Ausdrucks der linken Seite von (16.) nach i, so erhalt man:

o 9% Of o 9f Of
' B I Zs 2oa
o'f, o f, O
R i 9u|T3F o aiom
fO 84fs afs 0 asfs aafa
S oAt ou 3 OA Oidm
w5 | r % e
A’ op [z
9°f, 9, o O _9%
+ 3 fzo al; oAt A + 2 YR 3
V' ou or  oAau
f(J azf 3 aafs U ﬁ/_'s_ a‘fs
39 onom 3 0h oMou
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Von diesen Determinanten verschwinden hier die erste und die letzte fiir
2 A° . . .
W = v Vegen der Gleichungen (4.). Die Summe der beiden anderen kann

man zugleich in der Form darstellen:

f If 9% S 9f 9
Y oA OAdu oA OA* Jiou
9 f It 9 o 9h 9h
or|l* ox ciou oA oA Jdiou

f °of, O o 9f I
S Fhop) 1O A 0w | e

_ (1 o4
T \n.n—1 04 =2, u=p°

9

was nach dem Fritheren fiir einen Rickkehrpunkt ebenfalls verschwindet. Das
Verschwinden des ersten und zweiten Differentialquotienten der linken Seite
i

von (16.) wird noch leichter &hnlich gezeigt; es ist also wirklich % hier
eine vierfache Wurzel. Aber unter diesen ist schon eine der » Wurzeln
enthalten, die wegen der x Riickkehrpunkte in Abzug zu bringen sind. Man
sieht also, dass sich von einem Riickkehrpunkte noch 2»—5—x Tangenten
an die Curve ziehen lassen.

Es bleiben endlich die Doppeltangenten zu untersuchen. Sind die Para-
meter ihrer Berihrungspunkie -%, %;?, so finden nach (16.), (17.) die beiden

Gleichungen statt:

o 9 Of M
1 oA Ou
1 e g
Gy | 79[{— a{: = —n¥(h, w5k, p; 1, 1),
of, of '
Kot
(18.)
PR
L P
1 of  of
m' fx a,;o a{:o = _n‘[‘(},"’ .’"’05 )'0’ M5y ).
oo O
3 OA° aﬂo
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Von diesen Gleichungen ist die erste vom (n—2)"", die zweite vom 2(n—2)'"
[
Grade fir %‘—,-, und die erste vom 2(n—2)*", die zweite vom (r—2)"" Grade

) c . . . . A° .
fir w Eliminirt man also eine dieser Grossen etwa ik so erhilt man eine

Gleichung in —[-);— vom Grade 5(n—2). Aber diese Gleichung enthélt eine
Reihe von Factoren, welche der Frage fremd sind. '

Erstlich ist das Eliminationsresultat, nach einer schon von Abel in Be-
zug auf solche Gleichungen gemachten Bemerkung, durch ¥(, u; 4, u; i, u),
d. h. durch 4 theilbar, so dass der Rest vom Grade 5(n—2)*—3(n—2) bleibt.
Ferner ist sie theilbar durch die Gleichung w (4, u) =0, von welcher die
Doppelpunkte abhéingen, weil mit den Gleichungen (11.) auch die Gleichun-
gen (18.) erfillt sind. Der ibrigbleibende Factor ist dann vom Grade
5(r—2)—3(r—23)—(r—1)(n—2)=4(n—2)(n—3).

Diese Zahl erhdlt aber eine weitere Reduction, wenn Riickkehrpunkte
vorhaud‘?n sind. Die Gleichungen (18.) werden namlich offenbar noch erfiillt,

) . .
wenn 7};—0 und W Twel verschiedenen Riickkehrpunkten entsprechen, und wenn
eine dieser Grossen einem Riickkehrpunkie entspricht, die andere dem Be-
rihrungspunkte einer von einem Riickkehrpunkte aus gezogenen Tangente. Zu

einem Werthe W welcher einem Riickkehrpunkte entspricht, gehoren also

noch »x—1-+4+2r—5—x Werthe %, welche der ibrig gebliebenen Gleichung

geniigen; jeder solche Werth % ist also eine (2z—6)fache Wurzel der Glei-

chung. Und jeder Werth i‘, der einer von einem Riickkehrpunkte gezogenen

- Tangente entspricht, geniigt jener Gleichung ebenfalls. Sie enthilt also noch zwei

fremde Factoren, beziehungsweise von den Graden x(2r—6) und (2 —5—zx)z,

so dass nach Ausscheidung derselben eine Gleichung vom Grade
4(n—3)(n—2—x)+x(x—1)

zuriickbleibt.  Die Anzahl aller Doppeltangenten ist also

2n—3)(n—3—x)+ 251
und da je zwei zusammengehorige Wurzeln der soeben aufgestellten Gleichung
aus (18.) rational durch einander ausgedriickt werden konnen,. so findet man
diese Doppeltangenten durch eine Gleichung des Grades 2 (n-3)(n—2-x)+ -’%_—1,

und die Beriihrungspunkte jeder einzelnen durch eine quadratische Gleichung.
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Die angegebenen Zahlen stimmen mit denjenigen iiberein, welche aus
den Plicckerschen Gleichungen folgen. Aber es ist von Interesse auf dem
vorliegenden Wege gesehen zu haben, wie man die zur Auffindung dieser
Singularitdten nothigen Gleichungen wirklich zu bilden, und durch Gleichungen

von moglichst niedrigem Grade aufzulosen hat.

n—1.n—2
2

Doppelpunkte besitzt, kann man sich auch folgendermassen deutlich machen.

Die Ausdricke (1.) enthalten 3n-+3 willkirliche Constanten. Durch eine
lineare Transformation von der Form

Ao pN g
w o N s
kann man diese auf 32—1 reduciren. Aber es ist

_ nn4+3 n—1.n—2
In—1 = — — 5 .

d. h. gleich der Anzahl Bestimmungsstiicke, welche eine allgemeine Curve
7" Ordnung fordert, weniger der Anzahl von Bedingungen, welcher die ge-
forderte Anzahl von Doppelpunkten mit sich fihrt. Die Anzahl von willkiir-
lichen Constanten ist also ebenso gross, wie die Zahl der Bedingungen, welche
die allgemeinste Curve der gegebenen Art noch zu erfiillen im Stande ist.

Dass die Curve (1.) wirklich die allgemeinste ist, welche

§. 2.
Das Abelsche Theorem und das Problem der Abelschen Functionen fiir den Fall, in
welchem die Abelschen Integrale durch Logarithmen und algebraische Functionen
ausdriickbar sind.

Im Folgenden setze ich u=1, da die Differentiation nach dieser Grosse
die Beibehaltung des Zeichens nicht mehr erheischt. Sodann bezeichne ich

durch a®, 6@; a®, @5 ... a", b (w-—-’—c-i'zﬁ:—z) die den verschiedenen
Doppelpunkten entsprechenden Werthepaare von A. Die Durchschnitte der
gegebenen Curve mit einer Curve m'" Ordnung

19) g, ze) =0

werden gefunden, indem man in dieser Gleichung fir die « ihre Werthe (1.)
setzt. Man erhdlt dann eine Gleichung in A:

(R0.) LW =c@A—a)A—1)...(A—2,,) = @(x)y x,, ;) = 0,

WO Ay, Ay ... Ay, den mm Durchschnittspunkten entsprechen. Setzen wir in
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(20.) 4 einmal a®, das andere Mal ®, so bleiben die « bis auf einen ge-
meinschaftlichen Factor ¢, also auch ¢ und £2 bis auf den Factor ¢®" da-
durch ungeéndert, und man erhalt £2(a®) = ¢®"2(s9), oder
O—2 .aO— 2.0 — A -

(21) Zw_z:.Z(n—i...za)_;,,,,. =
Diese Gleichung, welche » verschiedene vertritt, ist fir die Theorie der vor-
liegenden Curven von der hochsten Wichtigkeit. Sie vertritt fiir diese Curven
die Stelle derjenigen, welche ich im allgemeinen Falle aus dem Abelschen
Theoreme abgeleitet habe (dieses Journal Band 63, pag. 189). Die » Glei-
chungen (21.) versehen die Stelle der » Relationen, welche erfiillt sein miissen
damit die »m Schnittpunkte wirklich auf einer Curve ' Ordnung liegen;
und man hat daher den Satz:

Wenn nm Punkte der Curve (1.) auf einer Curve m' Ordnung
liegen sollen, so ist es nothig und hinreichend, dass ihre Parameter den
Gleichungen (21.) geniigen.

Die Gleichung (21.) erhélt eine leichte Modification, wenn einer der
Doppelpunkte in einen Riickkehrpunkt ibergeht. Man hat damn o = e®,
bD =a®4¢ ¢?=1—xD¢ wo & unendlich klein ist, und also

a(f)—l ..
[ORY) a®—4
Die Glewhung (21.) geht daher iber in folgende:

1 .
(22.) a(‘) 7 -+ a(')—l Tty = = mz".

Die Integralsummen, welche, gleich Null gesetzt, die Stelle dieser Gleichungen
vertreten (a. a. 0.p. 197) findet man, indem man (21.) (22.), ersteres lo-
garithmisch, differentiirt, und dann von ¢® bis i, beziehungsweise o bis 2,
integrirt. Man findet so statt (21.) (22.) die folgenden Gleichungen:

ki (aO—b@)d], ke (a®— be0) di. / b (0 — b®) dd 0
PRy W S W +t) samrge— = O

[©)

(28) (. N
/(»') @ +/,. oyt +/ -y~ %

und die unteren Grenzen ¢, o bestimmen sich aus der Vergleichung mit (21.),
(22.) durch die Gleichungen:

1 #()

i) J—
(24.) O —o® = (), a®—¢® " Tn
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Durch Veranderung des Integrationsweges kann man auf der rechten
Seite der ersten dieser Gleichungen O in 2min verwandeln, so dass diese Integral-
summen die Periode 2in zulassen. Die Integrale der zweiten Gleichung aber
haben immer die Periode Null, da sie nur paarweise zusammenfallende Un-
stetigkeitspunkte besitzen. Dies kommt damit dberein, dass man rechts in
(22.) (eW)". & fir (¢)" setzen kann, wahrend mx® auf der rechten Seite
von (23.) sich durch nichts Anderes ersetzen lasst. Man kann also folgenden

Satz aussprechen:

Fiir eine Curve n'* Ordpung mit n_—_—_izn———z Doppelpunkten, re-

spective Riickkehrpunkten, ist, wenn in der Darstellung (1.) a®, b® die
Parameter eines Doppelpunktes sind, immer die Summe gleichartiger In—

tegrale
/1 i (a®—b®)
ald—1.b®—

3
gleich 2hint, hingegen, wenn o der Parameter eines Riickkehrpunktes ist,
die Summe der Integrale
o dA
J @

-

gleich Null; wenn die Summen ouf alle Parameter erstreckt werden, die
den Schuittpunkter der Curve mit einer algebraischen Curve entsprechen.

Hieraus geht sofort hervor, dass alle Aufgaben, welche ich a. a. O.
mit Hilfe der Theilung der Abelschen Transcendenten gelost habe, fir die
vorliegenden Curven auf Kreistheilung zurickkommen, und auf die Auflosung
einer Gleichung »"" Grades.

In der That lasst sich dasselbe aus den Gleichungen (22.), (23.) direct
nachweisen. In allen jenen Aufgaben sind némlich nm—u» Schnittpunkte ge-
geben, wiahrend von den iibrigen » mal u zusammenfallen sollen. Bezeichnen wir
die den ersten entsprechenden (gegebenen) Parameter durch 4, 4,,...0,,_,,, die

der gesuchten Punkte durch %, 4, ... 4,, so gehen die Gleichungen (22.) iber in:

@) . . 2/)('.)01 “ ; S ;
a®—i a®—1,...a9—1, — ¢ F ‘/c(‘)m bO —1,.0O —1, ... 0O — 1y,

(24) 6O — 2, 6O A, . b=, [ A Ty ATy M

i 1 1 1) .
a0—% Tagw— Tt = 7{"’”( -

a® %, =

1 1 1

o —[ "o T e

mn—uy}.
Diese Gleichungen, deren man im Ganzen » hat, geniigen vollig, um
die symmetrischen Functionen der i durch bekannte Grossen auszudriicken,

und eine Gleichung »*" Grades fir dieselben anzusetzen.
Journal fiir Mathematik Bd. LXIV. Heft 1. 8
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Man bemerkt, dass der Einfluss eines Riickkehrspunktes darin besteht,
eine der » Perioden verschwinden zu machen. Wenn, wie dies bei den
Curven vierter Ordnung noch geschehen kann, sémmtliche Doppelpunkte in
Riickkehrpunkte ibergehen, so hort die Benutzung der Kreistheilung iiber-
haupt auf.

Dass hierher gehorige Umkehrungsproblem ist in den Gleichungen
enthalten:

n—1.n—2

h=

. . |
@) x| fGOMB o (g, nta)

h=1 a®)— 4.6 —2
¢

deren einige auch ersetzt sein konnem durch Gleichungen von der Form

n—1,n—2

T a .
(26.) X / o

welche aus jener hervorgeht, wenn ¢® = ®, b® = a®4-¢, 0¥ = —

ge-
setzt wird. Die Auflosung des Umkehrungsproblems ist sodann durch die
n—-i.n—2>.

Ui)
&

Gleichungen gegegeben ('V:
a®—2.a0—A,...a0—2,  ©raD—oV 0 o T
(27.) b(")—l:.b(")—l:-..b(‘)——ly = (b("—e) = ()
nur wenn der Doppelpunkt a, b in einen Riickkehrpunkt o ibergeht, ist diese
Gleichung zu ersetzen durch

a 1 1 1 ® Y o®
(27 .) a(i)_l‘ +a(i)—_lg +' "+ a(f)_l — ‘v + a(') O'(') +

x(')

Die Grossen ¢, also auch die ¢, drickt man leicht durch die @, b aus.
Man braucht namlich nur zu bemerken, dass, wenn man einen Doppelpunkt
absondert, die ibrigen den vollstandigen Durchschnitt der Curve n‘” Ordnung

mit der Curve »—3'"" Ordnung bilden, welche sich durch jene 2 Doppel—
punkte legen ldsst. Setzt man also in (21.) m=#r—38, so kann man zugleich
den n.n—3 Grossen 4 die n.n—3 Werthe @, b beilegen, welche den Index

i nicht haben; es besteht also, wenn man der Kirze wegen
s—a.z—a®.. . .5—a” = @(z
—bW.5—bP ... 5—b" = y(z) .
setzt, die Gleichung:

A ' Ca( R )
(9.) () = — 1(/’;'%:(‘)%-‘P((‘;(‘)§ :
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Untersuchen wir nun, unter welchen Umstinden ein System von Grossen
#® Summen von nur »—1 Integralen (25.) gleich werden kann. In diesem
Falle ist an Stelle von (27.) die Gleichung zu setzen:
a9 —2.a®—2 .. .a—d,_, P = 0 2
b(‘)——l:.b(‘)-—l.:...b(‘)—}.,_l =e" .(c®)"=¢" .(c¥)
®
U
=e

(30.)

_9'@®).p(a®) = [®
YO .p0®) T °

Dieses sind » Gleichungen, aus denen man die » —1 symmetrischen Functionen
der 4 eliminiren kann, und zwar wird das Resultat der Elimination die Gleichung:

v—1 v—1 y—2 r—2
aW T LW pw ™ o U P O
—1 r—1 : v—2 v—2
@ _rp@ &' _r@p» —r®™
(31) a C a Z b R | C = 0.
a T T g T o™ _»

Ordnet man diese Gleichung nach den {, und ersetzt dieselben durch die in
(30.) gegebenen Werthe, so ergiebt sich eine Gleichung in den e", welche jede
dieser Grossen nur auf lineare Weise enthilt. Bezeichnet man nun die Grossen
e" in irgend welcher Folge durch die Indices e, oy, ... @;, .11y Biray ... By,

so ist leicht zu zeigen, dass die in der Entwicklung von (31.) auftretenden
Glieder
(@) | (a2) ) B,y
A O S T R
gleiche aber entgegengesetzte Coefﬁclenten besitzen, und dass man also der
Gleichung (31.) die Form geben kann

(1) (@2) (ay) (23) @)
@2) 0= xc,. (e s )

wo S die Summe aller » bezeichnet.
(ey) (aa)+ +u @)
In der That: der Coefficient von &% 1" in (31.)

(—1)* multiplicirt erstlich in den Ausdruck, welcher entsteht, wenn man in
der Determinante

a7 1| = aW—a®.aW—0®...a0—g®
—_ — 2 3 2
a(?)y 1 a(Q)V 2 o 1 .a( )__a( )...a()_a(")
(33.)
(v—1) (v)
y—1 y—2 .a —a
a®’ a® R |

8*
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die mit einem Index o behafteten @ durch die betreffenden b ersetzt; multi-
plicirt zweitens in das Product:

n—3
@ @) @5 ] () B G RIS
(34) {e ¢ ...c T} = l/("‘n Y (@) ' (B, (b)Y . (b)),
Der Coefficient von
@B)

es—u(al)—u(az)“, _ '+1 ..I_u '+2+ +u v

unterscheidet sich von diesem dadurch, dass (—1)"~* an Stelle von (—1)* triit,
dass in der Determinante die a mit einem Jndex [ durch die entsprechenden
b ersetzt werden, und endlich, dass in dem Product der ¢ iiberall die Indices
S statt der Indices « auftreten. Statt dieses Productes aber denke ich mir

n—3
das Product simmtlicher ¢ * gesetzt, dividirt durch den Ausdruck (33.).
Der Quotient der so gebildeten Coefficienten muss gleich 1 sein. Be-
zeichnen wir durch /7 Differenzenproducte, so nimmt nach dem Vorigen dieser
Quotient folgenden Werth an:

H(b(a‘) . b(a’“)} .]I(b(a") (ﬁ,, )> (a

0 —a"?y. 1@ o). mp™
@)
B

@_ B )) 1
Ey (/9) 3
") (w.c®.. 00) 7
. II(a (al‘)) M(a (ﬂ' )) H(b( ) k) H(b(ﬁ)——a,(a")).
™ — by, 1% b‘“k’) (0 — ). (@™ — ¥y
Aber dies geht sofort, wenn A das Differenzenproduct simmtlicher @, B das
sammtlicher b ist, iber in

(a'.)

A 1

n—3

¢®,c®,, ¢t
( )

Dies ist wirklich 1, da, wie leicht zu sehen, das Product simmlicher ¢

2 n——3

gleich B* ist, und also das Product aller ¢* gleich %, wenn nur, was

immer geschehen kann, eine passende Combination der Vorzeichen der Qua-
dratwurzeln vorausgesetzt wird.

Wir haben so den Satz:

Soll ein System von v Grissen u® den Summen von je (v—1) Inte-
gralen gleich werden, so ist es nothig und hinreichend, dass mwischen den u
die Gleichung (31.) oder (32.) bestehe.

Sind inshesondere sammtliche Grossen « ganze Vielfache von in, also
alle Grossen e* gleich +1, so reducirt sich die Gleichung (32.) auf

' (35.) € =1,



Clebsch, iiber Curven, deren Coord. rationale Funct. eines Parameters sind. 61

d. h. die Summe simmtlicher u muss dann einem geraden Vielfachern von in
gleich sein.

Es bleiben die Modificationen zu untersuchen, welche diese Betrach-
tungen erfahren, wenn einige Doppelpunkte in Riickkehrpunkte iibergehen.
Was zunéchst die Bestimmung der den wirklichen Doppelpunkten entsprechen-
den c¢ betrifft, so hebt sich in der Formel (29.) alles von den Riickkehr-
punkten Herriihrende (wo @ = b = «) einfach auf, und es geniigt also dann, die
Functionen ¢, v auf diejenigen Factoren zu beschrinken, die den wirklichen
Riickkehrpunkten entsprechen. Die x bestimmt man aus (22.), wie oben die
c aus (21.), und findet also, wenn noch

(36.) x(z) = z—aM.z—a®...
gesetzt wird:

) 1 (oo (5) YN0 9% 0)
B1) = il e o
Ferner tritt, wenn man die Substitutionen »® = —&0®, ¢® =1 —&x®, g = a®,
b = a®+¢ macht, und ¢ gegen Null convergiren lasst, an Stelle der be-
ireffenden Reihe

&' —Cv, o —=Cb%, ... e—0b, 1-C
in (31.) immer eine Reihe von der Form: ‘
=9, R P90, ... (¥v—1)—9a, -9,

LAY

(38) 99 = o423

Sind insbesondere die ©» sammtlich gleich Null, und die u ganze Vielfache
von in, so zeigt sich aus (35.), dass alsdann die Summe aller den Doppel-
punkten entsprechenden u ein gerades Vielfaches von in sein muss.

§. 3.

Geometrische Resultate.

%9,

Nach diesen allgemeinen Vorbereitungen ist es leicht, die Modificationen
anzugeben, welche die Losungen der a. a. O. behandelten Probleme in dem
vorliegenden Falle erfahren.

Die Losung dieser Probleme stiitzt sich immer auf die Gleichungen

21.), (22.):
’ 4O — 2, .a® —1,...aD —
50—, 50 —7,...00 — A,

1 1 t .
=
a0 =7, Teo—z, T ez, = ™

nm
c(') ,

(39.)

nm
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—A.n—2 . .
—"—-?"———z Werthe von i, die zweite, den Riick-

kehrpunkten entsprechend, fir » Werthe.
I. Fir m=n—2 ist folgende Aufgabe immer losbar:

n—1. n 2) Punkte auf der Curve n'*" Ordnung ge-
geben; man soll durch sie eine Curve m'*" Ordnung legen, welche die
Curve n'" Ordnung in v Punkten r-punktiq berihrt.

Hier sind mn—vr Grossen A gegeben; von den ibrigen »r sollen je

r zusammenfallen. Aus (39.) sind also, wenn i,, A, ... 4, die den Beriih-

rungspunkten entsprechenden Parameter sind, die Ausdriicke

aD—2, .a®)—4,...a)— 2 1 1 1
b(")—~l: O, b1, ) (a(i)_a.‘ ""a(-')_ 2, +"‘+a(¢>_1,>

gegeben, und man ﬁndet die 4 aus einer Gleichung »'*" Grades. Da man den
ersten der obigen Ausdricke durch Ausziehen einer 7" Wurzel bestimmt,
und da dieselbe Operation »—2x mal vorkommt, so ist die Gesammtzahl aller
Losungen des Problems gleich r"—*.

Die erste besteht fiir

Es seien mn—uvr (1/ =

Bezeichnen wir die gegebenen Parameter durch /,, /,, ... [,,_,,. Die
Gleichungen, aus denen die A gefunden werden, sind dann:
(). m
a®— 2 .a®—A,...a0—41, 1/ L e c Eﬁ__ﬂ_ o
b(t)__z D07, b(')—— bO—1 b('J—L =€ ¢
1 1

a®—1, +a(‘)——lz+”.+m+%(a(i)1_ it tc(‘)i—lz ) - Lf‘”w'

Denken wir uns diese Gleichungen fiir r verschiedene Systeme von Losungen
hingeschrieben, und sodann die aus der ersten Gleichung hervorgehenden mit
einander multiplicirt, die aus der zweiten hervorgehenden addirt. Ist dann
nur die Summe der den verschiedenen Systemen entsprechenden & durch r
theilbar (was immer durch passende Wahl der % des letaten Systems erreicht
wird), so sagen die resultirenden Gleichungen aus, dass die r Systeme von
Beriihrungspunkten mit den gegebenen Punkten auf einer Curve m'*" Ordnung
liegen. Man hat also den Satz:

Wenn man durch die gegebenen Punkte und durch die Beriihrungs-
punkte von r—1 verschiedenen Beriihrungscurven eine Curve m'*" Ordnung
legt, so schneidet sie die gegebene Curve in solchen Punkten, in denen
wieder eine Berihrungscurve beriihrt.

Dabei konnen die verschiedenen Curven, welche benutzt werden, eben-
sowohl verschieden als auch gleich sein; nur muss dann im letzteren Falle die
Curve m'" Ordnung die gegebene Curve in entsprechender Weise beriihren.
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II. Lésst man von den mn—vr Punkten nur mn—(v+u)r Punkte
wirklich gegeben sein, und legt den ibrigen ur nur die Bedingung auf, dass
wmal r zusammenfallen sollen, so wird das Problem unbestimmt, und man er-
halt Systeme von Curven m'" Ordnung, welche durch mr—(v+4 u)r gegebene
Punkte der Curve ' Ordnung gehen, und diese Curve in (v4u) Punkten
r-punktig berihren. Die verschiedenen Systeme unterscheiden sich dadurch,
dass bei der Bestimmung der Ausdricke

a®—4 .a®—2,...a0 —2,,,

b —A, . b —2,...00—1,. .,
verschiedene 7'* Wurzeln der Einheit angewendet werden; die Anzahl aller
Systeme ist also ~*. Ueber die Berithrungspunkte besteht der oben be-
wiesene Satz fort.

III. Es kann endlich mn— (v+u)r gleich Null werden, so dass die
Systeme der Beriihrungscurve nur noch von der Natur der gegebenen Curve
selbst abhingen. Ueber die Lage der Berithrungspunkte gilt noch immer der
vorige Satz; aber die Zahl der Systeme kann sich reduciren, wenn man alle
diejenigen Systeme ausschliesst, deren Curven aus mehrfach gerechneten Curven
niedrigerer Ordnung bestehen. Nach der Betrachtung des §. 6 der angefiihrten
Abhandlung, welche hier entsprechend dem unter I., II. eingeschlagenen Ver-
fahren modificirt wird, bleibt, wenn m = m's, » =r's, und wenn m’, +' relative
Primzahlen sind, die Anzahl der eigentlichen Systeme r"~*—¢"—*; und nur
wenn m, r relalive Primzahlen sind, ist die Anzahl der Systeme wirklich
gleich #"—*.

'IV. Im Vorigen wurde immer m=n—2 vorausgesetzt. Fir m=n—3
entsteht die Aufgabe: '

Die Curve n'" Ordnung soll von einer Curve (n—3)"" Ordnung iberall
n.n—3
2

wo sie derselben begegnet, also in

Punkten, zweipunktig berihrt
werden.
Die Gleichungen (39.) nehmen fiir diesen Fall die Form an:

a®—14 .a® —2,...a®—24_, O F 2 9in
b® —4 . b —4, ... 00 —4,_, ¢ ¢ ’
1 n—3

1 1 i
cee = o 7 (')
a®—1, + a®—13, et a®—4, , 2 z

Die Gleichungen sind um eine zahlreicher, als die unbekannten i. Aber man
hat den am Ende des §. 2 behandelten Fall vor sich, wo alle Grossen e
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gleich +1, alle o® gleich Null waren. Es ist daher fir das Zusammenbe-
stehen dieser Gleichungen nur die Bedingung zu erfillen, dass die Summe
aller h gerade sei. Hiedurch wird das letzte k bestimmt, wenn die iibrigen
beliebig gewdhlt sind. Die Awzahl aller Beriihrungscurven ist also

n,n—3

Qr—r—1 _ 2"7"

Nur dann giebt diese Zahlung kein richliges Resultat, wenn der Exponent
negativ wird, d. h. wenn alle Doppelpunkte in Riickkehrpunkte ibergehen.
Dies kann nur bei den Curven dritter und vierter Ordnung stattfinden, da die

—_—%

Anzahl der Riickkehrpunkte (vgl. §.1) nicht grosser sein kann als 3 ("; 2.

Da nun das vorliegende Problem bei den Curven dritter Ordnung iiberhaupt
nicht eintritt, so bleibt nur der Fall der Curven vierter Ordnung mit drei
Riickkehrpunkten ibrig; und die obige Abzéhlung ist durch das bekannte
Resultat (vgl. auch §. 1) zu ergéinzen, dass diese Curven eine Doppeltangente
besitzen.

Ueber die Lage der Berithrungspunkte und die Beziehungen dieser Cur-
ven, welche die gegebenen iiberall zweipunktig berithren, findet man leicht
Sitze wie in §. 8. der angefiihrten Abhandlung.

Ich begniige mich zum Schluss einige dieser Resultate fiir Curven
dritter und vierter Ordnung zu specialisiren.

Eine Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte besitzt ein System
von Kegelschnitten, deren jeder die Curve in 3 Punkten berithrt. Legt man
durch drei Berihrungspunkte einen Kegelschnitt, so trifft derselbe die Curve
in den Berithrungspunkten eines neuen Beriihrungskegelschnitts. Ebenso be-
sitzt diese Curve zwei Systeme von Curven dritter Ordnung, welche die Curve
*in drei Punkten dreipunktig berihren. Sie besitzt drei Grade. welche sie
dreipunktig berihren (Wendetangenten).

Geht der Doppelpunkt in einen Ruckkehrpunkt tiber, so giebt es noch
ein System von Beriihrungskegelschnitten, kein System von dreipunktig be-
rilhrenden Curven dritter Ordnung und eine Wendetangente.

Eine Curve vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten besitzt vier Doppel-
tangenten, deren Beriihrungspunkte auf einem Kegelschnitt liegen. Sie besitzt
sieben Systeme von Kegelschnitten, welche die Curve in 4 Punkten beriihren.
Die Beriihrungspunkte je zweier Kegelschnitte desselben Systems liegen auf
einem Kegelschnitt. Drei dieser Systeme enthalten je zwei Paare von Doppel-
tangenten und konnen aus denselben abgeleitet werden; die vier iibrigen ent-
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halten keine Doppeltangenten. Die Curve besitzt sodann acht Systeme von
Curven dritter Ordnung, welche die Curve in 6 Punkten berithren. Legt man
durch die Beriihrungspunkte einer Curve eine Curve dritter Ordnung, so schnei-
det sie in den Beriihrungspunkten einer anderen desselben Systems. Vier
Systeme haben die Eigenschaft, dass die Berihrungspunkte mit dem Beriih-
rungspunkte einer Doppeltangente in einem Kegelschnitte liegen, die anderen
haben diese Eigenschaft nicht. Es giebt 26 Systeme von Curven dritter Ord-
nung, welche in vier Punkten dreipunktig beriithren u. s. w.

Geht ein Doppelpunkt in einen Riickkehrpunkt iiber, so hat man noch
swei Doppeltangenten; es giebt dann drei Systeme von Beriihrungskegel-
schnitten, deren eines das Paar von Doppeltangenten enthilt. Die Curve hat
vier Systeme von Curven dritter Ordnung, welche in 6 Punkten beriihren;
zwei Systeme haben die Eigenschaft, dass ihre Berihrungspunkte mit den Be-
rihrungspunkten einer Doppeltangente in einem Kegelschnitt liegen. Es giebt
8 Systeme von Curven dritter Ordnung, die in vier Punkten dreipunktig be-
rithren u. s. w.

Bei zwei Riickkehrpunkten hat man noch eire Doppeltangente und ein
System von Berithrungskegelschnitten, deren Beriihrungspunkte aber mit denen
der Doppeltangente nicht in einem Kegelschnitt liegen. Es giebt zwei Systeme
von Curven dritter Ordnung, die in 6 Punkten berithren; die Beriihrungspunkte
eines Systems liegen mit denen der Doppeltangente in einem Kegelschnitt.
Es giebt zwei Systeme von Curven dritter Ordnung, die in vier Punkten drei-
punktig beriihren, u. s. w.

Endlich bei drei Riickkehrpunkten giebt es zwar noch eine Doppel-
tangente, aber kein System von Berihrungskegelschnitten mehr. Es giebt ein
System von Curven dritter Ordnung, die in 6 Punkien berihren, und die 6
‘Beriihrungspunkte liegen mit denen der Doppeltangente in einem Kegelschnitt.

Ein System von dreipunktig berihrenden Curven dritter Ordnung existirt
nicht mehr.

Giessen, den 28. Mai 1864.
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