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Geschlechter quadratischer Formen.

Von Hel Braun in Gottingen.

§ 1. [Einleitung.

Es war seit einigen Jahren erwiinscht die Theorie der Geschlechter quadratischer
Formen mit mehr als zwei Variablen so zu entwickeln, dafl ihre Ergebnisse bequem auf
andere Fragen aus der Theorie der quadratischen Formen angewandt werden konnen.
Im vorliegenden Aufsatz wird gezeigt auf welche Art das geschehen kann. Es ist dabei
vorteilhaft von der folgenden Definition eines Geschlechts auszugehen:

©, und &, seien symmetrische Matrizen mit ganzen rationalen Elementen. Man
nennt &, dquivalent &,, in Zeichen: &; ~ &,, wenn &, durch &, und umgekehrt auch
©, durch &, darstellbar ist; das heit also: wenn es zwei ganze Matrizen 2 und B gibt
(deren Transponierte %’ und B’ seien), so daB

(*) A'C A= 6,, B'C,B = B,
ist. Aquivalente Matrizen bilden eine Klasse.

Nun sei ¢ irgendeine natiirliche Zahl. Man nennt dann &, dquivalent &, modulo g,
in Zeichen: &, ~ &, (mod ¢), wenn

A'S,A= &, (mod g), B' 8,8 = &, (mod g)
ist mit ganzem % und B. Alle modulo ¢ 4quivalenten Matrizen bilden eine Klasse modulo q.

Ganz entsprechend nennt man ©; und &, reell dquivalent, wenn dic beiden Glei-
chungen (*) mit reellem % und B bestehen.

Man faflt jetzt alle diejenigen symmetrischen ganzzahligen &,, &,, ... zu einem
Geschlecht zusammen, die nach jedem natiirlichen Modul und auBlerdem reell dquivalent
sind. Alle Matrizen einer Klasse gehoren trivialerweise zum selben Geschlecht, aber im
allgemeinen besteht ein Geschlecht aus mehreren Klassen. Man kann nun zeigen, daf}
es in jeder Klasse Matrizen gibt deren Determinante == 0 ist. Deswegen wird von jetzt
ab immer angenommen, die Determinanten der betrachteten symmetrischen Matrizen
seien von Null verschieden. Es ist sofort zu sehen, dafl unter dieser Voraussetzung zwei
symmetrische ganzzahlige Matrizen &, und &, dann und nur dann zur selben Klasse
gehoren, wenn sie durch unimodulare Transformation auseinander hervorgehen; wenn
also ©, = W&, ist, mit ganzzahligem 11, dessen Determinante den Wert 4 1 oder
— 1 hat.

Alle diese fiir symmetrische Matrizen ausgesprochenen Definitionen und Sitze
sind sinngeméB zu iibertragen auf die mit diesen Matrizen gebildeten quadratischen
Formen.

GauB ist in seinen Untersuchungen iber bindre quadratische Formen von einer
anderen Geschlechtsdefinition ausgegangen. Er hat dabei vorausgesetzt, daB die Ele-
mente der gegebenen symmetrischen zweireihigen Matrix & teilerfremd sind, daB also
© primitiv ist. Das Geschlecht von & hat er festgelegt durch die Determinante und durch
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endlich viele Legendresche quadratische Restsymbole, die Geschlechtscharaktere. Gauf}
zeigte, daB zu vorgegebenem Charaktersystem genau dann ein Geschlecht primitiver
Formen der vorgeschriebenen Determinante gehort, wenn das Produkt iiber simtliche
Charaktere den Wert - 1 hat. Dieser GaufBsche Satz wurde auf ternéire Formen von
Eisenstein und Smith, auf quadratische Formen mit mehr als drei Variablen von Min-
kowski iibertragen. Wenn man fiir Formen mit mehr als zwei Variablen ein endliches
vollstindiges System von Geschlechtsinvarianten aufstellen will, die den GauBschen
Invarianten entsprechen, so hat man die Elementarteiler und das dyadische Verhalten
der Formen des Geschlechts wesentlich zu beachten. Infolgedessen kommt man zwangs-
liufig zu Fallunterscheidungen, die alle Resultate uniibersichtlich und unhandlich machen.

Es erscheint deshalb verniinftig ein anderes vollstindiges endliches System von
Geschlechtsinvarianten zum Ausgangspunkt zu nehmen, wenn man die Geschlechter-
theorie so entwickeln will, daB ihre Sitze bequem anwendbar sind. Zu diesem System
wird man durch folgende Uberlegung gefiihrt:

Die Signatur einer m-reihigen symmetrischen Matrix & sei so erklart: Man kann
bekanntlich & reell in eine Diagonalmatrix transformieren deren Diagonalelemente die
Werte + 1 oder — 1 haben. Es sei x die Anzahl der Diagonalelemente + 1, also m —
die Anzahl der Diagonalelemente — 1. Dann nennt man das Zahlenpaar u, m — u die
Signatur von &. Die Signatur ist nach dem Trégheitsgesetz eine Geschlechtsinvariante.
Man sieht leicht ein, dafl auch der absolute Betrag der Determinante eine Geschlechts-
invariante ist; dieser absolute Betrag sei mit D bezeichnet. Ferner sei 8D3 = ¢, gesetzt.
Dann gilt der

Satz I. (x) Signatur u, m — u

(B) absoluter Betrag D der Determinante
(y) Klasse modulo g,
bilden ein vollstindiges endliches System von Geschlechtsinvarianten.

Dabei 1aBt sich die Klasse modulo ¢, festlegen durch irgendeine ihr angehorige
ganze m-reihige symmetrische Matrix. Satz I besagt in anderen Worten: &, und &,
gehoren dann und nur dann zum selben Geschlecht, wenn sie gleiche Signatur haben,
der absolute Betrag ihrer Determinanten der gleiche ist und die Aquivalenz &, ~ &,
(mod g¢,) erfiillt ist. Dieser Satz war bereits Minkowski ') bekannt, einen Beweis findet
man bei Siegel 2).

Jetzt bleibt noch die Frage offen: Wann kann zu gegebenen Invarianten (), (), ()
ein Geschlecht quadratischer Formen gefunden werden ?

Im folgenden wird sich zeigen, daB diese Frage in einfacher Weise beantwortet
werden kann. Zuerst wird man némlich sehen, daB zwischen den Invarianten (x), (8), ()

zwei Relationen bestehen miissen. Erstens muB fiir die Reprisentanten & der Klasse
modulo ¢, die Kongruenz

(9) | & = 2* (— 1) D(mod g,)
durch ein zu g, teilerfremdes x losbar sein. Zweitens muB fiir jedes & der Klasse modulo
¢o die Relation
2ni

() I(?':')ﬁ (29 )2 D

bestehen. Dabei wird in der GauBschen Summe iiber die simtlichen Elemente Ly Lgy v o oy Ty
der Spalte ¢ summiert, die unabhingig voneinander ein volles Restsystem mod ¢, durch-

¥er % @u—m)

1) H. Minkowski, Gesammelte Abhandlungen 1 (Leipzig 1911), 168,

%) C. L. Siegel, Uber die analytische Theorie der quadratischen Formen (in der Folge kurz mit S. bezeichnet),
Annals of Math. 36 (1935), 548

Journal fiir Mathematik. Bd, 182, Heft 1. 6
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laufen. Es ist einfach zu sehen, daf die Relation (6) bestehen mu. DaB auch (¢) erfiillt
ist, wenn das Geschlecht existiert, ist leicht zu sehen, wenn man die Reziprozitédtsformel
fiir die GauBschen Summen anwendet. Schwieriger ist dann, den Satz II zu beweisen,
der kurz als Geschlechtersatz bezeichnet werden soll:

Satz II. Zu gegebenen Invarianten (), (B), (y) existiert, falls die Relationen (4)
und (&) erfiillt sind, ein Geschlecht quadratischer Formen.

Dieser Satz wird im vierten und fiinften Paragraphen bewiesen.

Man beachte iibrigens, daBl g, = 8D3 nicht der kleinste Modul ist, fiir den Signatur,
absoluter Betrag der Determinante und Klasse modulo ¢, das Geschlecht vollsténdig
bestimmen. Es ist nur bequem, beim Beweis von Satz I vorauszusetzen, dal} ¢, = 8D3,
oder allgemeiner, dal g, ein fester, durch 8D3 teilbarer Modul ist. Dann kann man ném-
lich im Beweis von Satz I von den Elementarteilern absehen. Minkowski hat behauptet,
daB Satz I gilt, wenn g, nur durch 2D teilbar ist. Vermutlich kann auch diese Bedingung
noch durch eine geringere ersetzt werden, in der dann allerdings die Elementarteiler
explizit auftreten. Beim Beweis des Geschlechtersatzes wird von ¢, nur verlangt, daf}
es durch 8DP teilbar ist, wobei P das Produkt iiber die ungeraden Primteiler von I
bedeutet.

Da die beiden Existenzkriterien (6) und (&) eine sehr einfache Gestalt haben, ist
_es moglich, ohne viel Rechnung aus dem Geschlechtersatz einen weiteren, von Siegel
auf anderem Wege bereits bewiesenen Existenzsatz herzuleiten. Dieser Satz bezieht sich
nicht mehr auf &dquivalente Matrizen, sondern auf irgendwelche ganzzahlige symme-
trische Matrizen, die verschiedenen Rang haben koénnen. Man geht deshalb aus von
einer ganzen m-reihigen symmetrischen Matrix © und einer ganzen n-reihigen symmetri-
schen Matrix ¥, wobei n < m sei. Ferner nimmt man an es sei |&]| - |Z| == 0. Man be-
trachtet dann einerseits die Kongruenz

(**) X' S%X =% (mod q)
fiir jedes natiirliche ¢ und andrerseits die Gleichung
(F**) ¥ex=29.

Dabei muB8 X m-zeilig und n-spaltig sein. Uber die Beziehungen zwischen der Losbar-
keit von (**) und (***) in rationalen X gibt der Hasse-Legendresche Satz Aufschluf.
Dieser Satz besagt:

Die Gleichung (***) ist dann und nur dann mit rationalem X losbar, wenn (**) fiir
jedes natiirliche ¢ mit rationalem X und (***) mit reellem X losbar ist.

Man fragt nun danach, ob auch (***) ganz-rational losbar ist, wenn (**) fiir jedes
g mit ganzem X und (***) reell losbar ist. Das Beispiel

-9 -0

zeigt, daB dies nicht immer der Fall ist. Es gilt aber folgender

Satz III. Vorausgesetzt sei, daf (**) fiir jedes q¢ mit ganzem X und (***) reell losbar
ist. Dann gibt es im Geschlecht von & ein ©*, fiir das

¥e*x=g

mit ganzem X lésbar ist.

Siegel hat diesen Satz unter Benutzung des Hasse-Legendreschen Satzes bewiesen 3).
Im sechsten Paragraphen des vorliegenden Aufsatzes soll gezeigt werden, wie man diesen Satz
ohne Verwendung der rationalen Theorie der quadratischen Formen aus dem Geschlechter-
satz ableiten kann. Der so gefundene Beweis von Satz III ist dann einheitlicher als der

3) 8., b60.
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Siegelsche, weil man direkt von der mod ¢ ganzzahligen Losbarkeit von (**) auf die
ganzzahlige Losbarkeit von X'G* X = ¥ schliet.

Es sei noch bemerkt, daB der Vorteil des Geschlechtersatzes gegeniiber den bis-
herigen Resultaten der Geschlechtertheorie darin liegt, da8 weder Elementarteiler noch
quadratische Restsymbole explizit vorkommen. Infolgedessen ist es nicht ndtig, bei der
Formulierung dieses Satzes Fallunterscheidungen zu machen, was bei den bisherigen
Sitzen der Geschlechtertheorie immer notig war. Ferner wird es aus dem gleichen Grund
auch nicht allzu schwierig sein, den Geschlechtersatz auf quadratische Formen in alge-
braischen Zahlkorpern zu iibertragen.

§ 2. Hilfsbetrachtungen iiber GauBsche Summen.

Beim Beweis des Geschlechtersatzes sind die GauBschen Summen von Bedeutung
weil sie bestimmte Invarianzeigenschaften und eine Reziprozitatsformel haben.

Man definiert fiir die quadratische Form ¢’ &z mit der ganzen m-reihigen symmetri-
schen Matrix © und der variablen m-gliedrigen Spalte z, deren Elemente x, x5, .. ., Tn
seien, die GauBlsche Summe G,(©) durch

2mi ,

() G@) = Z et
Dabei ist ¢ irgendein fester natiirlicher Modul, und die Elemente von ¢ durchlaufen unab-
hiingig voneinander ein volles Restsystem mod ¢. Die Summe G,(&) é&ndert sich nicht,
wenn man die Elemente von © und ¢ durch andere Reprisentanten ihrer Restklasse
mod ¢ ersetzt. Ist ferner B eine m-reihige Matrix, deren Determinante zu g teilerfremd
ist, also cine mod ¢ ganzzahlig umkehrbare Matrix, so gilt

(2) Gy(B) = G,(B' &) .

Denn mit g durchlduft auch By ein volles Restsystem mod ¢. Man nennt Matrizen B
mit dieser Eigenschaft unimodular mod ¢g. Deshalb kann man Formel (2) auch so aus-
sprechen: G,(@) ist invariant gegeniiber mod ¢ unimodularer Transformation von .

In der Folge werden noch einige andere Eigenschaften von G,(©) benutzt, die eben-

falls leicht aufzuweisen sind. Man sieht ohne weiteres, daB bei beliebigem natiirlichem a

(3) Gay(a®) = amGy(©)
ist. Ferner ist fir ¢ = rk mit (r, k) =1
(4) Go(B) = G, (kB) Gi(r©) .
Um das nachzupriifen, braucht man nur in (1)
t=rh + ks

einzutragen, wo ) und 3 m-gliedrige variable Spalten bedeuten. Wenn nimlich die Ele-
mente von 1) ein volles Restsystem mod % und die Elemente von 3 ein volles Restsystem
mod r durchlaufen, so durchlaufen die Elemente von g ein volles Restsystem mod g.
Bei dieser Substitution wird
(ry + k3)'© (ry + k3) = r*y' @Yy + 2rky'S3 + k23’ ©3 .
Da 2y'Sy fiir ganzes ) und 3 stets ganz ist, erhiilt man aus (1) sofort (4).
Nun sei & einreihig, und zwar © = ¢gd, wobei d eine ganze von Null verschiedene

Zahl bedeutet. Weiter sei p eine zu 2qd teilerfremde Primzahl, ungd (—Z—) bedeute das

Legendresche quadratische Restsymbol. Dann ist

(5) Gotad) = () Gt

Einen einfachen Beweis dieser Formel findet man z. B. bei Bachmann 4),

*) P. Bachmann, Die analytische Zahlentheorie (Leipzig 1894), 166.
50
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Wihrend man die bisherigen Formeln iiber Gaufische Summen durch algebraische
Umformungen erhélt, braucht man zum Beweis der folgenden Reziprozititsformel ana-
lytische Hilfsmittel. Der absolute Betrag der Determinante von © sei mit s bezeichnet.
Wie in der Einleitung bedeute das Zahlenpaar x, m — u die Signatur von ©&; weiter
sei p— (m — u) = o gesetzt. Man nennt & gerade oder ungerade, je nachdem die
quadratische Form r'©g nur gerade Zahlen darstellt oder auch ungerade. Sind jetst
a und b natiirliche Zahlen derart, daf ab gerade ist bev ungeradem &, dann gilt die Rezi-
prozitdtsformel
Zeﬁ'?y@g = e%u a_% s%—m P e—i‘"gzg@’_lg .

() ¥(sa)
Diese Formel wurde von Krazer bewiesen ). Der Beweis sei hier noch einmal kurz an-
gegeben, weil die Formel fiir die weiteren Uberlegungen grundlegend ist.

Beweis. Fir variables positives A wird

m
2

(6) b

B--ip&=2

gesetzt, wobei € die Einheitsmatrix bedeutet. Ferner sei
) f(2) = Z e,

wo ¢ alle ganzen m-gliedrigen Spalten durchlauft. Weil A > 0 ist, konvergiert diese
Reihe absolut. Aus der Transformationsformel der #-Funktion ergibt sich dann, dal
f(2) auch die Entwicklung

1
) =T ZemrTh

hat. Man rechnet sich aus, daf} dabei
b2

a2

G2 (E— AT

SZ_IZL'—% 6—1+ ;s

ist. Nun macht man die Substitution ¢ = r; + sar und 146t g, alle Reste mod se und ¢
wieder alle ganzen Spalten durchlaufen. Dann wird
1

f) =2 * 2e

1(sa)

Deshalb wird fiir A -0

b v =1
THEGEE T 3 a2 e 4+ 6 26— 2 s )
T

— =g —nit ey,
fA) ~1Z[ 2 () 27" Ze e
1

Dabei ist noch der Wert von |E| 2 fiir A— 0 zu bestimmen. Zu diesem Zweck transfor-
miert man A€ — i—g— © mit einer solchen reellen orthogonalen Matrix ©, fiir die 0'G0 =9

ist, wobei ® eine Diagonalmatrix bedeutet. Die Diagonalelemente von D seien mit
dy, dg, . . ., dy bezeichnet. Dann wird '

/}®~i% @!:{w—i%@[=é(1~—-ii’—dk) :

b

Da 4 positiv war, wird fir -0

%) A. Krazer, Zur Theorie der mehrfachen GauSschen Summen, H. Weber-Festschrift (Leipzig 1912), 181.
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Andrerseits erhdlt man aus (7) fir A=20

) ~ @07 B

£(®)

Aus den drei asymptotischen Gleichungen folgt jetzt sofort die Richtigkeit der Formel (6).

Aus der Reziprozititsformel (6) folgt eine weitere fiir den Beweis des Geschlechter-
satzes wichtige Formel. Es ist dabei zweckmiBig den Nenner einer rationalen Matrix
zu definieren. Man nennt die symmetrische Matrix I = (my) halbganz, wenn die
quadratische Form 1’z ganz ist fiir alle ganzen g, wenn also my und 2my (I =+ k) ganz
sind. Fiir beliebiges rationales symmetrisches I sei dann unter dem Nenner » von I
die kleinste natiirliche Zahl verstanden, so daB8 »IM halbganz ist.

G sei wieder unsere ganze symmetrische Matrix, € irgendeine ganze m-reihige Matrix
derart, daB der absolute Betrag ¢ ihrer Determinante > 0 ist, und ¢ sei wieder eine natiir-
liche Zahl. Es wird dann ¥ = €'G€ gesetzt und behauptet:

Ist der Nenner von —[q; T teilerfremd zu ¢, so gilt

(8) Go(T) = ¢G4(©) .
Beweis. Aus (6) folgt
i 7:' 1 i —1
e - —m —5 T
Gy(T) = e (-qz-) (527" e g®EE
(2c%s)
Den Nenner von % " bezeichnet man mit f und ersetzt in der rechten Summe g durch

t* 4 fy, wo 1) eine beliebige ganze m-gliedrige Spalte bedeutet. Dann wird

—milyg—ly Tl
e =e .

Also wird auch

—ni % rT—ly 2c25\™ —niLpx—iy
5 e = \— E e 2 .
r(2¢*s) f

)
Weil aber f zu ¢ teilerfremd sein sollte, kann man nach Formel (2) in der rechten Summe

t durch €'z ersetzen. Jetzt wendet man noch auf G,(@) die Reziprozitiatsformel (6) an
und beachtet, daB
- e—-m%x'@—lz - (_2_8_‘)” - c—m‘-;'— re—ly
(%) I &
besteht. Durch Eintragen ergibt sich sofort die Formel (8).

§ 3. Hilfsbetrachtungen iiber Kongruenzen.
Es sei wieder d eine ganze von Null verschiedene Zahl, P sei das Produkt iiber die

verschiedenen ungeraden.Primteiler von d, und es sei | d | = D gesetzt. & habe dieselbe
Bedeutung wie bisher. Uber den natiirlichen Modul ¢ soll jetzt vorausgesetzt werden:
8DP |q.

Dann besagt

Iilfssatz 1. Es sei r eine natiirliche Zahl die keine anderen Primfaktoren enthdlt
als g. Gibt es dann ein zu q teilerfremdes x4 so daf

9) | @] = daj (mod g)
besteht, so ist auch die Kongruenz
(10) | & | =dz* (mod gr)

mit einem zu q teilerfremden z losbar.
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Den Beweis braucht man nur fiir den Fall zu fiihren, daB » Primzahl ist. Aus (9)
entnimmt man |& | = daf + gc mit ganzem ¢. Man setzt

x = + 2(]_d y
mit ganzem y. Nach (10) soll dann gelten:

2
42 + gc = dag + gy + {E y* (mod gr) .

Wegen der Teilbarkeitsvoraussetzung iiber ¢ ist - ganz; daher wird

4 rd
¢=z,y (modr).
Diese Kongruenz hat eine Losung y, weil ja (z,, ¢) = 1, also auch (z,, r) == 1 ist. Damit
ist Hilfssatz 1 bewiesen.
Man sagt, eine Zahl k£ wird durch 'St mod ¢ primitiv dargestellt, wenn ¢'Sy =k
(mod ¢) ist, mit ganzem ¢ und so, daBl (z;, x, . . ., Tm, ¢) = 1 ist.
Nun sei m = 2, und es gelte
| | =d (modyg).
Weiter sei angenommen, dafl es eine natiirliche zu ¢ teilerfremde Zahl k gibt, die durch
t'©x modulo g darstellbar ist. Im Fall m = 2 sei auBerdem k Primzahl, und das Legen-

dresche Symbol (———Td) habe den Wert 4 1. Dann besagt

Hilfssatz 2. Bei gegebenem natiirlichem Lxponenten b gibt es eine ganze symmetrische
Matriz &, mit den Eigenschaften

1) 8, = & (modgq), 2) | &, |=d (mod ¢k’ ,

3) k ist durch t'S,t mod qkb primitiv darstellbar.

Beweis. Mit &, bezeichne man die Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen
d,1,...,1. Man wihle & und 7 so, daBl die Kongruenzen

g =1 (mod &’ Ky =1 (modq)
erfiilllt sind, und setze
6, = kb'ﬂ@ + ¢¢G, .

Dann hat €, die Eigenschaften 1) und 2). Man hat nur noch festzustellen, daB8 k£ durch
'S,z mod A® primitiv darstellbar ist, denn dann ist fiir &, auch 3) erfiillt.

Zunichst sei b = 1. Die Kongruenz

da? 4 22 + -+ + 22 =k (mod k)

ist fiir m = 2 wegen (:k—‘—i) = 4 1, k Primzahl, primitiv lésbar. Sie ist aber auch fiir

m > 2 primitiv ldsbar, weil sogar stets
da? + 2% + 22 =k (mod k)
primitiv l6sbar ist.
Jotzt sei b>1 und d2a¥ + 2l + -+ 2k =k (mod k') lésbar unter der
Bedmgung (), T, - k) = 1. Dann setzt man z, + K 1y statt 2 und erhalt

oy Ly

d(xl + kb_lyl) + (xZ + kb—lyz) -—I»— .« e + (xm + kb lym)z
=da} + 7+ o+ 3 + W [y + gy, 4 7,y,) (mod ).
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Man hat jetzt nur noch ¥, ¥,, ..., ¥, so zu wihlen, da v
da® 4 a2+ -+ a —k
- Pt

ist. Das ist moglich weil (21, 22y, . . ., 2m, k) = 1 ist. Also ist & durch 'S, mod &°
primitiv darstellbar fiir beliebiges natiirliches b.

2(dx,y, + 1y, + - + 2,Y,) = (mod k)

§ 4. Der Geschlechtersatz.

Zuniichst soll die in der Einleitung gestellte Frage etwas anders formuliert werden.
Gegeben sei das Zahlenpaar g, m — p, wobei p und m— u ganze Zahlen =0 sind.
Weiter sei die natiirliche Zahl D gegeben und

(—1""D=d
gesetzt. Drittens sei eine Klasse von symmetrischen m-reihigen Matrizen nach einem
festen Modul ¢ gegeben, wobei ¢ der Teilbarkeitsbedingung

(11) 8DP | q
geniigen soll. Dabei bedeutet P wie im vorigen Paragraphen das Produkt iiber alle unge-
raden Primteiler von D. Die Bedingung (11) muf erfiillt sein, weil spater der Hilfssatz 1
angewandt wird. Die Gesamtheit der Matrizen der gegebenen Klasse modulo g soll zur
Abkiirzung mit &(g) bezeichnet werden; diese Klasse denkt man sich durch einen belie-
bigen Reprasentanten © festgelegt. Unsere Frage lautet jetzt so:

Wann gibt es eine ganze symmetrische Matrix &, mit den Eigenschaften:

1) &, gehort zu &(g), 2) &, hat die Signatur y,m —pyu, 3) |G| =4d?

Diese Frage ist fiir ¢ = 8 D% gleichbedeutend mit der in der Einleitung gestellten

Frage: Wann gehort zu gegebenen Invarianten («), (), (y) ein Geschlecht quadratischer
Formen?

Man nimmt zunédchst an, das gesuchte &, existiert. Dann mu8 fiir jedes & aus &(g)
nach Definition der Aquivalenz mod ¢ (siehe § 1)
A'GA = &, (mod q), B'GyB = & (mod q)
sein mit ganzem U und B. Durch Determinantenbildung folgt | 8 |2d = | & | (mod ¢)

und | A 2| S| =d (mod ¢), also auch | AP |B]2=1 (mod —l%—) Da nach (11) die
Zahl g durch 8DP teilbar ist, miissen | % | und | B | zu ¢ teilerfremd sein. Deshalb muB
fir jedes © aus &(g) die Kongruenz

(12) | €| =da? (mod q)
mit einem zu ¢ teilerfremden x lgsbar sein. Damit ist eine erste notwendige Bedingung

fir die Existenz von &, gefunden. Um eine zweite zu finden, betrachtet man die durch

(1) definierte GauBsche Summe G,(&). Wenn & existiert, ist nach Formel (6), angewandt
mit ¢ = 2 und b = ¢,

m
zi.a 2 l__ ._"_..ig' —1
G)(Sp) = e* (%) ER PR
(2D)

mit: 0= pu— (m— u). Da aber q der Bedingung (11) geniigt, ist die rechte Summe
gleich der Anzahl ihrer Elemente. Daraus folgt

[ mo 1
G,(S,) = e* (29)2 D2 .
Andrerseits ist G,(S,) nur von der Restklasse von &, mod ¢ abhéngig, und es besteht
fiir alle © aus ©(q) die Kongruenz & = 8'6,¥8 (mod ¢) mit mod ¢ unimodularen 8. Also



40 Braun, Geschlechter quadratischer Formen.

ist nach Formel (2) fiir jedes © aus &(q)
Go(Sy) = G4(©) . _
Angenommen also, das gesuchte &, existiert, dann muf} fiir beliebiges G aus S(g)
i m 1

(13) Gy(®) = e*” (29)% D*
sein.

Es ergab sich also: Wenn das gesuchte &, existiert, dann besteht fiir beliebiges
© aus ©(q) die Kongruenz (12) mit zu ¢ teilerfremdem z und die Relation (13). Nun
ist zu zeigen, daB keine weiteren Relationen zwischen den drei Bestimmungsstiicken
Signatur, absoluter Betrag der Determinante D und Klasse &(q) bestehen. Es ist also zu
beweisen, da der in der Einleitung fiir ¢ = 8D% bereits formulierte Geschlechtersatz
richtig ist:

Gegeben seien das Zahlenpaar p, m — u und die natiirlichen Zahlen D und q, ferner
eine Klasse ©(q). Die Bedingungen (11), (12) und (13) seien erfiillt. Dann gibt es in der
Klasse ©(q) eine ganze symmetrische Matrix S, mit der Signatur p, m — u und der Deler-
minante d.

Dem Beweis werden einige Betrachtungen vorausgeschickt; dabei wird immer
angenommen, daB u,m — u, D, ¢ und ©(q) gegeben und die Bedingungen (11), (12) und
(13) erfiillt sind.

Man nimmt zunéchst an, es sel u=0 gegeben. Indem man in (13) zum Konjugiert-
komplexen iibergeht, ergibt sich, daf alle drei Bedingungen auch fiir — &(q) anstelle

S(q), u = m anstelle u = 0, (— 1)"d anstelle d erfiillt sind. Man nehme an, der Geschlech-
tersatz sei fiir 4 = m bewiesen. Dann existiert ein — &, in — S(¢) mit der Signatur

m, 0 und der Determinante (— 1)" d. Also ist &, eine Matrix aus &(q), &, hat auBerdem
die Signatur O, m und die Determinante d. Es geniigt deshalb den Geschlechtersatz
fir > 0 zu beweisen. :

Mit 1 bezeichnet man jetzt den gréfiten gemeinsamen Teiler aller Elemente eines
© aus ©(¢) mit ¢. Dann ist 4 eine Invariante unserer Klasse modulo ¢. Fiir den Moment
sei -

&=1T, ¢=ip, D=D, d=i"d,
weiter sei P, das Produkt aller ungeraden Primteiler von D,. Dann ist P, Teiler von P,
und aus (11) entnimmt man

8D, Py ¢y .
Daraus, dal Bedingung (13) erfiillt ist, folgt dann unter Anwendung von (3)

B m 1
G (T) =c*" (2q,)% DY .
Ferner ergibt sich aus (12) und aus Hilfssatz 1, daB die Kongruenz
| T | = dya* (mod ¢,)
mit einem zu ¢, teilerfremden z losbar ist. Angenommen nun der Geschlechtersatz sei
fir 2 = 1 bewiesen, dann kann man ihn fiir ¥, ¢, und D, anstelle &, ¢ und D anwenden.
Also existiert ein ganzes ¥, mit | ¥, | = d, und der Signatur g, m — p, so da auBerdem
T = U'E,U (mod ¢;) mit irgendeinem mod ¢, unimodularen 1 besteht. Dann ist 1
auch unimodular mod g. Nun setzt man &, = A%, und prift nach, da &, die ge-
wiinschten Eigenschaften hat. Infolgedessen darf fiir den weiteren Bewels vorausgesetzt
werden, daB fiir die gegebene Klasse mod ¢ die Zahl 1 =1 ist.
Es war vorausgesetzt worden, daf die Kongruenz (12) lésbar ist. Angenommen
fiir ein €, aus ©(g) sei speziell | €, | = da? (mod ¢), mit einem gewissen zu q teilerfremden
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a, und es sei ab = 1 (mod ¢). Dann erhilt man einen neuen Reprasentanten & von S(g),
wenn man auf &, die mod ¢ unimodulare Transformation mit derjenigen Diagonal-
matrix ausiibt, deren erstes Diagonalelement b, deren iibrige 1 sind. Dann wird

(14) | & =d(modg).

Durch eine weitere mod ¢ unimodulare Transformation von &, deren Determinante
=1 (mod ¢) ist, kann man in bekannter Weise erreichen, dal das erste Element der
neuen Matrix entweder zu ¢ teilerfremd ist, oder mit ¢ nur den Teiler 2 gemeinsam hat;
es war ja vorausgesetzt, daB A = 1 ist. Der letzte Fall tritt dabei nur dann stets ein,
wenn & gerade ist. Weil ¢ gerade ist, sind dann alle Matrizen der Klasse ©(q) gerade.
Falls das erste Element von & zu ¢ teilerfremd ist, kann man nach dem Dirichletschen
Satz iiber die Primzahlen in arithmetischen Reihen & in seiner Restklasse mod ¢ noch
so abindern, daB das erste Element eine positive Primzahl wird. Fir m > 2 braucht
man diese letzte Abénderung von & nicht notwendig vorzunehmen, fiir m = 2 mu8 sie
beim folgenden Beweis gemacht werden, weil Hilfssatz 2 angewandt wird.

Nun seien die Reprisentanten der gegebenen Klasse gerade (m = 2). Dabei wird
weiter angenommen, daf} fiir einen Reprisentanten & das erste Element mit ¢ nur den
Teiler 2 gemeinsam hat. Diese Voraussetzung kann man machen, weil nur noch der
Fall 2 = 1 zu behandeln ist. Mit ® bezeichne man die Diagonalmatrix mit den Diagonal-
elementen 2,1, ...,1. Die Matrix ¥ sei jetzt definiert durch

(15) DID = 26.

% ist dann eine ganze Matrix deren erstes Element zu ¢ teilerfremd ist. Weiter ist fiir
¥ die Kongruenz
| T | = 2" da® (mod 2" %), (,0) =1,

losbar, weil (12) erfiillt sein soll. Man setzt zur Abkiirzung 2" *d = d* und 2°¢q = ¢*,
wo c eine beliebige natiirliche Zahl bedeutet. Aus Hilfssatz 1 folgt, daB auch die Kon-
gruenz

(16) | T | = d*e (mod ¢*), (,9) =1,
losbar ist. Wir wollen, je nachdem ob m ungerade oder gerade ist ¢ = m oder ¢ = m + 1
wihlen, so daB ¢ immer eine ungerade Zahl = m ist. Nun betrachtet man die Summe
G,(®). Die Anwendung von Formel (3) mit a = 2° ergibt

_— 1 1+m(c—1)
91G,(S) = (—j) Cpr(2O).
Weil Bedingung (13) erfiillt sein soll, folgt dann
g \1+me=D sy, Lm3m , oai o om 1
(17) (-2-) Gu(2©) = et D?g222 ' — (179" g7 P

mit D* = 2"72D. Der Definitionsgleichung (15) entnimmt man

G 2T'DID) = Gp(2°©) .
c—1
Nun kann man die Formel (8) mit 22 D und ¥ anstelle € und &, 2°S und g¢* anstelle
T und ¢ anwenden. Es ist namlich | & | = da? 4 gy, wo ¥ eine von & abhéngige ganze

Zahl bedeutet und (z, ¢) = 1 ist. Also ist der Nenner von = &~ Teiler des Nenners von

4
9. (0 ﬂ)
4d'<x+d :

Wegen Bedingung (11) ist dieser Nenner ungerade, also ist die Anwendung von Formel
Journal fir Mathematik. Bd, 182, Heft 1. 6
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c—1

(8) mit € = 22 D gestattet. Daraus ergibt sich

c—1
Cp28)=2""72 Gu(T).
Deshalb folgt aus (17)
nl m 1

(18) C Gp(T) = et (20%) D7 .
Daraus, daBl (11) erfiillt sein soll und ¢ = m ist, folgt ferner

(19) . 8PD*|[g*.

Man nimmt nun an, der Geschlechtersatz sei fiir die Klasse $(¢*) bereits bewiesen.
Weil die Bedingungen (16), (18) und (19) erfiillt sind, entnimmt man aus dem Ge-
schlechtersatz, daB es ein ganzes ¥, mit der Determinante d* und der Signatur pu, m — u
gibt, fiir das die Kongruenz ¥ = U'T, U (mod ¢*) mit einem mod ¢* unimodularen 11
erfillt ist. Aus (15) ergibt sich dann

26 = DU'TLUD (mod ¢*) .
Aus der Elementarteilertheorie entnimmt man, daB es zwei unimodulare Matrizen B,
und B, derart gibt, da UD = B,D*Y, ist. Dabei bedeutet D* eine ganze Diagonal-
matrix, deren Determinante durch 2 aber nicht durch 4 teilbar ist. Man kann sich %,
und B, so gewithlt denken, daf das erste Diagonalelement von ®* gerade ist. Dann
kann man auch schreiben:
ud = ¥,9d14,,

wo jetzt 11, eine ganze Matrix bedeutet, deren Determinante zu ¢* teilerfremd sein mub,
weil (| |, ¢*) == 1 ist. Das trigt man in die letzte Kongruenz ein und erhalt

*
5 15D%; 5,801, (mod L) .

@1—-:——2—

Setzt man noch

42—59%110%1@: Sy,

*
so ist &, ganz und gehort zur Klasse S(q) weil & = 0[S, 1, (mod %) und ¢ Teiler

*

von % ist. Wie man sofort sieht, hat auerdem &, die Determinante d und die Signatur
u, m— u. Ist also der Geschlechtersatz richtig fiir die Klasse ¥(¢*), deren Matrizen unge-
rade sind, dann ist er auch richtig fiir die Klasse &(q).

§ 5. Der InduktionsschluB.

Fir m = 1 ist der Geschlechtersatz trivialerweise richtig. Man hat nur &, =d
zu setzen; dann gehort &, zur Klasse &(g) weil Bedingung (12) hier & ~d (mod ¢)
bedeutet.

Von jetzt ab sei m = 2. Vorausgesetzt wird wieder, daB die Zahlen u, m — pu,
D, q und die Klasse &(gq) gegeben und die Bedingungen (11), (12) und (13) erfiillt sind.
Aus den letzten Abschnitten des vorigen Paragraphen entnimmt man dann:

Fiir den weiteren Beweis kann man voraussetzen, daB 0 < x ist. Ferner kann man
annehmen, daB fiir ein geeignetes © aus G(¢) auch Bedingung (14) erfiillt ist und & eine
positive zu g teilerfremde Primzahl p zum ersten Element hat. Man kann weiter an-
nehmen, das zweite Element s,, sei zu p teilerfremd.

Unter diesen Voraussetzungen wird der Beweis mittels Induktion nach m gefiihrt.
Dabei wird von den Formeln (6) und (8), von'Hilfssatz 2 und von der Formel fiir die
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quadratische Ergénzung Gebrauch gemacht. Diese letzt¢ Formel besagt, dal} es eine
(m — 1)-reihige ganze symmetrische Matrix § derart gibt, da8
PE'Gr— (py + S1a% + - -+ Symm)® = p'HY
ist, wobei die Variablen z, s, . . ., ¥ zu der Spalte § zusammengefaBt sind. Man er-
kennt sofort, dafl mit
S129 + + +y Sim
% — (p W )

n
zwischen © und § die Beziehung

(20) P& =7 (n Sg) 3

besteht. Dabei bedeutet n die Nullspalte.
Weil (p, ¢) = 1 ist, kann man, unter Anwendung von (2) mit 8 = pC, schreiben:

2ni 2ai
p(m1 8128yt ST+ P Y
.

G (@) z:(z)

AuBerdem #ndert sich wegen (2) der Wert von G,(&) nicht, wenn man die Spalte ¢ der
mod ¢ unimodularen Transformation
Pyt Spp® + -+ S = T, h=1Y
unterwirlt. Also ist folgende Gleichung richtig:
(21) Go(8) = Gy(p9) Gy(p) -

Die Summe G,(p$) soll unter Anwendung von (4) mit der Summe G,,(9) in Zusammen-
hang gebracht werden. Zu diesem Zweck beachte man, dafl aus der Formel fiir die
quadratische Erginzung folgt:

271

3 (09) = “"’;“1(812“1‘*'"‘+‘1m"m)’ .

Gplg9) = Z e
Hierin ist die Substitution

S10&g F + o - ST = X, Xy = Tz, ..., T = Ty
gestattet, ohne daB sich der Wert der Summe éndert; es war ja (s;5, p) = 1 vorausgesetazt.
Also wird
Gp(gD) = P2 Gp(—1q)

Nun wendet man fiir die Summe G,(p9) in (21) die Formel (4) an und formt auBerdem
G,(p) mit Hilfe der Reziprozititsformel (6) um. Dann geht (21) tber in

ED)

G)(©) = et (2q) p " () -
Nach Voraussetzung ist fiir & die Bedingung (13) erfiillt, so daB sich aus der letzten
Gleichung

m—1
(22) Gp(9) et epp T D
ergibt, mit pm—2 D = D*.
Man unterbricht jetzt den Gedankengang und nimmt zunichst an es sei m = 2.
Dann ist zu zeigen, daB aus (21)
— d)
5

. —d
folgt, wo wieder (T) das Legendresche Symbol bedeutet. Nach Definition ist jetzt

9 = PSgy — 5o, weswegen aus Bedingung (14) sofort H = |9 | =d (mod q) folgt.
6*
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Also besagt hier Formel (21)
(23) Gy(©) = G,(pd) G,(p) .

Auf der linken Seite trigt man den Wert aus (13) ein. Dann wendet man auf die erste
der beiden rechtsstehenden Summen die Formel (6) an. Man beachte dabei, daB
2u—2 — (—1)* = 1ist, weil p nur die Werte 1 und 2 haben kann. Auf diese Weise
ergibt sich

ED ﬂ

et (8pg)2 D=¢G (p)x(ﬁ)e 2ip”
Indem man die letzte der beiden Summen erst unter Benutzung von (3) und dann von
(2) umformt, ergibt sich

1
(24) et (2pg)* = Gy(p) Gp(—dy).
Andrerseits ist nach Formel (b)

, —d
Gyt dg) = (=) Gyta),
und nach (4) geht deshalb (24) iber in

7!1«

[
(25) e = (=) Gut).
Nun rechnet man G,,(1) mittels Formel (6) aus und findet so, daB aus (25) folgt:

59+

Es sei wieder m = 2. Weil fir m = 2 das Symbol ( > ) den Wert 4- 1 hat, ent-

nimmt man aus Hilfssatz 2, daB es in &(¢) ein & gibt mit der Eigenschaft

(26) | €| =d (mod p'g),
bei irgendeinem festen natiirlichen b, das spéter noch niher festgelegt werden soll. Ferner
stellt 1'Sy die Zahl p mod p’q primitiv dar, so daB man annehmen kann, & habe wieder
p zum ersten Element. Ferner ist nach (26) mindestens eine der Zahlen s,q, S35, . . ., S
zu p teilerfremd; wegen s;; = p kann man (s, p) = 1 voraussetzen. Deshalb kann
man nachtréiglich den zu Beginn des Paragraphen gewahlten Repriasentanten & aus S(g)
so festgelegt denken, dal & der Bedingung (26) geniigt und wieder p zum ersten Element
hat.

Man braucht diese Eigenschaften von © um mit Hilfe der Formel (8) die Gleichung
(22) umformen zu konnen. Man setzt zu diesem Zweck m = u oder m 4+ 1 = u, je nach-
dem m ungerade oder gerade ist. Weiter setzt man p*q = ¢*. Nach Formel (3) ist
dann

Gp(pr19) = peD0=D Gpe(9) .
u—1
Nun wendet man Formel (8) mit §, ¢* und p 2 € anstelle ©, ¢ und € an. Danach ist
(u=1) (m—1)

Co(p19)=p 2  Gp(D).
Man hat allerdings noch nachzuweisen, da8 der Nenner » von =~ p .@‘1 zu p teilerfremd ist.
Nach Formel (20) ist

(o )
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Andrerseits folgt aus Formel (26)
mit irgendeinem ganzen von & abhéngigen y. Also ist » Teiler des Nenners von
(1),

4d”
infolgedessen ist (v, p) = 1. Aus (22) folgt deshalb
i m—1 1
(27) Gp(®) = ¢t 77 (24%) T D¥E .
Das in (26) noch willkiirliche b legt man jetzt durch die Bedingung
b=u+2—m
fest. Es ergibt sich zunéichst aus (20), daB8 | p& | = p?| § | ist, weswegen aus (26) folgt
(28) | § | = d* (mod ¢*)

mit d* = pm—2d. Da ferner die Teilbarkeitsbedingung (11) erfiillt sein sollte und u = m
ist, erkennt man auch

(29) 8D*P* | g,
wobei P* = pP das Produkt iiber die ungeraden Primteiler von D* = pm—2 D ist.

Nun nimmt man an, der Geschlechtersatz sei fiir m — 1 anstelle m bewiesen. Dann
folgt aus (27), (28) und (29), daB eine ganze symmetrische Matrix §, existiert mit den
Eigenschaften
1) | 9o | = d*, 2) Signatur von §, ist p—1, m— p, 3) 9= UH,U (mod ¢*),
wobei (| 11|, ¢*) = 1 ist. Setzt man noch zur Abkiirzung

1
(u 11) §=%,
so folgt aus (20)
(1 n’

(30) P = ( o,

Ahnlich wie am Ende des vierten Paragraphen zeigt man, daB es eine unimodulare Matrix

B, eine ganze Diagonalmatrix P mit der Determinante p und eine mod ¢* unimodulare
Matrix U; derart gibt, daBl

) W (mod ¢*).

% - %1513111

ist. Nun setzt man

Y 1 n, "
pe= B[ G we.
Triagt man das in (30) ein, so ergibt sich
(31) PG = pli{ B, 11, (mod ¢*).

Dabei ist &, ganz, weil p&, ganz und nach (31) alle Elemente von p&, durch p teilbar
. . . . . *
sind. Nach (31) ist weiter Gy ~ & (mod gq), weil ¢ Teiler von 9" ist. Endlich rechnet

man sofort nach, daB &, die Determinante d und die Signatur p, m — p hat. Damit ist
der Geschlechtersatz bewiesen.

§ 6. Anwendung des Geschlechtersatzes.
Man geht jetzt zuriick auf die Gleichungen (**) und (***) der Einleitung. Darin
war © ganz, symmetrisch, m-reihig und € ganz, symmetrisch, n-reihig. Die Determinanten
von @ und T seien S und T; die absoluten Betrége von S und 7 seien s und t (st % 0).
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Die Signatur von & sei wieder p, m — u, diejenige von ¥ sei », n — »; man nennt dann
0= u— (m— u) den Index von © und ebenso 7 = v — (n — ») den Index von E.
Das Ziel ist, den in der Einleitung formulierten Satz III zu beweisen. Von vornherein wird
deshalb
(32) 0O=s=p—v=m—n
angenommen, weil fiir Satz III angenommen war, daB X'© X = ¥ mit reellem X losbar
ist. Das ist aber dann und nur dann der Fall, wenn die Ungleichung (32) erfiillt ist.
Zunichst betrachtet man die Kongruenz

(33) X'6X= < (modgq),
wobei jetzt g eine feste natiirliche Zahl sein soll, die der Bedingung
(34) (25t | ¢

geniigt. Man bezeichnet als mod ¢ primitive Losung von (33) eine solche Losung, die
man durch hinzufiigen von m —n Spalten zu einer mod ¢ unimodularen Matrix er-
génzen kann.

Man nimmt nun zunéchst an, es sein << m und es existierte eine mod ¢ primitive Lo-
sung ¥ = € von (33), wobei jetzt € eine andere Bedeutung hat als bisher. Man kann dann
€ zu einer mod ¢ unimodularen Matrix 11 erginzen. Dabei ist Ul durch € nicht eindeutig
festgelegt; man greift fiir die weiteren Uberlegungen unter allen moglichen 1 ein festes
heraus. Nun setzt man

(35) G, = u'el = (g 2) (mod gq) ,
wobei £ ganz, (m — n)-spaltig und n-zeilig, R ganz, symmetrisch und (m — n)-reihig
ist. Weil £ und R sich aus U bestimmen, sind sie noch von der Wahl von 11 abhéngig.
Setzt man noch

"€
wo N die Nullmatrix bedeutet, so ist & m-reihig und ganz und t9 (m — n)-reihig, ganz
und symmetrisch. Man rechnet sofort nach, daf die wichtige Kongruenz

(T ER)
2 S, =
(37) 26, =6 (m 9 ® (mod ¢)
besteht. Um spiter fiir n < m Satz III beweisen zu konnen, zeigt man zunéchst, daB
aus dem Geschlechtersatz folgt:

—1
(36) ® — t(cg T g), 1§ = t(® — D'T'Q) (mod ¢) ,

Satz IV. Man nehme an, cs existiert eine primitive Losung X = € von (33) zu der

die Matriz © durch (35) und (36) definiert ist. Dann existiert eine Matriz Ho vom Index
& — v mit den weiteren Eigenschaften
1) 9y istganz,  2) 1 ~1D (mod g),  3) [ De|=ST".

Weil © und R von der speziellen Ergénzung von € zu U abhéngen, ist auch $
davon abhéngig. Man kann aber zeigen, daB jede beliebige Erginzung von € zu I* ver-
moge (35) und (36) zu einer solchen Matrix H* fiihrt, fiir die tH* ~ 19 (mod g¢) ist ©).
Deshalb ist das in Satz IV auftretende §, nicht mehr von der speziellen Wahl von U ab-
héngig, sondern allein durch € bestimmt.

Dem Beweis von Satz IV sei noch folgendes vorausgeschickt:

Dieser Satz ist bereits bekannt; Siegel hat ihn zuerst bewiesen 7). Er zeigt nimlich
zuerst, daB Satz III in einer gewissen Verschirfung richtig ist. Wie in der Einleitung schon

%) S., 539, 7) 8., 559—b60.
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bemerkt wurde, benutzt er dabei den Hasse-Legendreschen Satz aus der rationalen
Theorie der quadratischen Formen. Erst unter Anwendung dieses Satzes konnte Siegel
die Siitze 11T und IV beweisen. Bei dem Beweis des Siegelschen Hauptsatzes aus der ana-
lytischen Theorie der quadratischen Formen 8) braucht iibrigens Siegel nicht Satz III,
sondern nur Satz IV. Zur Vereinheitlichung des Siegelschen Beweises dieses Haupt-
satzes geniigt es deshalb, Satz IV zu beweisen, ohne von der rationalen Theorie der qua-
dratischen Formen Gebrauch zu machen. Es wire also in diesem Zusammenhang nicht
notig, zu zeigen, daB Satz III richtig ist; am SchluB soll jedoch noch gezeigt werden,
daB fiir m > n Satz III durch eine einfache Rechnung aus Satz IV folgt. Fir m = n
wird Satz III ohne weiteres mit Hilfe von Satz I bewiesen. Beim Beweis von Satz IV
werden die Betrachtungen aus dem zweiten Paragraphen, der Hilfssatz 1 und der Ge-
schlechtersatz benutzt.

Beweis. Aus der Kongruenz (37) folgt durch Determinantenbildung

(38) £ S22 = ""T | 19| (mod gq), r=|U]|.
Wegen (34) ist hier die Anwendung von Hilfssatz 1 gestattet, woraus folgt, dal
(39) [t | = 22" "ST™" (mod q)

mit zu ¢ teilerfremdem z losbar ist.
Nun setzt man zur Abkiirzung ¢ = r¢ und
T N
(s S’g) =4 ,
und betrachtet die GauBsche Summe G,(®'2®). Darin ist wegen (37) die Matrix &' 2®
ganz. Die Anwendung der Formel (3) mit a = ¢ ergibt
(40) Gy (B'8®) = "G,(1®'2®) .
Auf diese Summe wendet man noch Formel (8) mit & und & anstelle € und & an. Das
ist gestattet, weil die Kongruenz (38) besteht und ¢ der Bedingung (34) geniigt. Also wird
(41) G, (18’ 8®) = "G,(LQ) .
Nun folgt aus (37), (40) und (41)
G, (B) = G,(1T) G,(tD) .
Auf G,(2 ) und G,(1T) wendet man schlieBlich die Reziprozititsformel (6) an und erhilt
(42) G,(1H) =e*" " (29) = (st’"-”—‘)‘;’ .
Den Formeln (34), (39) und (42) entnimmt man, daB mit m — n, ¢ — 7, t§) und

t""ST anstelle m, o, © und d die Bedingungen (11), (12) und (13) aus dem vierten
Paragraphen erfilllt sind. Nach dem Geschlechtersatz existiert also eine (m — n)-reihige
ganze symmetrische Matrix 19, mit den Eigenschaften

tHo ~t9 (mod g), Index von §yist o— 1, || =ST".
Damit ist Satz IV bewiesen. Man beachte dabei, daB die Voraussetzung (32) notwendig
war, damit das (m — n)-reihige 9, den Index ¢ — r haben kann.

Es sei jetzt nicht mehr der Fall m = n ausgeschlossen. Um Satz 111 zu beweisen,
geht man wieder von der Kongruenz (33) aus, worin ¢ der Bedingung (34) geniigte. In
Satz III war vorausgesetzt, daB eine Losung X = € von (***) fiir alle natiirlichen ¢
also speziell eine Losung von (33) existiert. Dieses € braucht jetzt nicht notwendié
mod ¢ primitiv zu sein. Es sei daran erinnert, daB nach Definition € mod ¢ primitiv ist,
wenn es durch Hinzufiigen von m — n Spalten zu einer mod ¢ unimodularen Matrix er-

8) S., b66.

(6—1)
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ginzt werden kann. Dieses ist dann und nur dann der Fall, wenn der grofite gemeinsame
Teiler aller n-reihigen Unterdeterminanten von € zu ¢ teilerfremd ist. Im allgemeinen
ist das nicht erfiillt; einer Siegelschen Uberlegung kann man aber immer folgendes ent-
nehmen ?):

Es gibt eine ganze umkehrbare Matrix & derart, daB €&~ = % ganz und primitiv ist.
Deshalb ist | B’ S% | eine ganze Zahl, also geht der absolute Betrag & von | & | zum
Quadrat in | €' S€ | auf. Angenommen es sei k = k,r, wo k, nur solche Primfaktoren
enthilt, die in ¢ aufgehen, und (r, ¢) = 1 ist. Indem man in (33) zu den Determinanten
iibergeht und beachtet, daB (34) erfiillt ist, sieht man dafl

K\t.
Unter Benutzung der Elementarteilertheorie kann man schreiben
=108,
wo | ®, | =k, und (] U, |, ¢) = 1 ist. Man setzt noch kg, = ¢, BU, = A und
g, = f/TTRT.
¢, ist dann eine ganze Matrix und (33) geht iiber in
(43) A'SA=Z, (mod ¢,).

Infolgedessen erhilt man aus jeder beliebigen Losung € von (33) eine primitive Losung
A von (43). Dabei ist analog zu (34) die Teilbarkeitsbedingung

25t | ¢
erfiilllt, wo ¢, den absoluten Betrag der Determinante von £, bezeichnet. Man
beachte noch, daB die Signaturen von ¥ und g, die gleichen sind. Angenommen nun,
es sei bereits bewiesen, dall aus der Existenz eines primitiven ¥, das der Kongruenz
(43) geniigt, die Existenz eines ganzen ¥, derart folgt, daB fiir ein zum Geschlecht von &
gehoriges ©*
WS, = I,

gilt. Dann folgt sofort durch Transformation mit &,, daB Satz III richtig ist.

Hiermit hat sich gezeigt, dal man nur noch folgendes beweisen muf}: Angenommen,
es existiert eine mod q primitive Losung € von (33), dann gibt es ein ganzes €, derart, daf

(44) G&*¢, =2
ist.

Zuerst sei m = n. Dann wird angenommen, es existiert ein mod ¢ unimodulares €
derart, daB (33) erfiillt ist. Daraus folgt |€|2S = T (mod ¢), und aus (34) ergibt sich, dal
s = tist. Wegen (32) haben auflerdem & und T dieselbe Signatur. Nach Satz I gehoren
deshalb @ und ¥ zum selben Geschlecht, und (44) ist mit &* = ¥, €, = € erfiillt.

Jetzt sei m > n. Man nimmt an, es liege eine mod ¢ primitive Lésung € von (33)
vor und € sei zu einer mod ¢ unimodularen Matrix 1 erginzt. Dann gelten die Formeln
(35), (36) und (37). Aus Satz IV ergibt sich ferner, daBl eine ganze Matrix 19, existiert,
mit der Determinante " "S7" und dem Index ¢ — 7, fiir welche die Kongruenz

mit einem mod ¢ unimodularen 11, erfiillt ist. Setzt man bei n-reihigem € noch
C N
46 - ( )
(46) BW=\g )

so ist auch W unimodular mod ¢, und es folgt durch Eintragen von (45) und (46)

%) 8., 632,
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in (37)

(&7 pe, ='W (T %) 6O (mod g).

N Do
Der Elementarteilertheorie entnimmt man wieder, dal sich ®® auch in der Form
schreiben 14Bt, wobei 8, unimodular, 2, mod ¢ unimodular ist und D eine ganze Dia-
gonalmatrix mit | D | = ™ bedeutet. Setzt man noch
(% 9'3) et

(49) 2% (G o) B = e,
so folgt sofort aus (47)

(50) G~ C* (mod t_q2> .

Die Elemente von §, konnen im Nenner nur Teiler von ¢ haben, also die Elemente von
©* im Nenner nur Teiler von 3. Andrerseits ist aber (50) erfiillt, woraus folgt, dafl &*
ganz ist. Weil | §,| = ST und | D | = " ist, folgt aus (49), daB | &* | = S ist. Weil
o den Index o — 7 hat, folgt weiter, dal ©* den Index o hat. Hieraus und aus der
Aquivalenz (50) folgt unter Anwendung von Satz I (§ 1), daB &* zum Geschlecht von
© gehort.

Man bezeichnet nun mit €, die ersten n Spalten von %,; dann ist €, ganz, und man

hat noch zu zeigen, dafl €, der Gleichung (44) geniigt. Zu diesem Zweck beachtet man,
daB nach (48) und (49)

T ¢
R Ho
gilt. Andrerseits entnimmt man aus (36) und (46)

—1 ¢ o

B = (th 1, )
Trigt man das in die vorhergehende Gleichung ein, dann erkennt man sofort, daf die
ersten n Spalten €, von 2B, der Gleichung (44) geniigen.

Damit ist Satz III bewiesen. Will man noch zeigen, daf die von Siegel bewiesene
Verschirfung dieses Satzes gilt, so muB man von zwei weiteren Hilfsbetrachtungen
Gebrauch machen ). Das bereitet keine besonderen Schwierigkeiten, weswegen hier
nicht weiter darauf eingegangen wird, zumal bei der Anwendung der Uberlegungen

dieses letzten Paragraphen auf den Beweis des Siegelschen Hauptsatzes nur von Satz IV
Gebrauch gemacht wird.

weorw, = rtow (s 7 uo

10y §., 634, Hilfssatz 6; 548, Hilfssatz 19.

Eingegangen 31. Mirz 1939,
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