
Theorie der ZSpfe. 
Von EMIL ARTII4 in Hamburg. 

w 1. Einleitung. 
Die vorliegenden Untersuchungen sind als ein Ansatz zu einem 

Wege gedacht, dem Studium der Knoten und Verkettungen nither zu 
kommen. Es handelt sieh um eine Kennzeichnung einfacherer topo- 
logiseher Gebilde, der Zopfe. Dabei ist unter einem Zopf im wesent- 
lichen ein Geflecht aus F~den zu verstehen, wie schon der Name saD. 
Die z6pfe geben Anlafl zu einer Gruppe, da man aus zwei yon ihnen 
durch ,,Aneinanderh~tngen" einen dritten komponieren kann. Die Kon- 
stitution dieser Gruppe ist einfach genug, um mit einem finiten Verfahren 
die Entscheidung zu erm6glichen, ob zwei vorgelegte Z6pfe sich ineinander 
deformieren lassen oder nicht. SchlieBt man einen Zopf, verknfipft mall 
also Anfang und Ende, so entsteht eine Verkettung. Umgekehrt l~flt 
sich auch jede Verkettung in diese Gestalt bringen. Von hier aus bis 
zum Knotenproblem ist abet noch ein welter Weg. Immerhin gestatten 
bereits die gewonnenen Resultate, Aussagen tiber die Verkettungen, vor 
ailem tiber ihre Fundamentalgruppe, zu machen. 

Mein besonderer Dank gilt Herrn O. SCHREIER, der reich bei der 
Abfassung dieser Arbeit tatkr~ftig untersti~tzt hat, insbesondere auch bei 
den langwierigen Rechnungen, mit denen wir zun~tchst durchzukommen 
hofften. Seine Hilfe kam mir besonders beim Beweis yon Satz 9 
zustatten. 

w 2. Komposition und Gruppenerzeugende. 
Unter einem Zopf Z von •ter Ordnung verstehen wir folgendes 

topologisches Gebflde: 
Im Raum sei ein Rechteck mit Gegenseiten !/1, 9t bzw. ]l~, lit (der 

,Rahmen" yon Z) vorgelegt. Auf jeder der beiden Seiten .qL und .q~ 
seien n Punkte ~41 Az-. .  An bzw. B~ B~. . .  Bn gegeben, wobei der Sinn 
der Numeriemng yon /~L nach ht laufe. Jedem Punkte Ai sei ein- 
eindeutig ein Punkt B,, zugeordnet, mit dem er dutch eine doppelpunkt- 
freie Raumkurve p~ verbunden ist, die keine andere Km've pk schneidet. 
Die Kurve p~ erhalte noch die 0rientierung von A~ nach B,.,. Zwei 
solche Z6pfe heiflen ~tquivalent oder kiirzer gleich, wenn sie sich 
ineinander ohne Selbstdurchdringung deformieren lassen. Bei dieser 
Deformation betrachte man anch die Verlttngerungen von gl und .q.. 
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als undurchdringlich. Man beachte die beiden Orientierungen, die 
im Zopfe liegen. Die erste betrifft die Numerierung tier Punkte Ai, 
dic zweite den Sinn der Kurve p l. Bei der Deformation hat man auf 
diese Orientierungen Rtieksleht zu nehmen. 

Diese Definition werde null eingeengt durch die weitere Forderung: 
Nach passender Deformation von Z sollen die Projektionen der Kurven 
/ti atff die Ebene des Rahmens ganz im Innern des Rechtecks laufen, 

sich nur in endlich vielen Punkten schneiden und Al A~ A 
mit einer zu 9t parallelen Geraden nur einen Punkt 

~ ~  gemein haben. Da man dreifache Punkte dnreh 
leichte Abanderung in Doppelpunkte aufl0sen kann, 
wollen wir auch noeh annehmen, daft bei der 
Projektion nur einfache Schnittpunkte auftreten. 
Schematisch wird sich dann ein Zopf dutch eine 

B, B, B~ ~ Zeichnung repritsentieren lassen, wie sie in Fig. 2 
�9 zur Darstelhmg gebraeht ist. In Fig. 1 ist als 

Fig. 1. Beispiel ein Gefieeht gezeichnet, das wir nicht 
als Zopf betraehten werden. Im weiteren Verlauf denken wir uns die 
Z0pfe gleich in einer, solehen ,Normalgestalt" gegeben. 

Aus zwei Z6pfen Z1 und Z~ yon n ter 0rdnung kann dutch Kom- 
position ein dritter gebildet werden, indem man dutch Deformation der 

A1 A~ A:, A ~ As Normalgestalten die 
~ beiden Rechtecke in 

I ~ ~ ~  einer Ebene so an- 
einanderlegt, daft die 
Seite g~ yon ZI an g~ 

Z, 

Zopf ZI Z~ wird also 
Fig. 2. kurz gesagt dureh An- 

einanderh/ingen der beiden ZOpfe Zt und Z, erhalten. In Fig. 2 ist dies 
andeutungsweise wiedergegeben. Man achte dabei wieder auf die 
Orientiermlgen. Wir erwi~hnen noch ausdriicklich, obwohl dies schon 

yon Z~ anstOflt, die 
Punkte Bi yon Zl mit 
den Punkten A} von Z~ 
zusammenfallen und hl, 
hl in die Verlange- 
rungen yon hi und h~ 
fallen. Sodann 10sche 
man die Geradeg~ ~--g~. 
Das Resultat ist ein 
neuer Zopf, den wir mit 
Zt Z2 bezeichnen. Der 
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aus den Definitionen hervorgeht, daft bei diesem Prozess der ite Faden 
yon Z~ nicht notwendig mit dem i t~ Faden yon Z~ zu verkntipfen ist. 
1st vielmehr #~ die Verbindung yon A~ und B,.,, so hat man ja B,., mit 
dem Punkt A', yon Z2 zusammenfallen zu lassen, so daft ~i mit dem 
Faden #', yon Z~ verkniipft wird. In Fig. 2 ist z. B. der erste Faden 
yon Z~ mit dem ch'itten Faden yon Z~ verbunden. 

Das assoziative Gesetz 

(1) (z ,  z , )  - -  (z ,  z , )  

ffir unsere Komposition leuchtet unmittelbar ein. Denn offenbar erscheint 
derselbe Zopf, wenn man an Z~ den bereits verknfipften Z~Z..~ anh~tngt 
oder abet an ZL den Zopf Z2 und an das Kompositionsresultat Z..~. 
Dagegen ist im allgemeinen die Reihenfolge von Z~ �9 

undZ~ wesentlich' d'h" es gilt nicht das k~ l l l l m u t a t i v e  Gesetz. 

Die einfachsten Typen von Z0pfen T/ter Ordnung 
sind in Fig. 3 dargestellt. Wit haben: I X ] " 

1. Den Zopf E, bei dem der Punkt Ai mit Bi 
verbunde~ ist und die F~den t~ miteinander nicht 
verschlungen sind. (Bei passender Deformation 
schneiden sich dann dieProjektionen unsererKurven l X ] ~ 
nicht.) Ersichtlich gilt, wenn Z ein beliebiger 
Zopf ist: 

Fig. 3. 
z E  = E Z  Z. 

Unser Zorf E spielt also die Rolle der Einheit und werde deshalb auch 
einfach mit 1 bezeichnet. 

2. Der Zopf (ri, bei dem A~ mit B~+I und Ai+l mit Bi verbunden 
ist. wobei der z ~e Faden einmal /tber dem ( i +  1) ten Faden li~uft, die 
iibrigen Faden aber wie bei E laufen. (Also unverschlungen yon A,. 
nach Br.) 

3. Der Zopf %-1, b ei dem derselbe Sachverhalt wie bei a/ vorliegt, 
nur dal3 der ite Faden einmal unter dem ( i +  1) t~n lauft. 

Komponiert man den Zopf ~ mit ai -1, so kann man den ~en Faden 
v0m ( i ~ - 1 )  ten herunterheben, erhiilt also den Zopf E. Ebenso wenn 
a- i  mit % komponiert wird. Es gilt also: 

( 3 )  a i .  a .  - 1  ----- a :  a .  a .  = 1 .  

Aus diesem Grunde wurde der dritte Typus a/-~ genannt. 
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Nunmehr kann man leicht einsehen, daf jeder Zopf durch passende 
Komposition tier Elementarz(~pfe 0.~1, 0.~1... ~ 1  erhalten werden kann, 
da man ihn naeh leichten Deformationen in solche Schichten zerlegen 
kann, so daf in jeder einzelnen Schieht nur eine Uberkreuzung liegt. 
Die in Fig. 2 vorkommenden Z0p'fe gestatten zum Beispiel die Darstellung: 

Zl = 0.1 ~ 0.~-1 0"1 0.2 -'J 0.8 ~ Z2 = ffl ~ 0.~-1 0.1 0.$ 0.21 0.4 0.~-1. 

Dies hat aber zur Folge, daft es zu jedem Zopf Z einen inversen Z -1 
gibt, ffir den gilt: 
(4) Z Z  - 1  = Z - 1  Z = 1. 

,So ist z. B. : Z{ -1 ~--- 0.2 a8 -1 a2 0.~-1 0.~ 0.4 ffl'-I 1' Die geometrische Bedeutung 
yon Z -1 ist auch unmittelbar zu erkennen. Man erhalt ihn namlieh, wenn 
man die Projektion yon Z an der Geraden g, spiegelt, die 0rientierung 
der Kurven aber im Spiegelbi!d einfach fortsetzt. 

Somit bilden die Z~pfe n ter Ordnung eine Gruppe ~n mit den (n - -1 )  
Erzeugenden 0.~, a., �9 �9 �9 ~n-1. 

Als Beispiel eines einfachen Zopfes 3. 0rdnung ffihren wir noch 
den allgemein bekannten Damenzopf an. Er hat die Formel: 

Auch die Flechtart: 
Z = (0.1 0.2_1)k. 

Z = (0.1 0.8 0.2-1) k 

bei der vier F~tden verwendet werden, findet haufig Anwendung. 

w 3. Deflnierende Relationen. 
Die Darstellung eines Zopfes Z mit Hilfe der 0.~ ist natiirlich nicht 

eindeutig, da zwischen den 0.~ noch gewisse Relationen bestehen werden, 
die yon den erlaubten Deformationen yon Z herrfihren. Es wird sich 
mm zunitchst darum handeln, die definierenden Relationen unserer Gruppe 
zu bestimmen, die Defollnationen also zu arithmetisieren. Man fiberlegt 
sich nun leieht, daft eine Deformation yon Z ans einer Normalgestalt in 
eine andere stets auch in der Normalgestalt ausgeffihrt werden kann, 
so d a f e s  nur auf ein Umordnen der Faden ankommt. 

Dieses Umordnen der Fi~den soil nun in einzelne Schritte zerlegt 
werden. `statt mehrere Fi~den zugleieh umzuordnen, kann man sukzessiv 
die einzelnen F~tden fiber oder unter die anderen wegziehen. Dabei 
wird man allerdings mebrmals zum gleichen Faden zuriickkehren miissen, 
nachdem man inzwischen die anderen Faden passend umgelegt hat. Jeden- 
falls besteht aber ein einzelner Schritt darin, daf ein gewisser Faden 
allein aeformiert wird und die anderen lest bleiben. 
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Dieser einzelne Schritt kann nun weiter in noch einfachere zerlegt 
werden. Verfolgen wir nitmlich die Fadendeformation, so wird unser 
Faden in gewissen Augenblicken benachbarte Fitden fiberschreiten oder 
unterschreiten, ferner werden sich die tTberkreuzungen, an denen unser 
Faden beteiligt ist, verschieben. Geschieht dies an mehreren Stellen 
zugleich, so kann man dies wieder hintereinander ausfiihren. Denken 
wir uns nun an einer Stelle den /tea Faden fiber den (i-}-1) ten gelegt, 
so wird knapp nach der Uberschreitung an dieser Stelle des Zopfes der 
Teil %. %-~ eingeschoben erscheinen. Dies gibt uns also keine Relation. 
Ebenso bedeutet die umgekehrte Operation nur das Weglassen eines 
Teils % %-i. 

Es bleibt also noch das ,,Verschieben" zu betraehten. Es handle 
sieh etwa um a~. Solange man mit a~ nieht eine 0berkreuzung passiert, 
an der der (i-~ 1)t~ Faden beteiligt ist, kann im Ausdruek flit Z h(iehstens 
die Ver~tnderung eintreten, dalt a~, das vor dem Verschieben einem 
Gliede ak folgte, nunmehr diesem vorangeht. Dabei muff k ~: i 4- 1 sein, 
da der i ts und (i ~- 1) te Faden in dem 
betrachteten Zopfteil nut an der 
I]berkreuzung ai beteiligt sind. (Vgl. 
Fig. 4.) Diese Umordnung gibt also 
die Relation: 

(5) mak -~ akin. 

Fig. 4. 

Wenn man aber beim ,,Ver- 
schieben" yon a~ (etwa nach ,,oben") 
eine Uberkreuzung passiert, an tier 
der (i ~- 1)te Faden beteiligt ist, also 
a~l, so entnehmen wir Fig. 5, 6, in 
denen nattirlich nur das betroffene 
Segment unseres Zopfes gezeich- 
net ist: 

0";-~1 (;i = O'/'T'I O'/-~-I ff/tl 0"/~1" 
Fig. 6. 

Dies gibt in beiden Fallen die Relation: 

Fig. 5. 

. . /}'( 

(,3) O~iffi~lffi ~ O'i§ 

Die vollkommene Symmetrie von (6) weist schon darauf hin, da~ 
man nichts Neues r wenn man etwa ai naeh ,,unten" verschiebt 
oder wenn man den/ten Faden fiber den ( i - -1 )  tea zieht. Man kann sich 
davon mfihelos explizit flberzeugcn. Ebenso ffihrt auch das Verschieben 
v , ) n  O'i --1 nur auf (5) und (6). 



52 E. Artin. 

Das  Umordnen der  F a d e n  lauft  somit nur  auf wiederhol te  An- 

wendung  der Rela t ionen (5) und (6) hinaus, so dab diese ein System 

definierender Rela t ionen ftir unsere Gruppe sind. Wie  haben also:  

Satz 1. Die Gruppe an der Z@fe n re" Ordnunq liiflt sich aus den 

(n - -  1) Ea'zeug. enden ~1, ~ ,  " ' "  fin-1 a~fjTmuen, zwischen denen die Relationen 
bestehen : 

(7) a, Z a k ,  l,'4 i - - l ,  i + 1  

(8) a i a i+se i  = ai+laSai  a, i = 1 ,2 ,  . . .  n - - 2 .  

Dabei  bedeute t  naeh J. NmLSEN ~) das Zeiehen -~ die t) 'rta,sch- 

barkeit yon a~ und ak. 

Ffir  n = 3 hat  man z. B. die beiden Erzeugenden  a~ and ~.~ sowie 

die eine Rela t ion  

(9) a ~ a ~  = ~ a ~ %  

Man erkennt  tibrigens, dab die Gruppe ~3 isomorph ist mit der 

Fundamen ta lg ruppe  der Kleeblat tschl inge.  

w 4. Zusammenhang mit der Permutationsgruppe yon n Ziffern. 

Wir  bemerken zun~chst ,  dag sieh die Gruppe ~ immer durch zwei 

Erzeugende  darstel len l~gt. Wi r  setzen n~mlich: 

( 1 O )  a : o" 1 o~2 o'$ . . .  o ~ , _ 1  

(11) tr : •,. 

Dann  hat  man wegen (7): 

a {~i : f f l  0"2" " " ( ~ i - i  U i G i ~ - l "  U i "  G i+ '~  f f i ~ - 3 "  " " f i n - - 1 .  

W e n d e t  man (8) an, so wird :  

a {Ti : f f l  �9 �9 �9 ~ T i - 1 .  {T i+ l  f f i ~ i ~ - i  �9 { T i + 2 "  �9 �9 ~ n - l ~  

also wegen (7): 

a as : 6i+1 �9 al �9 �9 �9 ai-~ �9 ~i ~i+~ �9 �9 �9 ~n-~ = ai4-~ �9 a 
oder :  
(12) o'i+~ = Ct ~i a -1. 

Durch  wiederhol te  Anwendung  erschlieBt man daraus :  

(13) ai - -  a i-1 a a -(i-1). 

1) j. NIELSE,~', Die Isomorphismengruppe der freien Gruppen. Mathematisci~e 
Annalen, Bd. 91, S. 169. 
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Damit sind aber die a~ durch die beiden Elemente a und a aus- 
gedriickt. Wir wollen noch die Relationen auf a und a umrechnen. 
Dazu gehen wir so vor. Die Gruppe an kann man sich auch erzeugt 
denken durch die n ~- 1 Erzeugenden ~i, a und a mit den Relationen 
(7), (8), (10), (11), (13). Dann ist (12) eine Folge yon (13). Wendet  
man nun (12)wiederhol t  an auf die Relation (9), so erhitlt man die 
allgemeine Relation (8). Man ben(~tigt (8) also nur ftir i ~ 1. Aber 
aueh dies ist fiberfiiissig. Nach (7) ist niimlich 0~ vertauschbar rnit dem 
]['rodukt as a4.. .an_x, wegen (10) also mit a~ -x o~-~ a. Dies ~ b t :  

a~. %-~ ai  -1 a = o~ -1 oi-1 a .  ~ .  

Nun ist naeh (12): a a~ ~--- a, a. Tragt  man dies ein, so wird: 

(11 0"21 01-1 = 02-2 ! 0~11 62' 

Dies erkennt man aber nach leichter Umrechnung als Relation (8) fiir 
i :  1 wieder. 

Aber auch (7) ben(~tigt man wegen (12) nur ftir i : 1. Tri~gt man 
in ihr (13) ein, so erh~tlt man nach leichter SJlderung der Bezeichnung: 

(14) a -~ a i a a - i  fiir 2 "~ i <~ n - -  2 

(fiir n ~---3 keine Relation). 
Umgekehrt  liefert (14) und (13) die Relation (7). Es bleiben also 

noeh die Relationen (10), (11), (13), (14). Man trage nun (13) ein in 
(10) und erhalt: 

a = o a ~ a �9 �9 �9 a o a -('*-~) ~ a -~ (a ~r) '~-~ �9 ( [ - ( n - 2 )  

Dies gibt die Relation: 

(15)  a "  = (a ~)n-~. 

Aus (15) und (13) ergibt sich umgekehrt (10), so da~ man der Gruppc 
3,* auch die Relationen (11), (13), (14), (15) zugrunde legen kann. In 
ihnen haben aber (11) und (13) nur den Charakter yon Benennungen. 
so daft man sic weglassen kann. Dann aber bleiben nur die beiden 
Erzeugenden a und ~ mit den Relationen (14) und (15) fibrig. 

Die Elemente ( t und  a o erzeugen auch die ganze Gruppe. Nach 
(15) ist a s Potenz yon jeder dieser Erzeugenden. Somit ist a" mit 
ihnen, also auch mit ~edem Element der Gnlppe vertauschbar.. Dies 
folgt allein aus (15). Nun ist leicht zu sehen, da8 mall die Hitlfte der 
Relationen (14) weglassen k~mn. Aus (14) folgt namlieh retch Traus- 
formation mit a-i: 

a i ra /  ~_ 6 
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also: 

oder 

ff ~ a - i f f a  i = an. a - i f f l l  i. (t-n 

q +~ a m-4) ua - (n -O  

Wir haben also: 
Sa~  2. Die Gruppe f3, besitzt die zwei Erzeugenden ~ ~md ~ mit 

den d~finierenden Relatio~en : 

(16) a n --- (aa) '~-I 

(17) a ~ aiaa - i  f~r 9 < i < _n_ 

In Fig. 7 sind die beiden Z0pfe a und a" 
a fiir n : 4 gezeichnet. Wir erkelmen, daft a" 

aus dem Zopf E durch eine volle Torsion aller 
Fitden erhalten wird, und sehen nunmehr auch 

/ / ~  / ,  anschaulich ein, daft a" mit jedem Zopf ver- 
tausehbar ist. 

/ J~( '7~-"~ Nehmen wir nun zu unseren Relationen (16). 
a~ (17) noeh die weitere, in unserer Gruppe ~,, 

natiirlich nicht erffillte Relation: 

Fig.  7. (18)  a ~ = 1 

hinzu. Was fiir eine Gruppe ergibt digs? Aus (13) folgt dann auch 
a~, ~---1 oder a i := ~-i. Dies bedeutet geometrisch, dab es bei einer 
Uberkreuzung nicht darauf ankommt, welcher Faden oben l~tuft, da~ 
also bei den Deformationeu eines Zopfes aueh Durchdringungen der 
Faden zugelassen werden. Wenn aber das der Fall ist, so kommt es 
aber offenbar nur noch darauf all, mit welchem Punkte Br, ein Punkt Ai 
verbunden ist, da man, falls Durchdringung erlaubt ist. jede Verschlingung 
der Faden in jede andere dcformieren kann. Es kommt also nut auf 

�9 .. n an. Komponiert man zwei ZOpte, so die Permutation r~ r~ ,r:~ r,, 

komponieren sich die zugehOrigen l'ermutationen. Die gesuchte Gruppe 
stellt sich also als die Permutationsgruppe ~,~ yon n Ziffern heraus. 
Wir haben als(): 

Satz 3. Die symmetrische Gruppe ~ ,  der P~'mut(dionen r,m 

n Ziffern besitztzwei Er.:eugende u und a mit den de li.nierenden R+,latiom,~ 

(16), (17), (18). 
Offenbar ist a die Transposition (1, 2) und a der n-gliedrige Zyklus 

( n , n - -  I , . . . .  2, 1). Literaturangaben fiber das Relationensystem (ler 
symmetrischen Grulq)e findet man in der schon zitierten Arbeit yon 
J. NIELSEN ~'). E s  werde noch hervor~ehoben. (la[i bei N1EI,SEN die weitere. 
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nach dem Bewiesenen iiberfliissige Relation a " =  1 gefordert wird. Sic 
mull Folgerelation yon (16), (17), (18) sein, was man auch durch direktes 
Rechnen, wenn auch etwas umst/tndlich, best/itigen kann. 

Der gruppentheoretische Zusammenhang zwischen 3n und ~ ,  ist 
der, dab | die Faktorgruppe des vom Element ~ erzeugten Nomnal- 
teilers ~n in bezug auf ~,, ist. Die geometrische Bedeutung yon !l~,, 
ist die, dab ~ ,  die Gruppe aller Z6pfe mit identischer Permutation 
bezeichimt. 

w 5. Der geschlossene Zopf, 
Wir betrachten im Ra~im irgendeine Gerade h, die ,Achse". Ferner 

sei ein Zopf Z vorgelegt. Wir schlingen Z, ohne ihn zu tordieren, um 
die Achse h, so daft die Geraden g~ und g~ zusammenfallen und der 
Punkt  Ai anf Bi zu liegen kommt. Null 10schen wir den ,Rahmen".  
Das entstehende topologische Gebilde, bei dem also das Ende yon ~i mit 
dem Anfang yon #,., verkntipft ist, nennen wir den zu Z geh0rigen 
geschlossenen Zopf. 

Als erlaubte Ab~nderung betrachten wir dabei jede Deformation 
der Fiiden, bei der die Achse h nicht fiberschritten wird. Dabei daft 
die Deformation auch an den friiher festzuhaltenden Punkten A~ aus- 
g'efiihrt werden, die jetzt gleichberechtigt mit allen anderen Punkten 
sind. Da somit die in den Punkten A~ urspriinglich bestehende 0rien- 
tierung ihre Bedeutung verliert, liegt in einem geschlossenen Zopf nur 
noch die eine Orientierung, die die 

h 
Fiiden erhalten haben, also der Um- 
laufsinn um die Achse h. In Fig. 8 ist 
ein Beispiel eines geschlossenen Zopfes ~ 
fiir n = 3 gezeichnet. Er gehOrt zum 
Zopf: 

Z = 0"1 0"- ;'-1 ffl 0~'21" ( - . . . . .  - - - - - - - - > ,  j - x j .  

gleichen geschlossenen Zopf wie Z? Zu [ 
den friiher besprochenen Abanderungen I 
kommt noch hinzu, daft man jetzt auch Fig. 8. 
an der Verkniil)fungsstelle ab~indern 
darf. Man kann dort also das Glied X -1. X einschieben. Dies ffihrt abel" 
auf den Zopf Z'  X Z X - k  Au~erdem hat man noch die Relationen 
yon ,~,, anzuwenden. Schneidet man den geschlossenen Zopf an einer 
anderen Stelle auf, etwa yon der Art, dal~ erst nach dem Zopfteil Y die 
alte Verkniipfungsstelle kommt, so fiihrt dies auf einen Zopf Z" = YZ Y-~, 
da ja hinten der Tell Y wieder fehlen mull. Dies sind abet jetzt alh~ 
nt, u hitlzHkommeuden zul~issi~'en Ab~inderungen, so dat~ wir haben: 
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Sail 4. Die not~e,end~qe und hinreichende Beding. ung daj~ir, der 
zwei Z6pfe Z und Z ~ denselben geschlossenen Zopf erzeugen, ist die 
Existenz eines Zopfes X, so daft 

(19) Z'  ~ X Z X  -1 

ist, dab also Z in Z'  transformierbar ist. 
Zu jedem geschlossenen Zopf gehfirt also eine ganze Klasse 

~luivalenter Elemente aus ~,, und umgekehrt. 
L0scht man bei einem geschlossenen Zopf auch noch die Achse h, 

so geht er in eine Verkettung einer gewissen Anzahl geschlossener 
orientierter Kurven bzw. in einen Knoten fiber. In unserer Fig. 8 liegt 
eine einzige Kurve, also ein Knoten vor (fibrigens die Doppelschlinge). 

Man tiberlegt sich leicht, wie man aus dem Ausdruck ffir Z erkennt, 
in wieviel Kurven der geschlossene Zopf zerfallt. Zu jedem Z gehOrt 
nitmlich eine gewisse Pel~nutation ~, die man erhiilt, wenn man in Z 
das Element o~ durch die Transposition (i, i + 1) ersetzt. Man zerlege 
nun u in Zyklen. Die Anzahl dieser Zyklen ist dann die Anzahl der 
Kurven, in die tier zugehfirige geschlossene Zopf zerfallt. 

Hier setzt nun der Zusammenhang mit beliebigen Verkettungen 
und Knoten ein. Es gilt namlich 

Sa~ 5. Jede belieb~.e Verkettung (oder Knoten) ldflt sich bci 
beliebiger Orientierung. der Komponenten als geschlossener Zopf darstellen 
(natiirlich idcht eindeutig). 

Herrn H. KNZSEa verdanke ich die Mitteilung, dal3 ffir diesen Satz 
bisher schon zwei Beweise vorliegen. Der eine stammt yon I:[. BRU~N~), 
tier andere yon J. W. ALEXANDERS). Ich unterdriicke daher ~e r  meinen 
urspriinglichen Beweis und verweise etwa auf die Alexandersche Arbeit. 
Der dortige Beweis 1Mit an Einfachheit und Durchsichtigkeit nichts zu 
wfinschen tibrig. Es sei nur noch gestattet darauf hinzuweisen, dat~ 
sich aus diesem Satz unmittelbar eine Vermutung yon H. WF.ITH ~) be- 
statigen lal~t, nach der jede Verkettung nach passender Deformation 
eine wendepunktfreie Projektion besitzt. 

Es m0gen noch als Beispiele einige einfache Knoten und Verkettungen 
als geschlossener Zopf dargestellt werden: 

I. Verkettung auf dem Torus mit n-L~tngsumlaufen und r-Quer- 
umlitufen: 0rdnung des Zopfes Z ist dann n und Z - -  a ~, wo a durch 
(10) erklih't ist. 

�9 2) H. BBIXN, ?Jber verknotete Curven. Verh. Math.-Kongr. Ztirich 1897, S. 256. 
3) j .  W. ALEXANDER: A Lemma on Systems of Knotted Curves. Proc. Nat. Ac. 

U. S. A., vol. 9, S. 93. 
~) Vgl. Enzyklop~idieartikel M. DEaN III AB3. Seite ~09. 
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Fiir die beiden Kleeblattschlingen hat man insbesondere Z =- a~ 
bzw. Z =  a (  a bei n =- 2. 

2. Doppelschlinge: Zopf 3. Ordnung Z ~-- (a 1 a2-1)2. 
3. Verkettung zweier Kreise mit verschwindendem Verschlingungs- 

integral (vgl. Enzyklopi~dieartikel III AB3, Fig. 21) n --- 3 und etwa: 
Z ~ - -  0"} 0"2--1G10"2 -1. 

4. Verkettung dreier Kreise, bei denen je zwei unverkettet sind: 
n = 3 und Z = (a 1%-i)3. 

Die Umformung eines Knotens in einen geschlossenen Zopf macht 
iibrigens auch bei komplizierten Gebilden keine Schwierigkeiten, wenn 
man die zum Beweis von Satz 5 benutzte Methode verwendet. Ohne 
Aulehnung an iiiese Methode, also durch reines Probieren, ist sie ein 
empfehlenswertes Geduldspiel. 

Will man nun auf diesem Wege dem Studium der Knoten und Ver- 
kettungen n/iherkonrmen, so hat man zun/~chst zwei Probleme zu 16sen: 

1. Wann sind zwei ZClpfe Z und Z' einander gleich? Es wird 
also nach einem finiten Verfahren gesucht, das gestattet zu entseheiden, 
ob zwei Elemente Z und Z' unserer Gruppe, die in a-Darstellung gegeben 
seien, auf Grund der definierenden Relationen ineinander fiberftihrbar 
sind. Nach DEHN nennt man diese Frage das Wortproblem fiir die 
Gruppe. ~ .  

2. Wann sind zwei geschlossene ZOpfe einander gleich, warm sind 
also zwei Elemente Z und Z' ineinander transformierbar? Dies ist das 
Tra~ts/brmationsproblem unserer Gruppe ~,~. 

Wenn diese Probleme gelOst sind, kann man an die Frage heran- 
treten, wie die verschiedenen Arten eine Verkettung als geschlossenen 
Zopf darzustellen miteinander zusammenh~tngen. Ich glaube, dal~ es 
m6glich sein wird, auf diese Frage eine befriedigende Antwort zu geben. 

Im folgenden besch/~ftigen wir uns hauptsaehlich mit tier emten 
Frage. Ihre L6sung wird uns gelingen, sobald wir den Zusammenhang 
mit den fiblichen Begrigen der Topologie, vor allem mit der Fundamental- 
gruppe einer Verkettung hergestellt haben. 

w 6. Die Fundamentalgruppe. 
Wir betrachten einen Zopf Z und den zugehOrigen ge.~chlossencn 

Zopf. Die dazugeh0rige Verkettung besitzt eine Fuudamental~upl)e 
(ira iiblichen Sinne), zu deren Bestimmung wir tins nma wenden. 

Wir withlen also im Raum eincn festen Punkt P und betrachtcn 
die yon P ausgehenden geschlossenen orientierten Wege. Dabei wird 
ein Weg (tie Identit~it genannt, wenn er sich auf den Punkt P zusammen- 
zieheu li][~t, ohne (lie Verkettung zu iiberschreiten; dabei wird allerdings 
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Selbstdurchdringung des Weges zugelassen. Allgemein heitien zwei Wege 
gleieh, wenn sie sicb, ohne die Verkettung zu schneiden, ineinander 
deformieren lassen. Unter der Fundamentalgruppe der Verkettung ver- 
steht ms, n dann bekanntlich die Gruppe dieser Wege, wobei Komposition 
ein sukzessives Durchlaufen der Einzelwege bedeutet. 

Sei nun 
Z = a -+-~ ~,,+-~ ~,+,~ +-~ f: " . �9 O ' . l v - l ) .  

Wit denken uns gemafi dieser Darstellung den geschlossenen Zopf wirklich 
in Schichten zerlegt, deren erste aus ~i, deren zweite aus a~, usw. besteht. 
Fassen wit nun im ersten Abschnitt die F~tden knapp vor a~ ins Auge 
und nennen einen Umlauf um den ute, Faden t~. Dabei soll man, wenn 
man sich etwa wie in unserer Figur den Punkt  P links vom Zopf gelegen 
denkt, yore Punkte P aus fiber die F~tden yon 1 his r -  1 weglaufen, 

den r re" Faden yon unten her 

Fig. 9. 

umkreisen and wieder tiber die 
vorangegangenen FRden zum 
Punkt  P zurtickkehren. Die 
analogen Uml~ufe um die Fi~den 
der zweiten Schicht knapp vor ai' 
nennen wir t~, t' �9 ' �9 ,, . .  tn. Das- 
selbe machen wir in jeder der 
Schichten. Die letzten Umli~ufe, 

die eingefiihrt werden, knapp von or heifien t~("--~). Geht man noch eine 
Schicht weiter, so kommt man, da der Zopf geschlossen ist zur ersten. 
also zu den Umli~ufen tl t~ . . .  tn zuriiek, denen wir deshalb auch den 

. ( r )  . BCr)  Namen f~), ~2 -- .n geben. 

Fig. 10. 

Die Erzeugenden der Fundamental- 
gruppe und die definierenden Relationen 
findet man nun wohl am einfachsten mit 
Hilfe einer Methode, die Herr WIRTINGEI~ 
in seinen Vol~lesungen entwickelt hat und 
deren Kenntuis ich Herrn SCHREIEI~ 
verdanke. 

Man denke sich zun~tchst den Zopf 
so gelegt, daft seine Projektion auf 
die Zeichenebene schematisch unsere 
Zerlegung in Schichten wiedergibt. 
Nunmehr lege mall durch jeden Punkt 
des Zopfes eine Gerade, die auf der 
Zeichenebene senkrecht steht und be- 
~r:tehte (lie ,.unter('" Hi~lfte dies~ 
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Geraden. Diese I-Ialbstrahlen erffillen einen Zylinder, der vom g, esehlossenen 
Zopf berandet wird. Unsere Fig. 10 zeigt ihn ffir den Fall der Kleeblatt- 
schlinge in Seitenansicht. Die VerlRngerungen der Selbstdurchdringungs- 
kanten des Zylinders laufen dann durch einen ~'berkreuzungspunkt des 
Zopfes. 

Ein beliebiger Weg um unseren geschlossenen Zopf wird nun den 
Zylinder in gewissen Punkten durehdringen. Da nun der l~tngs des 
Zylinders aufgeschnittene Raum einfach zusammenhangt, ist tier Weg 
umgekehrt durch Angabe tier Durehdringungspunkte, ihrer Reihenfolge 
und tier Richtung der einzelnen Durchdringung bis auf Deformationen, 
die den Zylinder nicht treffen, eindeutig bestimmt. Bei Komposition zweier 
Wege sind ferner die Durehdringungspunkte der Komponenten hinter- 
einander zu setzen. 

Die Selbstdurehdringungskanten zerlegen den Zylinder in einzelne 
Wandteile, die ihrerseits frei yon Durchdringungskanten sind (dabei hat 
man allerdings die Selbstdurchdringungskanten auf den Zylinder his zum 
at~ersten Rand zu verlangern). Da man auf einer solchen Wand den 
Durchdringungspunkt bei einfachster Deformation des Weges beliebig 
verschieben kann, kommt es also fiir die Fundamentalgruppe nur darauf 
an, welche Wande durchsetzt werden. Aus dem bisher Gesagten geht 
hervor, da6 man einen beliebigen Weg stets aus solchen Elementar- 
wegen komponieren kann, die jewei!s nur eine Wand in einem bestimmten 
Sinn durchsetzen. 

Das tun nun unsere vorhin eingeffihrten Umli~ufe; andererseits gibt 
es auch zu jeder Wand einen Umlauf, der gerade sie durchsetzt. Die ~(,~) 
sind also Erzeugende der Fundamentalgruppe. Dabei wollen wir aber 
gleich hervorheben, dab die Durchsetzungen einer Wand mitunter ver- 
schiedene Namen haben. Zum Beispiel durchsetzen die Umli~ufe t,. 
und g, genau dieselbe Wand, wenn dieser Teil des Zylinders an der 
Uberkreuzung (~i nieht beteiligt ist, wenn also ~, :~ i, i + 1 ist. Dies fiihrt 
bereits auf die Relation: 

(20) t,, = t ' .  v ~ i,  i +  1. 

Analoge Relationen gelten nattirlich zwisehen t',, und fT. 
Um nun die Relationen der Fundamentalgruppe zu bestimmen, hat 

man zu beaehten, daI~ ein Weg einer beliebigen Deformation unterworfen 
werden darf, sofern nur unser Zopf nieht tiberschritten wird. Eine solche 
Deformation l~fit sich immer auf den Zusatz kleiner Kreise zurfickfiihren, 
die den Zopf nicht umschlingen. Wir finden also die Relationen, wenn 
wir die Bedingung dafiir aufstellen, dal~ ein solcher kleiner Kreis stets 
die Identitiit ist. Dabei kommt es natiirlich nur auf die Wgnde an, 
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die dieser Kreis durchsetzt. Durehsetzt er nur eine Wand, so liefert 
dies nichts Neues, da dies nur auf das bereits beriieksichtigte Verschieben 
eines Durchdringungspunktes auf einer Wand hinausl~tuft. Es bleiben 
dann noch zwei MSgliehkeiten. (Siehe :Fig. 11.) 

1. Der kleine Weg umkreist eine Selbstdurchdringungskante, etwa 
die yon ~ t  herrfihrende. Dies ftihrt auf: 

ti t i+l  tl-+~ t~ - I  ~ 1 

-~ t, oder 

(21) ti t i+l  = t~ /~+1. 

Fig. 11. 

2. Der kleine Weg umkreist 
die Verlangerung einer Selbstdurch- 
dringungskante, etwa die bei a~ .  
Hier ran6 man unterscheiden. Fiir 
Z = a.+~ . . .  erhalt man: 

(22) ~ = l~+1, 
ffir Z----- a~-i . . .  aber wird 

(23) t,+~ = t~. 
Daraus findet man insgesamt: 

t,, ~--- t', ffir u ~= i, i- l-1 

It, = t}+~ {t~ t, t~+, '-1 (24) Z ~- ai - . .  bzw. Z-~- a. -1 . . . .  
t~+~ ---- t}u tl t,+~' ' t ,+ l  = t~ 

Analoge Relationen natiirlich zwischen t~ und g; usw. Dies sind 
dann die gesuchten Relationen der Fundamentalgruppe. Dabei beachte +1 
man nur, daft bei den zum Segment yon %7,-,) geh0rigen Relationen 
rechts t(~ ) ~ t,, ist. 

Die Relationen (24) lassen sich nach t" aufl0sen, wie ja schoh 
aus der Symmetrie tier ursprtinglichen Relationen hervorgeht. Daraus 
folgert man, dal3 schon die Umlaufe t~, t2, . . .  tn Erzeugende der Fun- 
damentalgruppe sind, da man ja die fibrigen Umltiufe t', t~' --.  durch sie 
ausdriicken kann. 

Um nun die Relationen in diesen Erzeugenden allein zu haben, 
hat man aus (24) und den analog gebauten Gleiehungen die iiberfitissigen 
Or~ifien zu eliminieren. Dies geschieht so. Man setze in (24) ffir die t',. 
ihre Ausdrflcke durch die t',' ein (es sind dies die im zweiten Segment 
aufzustellenden Re]ationen, die genau wie (24) aussehen). Dadurch ist 
t',, eliminiert und t,, durch die t~' ausgedrEickt. Die t7 driicke man durch 
die f/' aus und fahre so fort. Hat man schliefllich die t(,~ "--~) durch die {,~) 
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ausgedrfiekt, so beaehte man t~f, ) ~  t,, und erh~tlt so die gewtinschten 
Relationen zwisehen den t~ allein. 

Um diese Rechnung bequemer ausffihren zu k6nnen, betraehte 
man (24) als Substitution, i~ der man dann die Akzente weglassen kann. 
Man ordne also dem Element a~ die Substitution 

ti ti+l ) 

t.. t,~_l '~1 t, t,~-i1 

zu, wobei u 4 i, i q-1 ist. Ebenso dem Element ai-1 die Substitution: 

t,, t i ti+ll 
~-i ~ t,, t i ti+ l t71 f i /" 

Bezfiglich dieser Schreibweise bemerken wir, dag eine leiehte 
Rechnung die Substitutionen ~ und ~/-~ wirklieh als inverse naehweist. 

Der Prozel], in (24) t~ dureh die t~' auszudrficken, lauft nun auf 
Komposition tier Substimtionen ~-+~ und ~_+1 hinaus. Um das ~hdresultat 
zu erhalten, hat man die Substitution 

--_~I - -+1  --+i 

ai ~i . . . .  ~i;-,) 

(,,) auszm'eehnen. Wir wollen sie mit Z bezeiehnen. Es sei nun Z~--- T~ 

wo T~ ein Potenzprodukt der t~ ist. Dann lauten die gesuchten Rela- 
tionen der Fundamentalgruppe: t,, -~ T,, O' --~ 1, 2 , . . .  n). 

Sail  6. Um die Fundamentalgruppe der zu einem geschlossenen 
Zopf  Z geh6rigen Verkettung z~e erhalten~ ersetze man im Aus&'uck f i ir  Z 
die Elemente % bzw. ~-~ durch die Substitutionen: 

t,, t i ti+l ~ (wo ~, 4 i, i + 1 ) .  
(25) Ei = t,, ti+ 1 t~ l  ti ti+ l /  

(t,, t, t,+,l 
(.'26) ~ - 1  = t,. t i ti+ t t~ -i t i 1' 

Das Resultat, nach Komposition aller Substitution~z, ist eine gmvisse 
Substitution Z etwa : 

(27) Z = T~ u ~-- 1 , 2 , 3 : . . . n ,  

wo die T~ Potenzprodukte der t,. sin& Die Relationen do" z~(ndamental- 
gruppe lauten dann : 

(28) t,, --I T,. v ~ 1, 2, 3 , - . .  n. 
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Wir haben noch, einer spateren Anwendung willen, die geometrische 
Bedeutung der Relationen (28) zu erlfiutern, wenn wir die t,, in der 
ursprfinglichen Weise als Umlaufe deuten. 

Was zunachst (24) betrifft, so gibt dies an, wie sich die Umlaufe t,. 
durch die t" ausdrficken, wenn man sie aus dem ersten Seg~nent des 
Zopfes in das zweite verschiebt. Unsere Relationen (24) hittten auch 
auf diese Weise gewonnen werden ktfnnen und man fiberzeugt sich leicht 
an der Hand einer Skizze, da~ man sie so in der Tat erhi~lt. Der 
daraufhin angewendete Prozefl der Elimination besagt nun einfach, daft 
ein Umlauf t~ yore ersten Zopfsegment ins zweite vemchoben wird, von 
dort ins dritte usw., bis man schlie~lich wieder im ersten Segment an- 
kommt. Aus t~ ist dann eine Verschlingung T~ mit den ursprtingliehen 
Fadenteflen geworden, so dab sich T~ direkt dureh die t~ als Potenz- 
produkt ausdriicken la~t, ohne das erste Segment weiter zu verlassen. 
Die Relation t~ ~--- T~ besagt also, dab t,,, nachdem es einmal um den 
ganzen Zopf herumgefiihrt wird, die Form Tr angenommen hat. 

Es sei noch erwithnt, daft bei der Komposition der ~ zwischen 
den t~ keinerlei Relationen vorausgesetzt werden diirfen, da~ sie also 
als freie Veranderliche zu betrachten sind. 

w 7. Das Wortproblem. 
Ntmmehr lassen wir fiir den Augenblick die Beziehung unserer 

Substitutionen zur Fundamentalgruppe beiseite und be~l-achten sie an sich. 
Hangt die Substitution Z~ ab yon der Art und Weise, wie Z dureh 

die ai ausgedrtickt ist? 
Dies ist nieht der Fall. Denn man rechnet mfihelos nach, dab 

die Substitutionen ~ auch die Relationen 

(29) 

~_ ~k, k 4 i ~ _ _ 1  

identisch in den t~ erfi~len. Ferner wurde schon bemerkt, daft ~ und 
~ -1  wirklich inverse Substitutionen sind. 

Eine An.wendung der Relationen (7), (8) auf Z bewirkt also keinerlei 
Veranderun_g in der Substitution Z, da ja die ~i die gleichen Relationen 
erfiillen. Z ist also eindeutig durch Z bestimmt. 

Aus der Definition yon Z folgt ferner direkt: 

(30) Z1 Z~ = Z, Z..; Z-1 = 2-1. 
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Die Substitutionen ~7 bilden also eine mit ~ isomorphe Gruppe ~n. 
Man wird nun sehon vermuten, dal~ dies ein einstufiger Isomorphismus 
ist, dab also auch aus 

Z, : ~ folgt Z~ : Z,. 

Wegen (30) ist dies gleichwertig mit Z 1 Z~ -1 : 1 und Z~ Z~ -1 = 1. 
Es genfigt also nachzuweisen, da~ aus 

~ 1 folgt Z :  1. 

Dieser Nachweis gelingt nun in der Tat. Denn nach der geome- 
trischen Bedeutung yon Z besagt Z----- 1, daft der Umlauf t~ in sich 
selbst fibergeht, wenn man ihn einmal um den ganzen Zopf herumfiihrt. 
Wir denken uns nun den Umlauf tv yon folgender Beschaffenheit. 

Der Punkt P werde zunachst i.n Richtung der Achse des geschlossenen 
Zopfes ins Unendliche verlegt. Von P aus gehe man langs einer Kurve {~ 
(die natfirlich tier ursprfinglichen Bedeutung yon t~ entspricht) bis knapp 
an den vten Faden, ttmkreise ihn fangs eines kleinen Kreises und laufe 
langs E wieder zuriick nach P. Verschiebt man nun den Umlauf t,, 
einmal den ganzen Zopf entlang, so beschreibt die Kurve E eine Flache F, 
die den Zopf an keiner Stelle trifft, da man ja yon ~ dasselbe voraus- 
setzt. Beachten wir nun, da~ t~, wenn es ~ einmal herumgekommen ist, 
sich identisch in t,, fiberfiihren li~13t (ohne etwa wieder rtickw~trts zu 
laufen, denn dies war ja die geometrische Bedeutung yon T~). Die 
Flache F wird dann geschlossen. Man kann es nun auch noch so ein- 
richten, dab die Flache F auch die Achse des Zopfes hie durchsetzt, 
da sich ja die wesentlichen Deformationen weit entfernt v o n d e r  Achse 
abspielen. 

Der ldeine Kreis aber beschreibt einen Torus, der auf der Beran- 
dung der Flache F aufsitzt und im Innern einen Faden enthRlt. Dieser 
Faden ist somit schon nach einem Umlauf geschlossen, also ein Kreis. 
Mall lasse diesen Faden nun auf die Wandung des Tonis gleiten, yon 
hier auf die Flache F u n d  dann diese.F1Rche entlang ins Unendliche. 
Bei dieser Deformation des Fadens trifft er nie die fibrigen Zopfteile, 
da ja weder Torus noch Flache F die Zopfteile schneidet. Aus dem- 
selben Grund trifft er nie die Achse. Dieser Kreis ist somit mit dem 
Rest des Zopfes unverkettet. Da der vte Faden beliebig war, l~flt sich 
also der geschlossene Zopf Z in n unverkettete Kreise um die Achse 
deformieren. Wegen Satz 4 gibt es also ein X yon der Art, daft 

X Z X - I ~  1 

i.r Dies besagt aber Z ~ 1, womit alles gezeigt ist. 
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8al l  7. Die den Ziipfen Z z~eordneten St~bstitutionen Z a'i,)ul ihnen ein- 
~4nda~tig ~q. eordnet, s-ie bilden also eine mit ~,, einstufig isomorphe Gruppe. 

Nun ist es ein leiehtes, das Wortproblem unserer Gruppe ~,, zu 
lr Darunter verstehen wir, wie sehon erwi~hnt, die Angabe eines 
finiten Verfahrens die Identiti~t zweier Elemente Z~ und Z~, die in 
ihrer Darstellung dureh die ai gegeben seien, zu entseheiden. Sie sind 
eben dann und nur dann gleieh, wenn die zugeh0rigen Substitutionen 
Zt und Z~ identiseh tibereinstimmen. Dies ist aber unmittelbar zu ent- 
seheiden. Wir erhalten also: 

$atz 8. Um die Identifier "-.weier Zbpfe Z~ und Z~ zu entscheiden, 
bilde man nach der Vorschrift von Satz 6 die zugeh6rigen Substitutione~t 
Zt und Z2. Man sehe nun ~ach, ob Z1 ----Z~ ist oder nicht. 

Dureh dieses Verfahren ist die Fundamentalgruppe der zugehO- 
rigen gesehlossenen Z0pfe gleieh mitbestimmt. Wenden w i r e s  auf ein- 
faehe Beispiele an, so erhalten wir in der Tat naeh leiehten Um- 
formungen die Relationen. 

w 8. Algebraische Kennzeichnung 
der Fundamentalgruppe einer Verkettung. 

( t' ) bilden eine Gruppe. Eine Die aufgestellten Substitutionen Z ~ Ti 

naheliegende Frage ist es nun, wodurch sich die Potenzprodukte _7'~ 
algebraisch kennzeichnen lassen. Fiir den Fall der Gruppenerzeugenden 
(25) erkennen wir, daft t,, iibergeht in eine gewisse Transformierte eines 
anderen t/l. Dasselbe mul~ also auch bei den Ti gelten, sie haben also 
die Form 
(31) T~ ---- Q71 t,. Q~. 

Dabei ist Qi ein gewisses Potenzprodukt und (rii) die zu Z geh(Irige 

Permutation. Man kann annehmen, daft (31) die unverkiirzbare Form 
yon Ti ist. 

Die Gruppenerzeugenden (25) fiihren ferner das Produkt tl to . . .  t,~ 
in sich iiber. Aueh dies mull allgemein gelten, es ist also identisch: 

(:32) 

P \ L  I 

Fig. 12. 

Die Bedingung (32) ist anschaulich 
einleuchtend. Denn die rechte Seite ist, wie 
man sich leicht tiberlegt, ein Umlauf um alle 
F~tden unseres Zopfes zugleich und wird 
somit beim Herumschieben nicht ver~ndert. 
Siehe Fig. 12. 
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Die Bedingungen (31) und (32) reiehen aber bereits hin. Potenzprodukte 

(t~) auch umgekehrt eine zu einem Ti, die sie befriedigen, liefern in Z ~ T~ 

Zopf geh6rige Substitution. 
Zum Beweise gehen wir ~hnlich vor wie NtE~EN bei der Iso- 

morphismengruppe der freien Gruppe. Die T~ mOgen also in unver- 
kfirzbarer Form die Gestalt (31) haben und identisch (32) befriedigen. 

Wir behaupten nun zun&chst: Es gibt ein ~, v o n d e r  Al~, daft ent- 
weder Qv in (32) den reehts davon stehenden Tell Q~-_~I tr,+, verzehrt 
(daft sich dieser Teil also gegen einen Teil yon Q~ hebt) oder aber 

Q~-~ den links davon stehenden Tefl t,, Q~.. Ein solches ~, kann es nur 
dann nicht geben, wenn identisch gilt T,, mR t~ (~ ,~  1, 2 , . . .  n), ein 
Fall, der sofort zu ilbersehen ist, da dann die identische Substitution 
vorliegt, der zugehOrige Zopf also die Einheit ist. 

Damit n~mlich (32) zutritft, milssen sich auf der linken Seite 
Kiirzungen vornehmen lassen. Dabei kann es zun~cl~st geschehen, daft 
es ein Glied T~ gibt, das yon seinen Nachbarn T~_~ lind T~+~ zur G~nze 
verzehrt wird. Betrachten wit zunachst diesen Fall. Dann verschwindet 
beim Kfirzen in 

Q~J~ t,,_, Qi-~. Q[-1 ~r, (~i. Qi~ll tr,+, Qi+l 

der ralttlere Teil vollstitndig. Beobachten wit nun, wogegen sich t~, 
weghebt. I)a kommen zunltchst die Terme tr,_, und t~,+ 1 ihres Exponenten 
wegen schon nieht in Betracht. 

Kilrzt sich nun tr, gegen ein Glied aus Q(-II, so verzehrt vor dieser 
Kilrzung der Term Q~-t sicher die Olieder ~,_1 Q~_I und wir sind fertig. 
Kilrzt sich tr, gegen Q~_~, so muff vorher Qi-1 sicher auch noch Q~-I, 
im ganzen also Q-~ ~,, verzehren und wir sind wieder zu Ende. K~-zt 
sieh t~, abet nach rechts gegen Q~I, so muff Q7~1 die (}lieder tr~ Q~ ver- 
zehren, k~rzt es sich gegen Qi+t, so muff wieder das Glied Q~ die Terme 
Q~I t~,+~ verschluckt haben. In jedem Falle ist also ein solches ~ gefunden. 

I)er andere Fall w~tre der, daft keines der Glieder T~ von seinen 
beiden Nachbarn vOllig verzehrt wird. Nehmen wir dann in (32) diese 
Kiirzungen vor, so bleibt yon jedem Tell Ti ein ~berrest P~ stehen, 
der gegen seine Nachbarn keine Kiirzung mehr zal~ftt und durch sein 
Vorhandensein auch Kiirzungen entfernterer Tv ausschlieftt. Die linke 
Sei~e geht dann in den unverkfirzbaren Ausdruck R1 RI . . .  R ,  fiber, der 
gleich t~ t s - . .  t~ sein soll. Dies geht nur, wenn P~ ~ t~ ist. Beim 
Ki~rzen bleibt also yon T~ genau t~ stehen. Nun schlie6en wir so weiter: 

Von T~ bleibt t: stehen. I)a links yon T~ iiberhaupt nichts steht, 
muff also T1 mit diesem OUed t~ beginnen. Hierbei treten wieder zwei 
F~lle auf. 
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1. QL ~ 1. Dann hat Q~-~ die F o r e  Q11 ~--- t~ (~-~, also 
T~ = t, ~-1  tn Q~. Der Teil ~-1 t,., Q~ muff sich nun gegen/ '2 ~- Q~-~ t,... Q~ 
wegheben, da ja jetzt Kftrzungen nur zwischen Nachbarn eintreten und 
yon T~ nur t~ stehen bleibt. Dabei wird sich tr, wieder entweder gegen 
Q~-l ktir~en oder gegen Q2. Im ersten Fall muff Q ~  das Produkt t~ Q~ 
verzehren, im zweiten Fall  aber wird Q~ die Glieder Q~-~ &~_ verschlucken 
miissen. Wieder sind wir zu Ende. 

2. QL ----- 1. Dann ist T~ = t w Da aber in dem jetzt betrachteteu 
Fall T~ mit t~ beginnen soU, muff also T~ ~ t~ sein. Dann kann man 
aber in (32) auf beiden Seiten das Glied t~ = T~ heben und erhi~lt die 
analoge Gleichung 

T,T~...T,= t , t , . . . t , .  

An ihr kann man bei Ts die Schluliwcfise wiederholen. Wir erkennen 
also in dee Tat, daf  ein solches v nur im trivialen Fall T,. - -  t,. 
0' = 1, 2 . . .  n) nicht existieren kaan. 

Die Summe der Absolutbetrage aller im Ausdruck yon Ti vor- 
kommenden Potenzexponenten wollen wir nun in Anlehnung an NIELSEN 1) 
die L~tnge des Gliedes Ti nennen. Die Summe der Li~ngen aller Ti 
heifle die L~tnge des Ti-Systems. Aus (31) geht nun hervor, dab jedes 
Ti mindestens die L~tnge 1 hat, ein Ti-System also mindestens die Li~nge n. 
Bei einem Ti-System dieser Minimalli~nge n mtissen nun die einzelnen Ti 
die Liinge 1 haben. N a c h  (31) ist also Ti ~ t,,. Wegen (32) muf abet 
genauer gelten Ti : ti. Dies fiihrt auf die identische Substitution. 

Ftir ein Ti-System der L~tnge n ist also unsere Behauptung, daf  (31) 
und (32) die Substitutionen kennzeichnen, richtig. Wir k0nnen also voll- 
st~ndige Induktion anwenden und annehmen (wenn T~ vorgelegt ist), daft 
unsere Behauptung ftir alle kleineren Litngen bereits bewiesen ist. 

Nun bestimmen wir auf Grund des vorhin Bewiesenen die Zahl v. 
Dabei treten zwei Falle ein. 

- -1  1. Q~ verzehrt Q,,+~ tr,+,, so dab man setzen kann: Q,. : (2,. t-l,v+, Q,.i~ 
(und zwar in unverkfirzbarer Form). Man setze nun: 

(33) 

T~ --~ T~, f i t r  l, ~- r, v q- 1, 

T "  = T,.+~ und 

T'+,  ----- T,~', T,. T,.+, ~--- Q,:--C, Q-,:-' t,, Q~ Q,.+,. 

Die T~ haben wieder die Form (31) und es gilt: 

T~' T~ . . .  T,: = T ,  T _ . . . .  T,, = t, t, . . .  t,,, 

so dab sie auch die Bedingung (32) befriedigen. 
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Fib" ~ 4 v, ~, + 1 hat nun T/~ dieselbe L~tnge wie T~,. Der Term T,', 
hat die gleiehe L:hnge wie T,,+~, T'+I aber hat eine kleinere Dtnge 
wie T,,, da in Q',+a : Q~ Q~+l mindestens das Olied t~,+,-1 aus Qv in 
Fortfall gekommen ist (vielleieht mehr, da ja diese Form yon Q'+x nieht 
notwendig unverkiirzbar ist). Das System tier T / h a t  somit eine kleinere 
Litnge wie alas System der T~. Unsere Behauptung trifft also ffir die T" zu, 

i s t  also eine unserer Substitutionen, die mit S bezeichnet werden mOge. 

Nun berechne man ~,:~. 57. Es ist 

Also: 

- -1  (tp t~ t,,+l t 
o',, : ~i ~ t,, t, ,+l t ~  1 t,, / f i ir  t~ ~: ~', ~' + 1. 

' 5 =  it,, t,, / 
o~ �9 \71~I T,: T,',+, T,', -1 T ' ] "  

Aus (33) folgt aber: 

T~ = TI, fiir /* 4 u, ~' n u 1 
nnd 

T,'. T,'+I T,', - i  - -  T,,;. T" = T,,+l. 
Es ist also 

- ,  
,~,, . i f =  ti 

(t~) als Substitution erkannt ist. womit auch 7'/ 
- -1  2. Q~+L verzehrt nach links t~, Q~, so daft Q~+I die Form 

Q,,+t = = (~,,+~ t~, Q,, hat. Man setze wieder 

(34) 

i f  7~ = T~ ffir # ~: v, u-}- 1, 

T,', T,, T,,+I 7'7, 1 q~ l  - - ,  =: ---- q,,+l ~,+, Q,.+I O,, 
T,',+~---- T,,. 

Wieder haben die T,', die Form (31) und wieder erffillen sie (32). 
[ t',/ Da sie, genau wie vorhin, eine kiirzere Gesamtlange haben, ist \T i ]  eine 

unserer Substitutionen, etwa ~ Man errechnet null: 

9vt--i ~: s ~ �9 

Auch in diesem letzten Fall ist unser Satz als richtig erkannt. 
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Wir haben also: 
Sail 9. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daft 

der Ausdr~M~ T~ eine u~erer" Substitutio~ ist, besteht darin, daft die 

Po~1~'odulde T~ die Form (31) hal~n und identi~ch die Oleichung (32) 
befriedigen. 

Dieser Satz seheint mir sehon deshalb bemerkenswert, weil ja 
unsere Substitutionen spezielle Isomorphismen der freien Gruppe sind, 
die Gleiehungen 

sieh also naeh den t~ aufl~sen lassen mtissen. Dies wird in Satz 9 nieht 
gefordert, folgt also auch aus (31) und (32). 

Kombinieren wir nun dieses Restfltat mit den SRtzen 5 und 6, 
so folgt: 

Sail  |0. Die Relationen der Fundamentalgruppe einer beliebigen 
Verkettung lassen sich stets auf die Form bringen: 

(35) t/ ---- T~ ( i -  1, 2 , . . .  n). 

Dabei bedeuten Ti Potenzpre&&te der Form: 

(36) Ti = Q~-I it, Qi 

und erfi'i, llen identisch die Oleichung : 

(37) T~ T~ . . .  T , ,  ~ t~ t~ . . .  t,,. 

Umgekehrt ist jede Oruppe mit den Relationen (35) Fundamental- 
gruppe einer Verkettung, wenn nut die Bedingungen (36)und  (37) er- 
fiillt sin& 

Die Fundamentalgruppen yon Verkettungen sind damit in einem 
gewissen Sinn algebraiseh gekennzeiehnet. 

w Die F~Jle n = 2  und n ~ 3 .  
Die niedersten FRlle n ~ 2 und n ~ 3 lassen eine gesonderte 

Behandlung zu, da diese Gruppen besonders einfaeh sin& 
Die ZSpfe 2 t~r Ordnung liefern eine triviale Gruppe. Man hat daun 

eine Erzeugende al ~ a und keine Relation. Es liegt also eine un- 
endliche zyklische Gruppe vor. 

Sowohl die gew0hnlichen Z0pfe als auch die geschlossenen haben 
dann nur die eine Darstellung Z ~ o". 
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Was nun die zugehOrigen Verkettungen betrifft, so sind zunachst 
die beiden Ausnahmef~lle Z ~ a und Z ~ #-~ zu betrachten. Man 
erkennt Ieieht, dal] dies Kreise sind. Im F a l l e v  ~ 4-2  sind die beiden 
Z6pfe Z~ ~ a 2 und Z~ ~ ~-2 die einfachste Verkettung zweier Kreise. 
Sic lassen sich ineinander iibefftihren, wenn man die Orientierung der 
einen Komponente i~ndert, sind dagegen verschieden, wenn man die 
Orientierung festhalt. 

Alle tibrigen FMle liefern naeh M. DEH~ 5) (da sie auf dem Torus liegen) 
verschiedene Knoten und Verkettungen, und zwar ist Z ----- a ~ fiir gerades ~, 
eine Verkettung zweier Kreise, ffir ungerades ~, ein Knoten. Die beiden 
Fiille ~, ~ 4-3 liefern die Kleeblattsehlingen. Was die Fundamental-  
gruppe betrifft, so findet man leicht fiir ~, ~ 2k: 

(t~ t..)-" t, ( t ,  t,)~ (t, t~)-~-t, (t, t..)" " 

Fiihrt  man die neuen Erzeugenden t = tt und a : t~ t~ ein, so 
liefert dies die Relation: 

t ~ a k, 

die sehr leicht zu behandeln ist und auf eine iibersichtliche Gruppe ftthrt. 
Ebenso gibt ~ : 2k + 1 : 

~-2k+~ = ( t, t. ) 
(t, t:) - k  t: (t,  t , )"  (t,  f._)-(k+';t, q, ~,)k+~. 

So findet man die eine Relation: 

t, = (t ,  t_~)-k ~_. (t ,  t_.) k, 

da die andere eine Folge yon dieser ist (Gleichung (37)). Man nehme 
als neue Erzeugende: a ~ t i t s ,  ~ ~ ( t ~ t ~ ) k t ~ .  Das gibt aufgel(tst: 
/~ = a-~'~, t~----/~-~u k-lq. Setzt man dies ein in unsere Relation, so 
geht sie iiber in: 

ex-k/t --: a-k/3-~ a2kq-1. 

Dies aber gibt nach leiehter Umrechnung: 

(x2k+l ~ /~2. 

Diese Gruppe hat wieder eine leicht zu fibersehende B a u a r t . .  Damit 
sind die wesentlichen Fragen fiir n ~ 2 beantwortet. Wir wenden uns 
nun zum Falle n ~ 3. 

:') M. l)v.n.~-, Die beiden Klceblaitschlingen. Math. Aml., Bd. 75, S. 402. 
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Hier fiihren wir an Stelle der in Satz 2 verwendeten Erzeugenden 
die Erzeugende b ~ a a ein. Der Zusammenhang mit ~ und a~ ist dann 
gegeben dutch die Formeln 

(a8) a = ~1~;  b ~ a a  = ala~al, 

(39) ~ --~ a - l b ;  ~ ~--- b a  -1  (wegen (12)). 

Zwischen a und b besteht die eine Relation 

(40) a 3 ~ b' (siehe (16)). 

Diese Gmppe wurde ausftihrlich von DEHN 5) und SCHREIER 6) 
behandelt. Insbesondere die Untersuchungen yon SCHREIER gewahren 
genauen Einblick in die Struktur der Gruppe. Das Element c ~ a s ~ b ~ 
ist, wie wir sehon in w 4 sahen, mit jedem Element vertauschbar. Es 
laflt sich somit jedes Elemeut Z auf die Form bringen: 

(5o) Z----- a + l b . a  +~b . . . .  ~t +-lb.c k. 

Darin kann das erste Glied a -+1 oder das letzte Glied b fehlen. 
Diese Darstellung ist nach SCHREIER eindeutig, so daft ftir n ~ 3eine neue 
LSsung des Wortproblems vorliegt. 

Aber auch dasTransformationsproblem lalit, wie reich Herr SCH~EIE~ 
aufmerksam machte, dieselbe Behandlung zu. Zwei Z0pfe Z~ und Z~ 
sind ineinander transformierbar, wenn sie sich durch zyklische Ver- 
tauschung ihrer Erzeugenden ineinander fibeffiibren lassen. 

Insbesondere lal~t sieh jeder geschlossene Zopf in die Form (50) 
setzen, wo diesmal die Anfangs- und Endglieder nicht fehlen dtirfen, es 
sei denn, Z habe eine der Formen c k, a +-lc k oder b c k. Die einzigen 
wesentliehen Abanderungen, die man noch mit dem geschlossenen Zopf 
vornehmen kann, sind die zyklischen Vertauschungen der einzelnen 
Faktoren a • b. 

Es m0ge nun noch untersucht werden, warm ein geschlosseller 
Zopf ,,amphicheiral" ist, d .h .  warm er i~quivalent ist mit jenem Zopf, der 
aus ibm entsteht, indem man alle t~berkreuzungen in die inversen ver- 
wandelt. 

Man hat  also im Ausdruck yon Z die Erzeugenden a 1 und a~ durch 
a~ -~ und a~ -1 zu ersetzen. Dabei geht a fiber in a1-1 o~ 1 ~ b -1 a s b -1 
--~ b -1 a -1 b und b in ~ F  1 a~ -1 ~ - 1  ~ b - 1  a - 1  b .  b - l a  - ~  b - 1  ~ -  b -1  b - 1  b. 

6) 0. SCPREIER, Uber die Gruppen A" B h ----- 1. Hamburger Abhandlungen Bd. 3, 
S. 167. 
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Man hat  also a und b durch a -1 und b -1 zu ersetzen und sodann 

den Zopf mit  b zu transformieren.  Da  es sich aber  um einen geschlossenen 

Zopf handelt, kann man sich diese letzte Operation emparen.  Es  genfigt 
also, a und b durch a -~ und b -1 zu ersetzen. Dabei  geht  c = a s in 

c -~ fiber. Ha t  man also: 

Z = a " ' b a  ' ' ~ b . . - a  ~'~b.t ~, 

wo vi = • 1 ist, so geht  Z fiber in 

Z '  -~ -  a - " '  b - x  a - " ~  b - 1  �9 �9 �9 a -~ '~  b - 1  �9 c - k ,  

Dies formt man leicht um in: 

Z '  = a - r~  b a - " *  b �9 �9  a - " ,  b .  c -(k+r). 

Soll also Z sich in Z '  t ransformieren lassen, so muB zuni~chst 
gelten: 2k -~- - - r .  Man bat  also r = 2s, k = ~ s :  

" Z  = a"~ b a ~ b . . .  a TM b . c - * ,  

Z '  = a - " '  b a - " ~  b . .  �9 a-"*o b . c - s .  

Die Zahlenfolge ~,~, v2, �9 �9 �9 ~2~ muB also durch zyklische Vertauschung 

fibergehen in - - ~ , - - u s ,  . . . .  v2s. Man iiberlegt sich nun leicht, da6 
sich Z auf die Form bringen li~fit: 

Z = (a" '  b a ~2 b . . .  a " -  b .  a--" ,  b a-" ' -  b . . .  a - " =  b) k �9 c - ' k ,  

wobei k ~ 0 und ri = • 1 ist. Die Doppelschlinge zum ~Beispiel wird 
nach leichter Umformung: 

Z = (a b a -1 b) ~ �9 c -~. 

Ein mit Z verwandter  Zopf ist auch der, den man durch Umkehr  
der Orientierung aus Z erhi~lt. In  der a-Darstel lung hat  man zunachst  

Z yon rt ickwarts  zu lesen, und fiberdies al und a2 zu vertauschen.  

Dabei geht  a fiber in sich, b aber  ill a~ a~ as = a~as at, also auch in 

sich. In der Darstel lung durch a und b hat  man Z also einfach yon 
hinten zu lesen. I s t  also: 

so wird 

Z = a" '  b a'"-' b . . .  a "r b.  ~ ,  

Z "  - -  a", b a",-,  b . . .  a", b �9 e~. 
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Einen Zopf, bei dem Z in Z "  transformierbar ist, wird man zweck- 
mitfiig einen s y m m e t r i s c h e n  Zopf nennen. Die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafiir ist, dab die Zahlenfolge Vl, v 2 . . .  vr durch 
zyklische Vertauschung fibergeht in die Folge v~ u~-l . . -~,~.  Man tiber- 
legt sich leicht, daft sich dann durch passende Transformation Z auf 
eine der Formen (vi = 4-1)  

Z ~ a" ,  b a'"-' b . .  �9 a " -  ' b a " -  b a ' ' - ,  b . .  �9 a" ,  b .  c ~, 

Z = a" ,  b a""- b . . .  a " ' - ,  b a".,  b a " ' - ,  b . .  �9 a''- b .  ~k, 

Z = a",  b a ''~ b . . .  a ""  b .  a " ' b  a " ' - '  b . .  �9 a",  b .  ~k 

bringe,  lassen muff. Die Doppelschlinge liefert wieder ein Beispiel 
eines symmetrischen geschlossenen Zopfes, und zwar yon der zweiten Form. 

Endlich kOnnen die beiden besprochenen Abi~nderungen zusammen- 
gesetzt werden. Dabei geht einfach Z fiber in Z -1. Ents teht  so wieder 
derselbe Zopf, ist also Z in Z -1 transformierbar,  so wird man Z etwa 
a m b i g  nennen. Dann mut~ die Zahlenfolge vl, v o . . . .  vr durch zyklische 

Vertaaschung fibergehen in - -  r,, - -  r~-l, . . . .  ~1 und wieder r ~-- 2s; 
k ~-- - - s  sein. Mall findet leicht, dab die ambigen Z0pfe die Gestal t  
haben: 

Z = a", b a'"-' b �9 �9 �9 ,.", b. a - " ,  1, �9 .. ~l -''~ b a - " '  b. ,.-s. 

H a m b u r g ,  Mathematisches Seminar, .lanuar 1925. 


