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Beweis des Jordanschen Kurvensatzes.
Von
L. E. J. Brouwer in Amsterdam.

Der Beweis, den Herr Jordan von seinem grundlegenden Kurven-
satze gibt,*) operiert mit gegen die Kurve konvergierenden Polygon-
folgen, und in allen mir bekannten seitdem verdffentlichten Beweisen ist,
insoweit sie sich nicht auf besondere Fille beschrinken oder unrichtig
sind, diese Methode beibehalten. ~

Erst von Veblen**) wurde ein Beweis gegeben, der die Kurve, statt
sie als Limes von Polygonen aufzufassen, gleich selbst in Betracht zieht,
und mittels ihrer inneren Eigenschaften zum Resultate gelangt.

In dieser direkteren Weise werden auch wir im folgenden verfahren,
aber auf einem vollig anderen und, wie ich glaube, erheblich kiirzeren
Wege das Ziel erreichen.

Der Satz liBt sich in folgender Form aussprechen: Das eineindeutige
stetige Bild eines Kreises bestimmit in der Ebene zwei Gebiete, und ist mit
der Grenze jedes dieser Gebicte identisch; es st m. a. W. in der Schoen-
fliesschen Terminologie eine geschlossene Kurve.

Um die Aussage des Satzes und seinen Beweis vllig elementar ver-
stindlich zu machen, erinnere ich in den §§ 1 und 2 an einige einfache,
lingst bekannte mengentheoretische Definitionen und Theoreme; § 8
bringt einen Hilfssatz, und die §§ 4, 5 und 6 je einen der drei Bestand-
teile, in welche ich den Jordanschen Satz zergliedere.

§ 1.
Unter einem Weg wird verstanden ein aus einer endlichen Zahl von
geradlinigen Strecken gebildeter, sich selbst nicht kreuzender Streckenzug.
Unter einem Gebiete wird verstanden eine ebene Menge mit den
beiden folgenden Eigenschaften: 1. um jeden seiner Punkte liBt sich ein

*) Cours d’Analyse, I, 2™ &d., S. 91—99.
**) Transactions of the Amer. Math. Soc., vol. 6, S. 83.

Mathematische Annalen. LXIX. 12




170 L. E. J. BRouwer.

Kreis schlagen, dessen Inneres ebenfalls zum Gebiete gehort; 2. je zwei
seiner Punkte sind durch einen ganz zum Gebiete gehorigen Weg ver-
bindbar.

Diejenigen Grenzpunkte eines Gebietes, welche nicht zum Gebiete ge-
horen, bilden eine abgeschlossene, nirgends dichte Menge, welche die
Grenze des Gebietes heibt.

Die Restmenge einer abgeschlossenen ebenen Menge 7' zerfillt in
eine endliche oder abzihlbare Menge von Gebieten, welche wir als won
der Menge T bestimmt bezeichnen.

Eine Menge heiit nach Schoenflies geschrdnkt, wenn sie ganz im End-
lichen liegt.

Eine abgesbchlossene Menge heilit susammenhingend, wenn sie sich
nicht in zwei ;abgesehlossene ffellmengen zerlegen 1aft. Der Kiirze halber
nennen wir im folgenden eine zusammenh#ngende abgeschlossene Menge
ein Kontinuum. Von einem Kontinuum gilt dann folgende Eigenschaft:

Theorem 1. Wenn ein Gebiet und seine Restmenge beide Pumkte
eines Konlinuums Z besitzen, so besitzt auch die Grenze des Gebietes
wenigstens einen Pumkt von Z; und insbesondere: wenn sowohl das Inmere
wie das Aufere eines Polygons Punkte eines Kontinuums Z besitzen, so be-
sitet auch das Polygon selbst wenigstens einen Punkt von Z.

Im entgegengesetzten Falle wiirden nidmlich die im Gebiete und die
in der Restmenge enthaltenen Punkte von Z zwei abgeschlossene Teil-
mengen von Z ausmachen.

Theorem 2. Zu einer willkiirlichen geschrinkten, abgeschlossenen, nicht
ausammenhiingenden Punkimenge K kann man ein K wicht treffendes Polygon
bestimmen, das einen Teil von K in seinem Inneren, einen anderen Teil
von K in seinem Auperen enthdlt.

Beweis. Seien K, und K, zwei abgeschlossene Teilmengen von K.
Sie haben voneinander einen endlichen Abstand @. Sei P; ein Punkt von

: . o 1 . .
K,, P, ein Punkt von K;. Wir wihlen nun e < a, konstruieren emne

quadratische Teilung der Ebene mit der Quadratseite ¢, heben diejenigen
Quadrate ¢ heraus, welche nebst ihrem Umfange von K, frei sind,
und nehmen die Quadratseiten, welche zwei Quadrate g trennen, hinzu.
Wir erhalten dann eine Menge von Gebieten y, in denen K, enthalten ist,
wihrend K, weder in ihnen selbst noch auf ihrer Grenze einen Punkt
besitzen kann. Sei nun G dasjenige unter den Gebieten y, das P, ent-
hilt, so gibt es ein Grenzpolygon von G, das P, von P, trennt; dieses
Polygon besitzt also die verlangte Eigenschaft.

Theorem 3. Die Grense Z eines von einem geschrinkten Kontinuwm Z !
bestimmten Gebietes & ist wieder ein Konlinuwm.
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Beweis. Falls sie kein Kontinuum wire, kénnten wir nach Theorem 2
ein Z nicht treffendes Polygon » bestimmen, das sowohl in seinem Inneren,
wie in seinem AuBeren Punkte von Z, also auch von & enthielte. Ver-
binden wir sodann einen innerhalb z und einen auferhalb z liegenden
Punkt von & durch einen zu & gehérigen Weg w, so sehen wir, daB =
wenigstens einen Punkt von & besitzt, also, da = die Grenze von & nicht
trifft, daB = ganz zu & gehéren miibte, also auch Z’ nicht treffen konnte.
Dies ist aber nach Theorem 1 ein Widerspruch.

§ 2.

Es seien K, und K, zwei geschrinkte Kontinua ohne gemeinschaft-
liche Punkte. Nach Theorem 2 kann man sie trennen durch ein Polygon =,
das weder K, noeh K, trifft, nnd eines von beiden in seinem Inneren,
das andere in seinem AuBeren enthilt. Dasjenige von K, und K, be-
stimmte Gebiet g, das z enthdlt und, wie man unmittelbar einsieht, von
der Wahl von x unabhingig ist, nennen wir das Zwischengebiet von
K, und K,.

Sei w ein Weg, der, wihrend von seinen Endpunkten der eine auf
K,, der andere auf K, liegt, ganz in g verlduft, kurz, der K, und K,
innerhalb g verbindet. Dieser Weg besitzt zwei Seiten, welche wir seine
rechte und -linke Seife nennen. Wir wollen untersuchen, wieviel Teil-
gebiete w in g bestimmd.

Aus jedem Punkte P von ¢ liaft sich ein Weg nach w ziehen,
welcher entweder auf die rechte oder auf
die linke Seite von w miindet. Jedenfalls
gehoren nun alle diejenigen Punkte P, fiir
welche diese Miindung auf derselben Seite
von w stattfindet, zum selben von K, K,
und w bestimmten Gebiete ,y resp. ;.

Weil nun aber von den Endpunkten
von w der eine innerhalb =, der andere auBerhalb = liegt, muB =
wenigstens einen w nicht treffenden Teilstreckenzug besitzen,  der die
beiden Seiten von # verbindet. Da nun die Puunkte dieses Streckenzugs
sowohl zu ,y wie zu ;y gehSren miissen, sind ,y und ,p identisch. Mit-
hin gilt:

Theorem 4. Im Zwischengebiete zweier Kontinua wird wvon einem
sie verbindenden Wege nur ein Gebiet bestimmt.

Wir setzen weiter voraus, da8 K, und K, innerhalb g durch zwe:
einander nicht treffende Wege w, und w, verbunden sind.

Aus jedem Punkte P von g 1iBt sich nach Theorem 4 ein w, nicht
treffender Weg nach w, zieben, welcher entweder auf die rechte oder auf

12*
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die linke Seite von w, miindet, und alle Punkte P, fiir welche die

Miindung auf derselben Seite von w, stattfindet, gehdren zum selben von
K,, K;, w, und w, bestimmten Gebiete ,y, resp. ;.

Wiren nun diese beiden Gebiete identisch, so kénnten wir die beiden

Seiten von w, durch einen Weg F ver-

£ binden, der in seinem Verlaufe weder ,

noch w, trife und mit einem Teilstrecken-

zuge v von w, ein Polygon p bilden

w1 wiirde, welches von den Endpunkten von
w, den einen in seinem Inneren, den an-
s deren in seinem AuBeren enthielte. Von

dem aus K, K, und w, gebildeten Kon-
tinuum g wiirden also sowohl in dem
Inneren, wie in dem AuBeren von p, aber
nicht auf p selbst Punkte liegen, was nach Theorem 1 ein Widerspruch
ist. Wir haben also bewiesen:

Theorem 5. Im Zwischengebicte zweier Kontinua werden von zwei
sie verbindenden und einander nicht treffenden Wegen zwei Teilgebiete be-
stimmd.

Denken wir nunmehr K, und K, noch durch einen dritfen, w, und
w, nicht treffenden Weg w; verbunden, so liegt dieser in einenr der beiden
von w; und w, in g bestimmten Teilgebiete. Aus jedem Punkte P
dieses Teilgebietes 1iBt sich ein weder w, noch w, treffender Weg nach w
ziehen, welcher entweder auf seine rechte oder auf seine linke Seite
miindet, und alle Punkte P, fiir welche die Miindung auf derselben
Seite von w; stattfindet, gehtren zum selben von K,, K,, w,, w, und w,
bestimmten Gebiete ,p, resp. ,y,; daB diese beiden Gebiete nicht identisch
sein konnen, zeigt sich genau so wie beim Theorem 5, sodaB in g von
wy, wy und 1wy drei Gebiete bestimmt werden. Und da man dieselben
Uberlegungen fiir jeden neu hinzugefiigten Weg w, anstellen kann, gilt
allgemein:

Theorem 6. Im Zwischengebicte sweier Kowtinua werden von n sie

verbindenden wnd einander nicht treffenden Wegen n Teilgebiete bestimmi.

§ 3.

Es sei nun O ein Kreis, (' sein eineindeutiges stetiges Bild, ¢ ein
Teilbogen von C mit den Endpunkten 4 und B; ¢, 4’ und B die ent-
sprechenden Bilder. Wir wollen auch ¢ kurz als Teilbogen von €' be-
zeichnen.

Sei G ein Gebiet, dessen Grenze eine ¢ enthaltende Teilmenge von
(' ist, und H ein nicht mit 4" oder B zusammenfallender Punkt von ¢.

g g
Fig. 2.
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Dieser Punkt H hat sodann einen endlichen Abstand o von der Menge
(¢’ —¢, und man kann in G einen Punkt L bestimmen, dessen Abstand

von H< %a , dessen Abstand von " — ¢’ also > —;—a ist. Die Strecke LH

kann dann nicht von (" — ¢’ getroffen werden. Sei G

N der erste Punkt, in dem diese Strecke ¢ trifft, so L

wird die Strecke LN weder von ¢’ noch von (' — ¢, N ¢ _~p

also von (' iiberhaupt nicht getroffen. Mithin ist

bewiesen: 4 F‘g. .
Hilfssatz. Wird die Grenze eines Gebietes von

einer Jordanschen Kurve oder einer Teilmenge einer solchen gebildet, so
kann man aus ihim nach jedem Teilbogen seiner Grenze einen Weg legen.

§ 4

Bestimmt C" nur ein einziges, in der ganzen Ebene iiberall dicht
liegendes Gebiet G, so ist die Grenze von G sicher mit ' identisch.

Sei aber G, ein von C bestimmtes, in der Ebene nicht tiberall dicht
liegendes Gebiet, und G, ein weiteres von der Grenze von G, bestimmtes
Grebiet.

Nach Theorem 3 ist dann die Grenze von @, ein Kontinuum C,, von
dem wir beweisen wollen, da es mit (" identisch ist, indem wir zeigen,
daf die entgegengesetzte Annahme auf einen Widerspruch fiihrt.

Entspricht ndmlich C; auf dem Kreise ein Teilbogen C,, so kénnen
wir diesen mittels zweier Punkte D und E wieder in drei Teilbogen ¢, ¢,
und ¢, zerlegen. Die entsprechenden Bilder seien D', F, ¢, ¢,” und ¢’
Auf Grund des Hilfssatzes von § 3 konnen wir ¢, und ¢;” sowohl inner-
halb G, wie innerhalb G, durch einen Weg verbinden. Diese beiden
Wege v, und v, verlaufen notwendig im Zwischengebiete von ¢,” und ¢,
und bestimmen in ihm nach Theo-
rem 5 zwei Teilgebiete, p, und p,.
Innerhalb jedes dieser Gebiete konnen
wir v, und v, durch Wege u, resp. 4, &
verbinden, welche sowohl zu G,, wie
zur Restmenge von @, gehorige
Punkte besitzen, also nach Theorem 1
beide notwendig die Grenze von Gy, Tig. 4.

d. h. O, treffen miissen; ¢, und ¢’
treffen sie aber sicher nicht, sie treffen also ¢,". Mithin liegen sowohl in
p, wie m py Punkte von ¢y

Sei nun P’ ein in p, liegender Punkt von ¢,’, dem im Kreise der

Punkt P entspricht. Sei ¢, ein willkiirlicher Teilbogen von ¢,, der P

inGy

l
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enthélt, aber D und E nicht enthilt. Weil sodann ¢, keinen Punkt der
Grenze von g, enthilt, muB nach Theorem 1 ¢, génzlich zu p, gehéren.
Dies gilt unabhingig von der Wahl des ¢,, sodal mit Ausnahme der
Punkte I’ und E’ das ganze Kontinuum ¢, in p, liegt, wund y, keinen
Punkt von ¢, enthalten kann, was ein Widerspruch ist.

Es gilt also auf jeden Fall:

Satz 1. Die Grenze eines von einer Jordanschen Kurve bestimmien
Gebietes ist miat der gansen Kurve identisch.

In der Aussage dieses Satzes ist enthalten:

Satz la. Eine Jordansche Kurve ist eine nirgends dichte Punktmenge.

§ 5.

Wir nehmen nun an, daB C’ n(> 2) Gebiete bestimmt. Dann zer-
legen wir C in vier Teilbogen ¢, ¢y, ¢; und ¢, welche sich in der angegebenen
Reihenfolge aneinander schlieBen. Seien ¢, ¢, ¢, und ¢, ihre Bilder.
Innerhalb jedes der s durch C’ bestimmten Gebiete verbinden wir sodann
¢, und ¢, durch einen Weg, was nach dem Hilfssatze und Satz 1 mdg-
lich ist. Diese Wege bestimmen im Zwischengebiete von ¢ und ¢
n Teilgebiete. Genau nach der Methode des § 4 zeigt sich, dal einerseits
jedes dieser Teilgebiete Punkte von ¢,” oder ¢,” enthalten muB, und anderer-
seits sowohl ¢, wie ¢, nur in je eines der Teilgebiete eindringen kann.
Aus diesem Widerspruche folgern wir:

Satz 2. Eine Jordansche Kurve kann nicht mehr als zwei Gebiete
bestimmen.

§ 6.

SchlieBlich nehmen wir an, daf C’ nur ein Gebiet G bestimmt.

Dann legen wir aus einem Punkte M von G zwei einander nicht
treffende Wege u, und u, nach C’, welche in den Punkten P, und P,
von C’ miinden. Nach Theorem 5 bestimmt die von C’, u;, und u, ge-
bildete Menge 7 in G zwei Gebiete g; und g,.

Seien 2" und #” die beiden P, und P, verbinden-
den Teilbogen von €', und 7’ und ¢ die von &, w
und w, resp. 27, u, und w, gebildeten Jordanschen
Kurven. Nach Theorem 5 bestimmt 7/ zwei Ge-
biete g," und g,. Fin Weg, der einen Punkt von g’
mit einem Punkte von g, verbindet, trifft notwen-
dig v/, also r; die beiden Punkte konnen also weder
beide in g,, noch beide in g, liegen. Mithin ist bei-
spielsweise ¢, in g,” und g, in g, enthalten.




Beweis des Jordanschen Kurvensatzes. 17

Nach Satz 1a liegt dann g, in g," und g; in g, tiberall dicht. Nach
Satz 1 ist weiter jeder Punkt von 7" gemeinsamer Grenzpunkt von g;," und
gy, also auch von g, und g,.

Sei @ ein Punkt von 2”, so liegt er entweder in g," oder in g,'; wir
nehmen an, daf er in g," liegt. Dann gehort er aber weder zu g," noch
zu seiner Grenze, also auch weder zu g, noch zu dessen Grenze. Anderer-
seits muB aber jeder Punkt von 7”, ebenso wie jeder Punkt von v/, zur
Grenze von g, gehdren. Wir werden somit auf einen Widerspruch ge-
fithrt und sprechen aus:

Satz 3. Eine Jordansche Kurve muf3 wenigstens zwei Gebiete be-

stimmen.
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