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. Dans les premiers jours de I'été de Van 1947, sur l'ini-
tiative de la Fondation Rockefeller et grace aux apports
conjugués de cet organisme et du Centre National de la
Recherche Scientifique, divers colloques de savants furent
organisés en France, essentiellement & Paris. La direction
de Pun d’eux me fui confiée. La Topologie n’a pas cessé
de m'intéresser, du moins celle des espaces cartésiens, et
méme plus particuliérement celle du plan. Mais 'abondance,
la variété des résultats, le mérite des chercheurs sont
moindres dans la topelogie cartésienne générale que dans
la: topologie dite algébrique.

Henri Poincaré peut, & juste titre, passer pour le
fondateur de cette science dams ses aspecls modernes.
Avant lui, elle en était & ses balbutiements. L'étudiant
sous le nom d’Analysis Situs, notre célébre compatriote en
avait posé les définitions,. créé les méthodes, fixé aussitot le
vocabulaire encore presque intégralement usité aujourd’hui.
Il en avail signalé les applications aux intégrales curvi-
lignes: ou multiples, a la théorie des groupes. Une des.
premiéres réunions. scientifiques de haut rang, sinon la
premiére, convoquée pour tenir ses assises 4 l'Institut
dont le nom est un hommage & la mémoire de ce savant,
pouvait étre assez naturellement affectée 2 la discipline
qui devait tant & ses recherches. et que son Importance
actuelle déja recommandait & notre choix. ‘

‘En Topologie algébrique, les variétés se distinguent par
des caractéres en nombre fini. La Topologie générale




— Y —

cartésienne ignore cette limitation. Les courbes ou variétés
intégrales des équations différentielles ou aux dérivées
partielles, réguliéres et simples dans le fini, déterminent,
quand on les prolonge jusqu’aux bornes de leurs domaines
d’existence, des configurations limites ot les trés singuliéres

possibilités de la topologie non restreinte s’accomplissenl

normalement. Mais, quand les équations admettent des
intégrales premiéres -algébriques, la topologie homonyme &
celles-ci ne peut manquer de révéler au sujet des variétés
résolvantes certaines propriétés géométriques d’un intérét
évident.

Les représentants les plus réputés de cette profonde
discipline avaient bien voulu répondre 4 notre appel.
Celui-ci n'avait pu cependant s’adresser a tous ceux dont

nous aurions souhaité la participation. L’admirable géné-
rosité de nos Mécénes devait inévitablement s'imposer des

limites.‘ En'provenance des pays les plus voisins de la-

- France, nous avons pu solliciter le concours de tous les topo-
logues éminents. Pour les Etats les plus éloignés, la prise en
charge des voyages excédait nos facultés, et ¢’est a regret
que nous avons dit nous abstenir d’inviter certains savants
A qui le lecteur de cet Ouvrage assurément pensera.

L’importance des communications dont on lira le texte
dans ce Recueil montrera, je I'espére, que par sa réussite
le Colloque de la Topologie algébrique a justifié la confiance
que les instigateurs de ces réunions scientifiques accordaient
par avance a leur efficacité. S

Le service administratif du colloque fut assuré par
M. Paul Belgodére dans des conditions trés satisfaisantes.
Je tiens & lui en exprimer mes remerciments.

ARrxavp DENIQY.

SUR LA NOTION DE CARAPAGE EN TOPOLOGIE ALGEBRIQUE;

Pan Hevrr CARTAN.
(Paris.)

Les idées que j'avais exposées en 1947, sous ce titre, dans une
conférence au Colloque international de Topologie algébrique, &
Paris, ont passablement évolué depuis cette date, sinon dans les
principes essentiels, du moins dans la présentation. De plus, leur
champ d’applicabilité a été assez notablement étendu. On com-
prendra que, deux ans plus tard, l’agteur ait préféré ne pas donnera
Timpression un texte qui ne correspond plus entiérement i ses vues
actuelles; celles-ci seront livrées 4 la publication dans un Mémoire
détaillé, dont la rédaction n'est pas encore entiérement achevée.

Je voudrais néanmoins tenter de caractériser ici en quelques
lignes la tentative qui avait fait Pobjet de mon exposé d.u
27 juin 1947- 1 s'agit essenticllement de Construirg une théorie
axiomatique de la cohomologie des éspaces localement compacts.
Cette théorie différe de celle d'Eilenberg et Steenrod (Proc.
nat. Acad. Sc., 31, 1945, p.. 117-120) sur plusieurs points
importants. Tout d’abord, elle ne vise & axiomatiser que.la coho-
mologie au sens de Ceech, ou au sens d'Alexander (on sait que les

définitions de Cech et celles d’Alexander, comme celles de
Kolmogoroff, conduisent & des anneaux de cohomologie iso-
morphes, au moins dans le cas des espaces compacts); au
contraire, la théorie d’Eilenberg-Steenrod se doanait pour but
d’englober loutes les théories de 'homologie ou de la cohomeo-
logie. Précisément 4 cause de sa généralité, lathéorie d’Eilenberg-
Steenrod ne pouvait comporter de théoréme d'unicité que pour des
espaces de nature trés particuliére; tandis que lintérét principal
de notre théorie réside dans ses théorémes d'unicité. Ceux-ci
contiennent comme cas particulier les théorémes de De Rham sur
la cobomologie d’une variété différentiable, et aussi les théorémes
dits « de dualité » dus a Poincaréd, Alexander, Pontrjagin’ et
quelques autres pour le cas des variétés triangulées {mais qui sont
ici établis sans triangulation).

COLL. DE TOPOLOGIE ALOEBRINUE. : 1
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Un autre point sur lequel notre théorie se diffdrencie de celle
d’Eilenberg-Steenrod est le suivant : elle travaille non point sur
les groupes ou anneaux de cohomologie, mais directement sur des
groupes (ou anneaux) munis d'un « opérateur différentiel » qui
donne naissance a la cohomologie; elle est ainsi plus maniable, et
c’est ce qui lui permet, par exemple, d’étre appliquée 4 1'anneau

des formes différenticlles sur une variété différentiable et de.

conduire ainsi aux théorémes de De Rham. Enfin, un autre avan-
tage de notre théorie uxomanque réside dans le fait quelle vaut
aussi pour la cohomologic 4 « coefficients locaux » (au sens de
Steenrod, et, plus généralement, de Lergy), ce qui n’est pas le cas
de Faxiomatique d'Eilenberg-Steenrod.

Fajoute que non seulement notre théorie axiomatique fournit
des démonstrations unifiées de théorémes connus (et dont la
démonstration, & juste titre considérée comme difficile, nécessitait
jusqu’a présent des hypothéses parasites), mais qu’elle donne aisé-
ment des résultats nouveaux, applicables notamment a [a coho-
molegie des espaces fibrés.

Je m’en voudrais de ne pas dire, dans ce bref commentaire, ce
que je dois aux idées de J. Leray, dont Je Mémoire du Journal de
Mathématiques (24, 1945, p. 95-248} est & Vorigine de mes
recherches. En lisant une démonstration du théoréme de
De Rham proposée par A. Weil (démonstration inédite, dans
une letlre de février 1947), je reconnus une parenté entre le
procédé de Weil et les raisonnements utilisés a maintes reprises
par Leray dans son grand Mémoire (loc. ciz.). (Vest de ce rap-
prochement que naquit I'idée de ma théorie axiomatique; il me
restait alors 4 systématiser le raisonnement et a - formuler des

énoncés précis dont le champ d’application fat cependant aussi
P P PP P )

large que possible.

Dans la mise au point définitive queJ espére publier bientét, j'ai
été influencé par les travaux plus récents de Leray {notamment
par le texte provisoire de sa conférence au Collogue de 1947), et
par le cours que j’ai professé sur ce sujet & PUniversité Harvard
au printemps de 1948, Jai finalement adopté le cadre des
« faisceaux » de J. Leray (C R. Acad. Sci., Parls 222, 1946,

p. 1366-136g).

SUR LA THEORIE DES ESPACES FIBRES;

Par CrarLes EHRESMANN.
{ Strasbonrg.)

Introduction. — Je rappellerai la définition d’une structure
d’espace fibré a groupe structural topologigue G. Je définirai
une relation d’ordre dans l'ensemble des structures d'espace
fibré quon peut considérer sur un espace donné. Le probléme de
la recherche des structures subordonnées a upe structure
d’espace fibré donné est ramené & la recherche d’une section d’un
espace fibré associé. On peut donner de nombreuses applications
de ce probléme. J'étudierai principalement les conditions d’exis-
tence, sur une variété différentiable réelle Von, d’'une forme diffé-
rentielle extérieure de degré 2 et de rang 2n en tout point de V.
L'existence d'une. telle forme différentielle est Squivalenie a
I'existence, dans I'espace vectoriel tangent & V,, au point &, d’une
structure d’espace vectoriel complese de dimension » dépendant
d’une fagon continue de x. Nous dirons que V,, est muni d’une
structure presque complexe lorsqu’on a défini, d'une fagon conti-
nue par rapport & , une structure d’espace vectoriel complexe
dans U'espace tangent en . L’existence sur V. d'une siructure
presque complexe est nécessaite, mais probablement non suffisante,
peur qu’on puisse définir sur V,, une structure azalytique com-
plexe, subordonnée 4 la structure différentiable réelle. On obtient
ainsi des condilions nécessaires pour gu’on puisse définir sur Vy,
une structure analylique complexe, et c’est ce dernier probléme
qui esta T'origine du présent travail (1). En particulier la sphére S,

(*) Pai posé ce probléme pour la premiére fois dans une conférence faite au
séminaire Bourbaki & Paris {janvier.igfy) et jai indiqué alors les résultats
exposés ici au n® 8. Dans une conférence faite % Ulnstitut des Hautes Etudes
de Belgique le 30 avril 1947, J'al traité le méme probléme en indiquant tous mes
résuitats actuels, 4 Yexception de celui concernant la sphére 3,.
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r'admet pas de structure presque complexe. Par contre, la
sphére S,, et plus généralement toule variété différentiable
orientable 4 six dimensions dont le groupe d’homologie de
dimension 3 est nul, admet une structure presque complexze.

Pour finir je considérerai un probléme analogue concernant
les variétés analytiques complexes V,,, a 2z dimensions com-
plexes, ce qui conduit & une notion de variéié presque quater-
niontenne.

Les nombres placés entre crochetls renvoient a l'index biblio-
graphique; celui-ci n’est pas une liste compléte des publications
concernant les questions traitées.

{. Définition d'mne structure compatible avec un pseudo-
groupe de transformations (1). — Soient M un espace topologique,
et @ un ensemble d’ensembles ouverts de M tel que toute réunion
et toute intersection finie d’ensemblés de @ appartiennent & @.
Soit T un ensemble d’homéomorphismes vérifiant les axiomes
suivants :

19 Tout homéomorphisme f &I est défini dans un ensemble
Ue®etlona f(U)s®.

2° Soit U la réunion d'une famille d’ensembles U; appartenant
-4 ®. Pour qu'un homéormorphisme f défini dans U appartienne
aT, il faut et il suffit que sa restriction & U; appartienne a I

3° Pour tout Ue®, 'application identique de U appartient
a Y. Sif T, Vapplication réciproque /' appartient a I'. 3i f et f/
sout deux homéomorphismes appartenant a I, tels que le com-
posé ff' soit défini, alors ff” appartient a I'.

L'ensemble T' vérifiant ces axiomes sera appelé pseudo-groupe
de transformations.

Ezemple. — Les homéomorphismes différentiables dont chacun
transforme un ouvert de R” en un cuvert de R* forment un pseudo-
groupe de transformations dans R». .

Soit E un deuxiéme espace topologique. Nous appellerons carte

() Nous reprenons ici, en les précisant, les notions introduites pour la pre-
miére fois par 0. Vesiew et J. H. . Wurrsurap dans The foundations of diffe-
rential geometry, Cambridge Tracts, 1gdz.
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locale de E par rapport & M un homéomorphisme d’un ouvert 8]
de M sur un ouvert U de E. A deux cartes locales f, et fu corres-
pond un homéomorphisme @4, appelé changement decartelocale
{ou de coordonnées locales), tel que fi () = fa(2') soit équiva~
lent & &' == 9y (2 ). Un ensemble de cartes locales de E par rapport
2 M est appelé atlas de E par rapport 2 M si les ouverts corres-
pondant aux cartes dans E forment un recouvrement de E. Un
atlas X sera dit compatible avec le pseudo-groupe I défini dans M
lorsque tous les changements de, cartes locales correspondants
appartiennent a I'. Tout atlas A compatible avec I' est contenu

dans un atlas complet (ou maximal) A bien déterminé, compa-

tible avec I'. Nous dirons qu'un atlas complet,“i de E par rapport
3 M compatible avec T, définit sur E une structure compatible

avec T. Les cartes locales de A sont appelées cartes admissibles
de la structure. '

Par exemple [4], on définit ainsi les structures de variétés
différentiables réelles ou complexzes, localement euclidiennes,
localement homogénes, de Lie, etc. Nous allons donner également
sous celte forme la définition d’une structure d’espace fibre. '

9. Définition d'un espace fibré & groupe structural G. — Soient
E, B, F trois espaces topologiques et G un groupe d’automor-
phismes de F. Nous supposons G muni d’une topologie telle que,
si s€G, y&l, sy désignant le transformé de y par s, I'applica-
tion (s, )—>sy soit une application continue de G F sur F.
Soit ® Iensemble des ouverts de B > F de la forme U < F, ou U
est un ouvert quelconque de B. Considérons dans B >< Fle pseudo-
groupe I' formé des automorphismes de Ux<F dé la forme
(z, ¥)+ (=, s.3), €U, y€F, od &5, est une application
continue de U dans G. Un atlas complet A de Esur B > F compa-
tible avec ce pseudo-groupe I définit alors sur B une structure
d’espace fibré & groupe structural G (considéré comme groupe
topologique) [10, 6, 2]. Nous supposerons que les ouverts qui
correspondent dans B >< F aux cartes de A forment un recouvre-
ment de B > F.

Soit  un homéomorphisme de U < F dans E formant une carte
locale admissible. L'application y — f(z, ¥), ou z€U, yelF,
définit un homéomorphisme ~ de F sur un sous-espace F, de E.
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Soit H I'ensemble des homéomorphismes % de F dans E corres-
pondant ainsi aux cartes locales admissibles. (appartenant a A
Le sous-espace F, ne dépend que de @ et s'appelle une fibre de

I'espace fibré E. Les fibres forment une partition de E, et I'espace
quotient de K par’ cette partition peut étre 1deuuﬁé d’'une
fagon naturelle avec B, appelé espace de base de Pespace fibré.
L’ensemble des éIéments A de H tels que A(F)=F, est 'en-
semble H,= %.G, od A, désigne un élément quelconque de H.,.
La structure d’espace fibré définie par I'atlas complet pour;'a
étre désignée par le symbole E (B, F, G, H).

3. Espaces fibrés agsociés [2]. ——Etant donnés deux espaces topo-
logiques B et F, et un groupe topologique G d’automorphismes
de F, lout espace fibré E(B, F, G, H) peut étre obtenu de la

mantére suivaonle :

On se donne un recouvrement (Uilier de B par des cuverts.
Pour toul couple (4, /)€l Ton se donne une fonction conti-
nue z—s; od zeU;n Uy, sieG, telle que s&=s¥s pour
zeUinU;n Uy et sf‘s”wélément unité de G. Co‘nsidérons

I'espace somme S == ZU > F, et soit r la relation d’eqmvalence
ie1

définie dans S par Uensemble des automorphlsmes (z, ¥)—>(z, 19,
zelU;n U, yeF. L'espace quotient 3/r est un espace fibré
E(B,F, G, H). SoitF;larestriction a U; < F de 'application cano-
nique de S sur 3/r=E. Désignons par 2. I'homéomorphisme
y—~fi{z, ¥), ou zeU;, yeF. On a Hy==ALG et A= Als
Cette construction est encore valable lorsque les U; sont les
cellules fermées d’une subdivision cellulaire de B.

L'espace fibré E(B, F, G, H) étant supposé construit de la
maniére précédente,.soit ¢ une représentation continue de G sur
un-greupe d’automorphismes G’ d’un espace topologique F'. Soit
S’=2Ui>< F', et soit # la relation d’équivalence définie dans S

el
par I'ensemble des automorphismes (2, 3) - [2, 9 (s]) '], 0t 3" € F'.
L’espace quotient S/r' est un espace fibré E/(B, F', ¢, H') que
nous appellerons associé a E(B, F, G, H). Il est parfaitement
déterminé lorsque F', &/ et o sont donnés.
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En particulier, soit ¢ la représentation de G sur le groupe Gy
des translations a gauche de G, telle que ¢ (s) soitla relation ¢ — st,

J€G, teG. St S’:ZU- >< G, et soit 7/ la relation d’équivalence-
iel
définie dans S’ par l’ensemble des automorphismes

(&) (5 s, zelUinl;, teG.

Liapplication de § sur Il qui fait correspondre & (2, ¢) € Ui G
Vélément %t de H, est compatible avec la relation d’équiva-
lence . Ceci permet d’identifier d’une fagon canonique S/r' a H.
On a ainsi défini sur H une topologie et une structure d’espace
fibré H(B, G, Gy, B") que nous appellerons espace Jibré
principal associé 4 E(B, F, G, H). L'application (A, y) ma»h(y)
ou k€ H, y €F, est continue.

4. Structures d’espaces fibrés subordomnées [3]. — Nous dirons
que la structure E(B, F, G/, B') est subordonnée & la structure
E(B, F, G, H} lorsquc H'cH et que lapplication canonique
de H dans H est continue. Ceci implique que les fibres sont les
mémes pour les deux structures, que G’ est un sous-groupe
de G, et que Papplication canonique de G’ dans G est continue.
Nous considérons surtout le cas ou G/ est un sous-groupe de G,
muni de la topologie induile. Alors H' est un sous-espace de H,
c'est-a-dire la topologie de H’ est induite par celle de H.

Le produit topologique B > F sera considéré comme un espace
fibré, de groupe structural réduit a la transformation identique
de F. Un espace fibré E(B, F, G, H}, dont le groupe structural est
réduit 4 la transformation identique, est isomorphe & B < F. La
recherche d’une structure de produit topologique subordonnée &
E(B, F, G, H) revient donc a larecherche d'une section de I'espace
fibré assomé principal H(B, G, Gy, H"). On en déduit facilement
le résultat suivant [2,5] :

Si B est un complexe contractile en un point, Uespace
fibré E(B, F, G, H) admet une structure subordonnée isomorphe
au produit topologique B > F.

¥. Recherche des structures subordonnées. -— Probleme. —
Etant donmée une structure d’espace fibré E(B, F, G, H), déter-
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miner toutes les structures subordonndes E(B, F, G',H’) telles
que G’ soit un sous-groupe donné de G, muni de Ia Lopologte
induite par celle de G.

Considérons Iespace fibré principal H(B G, Gy, H") associé a
E(B,F, G, H), etsoit (G) larelation d’équlvalence définte dans H,
dont les classes d’équivalence sont les ensembles 2 (¥, oun AcH.

Si heH,, on a AG cH;. Soit K T'espace homogeéne G/G' des .

classes sG' de G et soit Gy le groupe de transformations de cet
espace homogéne, a4 teG. correspondant la iransforma-
tion sG'—£(sG’). L'espace quotient H/{(G') est muni d’une
structure d’espace fibré H/(G") (B, K, Gg, H) dont les fibres
sont les ensembles K,=H,/(G"). CGest 'espace fibré associé
a E(B, F, G, H) correspondant 4 la représeniation de G sur Gx.
Pour que lensemble H* des restrictions 4 (' des homéomor-
phismes 2" €H” détermine sur H wune structure d’espace
fibré H[H/(G"), G, G, H'], il faut et il suffit que la condition
suivante soit satisfaite : {«). L’ensemble 6{ des restrictions & G

Iy

des translations & gauche de G détermine sur G une structure
d’espace fibré G(K, G, G, Gy).

La condition {e) est vérifide en particulier lorsque G est un
groupe de Lie, G’ un sous-groupe fermé de G.

Etant donnée une structure subordonnde E(B, F G/, 'y, Tappli-
cation z-> H,, ot 'on considére H, comme éIément de H/(G"),
définit une section de I'espace fibré H/(G') (B, F, Gy, Hy). Réoi-
proquement, lorsque la condition (&) est vérifide, toute section de
cet espace fibré est projection d'un sous-espace H' de H, qui définit
une structure subordonnée E{B, F, G', H"). Les structures subor-
données se répartissent alors en classes d’homotopie correspondant
aux classes d’homotopie des sections de H/(G'} (B, K, Gy, Hy).

Hemarque. — Supposons G non connexe, mais localement
connexe. Soit Gy la composante connexe de unité de G. L'espace
fibré H/(G) (B, K, Gy, Hy), ot K=G/(G') est un espace
discret, est alors un revétement de B. En général il n’admet pas
de section. Mais si B/ est une composante connexe de H/(G,),
I'espace E admet un revétement E' muni d’une structure
E(B, F, G,, H,). En particulier, si G est discret, E admet un
revétemenl isomorphe a B/ >< F.
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6. Premiéres applications [4]. — Dans les cas suivanls, il existe
une classe et une seule de structures subordonnées 4 E(B, I‘ G, H),
en supposant que B soit un complexe.

1* G =groupe de Lie connexe; G'==:sous-groupe clos maxi-
mal [8]. Alors G/G'est homéomorphe a un espace numérique R™.

2° F =espace numérique réel, complexe ou quaternionien;
G == groupe linéaire homogéne correspondant; G/ = sous-groupe
laissant invariant une forme quadratique ou une forme d'Hermite
définie positive.

L’existence d’une structare subordennée de groupe G’ équivaut
a lexistence d'un champ de formes quadrathues ou dI-Iermne,
¢’est-d-dire d’une fonction continue qui 2 z€B associe une forme
quadratique ou d’ Hermite dans F.. '

30 F=R2" guF = (2 (R=droite numérique réelle, G=droite
numérique complexe); G = groupe linéaire homogéne qui laisse
invariant la forme extérieure & A Zo— ... &+ Fanos /\ Zon;
G'= sous-groupe qul laisse invariant z; —l—:vz—i— R respecn—
Vement #i&y —-TaZy— ...+ Zanan; & peut alors étre 1dentlﬁé
avec le groupe unitaire complexe ou quaternionien.

7. Conditions d’existence d'une section d'un espace fibré
E(B, F, G, ). — Faisons les hypothéses suivantes :

B est.un complexe de dimension n. En désignant par =;(F) le
groupe d’homotopie de I pour la dimension 7, nous supposons :

r{F)Y=o, pour" L r; 1:,(]5')#0.

Si r=1, m (F) est supposé abélien. G est un groupe d'opéra-
teurs pour 7, (F). Il existe donc un espace fibré associé dont la
fibre est =.(F), muni de la topologie discréte. C'est. donc um
revétement de B. Nous le supposeroms isomorphe au produit
topologique de B par m-(I). Cette condition est vérifiée en parti-
culier lorsque G est connexe.

On peat définir alors une classe de cohomologie caractéris-
tique W,,. de B relativement & Uespace fibré, analogue aux
classes de Stiefel-Whimey. Pour qu'il existe une section sur le
squelette K, de dimension r--1 de B, 1l faut et il suffit
que W,,;=o. Si de plus n;(F)=s0 pour A >>j>r, la condi-
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tion. W, =0 est nécessaire et suffisante pour qu’il existe une
section sur tout l'espace de base B.

8. Conditions d’existence, sur une variété différentiable Veon,
d’une structure rresque complexe ou d’une forms différentislle
extérieure -de degré 2 et en tout point de rang 2n. — Soit V.,
une variété différentiable de dimension 27, L’espace des vecteurs
langents est un espace fibré E(V,,, R22, L, H), ou I est le groupe
lindaire homogéne dans R2%. Une structure d’espace vectoriel
complexe, prolongeant la structure vectorielle réelle, sera déter-
minée sur R par une transformation lindairel, z — iz, ou z & R2,
sans droite fixe passant par zéro, et telle que I (iz) = z. En dési-

gnant par @y, ..., &, les coordonnées canoniques de zagRin,
soit Iy la transformation

g ’
Ly = — g, Ty =Tty «uny Popog =— Do, & = Fay_s

R*" muni de la structure complexe correspondante sera identifide
avec I'espace numérique complexe G de coordonndes canoniques

PR ?:-Q?g, vy BpE= apeg - l-xg”.

Soit I’ le groupe linéaire homogéne complexe de C,. Cest le
sous-groupe de L qui laisse invariant I,. L’espace homogéne
K =L/l est donc I'espace des structures complexes sur Ran
prolongeant la structure vectorielle réelle. La recherche d’une
structure E{V,,, G, L/, H') subordonnde a E(Va, B2, L, H)
revient 4 la recherche d'une section de Uespace fibré associé
Hi{(L){(Van, K, 1, H;). Une telle section définit sur Vin une
structure qu’on peut appeler presque compleze. Comme L/ est
connexe, elle délermine unme orientation sur Van. Llexistence
d'une telle structure presque complexe est une condition néces-
saire pour qu’il existe sur V,, une structure analytique complexe
subordonnée a la structure différentiable réolle (*).

Soit Q le sous-groupe connexe de L laissant invariant Ia forme
quadratique F =z} 422 . .. -2, etsoit Q' le sous-groupe de L

{*) Etant données deux structures définies sur B par deux atlas complets &
et A’ de E par rapport 4 un espace M, compatibles avec deux pseudo-groupes
dans M, la premiére sera dite subordonnée & la seconde lorsque & ¢ &',

.
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laissant invariant la forme d’Hermite @ == 5,54~ 55 590 +...+ 5n8n-
En vertu des résultats du n® 6, le probléme posé se raméne au

suivant :

Etant donnde une structure E(V., B2, @, Hy), on HycH,
¢l par suille upe orientalion sur Vg, déterfniner les structures
subordomnées E(V,,, Cr, &, H'), ce qui revient a4 détermm:er les
sections de I'espace fibré associ¢ E'(Va,, I‘(n,',‘S?-I‘, Hr'), I
désigne 'espace homogéne £/2'. Une telle section définit sur V., -
une structure qu'on peutl appeler presque hermitienne, subordon-
née i la structure riemannienne déterminée par E( V., R*#, &, H,).

[z est isomorphe a4 une composante connexe {*) de Vespace des
structures complexes sur R*», compatibles avec la fc.n-me guadra-
tigue F, c’est-a-dire définis par les transformations I telles
que F(#, ix) = 0. I';, est aussl isomorphe 4 une compoﬂsant? con-
nexe del'espace des formes bilinéaires alternées J (, y? =F (.T,a:', 7
qu’on peut appeler échangeable avec F. On en déduit le résultat
suivant :

Pour qu'il existe sur V., une structure presque complexe
ou presque hermitienne, il faut et £l suffit qu'il existe sur an
une forme'dz'ﬁ'éreniielle extérieure de degré 2 et en tout point
de rang an. ' ‘

9. "I‘,opol_ogie de T — L’espace I‘_[n) est encore‘ isom?rl?h.e a
une composante. connexe de l'espace des généfamces hngeeures
de dimension n du coéne quadratique =]+ x;-+.. .if—.a:eg,l,z.o
de Vespace C2#, J’en ai déterminé les bases d’homologie 4 l'aide
d'une subdivion en cellules [1] : '

(o) est homéomorphe & Ss; - -

T3 est homéomorphe a U'espace projectif complexe‘P%(C).,

T'(,) est homéomorphe & la quadrique complexe Q; & six dimen-~
sions complexes. Or Q; est homéomorghe 4 S, < Pa(C);

m (L)) == 0, 2 (') est eyclique infini, 7; (L) == (Se) > 7 {S4),
pour £ >>2; '

(?) Il y a deux .composaantes conuexes correspondant aux deux orientations

698975
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I‘(n? admel toujours une structure fibrée multiple du Lype
San_o><.., 3¢ 8§y 3¢ §;5¢ S, ; ¢'est-a-dire Iespace de base est San_y,
la fibre est un espace fibré de base S, ,, ete. Les groupes
d’homologie de T'in) sont ceux de ce produit de sphéres.

On a toujours my(Ty) =m:(S.). Donc Fespace Vs, admet,
relativement 4 B/, une classe caractéristique 'W,. Ainsi Wy=o
est une condition nécessaire d'existence sur V., d'une struclure
presque complexe ou encore d’une forme différenticlle extérieure
de degré 2 et de rang 2n. Cette condition est aussi suffisante
pour une variétd Vq. Elle est vérifide en particulier pour la
sphére $;. Remarquons que, pour toute variété orientable V,, la
classe W, est nulle. C'est une simple conséquence du résultat du
a H. Whitney, d’apreés lequel sur une telle variété la classe carac-
ristique de Stiefel-Whitney de dimension 3 est nulle 1]

Pour n >3, my(I'n) est eyclique infini. Si Wy== 0, Pespace
fibré T(V,,, Ty, Qr, Hr) admet une section sur le squeletie de
dimension 6. Pour qu’une telle section puisse s’étendre au sque-
Iette de dimension 7, il faut et il sufft qu’une certaine classe de
cohomologie caractéristique de dimension 7 soit nulle. Cette
classe dépend de la classe d’homotopie de la section donnée sur
le squelette de dimension 6. Si le groupe d’homologie de la
dimension 2 de V,, est nul, cette classe caracléristique de'
dimension 7 est unique. '

10. Etude particuliére du cas de la sphére 5.,. — Supposons
Szn subdivisé en deux hémisphéres B, et B, dont I'intersection
est une sphére S,,_y. L'espace fibré principal H(S;,, &, 2, H"),

-associé a I'espace fibré E(S,,, R*, @, H) des vecteurs tangents
& Syn, peutétreidentifié avecespace quolientde B., < Q + B, > Q
parunerelation d’équivalence définie par une application continues
de Ssu_y dans 2 [7]. Soit F I'espace homogéne QG ot G estun
sous-groupe fermé de 2. Soit 7 la projection canonique de £
sur £/G/, et posons ¢'==go. Pour que I'espace fibré associé
E'{Sas, T, @z, H) admette une section, il faut il suffit que Pappli-
cation de S,,_, dans F = QG solt homotope & zéro,

L’application o est celle qui fait correspondre a z &Sy, le
produit des deux symétries dans R®* par rappert 4 -un diamétre
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fixe de Ssa_s, ot par rapport au diamétre passant par z. Soit 4
Iapplication correspondante de Sy dans Q/Q = Tn). Pour qu'il -
existe sur S, une structure presque complexe ou une forme ‘exté-
rieure de degré 2 et de rang 27, il faut et il suffit que ¢’ soit
homotope a zéro. Il en est bien ainsi pour =3, car ; (Ti5)) =0.

Pour n == 2, 'application o’ n'est pas homotope & zéro. En effet,
le groupe @ correspondant est homéomorphe au produit 3, >< Py,
P,—espace projectif réel & trois dimensions. Toute application
de S, dans @ est donc caractérisée par un couple d’entiers (a, b).
Pour Papplication o, ce couple est (1, 1). L’application corres-
pondante o' de 'Sy sur [jsy==3, n’est donc pas homotope a zéro.
Done sur S, il n'existe pas de forme différentielle extéricure
de degré z et de rang 4; ou encore il nlexiste sur Sy
aucune structure presque complexe, et a fortiorl aucune struc-
ture complexe.

Cas n= 4. — Soit Q, la variété des génératrices & une dimen-
sion du cone défini dans C® par @} + &) +. . . @y==0. Iy est
homéomorphe & Qg, qui est elle-méme homéomorphe a la variété
des plans orientés de R® passant par lorigine. A c correspond une
application o de 8, dans Ty, et une application ¢ de S, dans Q,.
L’application ¢” n’est pas homotope a zéro, sinon il exislerait sur Sg
un champ d’éléments plans orientés, et par suite aussi un champ
de vecteurs ‘unitaires. Il exisie bien un automorphisme de & qui
induit un homéomorphisme de T, sur Qg, mais les deux espaces
fibrés associés a Sg, de fibres Qg et I'j;), ne semblent pas &tre iso-
morphes. '

Remargue. — Pour tout n, la variété des plans orientés de R,
passanl par Porigine, est homéomorphe a la variété (Jr_o des
génératrices du cone z} - z; ... x,= 0. Ses groupes d’homo-
topie, pour les dimensions = 2, sont ceux de la variété V, . des
couples de vecteurs unitaires et orthogonaux dans R”. Q,_s est
simplement connexe et Wp{Qn_2) =T (S2) pour' n>4, et
73 ( Q1) == w3 (Sa) < ma(S,). Le probléeme de existence d'un
champ d'éléments plans tangents & une variété V, conduit donc
également 4 une classe caractéristique, de dimension qui est
d’ailleurs nulle dans le cas d'une varidté orientable V,, d’aprés le
résultat indiqué de Whitney.
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11. Conditions d’existence, sur une variéié analytique com-
plexe V., d'une forme différentielle. extérieure complexe de
degré 2 et de rang 2 en tout point. — Soit & le groupe lindaire
compiexe de C?* gui laisse invariant la forme d’Hermite

b=z 5+ Zol3t. .. Zap Sy

Soit Q7 le sous-groupe qui laisse invariant la transformation J, :

o — N Ry = — = -
HLT=TT A ST &y ey Bapg TR Tugy Bop S Bep—i.

Ly |

L'espace homogéne Q/Q" est Pespace des structures vectorielles
quaternioniennes sur G2=, compatibles avec la forme d’Hermite @;
c’est encore l'espace. des formes exlérieures de degré 2, de
rang 2 n, et échangeables avec ®. Clest un espace muni d'une
structure fibrée multiple de type S,,_33<. .. 5, > Se< 8.

Van est U'espace de base d’un espace fibré de groupe struc-
tural &' Le probléme posé dans le titre de ce paragraphe revient
& chercher une structure suborbonnée de groupe structural Q.
On arrive d'abord 4 une classe caractéristique Wy, pour la dimen-
sion 2. W,= o0 est la condition nécessaire et suffisante pour qu'il
existe une structnure subordonnée de groupe structural &, groupe

unimodulaire laissant invariant ®. Supposons celte condition

vérifiée. On est amend alors 4 étudier Vexistence d’une section
d’un espace fibré associé dont la fibre est Pespace homogéne
/@7 = Kn;. L’espace Kin; admet une structure fibrée multiple
de type S,pes <. .. 3¢ Sy 3¢ 8. Clest un des espaces riemanniens
symétriques étudids par E. Cartan. Le probléme posé conduit
a une classe caractéristique de dimension 6. o

Les conditions d’existence sur V,, d’une forme différentielle
exiérieure de degré 2 et de rang 21 sont aussi celles de Uexistence
d’une structure presque quaternionienne, en convenant d’appeler
alnsi une section de Pespace fibré de base V., et ayant pour fibre
Pespace des’structures quaternioniennes prolongeant la structure
~ complexe de G**. Cetespace est Iespace quotient L'Y/L7, ou L7 estle
sous-groupe de L/ qui laisse invariant J,. Remarquons que, si lon
voulait définir la notion de structure de variété quatlernionienne
par analogie avec le cas réel ou complexe, on obtiendrait seulement
une classe de variétés localement affines.
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Par exemple, Lonte variété analytique complexe V. (& 4 dimen-
sions réelles), dont le groupe de Betti pour la dimension 2 est nul,
admet une structure presque quaternonienne. L’espace projectif
compleze P,,(C) n’en admet pas.
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Pan Haws FREUDENTAHAL.
{Utrecht.)

Exemple du calcul de Schubert [8]. — g est la condition
imposée aux droites de Pespace Py (espace complexe projectif 4
trois dimensions) de couper une droite donnée, ou (ce qui est
essentiellement la méme chose) g est la variété des droites qui
coupent la droite donnée. s

Si a et b sont deux conditions qu’on peut 1mposer aux droites
du P, @.b sera le symbole de leur conjonction (ou de Pinter-
section des deux variéiés respectives) et @+ b leur disjonction
{ou l'union des deux variétés).

Eu conséquence g' sera la condition de couper ¢ droites données
en position générale, ou g la congruence linéaire,
réglée, g% une paire de droites.

Autres conditions qu’en peut imposer aux droites du P, :

g° la surface

£, celle de passer par un point donné;

g, celle d'appartenir 4 un plan donné;

&+, velle d'gppartenir & un faiscean donné;
G, celle de ¢oincider avec une droite donnée.

Sil'on spécialise en g? les deux droites de sorle que l'une coupe
Tautre, g? se raméne a gp et g, On pose g*=gp+ - Multiplié
Par g gt= gof = gef == gs+ &= 2gs Encore une fois multi-
plié par g : g*==2G, ce qui est la traduction du fait bien connu
que quatre droites ont deux transversales communes.

A premiére vue, on sera tenté de dire que l'inventeur de ce mode
de raisonner était ou un sorcier ou un ignorant. Mais, dés que le
topologiste algébriste se familiarise avec ces idées, il doit avouer
qu’elles sont congéniales aux siennes. Les « conditions » font
penser aux cycles, les produits aux intersections, et les nombres
des éléments satisfaisant & un systéme de conditions rappellent les

GOLL. DX TOPOLOGIE ALGEBRIQUE. 2
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nombres d’intersections de la topologie. Pour les déterminer de la
maniére la plus rapide et la plus élégante, on remplacera les cycles
donnés par des cycles homologues, c’est la notion d’équivalence la

plus familiére an topologiste. Mais, parmi les questions qui doivent

s'élever 4 'occasion de notre exemple, celle de la détermination
des coefficients dans 'équation g?= g,—+ g. semble étre la plus

sérieuse. Le choix que nous avons préféré (les deux coefficients.
sont posés égaux 4 I'unité) se justifie par deux faits : 1° le résultat

g*=12G; 2° la symétrie exigée par la dualité projective.

Autre exemple. — L’espace des couples ordonnéds de droites du
P;. Les conditions possibles sont des combinaisons linéaires des
produits ci*!ct®!, on ¢t), ¢!?) sont des conditions imposables & la
premiére (respectivement deuxiéme) droite du couple. La condi-
tion o qui demande que les membres du couple se rencontrent
'un J'autre, peut s’exprimer par v = g4 ~t-gs. Pour s’en convaincre,
on multiplie les deux membres de 'équation par les conditions.
sextuples g1 G®) et G g2, ce qui donne des égalités.

Critique. — A-t-on raison de supposer que le systéme donné de
conditions ¢, ¢!® est en effet complet dans un sens qui justifie
'application de ce procédéd de vérification, qui est évidemment
basé sur un principe topologique ou algébrique de dualité ?

Remargue. — Considérons dans cet exemple la condition ¢,
qui demande que les droites du couple aient un point commun
sur.un plan donné. 5iFon veut former ¢2, on est tenté de chercher
les couples de droites qui ont des points communs sur deux plans
donnés d’avance. On trouve alors les droites coincidantes et les
droites qui se coupenl sur une droite donnée. La dimension de
cette variété devient trop grande, grice & sa seconde partie. Mais
si Von forme c#, qui devrait étre de la dimension zéro, on trouve
comme squLion’s toutes les droites doubles, ve qui est de méme
déraisonnable. Evidemment, les éléments de ¢ qu’on a choisis ne
sont pas dans la position générale, qui est toujours exigée dans
les problémes d'intersection.

Cette difficulté devient plus grave, quand on passe au

Troisidme exemple. — L’espace des couples de droites du P, se
coupant 'une autre. Je me borne 4 mentionner que cetle variété
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n’est plus réguliére. Tous les couples dont les éléments coincident,

représentent des singularités. En analysant la remarque faite a

Ioccasion du second exemple, on voit qu’il n’est pas raisonnable '
de parler du point commun de deux droites sans s'occuper expli-

citement du cas o ce point devient indéterminé. Les difficultés

disparaissent, dés qu’on passe au

Troisiéme exemple révisé, — L’espace des quadruples consistant
en un point et un plan unis et deux droites passant par le point et
situds dans le plan. Cette révision revient a dénouer les singula-
rités rencontrées dans le troisitme exemple; la condition des
droites coincidantes devient alors une condition simple, c’est-
a-dire d’une seule dimension. :

La nécessité de dénouer des singularités s'impose presque tou-
jours 'il y a des dégénérescences des objets en question. Quand
Schubert nous ordonne d’admettre une longue liste de dégéné-
rescences, ce n'est pas une prescription arbitraire et autoritaire,
mais en général ces dégénérescences se sont Imposées au cours de
calculs qui aboutissaient 4 des contradictions. 11 apparait que ces
complications de dégénérescences répondent toujours & un
dénouement nécessaire de singularités. Guidé par ses calouls,
Schubert a merveilleusement réussi 4 éliminer les singularités qui
se présentaient dans les systémes éludiés. Je-rappelle le systéme
des triangles complets [9], 0@ il a introduit dans les’ triangles
dégénérés en un seul point et une seule droite un paramétire de
courbure qui effectuait le dénouement des singularités.

La description précisée du sysi¢me a envisager et de toutes ses
dégénérescences est trés importante. Un exemple antérieur &
Schubert ast le |

Quatriéme exemple. — Les coniques planes. Cel espace est
équivalent a 'espace projectif & cing dimensions. En conséquence,
iln’y a pas d’autre condition que la condition 2 1mposée & la conique
de passer par un point donné, et ses puissances. La dégéné-
rescence & des coniques décomposées en deux droites est équiva-
lente a 3p. parce qu'il y a irois coniques dégénérées passant par
quatre points donnds, tandis qu’il o’y en a qu'une seule qui passe
par cing points donnés. La condition p de toucher une droite
donnée doit &tre équivalente a 21 En conséquence, on devrait
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avoir 2° = 32 coniques qui touchent cing droites données, au lieu
d’une seule, et par exemple huit coniques tangentes 4 trois droites
et passant par deux points, au lieu de quatre. Ces paradoxes
s’expliquent par la présence des coniques dégénérées en une droite
double, dont il y en a une (qu’on doit compter quatre fois) qui
passe par deux points et-touche les trois droites d’une maniére
peu intéressante, 4 savoir en coupant chacune d’elles en deux
points coincidants. Dans ce modéle-ci, la condition d’étre tangente
4 une droite donnée arbitraire est remplie identiquement par toutes
les coniques doublement dégénérées. Cela ne correspond pas 4 la
notion intuitive de contact, et doit conduire & des paradoxes, dés
que nous formons des puissances assez élevées de g. Pour éviter
ces paradoxes, on a introduit les coniques complétes. Une conique

compléte consiste en une courbe d'ordre 2 et une courbe de.

classe 2, en position unie. I ¥ a deux dégénérescences simples :

d : les points remplissent deux droites, les tangentes passent
par le point double;

7 : les tangentes passent par deux points, les points se trouvent
sur la droite double. -

Il'y a une dégénérescence double dr, décrite par un point
double situé sur use droite double.

Dans le modéle des coniques complétes, les conditions w el p
deviennent indépendantes, et les difficultds mentionnées dis-
paraissent. ' ‘ '

J'ai donné quelques exemples du calcul de Schubert, sans poser
la question fondamentale de exactitude du procédé. En effer,
pour un géométre moderne qui a acquis des notions de topologie,
cette question n’existe plus. Elle est.réduite 3 des questions moins
fondamentales et plutst technigies. Quand méme, la critique 2
laquelle on a soumis le calcel de Schubert a toujours manqué le
but. A tort; on a reproché & Schubert de faire usage du principe
de la conservation du nombre. En réalilgé, il s'en est servi moins
souvent que la plupart de ses contemporains. 1l Va remplacé
presque partout par sa méthode symbolique, et il ne Papplique
que dans des cas presque évidents. Méme le probléme de la déter-
mination des multiplicités des points d’intersection. n'est pas
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grave, guoique Schubert semble les fixer d’une maniére arbitraire
ou par des raisonnements trés vagues. En réalilé ce sont toujours
des raisonnements @ posteriori. Schuberl est toujours parti de
quelques nombres d’intersection qui étaient évidemment o ou 1,
et avec ce point de-départ il a rouvé un grand nombre d’équa~
lions déterminées ou indétermindes qui surdéterminaient les.
coefficients inconnus. C'estla marche que Schubert a suivie, mais.
qu'il tait dans ses mémoires en se donnant Pair d’avoir acquis Ja.
connaissance des multiplicités par une inspiration surhumaige..
Le probléme essentiel qui reste est celui des caractéristiques,.
c’est-a-dire de savoir si le systéme de conditions, dont on tient.
compte, est complet dans un sens qui permet Papplication d’un.
théoréme de dualité,

Vous vous éles sans doute aper¢u des analogies topologiques,,
quil y a dans le calcul de Schubert. S. Lefschetz [5, 6] semble
avoir été le premier ui les ait observées, et dés ce temps la topo-
logie fut un des instraments auzquels on a recouru pour résoudre
le probléme fameux de Hilbert, de justifier le calcul de Schubert.
B. L. van der Waerden [14] en a fait usage, tout en se servant en
général de la théorie des idéaux. F. Severi [11, 12, 18] qui a
voulu se paséer de ces deux insiruments, a développé un pro-
gramme de géométrie énumérative exacte, mais non exactement
de justification du calcul de Schubert. Ce sont C. Ehresmann [1],
puis J. C. H. Gerretsen [2], qui ont au contraire développé des
méthodes praticables et basées sur la topologie, pour traiter le
caleul de Schubert des variéiés ‘de Grassmann d'une maniére
satisfaisante. Néanmoins je ne peux pas échapper 4 I'impression
que toutes les méthodes actuelles (la mienne y comprise) sont
trop compliquées. En persévérant dans cette tendance, nous
serions forcés d’écrire un mémoire de 100 pages comme commen-
taire d’une seule page de Schubert. Je pense que la topologie
est un mstrument trop fin el dont il faut se passer aussitét que
possible, quoique actuellement il semble étre le plus utile, parce
qu’il rappelle des nolions bien connues et dont on conmait le
mieux la porlée. Je suis convaincu que la seule voie qu'on doit
suivre, et la plus rapide, est celle qui a été préparée par Schubert,

"mais on me pourra pas la suivre sans aveir restauré les raison-

nements heuristiques, qui forment la démonstraticn proprement
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dite de ses résultats. Dans ce but, 1] faudrait trouver quelques
principes généraux que la topologie pourrait nous fournir.

C’est un programme dont je n’al pu réaliser qu’une partie trés
modeste. Les principes que j'ai trouvés sont loujours trop fins,
trop topologiques. Je les ai appliqués & un probléme posé par la
Société Mathématique Néerlandaise, le probléme de la détermi-
nation du mombre des surfaces cubiques réglées passant par
treize points donnés (*). Si je ne me trompe pas, ¢’étail la pre-
miére application du calcul de Schubert 4 un nouveau probléme.

En passant & la justification du calcul de Schubert, la premiére
guestion qui 'impose semble étre celle de Vinvention de méthodes
trés simples et trés rapides, pour démontrer qu’un systiéme donné
de figures géométriques- est une variété partout réguliére. Les
raisonnements purement géomélriques seraient les meilleurs.

Premier exemple. — Les droites du P;. Pour examiner le voisi-
nage d’une droite donnée L,, on choisit deux plans &, & qui
coupent L,. Les points d’intersection de L, avec ¢ et e, peuvent
servir de coordonnées des droites voisines de L,. Cela donne un
repére cartésien. ‘

Deuxisme exemple. - Les drapeaux du Py, ¢’est-a-dire les tri-
ples constitués d’un point, d'une droite et d’un plan, tous les trois
en position unie. Solution analogue a celle de exemple précédent.

Troisiéme exemple. — Les coniques complétes du plan. Clest
plas difficile. 11 suffit d’examiner Uentourage d’une conique com-
plétement dégénérée, par exemple celle dont les équations (en
coordonnées de point et de droite) sont zj==o0 et u;=o. On
choisit deux points p et g et deux droites P et Q tels qu'il y ait
incidence entre p et P, g et Q, g et P. Par exemple p ={o10),
g'= (110), P={o01), Q=(110). Les coordonnées de la

figure polaire par rapport & I conique variable voisine de la

conique dégénérée peuvent servir de repére local cartésien (2)..

(*) Non publié. Poir Ia Note additionnelle.

() Le pole de P est le centre de [a vonique, les peints p, g avec ses polaires
fixent Pinvolution des diamétres conjugués et par comséquent les axes, tandis
que Q avec son pble complite linvolution des points conjugués su‘i' les axes, et
donne par conséquent ses longueunrs. ‘
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Les mémes méthodes peuvent étre appliquées pour trouver des
repéres locaux pour les courbes de troisiéme degré du plan et de
I'espace, dont Schubert a fait des études fort détaillées. Je ne les
ai pas calculées jusqu'au bout. Je ne suis plus convaincu qu’il
faille démontrer @ priori la régularité de la variété en question.
Je pense que Schubert a eu raison de dériver les dégénérescences
nécessaires 4 faire la variété réguliére, des contradictions qu’on
rencontre dans le calcul méme. En tout cas, c’est un principe
général qu'on peut appliquer le théoréme topologique de dualité
de Poincaré pour les dimensions duales & et # — &, méme si l'on
admet des singularités d'une dimension plus pelite que .

On ne doit pas examiner la régularité du systéme en des points
qui n’entrent dans les intersections regardées qu’avec une dimen-
sion plus petite que celle de I'intersection méme. Dans le cas des
courbes du troisiéme degré en tant que Schubert les a traitées, il
ne faut pas se soucier de singularités éventuelles d'une dimension
duale plus grande que trois.

*
x X

Vous vous étes apergus de 'importance du théoréme de dualité.
Son application. doit étre basée sur la connaissance de bases
complétes pour les conditions des dimensions respectives. Glest
ce qu'on appelle en géométrie énumérative le probléme des carac-
téristiques. '

Premier exemple. — Les droites du Py :

dim4 : 1; dim3: g; dim2: g5 g dimi: g dimo: G.

On a les relations d'intersection

1.6=6, ¢£.5=06  gp8p=06 gpse=0 gege=0
qui vérifient la dualité topologique. Si 'on veut calculer g2, on
forme g%g,= g°g.= G, ce qui donne la formule g%= g,+g.,
déja mentionnée. - :

‘Deuxiéme exemple. — Les coniques complétes :

i == condition de passer par un point donné;
p == condition d’avoir une tangente donnée;
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¢ = coniques dégénérées en deux droites;
71 = coniques dégénérées en deux points.

Silon sait que p. et s forment une base, on peut poser d=ap—bpu-

et 4 cause de la dualité projective n—=gpu—>&p. On observe que
pin==pid==o (?), d'ot suit apt=~>bup, et ayant multiplié
par . et p, :

piiute = ptpllpt=bla,
puis a cause de la dualité projective p3p?= p2p3,
@rpliupt = pptipb= alb.

Partant de pS=1 et pip=2, on peut calculer les autres
nombres pio/. Bt avee pfd = 3 (*), on trouve en plus

d=20—np, N=2p—p

Nous sommes partis de quelques nombres d’intersection trés
¢lémentaires et principalement de nombres évidemment éganx
a zéro, 0l la question de la multiplicité ne se pose pas. Si par
hasard 1l y a doute sur une multiplicité, on commence par des
coefficients indélerminés, et Fon aboutit A trouver ces coefficients
par un grand nombre d'équations. 5i nous avions poussé Panalyse
plus loin, nous aurions pu nous passer de la connaissance du
nombre pfp = 2. ' '

Le point essentiel est de savoir que les i et p forment une base.
Schubert en a donné une démonstration basée sur le principe de
la projection singuliére [8, 10]. Je vais vous montrer que cette
méthede est absolument exacte, mais je choisirai un antre exemple
moins connu et qui a été objet de recherches modernes achevées
au moyen de méthodes plus fines, mais & mon avis moins propres
a étre généralisées [1, 2]. Ce sont les variétés de Grassmann des
sous-espaces [ 4] d’'un espace donné [n]. Jexposerai la méthode,
' qui est tout A fait générale, dans le cas k=1, n == 3, ¢’esl-a-dire
je m’occuperai de nouveau de I\

(3) II 'y a pas de conique 7(3) passant par trois points doanés {possédant
trois tangentes données).
(%) Quatre points déterminent trois paires de droites.
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Exemple. — Les droites du P;. Schubert se sert {107 de la
projectio:i centrale {céntre @) du P; sur un plan . Toutes les
droites vont tomber en = a Pexception de celles qui passeat par a.
Selon Schubert chaque droite L de cette derniére espéce sera
transformée dans l'ensemble de toutes les droites passant par le
point p d’intersection de L et 2. En conséquence chaque varidtd
(ou cycle) de deux dimensions se décompose en.un multiple da
cycle des droites contenues dans ¢ {c’est g.) et un autre qui est
un multiple du cycle des droites passant par @ (c’est g, ). Glest par
cette raisom que g, et g. forment une base de la deuxiéme
dimension,

On peut préciser ce raisonnement curieux en se servant d’un
principe gque L. Ponirjagin [7] a découvert dans une autre
partie de la topologie. Je le formulerai sans la précision qui est
exigée dans le cas genéral. Si Pintersection de M et N est zéro
en M au sens de ’homologie, on peut détacher M de N (ausens de
Ihomologie) tel que I'mtersection devient zéro au sens ensem-
bliste.

Ce principe s’applique 4 notre exemple de la maniére suivante :

M est la variété des droites passant par le centre de projection a.

N est une variété gquelconque. On connait par induction le
systéeme des cycles §' de M (qui est essentiellement le plan
projectif). Les voici :
dim 2, toutes les droites passant par a;
dim 1, les droites passant par @ et situdes dans un plan qui
' passe para; -
dim ¢, une droite fixe passant par a.

Le cycle S=MN doit ére un multiple de celles-la. Mais
on connait des cycles spéciaux N' qui ont avec M justement les
intersections 5. Ce sont respectivement

dim 4, toutes les droites (1);
dim 3, les droites passant par une droite qui ne passe pas
par a (£); ‘ ' '
dim 2, les droites passant par un point différent de a (g, ).

MN doit étre un multiple d'un M N, et, si'on retranche deNce
multiple de N/, on doit trouver un cycle qui a avec M une inter-
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section nulle en M au sens de 'homologie, et qui, par conséquent,
peut étre supposé détaché de M. Parla projection de Schubert, il va
tomber dans le plan ¢, ol I'on connait {par induction) tous les

cycles, 4 savoir g., g, G. Il s'ensuit que le sytéme donné de
conditions est complet.

C’est un exemple trés simple de ce procédé, mais qui est essen-

tiellement général. On peunt en dériver les bases bien connues des

variétés de Grassmann, et méme les belles formules d’intersection
de Giambelli [3], qui, il est vrai, exigent quelque correction.

Le principe le plus fertile, -dont jai fait usage, est le
« Umkehrhomomorphismus » de H. Hopf [4]. En réalité ¢’est un
principe purement algébrique pour les transformations algébriques,
mais je préfére vous le présenter sous sa forme topologique, qui
correspond le miecux & sa signification et a sa portée en géométrie
fnumérative. Le théoréme de H. Hopf dit qu’étant donnée une
transformation f d’une variété en une autre, il existe une homo-
morphie F des anneaux d’intersection en sens inverse telle que
pour chaque couple de cycles 5 (dans la variété originelle) et Z
(dans I'image), on a f(z) Z = f[zF(Z)] au sens de '’bomologie.
Dans les transformations algébriques de la géométrie énumérative,
F(Z) a une signification trés simple. 5i f est réguliére (c’est-
4-dire si elle se comporte comme une projection ordinaire (4 des
points exceptionnels prés qui remplissenl une variété d’une
dimension plus basse), F est Vinversion ensembliste de f. Méme
si f n'est plus réguliére, on peut dire que F{Z) doit &tre une
¢ombipaison linéaire des cycles contenus dans I'original ensem-
bliste de Z, ce qui est toujours un principe trés utile.

Exemple. — Les. coniques complétes du plan projectif seront
transformées dans les couples non ordonmés de points d’une
droite L, 4 savoir chaque conique dans le couple de ses points
d’intersections avec L. Il y a des singularités pour les coniques

dégénérées & dontune droite coincide avec L., mais la dimension -

.de la variété singuliére n’étant qu’vn, cela n’influence pas nos
raiscnnements. Aux couples de points de L, or peut imposer par
exemple la condition p, qui demande que 'un de ses éléments soit
un point donné &, ou {autre exemple) la condition ¢ de coincidence
des deux éléments du couple. On démontre sans peine que ¢
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vaut 2p. L'original de p dans la variété des coniques colmplétes
est la condition p de passer par le point donné a. L’original de ¢
consiste en toutes les coniques qui ont un point double commun
avec L. Tl se décompose en deux parties : 1°les coniques tangenies
a L, c’est-a-dire la condition p; 2° les coniques dégénérées . On
peut démontrer la régularité de la transformalion, et, en appliquant
le théoréme de H. Hopf, on retrouve la formule 2p=p -+
Si F'on n'admet pas la régularité de la transformation, on voit au
moins que 2+ est une combinaison linéaire de p et n 4 coefficients
entiers non négatifs, cc qui ¢st déja un fait considérable.

Autre exemple. — Si on considére une transformation fd'une
variété V dans une autre, v, qui est f-univoque au voisinage d'une
certaine sous-variété 5 de v, telle que 5 est la variété de ramifi-
cation de f pour ce voisinage, on peut se demander quel multiple
de l'original Z dé 5 vaut Poriginal algébrique. On peut répondre
a celte question, en appliquant une forme locale du .théoréme de
H. Hopf. On coupe & avec une pertion. d’une variété tellef_ que
I'intersection est un point simple. L’original de y esturn certain Y, .
mais f(Y) == ky, d'ot suit que F(L)y=Fk%. .

L’exemple précédent contient un principe lrés important, la
méthode des repéres locausz multi-univoques.-On peut profiter de
ces repéres pour dénouer des intersections singuliéres,_et calculer
les multiplicités d’intersections de la maniére la plus directe.

 Exemple. -— On se propose de calculer le nombre npp® des
coniques complétes, ¢’est-a~dire le nombre des coniques dénégéréﬁs
en deux points, passant par un point donné @, et tangentes a trois
droites données Ly, La, L;. Deux de ces tangentes doivent passer
par le méme pbint de la conique dégénérée; leur Eoint d’inter-
section est I'un de ces points, et la droite qui le joint 4 @ est sa
droite double, le point, od elle rencontre la troisiéme tangente
donnée, est I'autre point de la conique, qui est alors complétement
déterminée. On en conclurait npp® =3, mais Uexamen a posterior:
des nombres d’intersections montre qu’il doil étre 6. Schubert se
tire de cette affaire en décrétant que la condition p imposée aux
conlques dégénérées n compte pour deux, parce que la dr?ite
a laquelle elle est imposée est une droite double. Cela semble étre
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un subterfuge, mais il est quand méme correct. On peut se
contenter de la remarque quon a calculé ce nombre a posterior:
d’une maniére rigoureuse, mais il est utile de connaitre la vraie
cause du dédoublement de cette condition, parce que c’est un
phénomeéne trés fréquent en géométrie dnumérative. Si I'on veut
éviter des détours ennuyeux, ce principe, appliqué par Schubert

avec une routine admirable dans bien des cas, est indispensable. "

Pour le démontrer, il est avantageux d'introduire un repére {2-1)
pour les coniques voisines de I'exemplaire dégénéré en question.
Par deux points arbitaires, mais fizxes, on construit les
tangentes L, L, (respectivement L;, L,) & la conique variable, qui
sont numéroctées de sorte que L, et L; passent dans le voisinage de
P'un des deux points singuliers de la conique dégénérée v, et Ly,
L, dans celui de Pautre. Comme coordonnées locales on choisit (1)
le point d'intersection de Ly et Lg, (2) celui de L et Ly, (3) un
point d’intersection de la conique variable avec une droite fixe L,.
Cest évidemment un repére (2-1), dans lequel & la condition
répond une valeur assignée de la cinquiéme coordonnée, tandis
que 7 est représenté par une relation linéaire entre les cing
coordonnées, qui traduit le fait que pour ces coniques les trois

points servant de coordonnées sont alignés. Dans le repére, Uinter-

section de ces deux conditions est réguliére, quoiqu’elle soit
singuliére dans le systéme des coniques mémes. Le théoréme de
H. Hopf explique le dédoublement signalé.

Passons 4 une autre application de ce théoréme. En géométrie
énumérative, on est souvent confronté avec un type de probléme,
dont voici un exemple trés élémentaire [8] :

Exemple. — Etant donné un systéme de coniques, dont on
connaft le nombre des individus passant par un point, etle nombre
de ceux qui sont tangenis i une droile, on se propose de calculer
le nombre de ceux qui touchent une droite d’un faisceau donné
dans un point d’une droite donnée. Le résultal en est que le

troisiéme nombre est la somme des deux premiers, ce qui revient

a dire que la troisiéme condition, ¢, est la somme des autres p~-p.
I est impossible de redire les histoires merveilleuses que Schubert
raconte sur cette affaire, qui est une des plus mystérieuses de son
ceuvre. Schubert met le systéme des coniques en relations avec le
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systéme des éléments de comtact du plan (point el droile en
position unie), dont les conditions fondamentales sont p (le point
appartient a uneé droile donnée) et g (la droile appartient & un
faisceau linéaire domné) et od il y a la relation fondamentale

prgi=pg. Schubert compare ces conditions avec celles qu’on

peut imposer aux conigues, et il dit que la condition p?, qui fixe
le point de I’élément de contact, est traduite par ¢, que g* (qui
fixe la droite de I’élément de contact) est traduite par p, et qu'en
conséquence d pg = p*+ g? doit correspondre 1z 4 p. Mais pg
qui force le point 2 se mouvoir sur une droite et la droite &
appartenir 4 un faisceau, est selon Schubert justement I’équivalent
de la condition que nous avons appelée o, d'oti suit o = g+ o.

Ce raisonnement, qui semble rappeler les fantaisies de certains
quadrateurs du cercle, est néanmeins exact. Il peut étre justifié
par une généralisation du théoréme de Hopf, appliqué & des
transformations qui ne sont univoques dans aucune direction.
Voiei le principe de ce raisonnement : On a une relation entre les
coniques et les éléments de comtact, qui est dans une direction
la décomposition de la conique envisagée dans ses éléments de
contact, et dans la direction inverse la recomstruction de la
conique décomposée. A une conique correspondent tous ses
¢léments de contact — c'est la décomposition — et A un élément
de contact correspondent toutes les coniques qui le contiennent
— cest la globalisation. Formulées avec les termes de celte
correspondance, les assertions de Schubert deviennent absolument
claires. Dans cette correspondance, Vimage de p* (éléments de
contact & point donné) est g (coniques passant par ce point),
Iimage de g2 (élémenls de contact a droite donmée) est p
(coniques tangemtes & cette droile), et limage de pg (point
variable sur une droite, droite variable dans un faisceau) est
évidemment o. Le théoreme de H. Hopf généralisé permet de
traduire l'égalité pg = p*~ g* par o == . +p.

Note additionnelie.

Voici une esquisse de la marche que j’ai suivie pour résoudre
le probléme posé eh 1942 par la Société mathématique
néerlandaise o ‘
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Déterminer le nombre des sufaces réglées cubiques passant par
une lreizaine générale de points de espace. :

Je rappelle que les droiles génératrices d'une surface réglée
cubique R; font partie d'une congruence linéaire a directrices {
et m; le cas de directrices coincidantes conduisant a des
congruences paraboliques et aux surfaces de Cayley. On sait que

les génératrices de R produisent une correspondance (1, 2) entre-

les points de [ et m et une correspondance {2, 1) entre les plans
passant par [ et m: Dans le cas général, ces correspondances
déterminent U'une et Pautre la surface R, ellé-méme. Une corres-
pondance (2, 1) peut étre dégénérée, c'est-a-dire composée de
deux correspondances projectives, dont I'une doit &tre singuliére;
si toutes les deux sont singuliéres, il ¥ a dégénérescence double.
Les correspondances simplement dégénérées donnent lieu aux
surfaces

¢ : composées d’une surface régléde du second degré et d’'un
~ faisceau linéaire. ' '
L'¢tude de la variété des congruences linéaires conduit 3 la
formule classique,
e 1= 0~ 2 8,

ot ¢ est condition des congruences paraboliques et o celle des
congruences singuliéres (4 directrices [, m situées dans un plan ¢
et se rencontrant Uune Lautre au point p). ¢ donne paissance aux
surfaces '

& : surface de Cayley; ’

tandis que ¢ produit guatre types de surfaces R; dégénérées. En
effet, en cherchant les génératrices de Ry rencontrant une droite
arbitraire, on en peut trouver 3, 2, 1 ou zéro situé dans e {zéro, 1,
2, 3 passant par p). A ces cas correspondent les dégénérescences
simples appartenant i ¢ ‘

7 : systéme des tangentes d'une courbe plane de classe 3 et
d’ordre 4, sitnée en e et possédant la tangente double { et la
tangenle simple m, la correspondance des points étant réguliére,
celle des plans étant doublement dégénérée;

T ¢ systéme composé de : 1° les tangentes d’une conique de
classe 2, située en ¢ et tangente & {; 2° un faiscean linéaire pe’, ol
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e estun planltangent de la conique, la correspondance des points
étant réguliére, celle des plans étant simplement dégénérée.

#* : systéme dual de 7°;
* : systéme dual de =.

Outre ces conditions, on étudie les conditions /, m, i« (la surface
passe par un point donné), p (la surface posséde un plan tangent
donné). On se propose de calculer les nombres

pip/ (i+j=13)

On se procure les formules nécessaires, en coupant les Ry par
un plan fizxe. Cela donne naissance a une transformation £ des R,
en figures Py, qui consislent d'une courbe d’ordre 3 et de classe 4
ot des points @ et b, points d'intersection de { et m avec le plan,

b étant le point double de la courbe. Il faut d’abord s'instruire des
propriétés du systéme Pi, 0t ot doit étudier les conditions :

v : la courbe passe par un point donné;
“a 1 le point & est situé sur une droite donnée;

b : le point b est situé sur une droite donnée;

¢: a et b coincident, la droite joignante restant déterminée;
o : la courbe est dégénérée, @ se tronvant sur la partie conique;
r: la courbe est dégénérée, o se trouvant sur la partie droite.

On trouve les relations
{n) Gv =920+ 4 -3¢,
(2) v=r—2awb-+3¢
L’homéom-crphisine inverse a £ fait correspondre aux
v, & by g, P, T

les
o &omyo8 9 FrE - wp

{« et y étant indéterminés). ¢ étant singulier pour 7 et 7", on peut

traduire les relations (1) et (2) par

ju=o+oal+4m-—3s {mod =, ="),
p=yrrp—m— ala-3e {mod =, =")-
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En tenant compte de la dualité projective et en calculant
quelques cas simples, on est conduit aux formules

fr= o +2i44m46max*— 3¢,
bp= g 4L 2m+ 6x + 2x" — 3g,
p—p=ma2l— 2 —ar*— 3w — 3¢,
p—p =1 -tz2m—75" —2x'— 3xn ~ 3¢,

Par ces formules, le calcul des plal (& —|—jm13-) est réduit
a celui des

aplpf (i+j=12, a=m=x, =" 2" % o)

Le calecul du groupe « = revient & celui de certains nombres
du systéme dual a Py, le cas @ = =" dépend de certains nombres
pour les coniques, les cas a=3»" et o==x sont dérivés des
précédents par dualité, tandis que x==¢ demande l'étude des
sysiémes R,, surfaces réglées de degré 2 avec deux directricesl, m,
étude analogue a celle des Ry, mais plus simple.

On finit par trouver des nombres pour les R;, dont je vais citer
les plus intéressants,

504 surfaces passant par 13 points donnés;

1 surface & directrice m donnée et passant par g points;

4 surfaces de Cayley & directrice m- donnée et passant par
S points; i ‘ o

9 surfaces, dont la directrice m appartient 4 un faisceau linéaire
donné, et qui passent par 1o points donnés.

T'ai encore étudié quelques autres conditions qu’on peut
imposer aux R, (par exemple la condition d’étre tangente 4 une
droite donnée, ou des conditions cuspidales), mais ces conditions
demandent des modéles plus compliqués de R;.
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[13] ¥. Sgpvenr, Ueber die Grundlagen der algebraischen Geometrie (Abh.
Hamburg, 9, 1532, p. 335-364).

[14] B. L. vav uek WABRDEN, Topologische Begriindung des Kalkiils der
absdhlenden Geometrie { Math. Ann., 102, 1920, p. 337-362).
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LA GEOMETRIE PROJECTIVE ET LA TOPOLOGIE
DES ESPACES FIBRES.

Par Guy HIRSCH.
{Bruxelles),

Je traiterai ici un probléme de topologie (slﬁhéres fibrées en
sphéres) qui s'introduit notamment par I'étude de 'axiomatique
des espaces projectifs; je montrerai 'équivalence de deux pro-
blemes (probléme d’axiomatique et probléme de strzclures fibrées)
et donnerai quelques résultats relatifs i ce dernier [en particulier,
des relalions entre D'existence de certaines structures fibrées en
sphéres et de certains espaces (sphéres et espaces pl‘OJBC!;lfS réels)
parallélisables].

Les ensembles de trois nombres réels, de trois nombres
complexes ou de trois quaternions, donnés & un facteur prés
(respectivemenl réel, complexe ou guaternion, avec toutes les
multiplications prises dans le méme sens, soit & gauche, soif &
droite, lorsqu'il s’agit de quatermions) sont, par définition, les
plans projectifs respectivement réel, complexe ou quaternionien.

Au point de vue topologique, ces plans projectifs sont des
varidtés closes (compactes) respectivement & 2, 4 ou 8 dimensions.

L’ensemble des points d’un plan projectif dont les coordonnées
vérifient une équation linéaire (A coefficients respectivement réels,

omplexes ou quaternions; dans ce derniér cas, les. coefficients
étant soit tous & droite, soif tous i gauchP et ‘dépendant de la
convention analogue faite plus haut) est une droite projective;
celle-ci est aussi équivalente a I'ensemble de deuxnombres (réels,
complexzes ou quatermons) définis 4 un fagteur (réel, complexe ou
quatermon) prés (ce qui justifie son nom de droite PI‘OJECUVG), et
est une variété close, homéomorphe & une sphéte, respectwemgnt :
a 1,2 ou 4 dimensions.

Ces droites projectives dans un plan projectif vérifient les
axiomes d’incidence de la géométrie projective plane :
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(T). Deux points dans le plan projectif délerminent unc droite
projective (et une seule); deux droiles projectives dans le plan
projectif déterminent un point (et un seul); de plus, cette droite
ou ce point dépendent d’une maniére continue des deux pomts ou
des deux droites.

D’autre part, on sait que le complément, dans le plan projectif,
d'une idroite projective quelconque, est homéomorphe & I'espace
euclidien (respectivement a 2, 4 ou 8 dimensions); ce qui revient
a dire qu’on peut « clore » I'espace euclidien (4 2, 4 ou 8 dimen-

sions) par une sphére (respectivement a 1, 2 ou 4 dimensions)

pour obtenir le plan projectif (réel, complexe ou quaternionien)
[propriété que je désignerai par (.

On sait [théoréme de Frobenius ()] que les seuls sysiémes
hypercomplexes {sur les nombres réels) sans diviseurs de zéro
sont les nombres réels, les nombres complexes et les qualernions.
Par conséquent, il ne sera pas possible de définir de nouvelles
variétés, généralisant les plans projectifs, au moyen d’une défi-
nition algébrique analogue a celle qui a été donnée plus haut
(éléments d'un corps ou d'un corps gauche, donnés a un facteur
prés) (*).

1l convient donc de se demander si les trois plans mentionnés
plus baut sont les seules variétés V (dont j'appelle » +n' le

nombre de dimensions) dans lesquelles on peut construire une
géométne projective plane, ¢’est-a-dire dans lesquelles on peut
définir une famille de sous-varigtés (4 n dimensions} M (que 'on
appellera droites prolecuves), telles queles axiomes d'incidence (T)
soient vérifiés.

'l peut effectivement exister d’autres variétés V admeltant une
géométrie projective plane, les droites projectives M doivent-elles
nécessairement étte homéomorphes 4 une sphére 4 n dimensions ?

(1} Voir, par exemple, L. Poxtrisciy, Topological Groups (Princeton, 1pdg,
p- 175}

(*) On pourrait obtenir des géométries projectives planes en partant d'an

corps ou d’un corps gauche quelconques; mais les « plans » ainsi définis, s'ils ne
coincident pas avec un des trois exemples cités plus haut, ne contiendraient pas
de sous-ensemble ayant la topologie de la droite réelle, et ne seraient donc pas
des variétés. Ce cas ne nous intéresse pas ici.
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D’autre part, exisie-L-il d’autres variétés (4 n' 4 n. diménsions)
que les trois plans projectifs classiques, pour lesquelles (I} est
valable, c¢’est-a-dire dans lesquelles le complément d’une sphére
4 n dimensions est'un espace euclidien & »’-i- n dimensions?

S5i la réponse 4 ces questions est affirmative (c’est-a-dire s'il est
possible de fournir d'aulres exemiples de pareilles variétés diffé-
rentes des trois cas déjd mentionnés), ces propositions (I') et (II)
sont-elles équivalentes ? Autrement dit, si une variété V admet par
hypothése -une‘géométrie projective plane, pourra-t-on affirmer
que le complément d'une droite projective M est homéomorphe &
un espace euclidien, ou encore, dans une variété o1, par hypo-
thése, une certaine sphére a pour complément un espace euclidien, '
sera-t-il possible de construire une famille de sous-variétés M
vérifiant les axiomes d'incidence (I')?

Je montrerai ici que la réponse & ces questions est affirmative :
comme nous le verrons ci-dessous, il ¥ a au moins une variétd
(& 16 dimensions topologiques) dans laquelle on peut construire
une géométrie projective plane, oit les droites sonl homéomorphes
a la sphére S® 4 8 dimensions. On verra plus loin gue le-nombre-
de dimensions d’une variété pour laquelle (I') ou (If) sont vrais
esl une puissance de 2. Dans P'état actuel de nos connaissances, il
n’est pas possible d’énumérer effectivement toutes les variétés de
plans projectifs, ou de décider s'il peut en exister d’autres, diffé-
ventes de la précédente et des trois cas classiques. Mais ce
probléme est équivalent 4 un probléme connu de topologie : déter-
miner les possibilités de fibrer une sphére (4 27 —1 dimensions)
en sphéres (équatoriales) a n-—1 dimensions (la variété des fibres
étant alors, elle aussi, une sphére). Je démontre en effel que si
(pour ces dimensions respestives 2 — 1, 2 —1 et ), une pareille
structure fibrée existe [ propriété que J'appelle (®,)], alors on peut
construire une variété M, a 2n dimensions, vérifiant (I') et (I} (*)
Réciproquement, l'existence d'une variété V pour laquelle (T')
ou (II) sont valables implique n 4 n'==2n, et 5% se laisse
fibrer en 5" équatoriales avec S pour variété de base.

(?) L'existence d’un systéme de fibres 87 sur 8% [¢’est-d-dire la propriété (Py)]
a été établie par H. Horr, Ueber die dblbildungen von Sphdren auf Sphéren
niedrigerer Dimensionen ( Fund. Math., 25, 1935, p- 427-440).
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Dans la deuxiéme partie de ce travail, je détermine des condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que (@) scit valable, pour un
nombre de dimensions n» donné. La premiére propriélé que
j’établis peut étre considérée comme une réciproque (affaiblie) de
la propriété (algébrique) qui a servi a définir les plans projectifs
classiques : puisque nous avons vu.qu'il y a au moins une variété
de plan projectif non homéomorphe aux trois exemples classiques,.
il en résultait que existence d’une algébre primilive {ou d'un
systéme hypercomplexe sans diviseurs de zéro sur le corps des
nombres réels) correspondante, condition suffisante pour Vexis-
‘tence d'une géoméirie projective plane [et d'une variélé véri-
fiant ()], n'est pas une condition récessaire. Quelle condition
nécessaire et suffisante, pour (I') et (I}, analogue a 'exislence
d’une algébre, peut-on énoncer ? ) : ‘

La réponse est fournie par cette propriété de la structure
fibrée (@,) : (@) implique existence sur S+~ d'une « multipli-
cation » continue bi-topologique (*) différentiable et semi-linéaire
[c’est-a-dire telle que le « produit » (dans un sens) de peints ali-
gnés sur un arc de grand cercle fournit encore un ensemble de
points alignés sur un grand cercle]. [Propriété que j'appelle (M,.)].

Cette « multiplication » comprend comme cas particuliers les
systémes hypercomplexes sans diviseurs de zéro, mais elle est
plus générale, car elle ne postule ni la distributivité, ni Passocia-
tivit¢ du produit. Une pareille multiplication, non associative,
existe effectivement sur la sphére a sept dimensions 57, ou elle est
fournie par la multiplication des oclaves de Cayley (*) dont la
norme vaul 1. L'existence de cette multiplication (qui est
d’ailleurs linéaire dans les' deux sens), permet Ia construction du
« plan projectif des octaves », variété a 16 dimensions topologiques,
annoncée plus haut (),

{*) Cela signifie que si Pon pose r=p.q, o p, g et » sont des points de Iz
sphére, les applications 7,(q) = Po.4 (P, fixé et q variant seal), ainsi que
To(p) =P.q, (q, fixé et p variant seul) sont des applications topologigues de
la sphére en elle-méme quels que scient p, et q, et dépendent d’'une maniére
continue respectivement de p, ou (.

(®) Veir, par exemple, L. E. Dicsox, Lingar Algebras (Cambridge, 1914), ou
Algebren und itre Zahlen theorie (Zirich, rgaq), pouria définition des nombres
hypercomplexes & 8 unités de Cayley.

(%) Clest cette méme multiplication des octaves qui a permis la construction
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L'existence de la structure fibrée en sphéres équatoriales (@)

entraine aussi Vexistence d’un parallélisme (*) dans la sphére 5o~

et aussi dans Pespace projectif (réel) & n—1 dimensions (*). En
vertu d’un résultat de Stiefel et Hopf (*), ceci exige que n soit
une puissance de 2.

La variété Vi® construite ici est simplement connexe, et son
polynome de Poincaré ('9) est dela forme 1 4 &8+ £1°. L’existence
d’une pareille variété (et, en général, de variétés dont le polynome
de Poincaré serail un trinome 1 - &% 2% avec n > 4) avait été
mise en doute par A. Bassi (4'). Jétablis d’ailleurs que toute
variété V vérifiant (T') ou {II) a un polynome de Poincaré de cette
forme, el est décomposable en une -somme de trois boules 2
2n dimensions. [Jignore si toute variété ayant un polynome de
Poincaré de la forme 1 + #* - £27 vérifie (I') et (II), ce qui entrai-
nerait qu'elle ne peut exister, au plus, que pour des nombres de
dimensions qui sont des puissances de 2. Tout ce qu'on peut en
affirmer, c’est que si V'on exige encore que cette variété soit
décomposable en une somme de trois boules, alors il en sera
effectivement ainsi, et la variété pourra étre considérée comme un
« plan projectif ».]

par H. Hopf du systéme de fibres 37 dans 5%, cité pius haut {note (?)]. Nos
connaissances sur les structures fibrées dans les sphéres ne vont gudre au deld
de ce travail de Hopf; il en résulte qu'il n’est pas possible actuellement de
résoudre compldtement le probléme de Pexistence des plans projectifs.

(&) i{'oir- E. StErsL, Richtungsfelder und Fernparallelismus in n-dimen-
sionalen Mannigfaltigheiten { Comment. Math. Helvet., 8, 1335, p. 3-51).

(%) T"établis ici que la présence sur 5~ d'une structure fibrée en S équa-
toriales entraine lexistence d’'un parallélisme dans espace profectif réel Pr=1.
On peut rapprocher ce théoréme d'un résuliat de J. Faropay (sous le pseudenyme
de J. Lapoumeum), Les structures fibrées sur la sphére et le probiéeme du
parallélisme (Bull. Soc. math. de France, 1g42), qui établit (par une méthode
d'ailleurs différente) que si S~ se laisse fibrer en S+—' (pas nécessairemment
éguatoriales 1}, alors S (mais pas nécessairement P+ 1) est parallélisable.

(") E. StigreL, Comment. Math. Helvel., 13, 1941, p. 201, th. A; IL Hoer,
Comment. Math. Helvet., 13, 1941, p. 338, th. Ve. )

(1) On appelle polynome de Poincaré d’un espace G un pelynome en une

" yariable £, oi le coefficient de la k° puissance de t est égal an nombre de Belti’

de C pour la dimension k.
{1} A. Bassi, Un problema topologico di esistenza (Mem. della CIL di
Scienza, R. Acead. d'Italia, 6, 1935, p. 66g-714 ).
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On peut enfin se poser un probléme analogue au précédent
dans le cas des espaces projectifs a plus de deux dimensions
{projectives) : ayant défini les espaces projectifs classigues (réels,
complexes ou quaternioniens) & partic d’un corps ou d’un <corps
gauche, et considérant les axiomes d'incidence qui y lient les
sous-espaces projectifs et leurs intersections, on peut se demander

encore si toute varidté dans laquelle il est possible de définir des )

familles de sous-variétés dont les iniersections vérifient ces
axiomes d'incidence, est nécessairement homéomorphe & un des
espaces classiques. Contrairement a ce qui se passait dans le eas
des plans projeciifs, on peut maintenant affiemer qu’ici il n'y a
pas d’autres variétés répondant a ces conditions. En effet, dans
une géométrie projective i plus de deux dimensions, le théoréme
de Desargues (qui est un postulat dans une géométrie projective
plane) est démontrable. Or, il résulte des travanx de Hilbert sur
I'axiomatique de la géométrie que le théoréme de Desargues
entraine Uexistence d'un corps {ou d'un corps gauche} corres-
pondant; si, comme nous I'avons supposé, les espaces projectifs
considérés sonl des variétés, ils contiennent des sous-ensembles
ayant la topologie de la droite réelle, et il résulte du théoréme de
Frobenius cité plus haut que le corps {ou corps gauche} construit

se confond avec le corps des nombres réels, des nombres complexes

ou des quaternions {'2).

Dans un espace projectif & & dimensions (projectives), le
complément d’'un hyperplan projectif (2 £ — 1 dimensions projec-
tives) est un espace euclidien. On peut encore établir, comme
précédemment, que, d'une maniére générale, la possibilité de
« clore » un espace euclidien & »'4-n dimensions par une
variété M 4 n' dimensions (pour obtenir une variété close a
n'+n dimensions) est équivalente 4 Ia possibilité de fibrer
§n+n—i en §e—t gquatoriales, avec M pour variété des fibres (ce
qui impliquera que n' est un multiple de »). Pour ce dernier

(12) Cette remargue montre en particulier que la géométrie projective coms-

truite dans la V!¢ citde plus haut {plan projectif des octaves) est, nécessairement, -

ron-arguésienne. Une comstruction, par voie axiomatique, d'une géométric
non-arguésienne, utilisant également l'algébre des octaves de Cayley, a fait
I'objet d’un travail de MM R. Movrane, Alternativkérper und der Sats vom
vollstindigen Vierseit { Abh. Math. Seminar, Hambuxg, 9, 1932, p. 207-242.).
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probléme, on connait (*?) les structures fibrées correspc_)ndant Aux
trois géométries projectives classiques, et I'on ignore 5’1l en exlﬁte
&autres. La remarque faite ci-dessus (non-existence d-e gdéométries
projectives « non classiqués » & plus de deux dimensions) permet
en tout cas d’énoncer certaimes restrictions qui leur seraient

applicables.

Jesquisse ici la démonstration des équivalences.

1. (T) impligue (®,). — Les droites projectives passant par
un point donné forment un ensemble homéomor_pl_le & une droite
projective, et découpent sur la frontiére d’un-vmsmage (su}‘apo_sté
sphérique) du point un systéme de fibres qui sont des. sphéres a
n—1 dimensions. (Il convient d’imposer aux « droites » une
condition de régularité. ) ‘
~ Pour établir que la variété des fibres (qui est homéomorphe &
une droite projeclive) est homéomorphe & la sphére 37, on
décomposera $27~1, a partir de deux fibres quelconques, en une
somme de deux « tores solides », suivant un diagramme de

Heegaard généralisé.

2. (I) implique (®,). — Un voisinage de M~ dans V3" sera
une variété bordée par une sphére (parce que le complément de
M* esl un espace euclidien) a 27 -—1 dimensions, fibrée en'boules
(normales 3 M¢} dont les bords 5#~* fibrent Sen—t,

3. (@) impligue (II). — En considérant la fibre 371 comme
le bord d’une boule a n dimensions, on construll une. varidté
a an dimensions, bordée par une sphére (fibrée en S+ 4
an —1 dimensions. Il suffit' d’y souder par sa frontiére une houle

a »n dimensions pour obtenir V2.,

k. (1) implique (T). — Reprenons les constructions des n“_ﬂ
et 3, et considérons la boule & 2n dimensions comme une demi-
sphére 4 2n dimensions. Prenons celles des hypersphéres équato-
riales, dans cetie demi-sphére, qui coupent la frontiére de la

demi-sphére suivant les fibres 37~ de cette frontigre (qui existent,

(1) Voir le travail de X. Horr cité plus haut [note (*)].
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en vertu du n® 2). 5i I'on identifie les points de chacune de ces
fibres, les hypersphéres 4 n dimensions considérées, fermées par
ce point (« point & Iinfini »), ainsi que M”» (« droite 4 U'infini 2}
engendrent une géométrie projective plane dans V2=,

8. (®,) impligue (Mn). — En reprenant le diagramme de

Heegaard généralisé (n® 1), nous pouvons y introduire deux sys-.

témes de coordonnées bi-sphériques, qui correspondent respécti-
vement aux deux boules qui figurent dans le diagramme (c’est-i-dire
aux sphéres qui sont homotopes 4 un point respectivement daus
les deux parties du diagramme). La deuxiéme « ligne » coordonnée
sera la fibre. Alors, par définition, T'une de ces premiéres

coordonnées sera égale au « produit » de P'autre parla coordonnée
de la fibre. :

6. (M.} implique (®,). — A la multiplication par un point
donné on peut faire correspondre un systéme de relations linéaires
entre les coordonnées projeciives de deux points d'un espace
projectif 3 n—1 dimensions. En les interprétant comme des
relations entre les coordonnées cartésiennes dans un espace
euclidien 4 2n dimensions, on définira un systéme d’ hyperplans
4 n dimensions passant tous par Torigine des coordonnées, qui
découperont sur la sphére-unité & ar —1 dimensions le systéme
de fibres demandé. :

7. {Ma) implique que la sphére et Uespace projectif réel &
' n—1 dimensions sont parallélisables. — Pour mener par un
point de la sphére la direction « paralléle » & une direction donnde
par le point-unité, il suffira de multiplier ce point par une suite
de points silués sur la direction donnée. Ce parallélisme s’étend a
Yespace projectif réel, obtenu a partir de la sphére par identifi-
«cation des points diamétralement opposés, parce que (en vertu du
caraciére semi-linéaire du produit) des directions « p’araIIéles »
apphquées en des points diamétralement opposés de la sphére
sont, elles aussi, diamétralement opposées.

THE FINITE ALGEBRAIC FORM OF THE THEORY
OF HARMONIC INTEGRALS;

By W. V. D. HODGE
(Cambridge, England).

1. Harmonic integrals are defined in spaces which, in the large,

‘are closed orientable manifolds, and in the small, are Rieman-

nian spaces. Lel M be such a space, and let (2%, ..., 2*) be an
allowable coordinate system in some neighbourhood of M, and
suppose thatthe Riemannian metricis given in this neighbourhood

by the positive definite quadratic form Zgij dat dzi.
A pfold integral on M is given, in the neighbourhood in
question, by the expression

fP =f zpil---f.'. deh ... datb,

where P, ., is a skew-symmetric covariant Lensor. The compo-
nents P, are usually assumed to have continuous derivatives of
the second order. Integration is taken over elemeptary p-lociE?
defined by the equations

wi= f{uy .., Up) (i=1,2, ..., 1),

where fi(uy, - .., 4p) has continuous derivatives and iy, ...y Up
vary in a p-cell-A7 of Euclidean p-space. Then

Az, .., 2h)
= 2T T L Gy L dl.
‘/1;”1) —"/A‘PZPEW'[P d{itry -+ ey Lp) : v

More generally, integrals are taken over any p-locus which is a
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finite sum of elementary p-loci. The integral fP defines two
other integrals - '

R

(n f dP  where dP iz l: Z (—1)—1 cizl»

r=l1

X Py it ,,_Pﬂ] dxh... doip+,

(2} ‘/-SP where BPzZ( Eé’[fph-.-rp-i,i,f)dx"’---fix’r'-%

Lr=1

where-j denotes covariant differentiation with respect to the

Christoffel symbols of the metric. The integral is said to be

. harmonic at a point if at this point we have
dP =0, #P=o,

and it is said, simply to be harmonic if it is defined at all points
of the space M and is harmonic at every point of M.,

Let K be a covering complex of M, whose p-cells are assumed to
be fields of integration of p-fold integrals (p =1, ..., r). We
denote the p-cells by Bl (i =1, ..., a?) and we define the mtegers

i e . :
17:','(1’_1: e @t =1, .., W p=0, ..., BT

by the properties

nff= o, if  Bf is not on the boundary of Ef*';

) - - -
ni=1, if  Ef is a cell of the oriented boundary of Ef*t,
o . - . .
nfi=-—1, . if — Ef is a cell of the oriented boundary of EL, ;.

The integral fP_deﬁnes a function ® of the p-cells of K as”
follows -

(p(Ef’)xf P,
g

and this function has the property
P(—-Ef ) =— O(E]).

Hence @ is a (p, R)-chain on K, in the language of modern
homology theory, where R is the additive group of real numbers.
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Let us consider the proportion of ® which correspond to the
properties dP = o, 3P = o. " The first of these conditions implies

that the value of-fP over the boundary of any (p—+ 1)-cell of K

is zero, that is

of

NpO(EPy =0 (i=1, @™,
j=1 '

“ that i.s, the co-boundary @ of ® is zero. @ is thus a co-cycle.

The interpretation of the condition 8P = o is not so obvious, since
it depends on the choice of the Riemannian métric. However, a
fruitful suggestion is obtained if we consider the case in which the
metric is locally Euclidean (g:;= 8;) and the complex is obtained
by cutting the neighbourhoed into cells by the loci

wi=mih (i=1, ..., n;mi=o0, =1, %2, S

Any p-cell is given by

mii h & &lf Z (mb + 1), gh=mth (AT e Tp):
for some choice of 4y, . - -, fp. The value of @ on this cell depends
only on (Pi, ..., p). We may replace (P, ..., i) this cell by 1t

average value without altering ®@.
We must replace

R
. JIP; ... ipal
Z ¢ . .._z ekt IR i bt}
gfpi‘...!‘,,_,,l,]— d.’l’;,f
ij . i=1

by a difference équation in an obvious manner, and chtain the
equation

o
Z'ﬂj’i@(Ef) = 0.

J=1i

" 1f this relation holds for all the (p—1) cells of K, the boun-
dary B® of @ in zéro, thatis, @ is a cycle.

"This suggests how we might define harmonic chains on any’
finite complex K with an arbitrary additive topological group G
as coefficient group. We continue to denote by Brii=1, ..., )
the p-cells of K, and define the incidence numbers ), as before.
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Let @ be a (p, G)-chain on K.- Then, as a first condition on ¢
that it be harmonic, we require

\

TP = 0.

The second condition calls for a little care. The suggestion
B® = o does.not turn out to be the best, and we require a slight

modification-of it. B® = o is indeed only suggested by a very:

special case, in which the metric on M is Euclidean. A little
farther consideration suggests that, to represent the case of a
general Riemannian metric, we should replace @ = o by 8@ == o,
where ®” is a p-chain determined by ® is some invariant way.
Further consideration also suggests that @ should not be taken
as a (p, §G)-chain but as a (p, G")-chain, where G is the cha-

racter group of §. The arguments in favour of this are contained

in the discussion of periodic properties of harmonic chain which
follows. It may be pointed out, at once, however, that once we
recoghise that @ should be a (p, & )-chain it follows that even
when we are dealing with a coefficient group & which coincides

with its character group G* there is no reason togive a privileged

position to the case @ = ®*, and 1ndeed we find that this particular
case is of llttle interest.

2. The theory of integrals on a manifold makes considerable
use of the value of an integral over a field of integration. In

partlcular, when fP 1s such that
dP = o,

[=Lr
o il

where C7 and D” are fields of jintegration such that CP-—D7 is a
boundary. The analogous definitions for { p, g)—chains on K are
as follows. Let @ be any (p, §)-chain, ¥ any (p, G )-chain,
We define the value of P on W to be -

it 15 well-known that

«P

V(@)= D W (B @(E), -
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shere ®{X]) is the value of @ on Ef, W (Ef) that of ¥ on the same
cell, and ¥*(B?) ®(E?) is the element in the additive group of
real numbers modulo one which represents @(E?) in the homo-
morphism determined by W*(E!).
The relation
1pw ) (@) =W (y®)

states that the value of the co-boundary y® overa (p-+1, G )-chain
W¥* is equal to the value of the (p, §)-chain over the boundary fW.
This is just the finite form of Stokes’ Theorem. If ®is a co-cycle,
we deduce that the value of ® over any boundary is zero. If ¥}
and W', are homologous (p, G }-cycles

UH(@)— (D) = | Ti— Vi (P =0,

since U — ¥ is a boundary, Hence a co-cycle ® has the same
value on all cycles of a homologous set, and we call this common
value the period of @ onany cycle of the set (on the corresponding
element of the homology group).

. Ifdisa (p, G) co-cycle all of whose periods are zero

W {B)=o

for all (p, G )-cycles W*. @ then belongs to the annihilal or of the
group of all (p, G)-cycles, and is hence a co-boundary. This
corresponds lo a well-known result of de Rham. On the other hand,
de Rham’s theorem that there exists on a manifold an exact integral
having assigned periods on any set of independant cycles does not
necessarily hold in our representation.

3. Considerations of the period properties of harmonic integrals -
suggest that we define a (p, G)-chain on K to be harmonic as
follows : we associale with @ a (p, g }-chain @* subject to the
following conditions :

° & defines @ unigquely, ® = o implies ¥"=o and qonversely;.
z° @ (®} > o unless P = o}
3° If ® and W are any two (p, & )-chains, @, ¥" the associaled
{p, G")-chains, then : :
(% + Wy = o* 4+ U+
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and (4°) : o
T (D) = B (),

Then ® is harmonic if y® — o, fO == 0.

It is easily shown that u harmonic (p, G )-chain, which is by
definitive a co-cycle, cannot have all its periods zero. If @ has all
its periods zero, it is necessarily a co-boundary @ ==y%¥. Then,
wriling ‘

B, for B{EP), W, for W(EP),
N ap-{-l ) )
(p!:Zn;}-* ;.

=1

Then condition y®==0 is satisfied automatically, and the
condilion B®" =o is

ol
=1 gt
2=

=)
and hence
S o=
and therefore
BP0

by (2} above, this implies ® — o. :

It follows from this that the harmonic (p, G )-chains form an
additive group isomorphic with a sub-group of the co—homol'ogy
group Z,(K, G). An exactly similar argument shows that the
associated (p, G")-chains of the harmonic (p, G)-chains form a
group of the homology group 7, (K, G").

4. Itis of some interest to consider special cases of the group G.
Let us suppose that & satisfies the condition that G is isomorphic
with G, but is otherwise arbitrary. We then identify G~ with §.
If @ is a (p, G)-chain, ® the associated (p, G*)-chain, condi-
tiom (1) of § 3 is satisfied when

1

eI =D

d=1

when 7 is a unimodular matrix of integers. Condition (3°) is

FINITE ALGEBRAIC FORM OF THE THEORY OF HARMONIC INTEGRALS. 49

also satisfied. Condition (4°) requires ryj== rj and condition (2°)
requires that r be positive definite. Then ® is harmonic if

Nouitrti=o  (i=1, ., @),

znf;cbjzo (P=1, ..., art1).

Itis well known that we can find unimodular matrices of integers
ar+t, g, a’1 such that

2y,
0
=1 o el —tp [
ap+ink (ap) ¢ N E N
o] . oo
o 0o o
aPnp—i{ap-1y1=0{r—1=1 o /i . ol
; o
.0 G ’ 0

where ey, ..., ¢, are the invariant factor of 7, f, ... . fo those

of np—1.  If we define ¥; by the equation

Wgszm'}q)g,

equations (1) are easily reduced to the matrix form
(Tr—tYsWe=o, LW=o,
7 where s ==[(a")=* ' r(a?)~'is a symmetric positive definite matrix

of integers. .
If ¢ is the matrix consisting of the (p 4 1)¢, ..., {p + )¢ row

. of 5 the equations become

im0 (i=ti0)

(2) Eﬁz,,qf,_,o (=1, ooy 8.
j=1
Itis easily deduced from this that the harmonic (p, G )-chain

form a group isomorphic with a direct sum of R, groups G (where

G¢OLL. DE TOPOLOGIE ALOEBRIQUE. [
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R, is the p** Betti number of K) and groups Gy - s G, Where
Go is thé sub-group of G consisting of elements g of G for
which ag=0 and di, ..., d; are the invariant factors of the

matrix of coefficients of (2).

i, ..., di will depend on the choice of r, but it is not difficult
to seethat Gy +- - .+ Gy, always contain a sub-group isomorphic
with ’

Geytuet G, Ghiree o Goron

Moreover, we can choose so that G, +4-. . .-}- G, coincides with
this sub-group. We merely take r=(c?)a?. Then s is the
unit matrix. '

It should be noted, however, that it is not always clear that for
a given § == G" we can choose the matrix r so that ®*(®)>o
unless @ == o.

5. A more particular case is that in which § =R is the addi-

tive group of real numbers. Then G 9 In this case 1tis not,

necessary the reduce ‘the product of an element of G” by an
element of G modulo one, and it is not difficult to show that none
of the results of § 3 and 4 are lost if we no longer so reduce pro-
ducts. Hence we shall suppose that this reduction does not take

place. Itis then easy to show that the conditicn r positive defi-

nite is sufficient to assure that @ (@) > o unless ®=o. The
elemenls v;; may be real numbers, not necessarily integers.

In this case, the number of independant solutions of (2) is
@, — k where k is the rank of the matrix of coefficients. Since
(&;)(i=1, ..., o, f==p—+1,...,0) is non-singular because s is

positive definite the rank is k==p + o, and #,— Ak =F,. The.

solution from a group which is the direct sum of p group G, and
since the cohomology group and homology group are both iso-
morphic with this it easily follows that there exists exactly one
harmonic p-chain with assigned periods on the elewents of the
homology group.

6. We may mention briefly one or two special problems which
suggest themselves in conneclion with harmonic chains. These
problems are suggested by the snalogy with the theory of har-
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monic integrals. As harmonic integral theory is a generalisation
of potential theory, the question of the generahsauon of such
theorems as the Dirichlet and Neumann theorems arise.

¢. We may ask whether it is possible to find a chain such that
por=", ~yb=y,

where W is a given (p —1, G")-chain, and y isagiven (p +1 REAS

chain on K. Clearly, in order that there should be a solution ¥

must be a boundary, ¥ == 9" and % must be a co-boundary. Tt
is probable that these conditions are also sufficxent but we only

prove this in the case § == §'=R. The equations to be solved

are then )

(=Y r® = (r Y,
np® =mp3-

Any relation correcting the left hand sides of these equations is
expressible as a combination ofa relation connecting the firstsetand
a relation connecting the second set. Since r is non-~singular, it
easily follows that these relations also comnect the right hand
sides, and hence the equations are scluble. The most general

solution is obtained by adding a harmenic chain to a particular
solution. .

There is an interesting apphcauon of this result to the theory
of electrical networks (suggested by Prof. Tucker). G was a one-
dimensional network, we can construct a 2- -dimensional complex
from it by taking the vertices of the metwork as o-cells the
(directed) conductors as 1-cells, and the circuits. as 2-cells.
By construction we find the first Betti numberis zero. Letr;bethe
resistance of Ej and Jet ; be the e. m. f. in E;. Let the current
leaving the network at E; by /. "We have to find the current v;
inE;. We write ® = r;v;. Then if

Kirchoff’s equations are
por=j, 1R =x

From the analysis give above it follows that there exists a solu-
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tion which is unique, if and only if ; is a boundary, that is, is and
only if the total current entering the network in zero.

b. The theory can be extended to open complexes. Let K be

any closed complex L a closed sub-complex. We may suppose

that the p-cells of K are marked so that Ef isin K - L if £ =2 g7
and in L if £ > 3°; Then the matrix v 1s of the form

.,n‘-” "

7 s
n 7\(3”)

where 0’ is a B,y > 3, matrix. The equation »’7"~ = o, leads
to {0y "= o and since the analysisis based on such a relation
the theory carries over at once.
The problem of most interest are the- solution of the équa-

tions

B(I)* =, ’Y':D =,
or the equations

ﬁ(b* =90, P = P 4]

where W is a chain Laving zero valugs im K — L and y has zero
values in L.,

7. Finally, we indicate briefly how our results can be related to’

the theery of manifolds. M. de Rham has shown how the theory of

integrals in a manifold can be used to investigate the intersection -

properties of cycles in the manifold, and, similarly, we can relate
the theory described above to interseclions on a finite complex
which is a manifold. It should be noted, however, that
M. de Rham’s theory does not require the integrals to be harmonic;
nevertheless, it is found in particular cases, for instances in appli-
cations to algebraic geometry, that much additional information
can be obtained by applying his theory to harmonic integrals.
Similarly, in the case of.finite complexes it is possible to relate
the theory of general (p, G)-cocycles to the theory of intersection
of (p, G.)-cycles, but it is interesting to see how the theory works
out when the cocycles are harmonic.

It is not necessary to work out the whole theory in this paper; a
brief description of the basic features of the theory is all that is
necessary in order that a topologist may be able to work out the
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fall theory for himself, and I shall limit myselt to the bare
essentials. _
Suppose that the complex K is a manifold, and ot K denote the

dual complex. Er~ the (n-—p)-cell dual to Ef. If @ is a
(p, G)-chain of K, we definea (n— p, G)-chain ® of K bywratmg

O;=T(E} ") = (I?(E”) = Oy,

[There is a possibility of a gencralisation here, defining ® to be

a (n—«p) -chain on K associated with ® is more general Way ] Tris
well-known that

B = (—opmr(r®), 4@ =(— (e,

and that, if ¥* is the (n - p, G*)-chain defined similarly from
the (p. §")-chain ¥,
T(2) = u(®).
Ifdisa harmomc (p, G)-chain, @" lhe assomated (p, G )-cham
in the harmonic theory for K,

PP = o, 1P = o,
nnd hence _ _
vo*=o, EP = 0.
This does not imply that ® or @ is harmonic in K*. In order
that the harmonic property be preserved when we pass from K

.to Kit is necessary that we should be able to define harmonic dua-

lity for (n— p, §")-chains of K so that
(6'7)* zﬁ.

In order that this should be possible, the group § must satisfy
certain restrictions. Its simplest cases in which these restrictions
can be satisfied are those in wich G = §"; such groups include
the additive group B of real numbers and finite groups, and direct
sums of such groups. Even in this limited range, however, it is
possible to chose G so that we can obtain deeper results than I
obtained, in the case G == R, in. my book Harmonic integrals.

In the case of groups for which we can define harmonic duals on

K so that _ _
(‘D* )* = @
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we can extend de Rham’s results on the relation between integrals
and intersections in view of the following consideration. De
]_?Lham’s results depend largely on the fact that if we have a p-fold
integral and a g-fold integral on an n-dimensional manifold we can
Fombine them, by exterior multi;ﬂicatiqn, to give a (p -+ ¢)-fold
integral (zero if p+g>n). We can do the same for chains

Jin K, K. From K, K we can construct a complex K, each of .

where cells is the intersection of.a cell of K and a cell of K.
IfE} is a p-cell of K, EY is a g-cell of K, the either do not meet

or have a (p+ g—n)-cell E'Ef in common.. It is these non-’

vacuous interseclion which are the cells of K;. Let®bea {p, G)-

chain of K, ¥" a {p, G*)-chain of K. From the we can define
a{p+g—n, R;)-chain y == ® > ¥ of K,

w(EVEl')=0 where p=p, g=g¢,
2 (B E]) = 0 (87) e (E9).

It is easily seeu that if @ and ¥™ are co-cycles so is y. In order
to preserve the analogy with integral theory, we wish to define
from_tl) and ¥ a (p+ ¢)-chain. We can do this as follows.
Let ® be the (n—p, G)-chain of K defined by @, ¥ the
(n—q, G )-chain of K defined by W*. The W <@ is.a
(n— p—gq, Ri)-chain of K;, and it defines a {p -1~ ¢, Ry )-chain
® >< W of the dual complex of K. If @, ¥* are harmonic, @, (7
are cycles, and so is W > ®. If harmonic duality is suitably
defined, e. g. when G =G and &' = @, we can deduce that ¥~ >< @
is harmonic, and hence that ® >< ¥" is a cocycle. '

' The problem of extending de Rham’s results to finite complexes
is now clear, and provides an interesting exercise.

SUR LES CHAMPS I'ELEMENTS DE SURFACE DANS LES VARIETES
A 4 DIMENSIONS;

Par H. HOPF.
(Ziirich.)

1. Les recherches dont il est question ci-dessous se rattachent
4 un théoréme connu sur les champs de directions dans les variétés

V7 a n dimensions, closes et différentiables. D’aprés Poincaré et

Brouwer, on peut attribuer 4 chaque singularité isolée d'un tel
champ un nombre entier, son «index»; sile champ n'en comprend
qu’un nombhre fini, il lui correspondra alors une certaine « somme,
d’indices ». Le théoréme auquel nous faisions allusion affirme que
cetie somme ne dépend pas du champ particulier, mais est un
invariant de la variété (et égal & sa caractéristique d'Euler).

Le probléme que nous envisageons ici est de savoir si un «théo-
réme d'invariance » analogue vaut pour les champs d’¢léments
plans 4 deux dimensions ou « éléments de sarfdce ».

9. Nous nous bornons au cas n==4 et considérons des champs '
d’¢léments plans & deux dimensions orientés, situés dans des varié-
tés V* orientées, closes et différentiables. Nous supposons en
outre que ces champs ont au plus un nombre fini de points singu-

" liers (forcément isolés).

- Remarque. -— A priori, on s'attendrait plutét a trouver des
lignes singuliéres et Uon peut se demander sl notre derniére con-
dition est toujours réalisable; cette question est du reste sans
importance ici, car il existe suffisamment d’exemples de champs &
singularités isolées. Parailleurs, selon H. Whitney (%), ily a dans
toute V4 orientable des champs de paires de directions, donc

(1) H. Wrrvey, On the topology of differentiable man.L:folds, Leclures in
Topolegy {Ann. Arbor, 194z, §23).
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aussi d’éléments de surface, dont les singularitds sont en nombre
fini.

L'index d’'une singularité d'un champ se définit de la fagon
habituelle et naturelle : ¢’est un élément du groupe d’homotopie
7;(U), U désignant la variété de tous les plans a deux dimensions
orientés mends par un point de U'espace euclidien E*, ou, ce qui
revientau méme, de lousles grands cercles orientds de la spheére $°.
La somme d'indices est aussi nn élément de ', (U). Il faut encore
remarquer ici que, la V* étant orientée, il régne un isomorphisme
bien determiné entre les groupes m; (U} attachés aux différents
points de la varidté, de sorte qu’on peut les identifier enlre eux.

La variété U est le produit cartésien de deux sphéres S2; par
conséquent, 73 (U) est la somme directe de deux groupes cycliques
infinis, et les indices et sommes d’indices sont caractérisés par des
paires (a, &) de nombres entiers.

3. Comme nous Pannoncions au n®1, nous nous posons main-
tenant la question suivanie : La somme d'indices est-elle un
invariant de la V4, cd'est-a-dire indépendante du choiz du
champ?

Sans encore démontrer de théoréme général, on peut voir faci-
lement par des cas particuliers que la réponse sera affirmative pour
certaines V* et négative pour d’autres. Par exemple, on peut prouver
que, sur la sphére 5%, tous les champs ont la somme d'indices
(—1r, 1), mais que, par contre, sur le produit -cartésien
Vi=152>3%, on a un champ de somme (o, o) et un autre de’
somme {(—4, + 4).

Comme conséquence du théoréme principal que nous formule-
rons plus loin (n°B), on obtient le théoréme : La condition néces-
saire et syffisante pour que la somme d'indices soit un inva-
riant est que le deuwiéme nombre de Betti p* de la variélé soit
nul; de plus, lorsque p? £ o, une infinité de paires différentes
de nombres entiers figurent comme sommes d'indices.

4. Comme U = 525< 8?2, la recherche systématique des sommes
d’indices se raméne a V'étude d’espaces fibrés R dans lesquels la
fibre est une S, et la base notre V*. Nous suivons tout d’abord la
méthode habituelle : soit K! le squelette 2 ¢ dimensions d’une
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division sunphmabie de V* et F une «surface de section » {alle-
mand : Schnittfliche) donnée dans Rsur K#; pour chaque sxmplexe
z} de K4, la spheére 5? située dans F au-dessus du bord de 2} définit
un elément du groupe =*(5?), donc un nombre entier v;; nous
nous intéressons au cocycle I' = Zy;z;

Soit de méme F' une deuxiéme Surface de section sur K* et
I"z Zy} 2} le cocycle correspondant & I'. Par un procédé connu,
on peut JDIndI‘G F et ¥/ par-dessus K'; on construit par la sur
chaque simplexe y de K? une sphére s7 qui détermine un
élément du groupe ma (52, donc un nombre entier d;. La chaine
Sdiy?=A(F, F’) est un cocycle a deux dimensions; c’est
« Vobstacle » qui s’oppose & la jonction de F et F.

5. Nommons F la surface de section obtenue & partivr de F
lorsque Fon échange les points antipodes de chaque fibre 32,
Notre théoreme principal est

() ‘ I’ = A(F, F)A{F, F),

le produit tant celui de la cohomologie. Ala place de (1), on peut
aussi écrire :

(2) I = [A(F, F)]2 -+ A(F, F)A(F, F) + T

Une fois F donnée, A A(T, F) et T sont bien déterminés, tandis que
A{F', I') peut encore étre choisi arbitrairement; cela signifie que,
A étant un cocycle 4 deux dimensions quelconque, il existe tou-
jours une surface de section F' pour laquelle A (F, F') = 4; dans
ce sens, la formule (2) fournit le T" plus général possible.

Les formules (1) et (2) sont du reste en relation avec de nou-
veaux résultats de N. E. Steenrod, Products and extensions of
mappings (Ann. of Math., 1. 48, 1947).

6. La démonstralionde (1) repose essentiellement sur le lemme
suivant :

Lewse. — Soient f, f des transformations S3>5% d'invariants

v ety si elles sont suffisamment régulitres, les points z € 5°
pour lesquels f(x)=f(z) forment un cyele 5; de méme sip

désigne Uantipode de p'€ 52 les points y vér ifiant f(_;f) =f"{y)

A
.
Ll
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constituent un deuxitme cycle z. La coriclusion du lemme
est : la différence v — vy est égal au coefficient d’enlacement
de 5 et 5. o

7. A Taide de (2), on peut calculer les sommes d’indices pos-
sibles des champs d’8léments-plans pour beaucoup de V+. Ezxem-~
ples : Soit Vi= 815< V3, 01t V4 est une varidté a trois dimensions
dont le premier nombre de Betti n’est pas nul; les paires (2u, 2v),
“ et v entiers quelconques, représentent tountes des sommes
d’indices et il 'y en a pas d’autres.

Pourle plan projectif complexe P+= V4, on tire tout d’abord de
(2) que les sommes d’indices ont la forme

(y5-+cy~+-d, 2%+ ax + b),

ou & et y sont arbitraires eta, &, ¢, d certaines constantes; celles-ci
peuveni aisément étre calculées, et l'on irouve comme sommes
d’indices toutes les paires :

(3 : Grry—2, 2tz
@ eLy entiers arbitraires (*).

8. Il y a dans le plan projectif comiplexe des éléments plans
particuliers, les éléments « lindaires complexes ». Pour un champ

ne comprenant que des éléments de cette sorte, le premier terme

de (3) est nul; réciproquement, étant donné un nowmbre entier z
quelconque, il existe toujours un champ d’é¢léments linsaires com-
plexes dont la somme d’indices vaut (o, 22+ z 41 ).

Plus généralement, soit V* une « variété complexe »; nous
entendons par la que Pon peut recouvrir V# par des systémes de
coordonnées locaux complexes de telle fagon que le passage d'un

_de ces systémes a 'antre dans un domaine commun d’existence
soit défini par des founctions a-na:lytiques de ‘variables complexes.
‘On peut alors toujours former dans V* des champs d’éléments
linéaires complexes n’ayant qu'un nombre fini de singularités, et

{*) Pai communiqué ce théordgme sur le plan projectif complexe i la session
de’topologie des entretiens : The problems of Mathematics, Princeten, Décem-
bre rg46. i
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les sommes d’indices correspondantes ont la forme (o, b). Cela
fournit une condilion nécessaire pour gu’unme variété V4 donnée
soit compleze au sens défini précédemment; en particulier, on
deduit du n® 3 que la sphére S¢ n’estpas une variéié complexe; de
maniére analogue, on peut indiquer une infinité de variétés pon
complexes.

9. Si l'on essaiec de géméraliser aux dimensions n>4 les
recherches précédentes, on se heurte a des différences es.sentielles
avec le cas n =4, et a de nouvelles et plus grandes d:fficuliiés;
ainsi j’ai tenté de montrer que la sphé_re S plest pas une variétd
complexe pour 2m > 4, mais je n'y suis encore parvenu que pour
am =28, et cela 4 I'aide d’une communication de B. Eckmann.




L'HOMOLOGIE FILTREE (*);

Pan Jeay LERAY.
{Paris.)

Introduction.

N’ayant pas 4 parler d’homologie, mais exclusivement de coho-
mologie, je dirai homologie quand I'usage est de dire cohomologie.

1. Fant donnés un anneau & et une application ¢ d'un espace X
dans un espace Y, il est naturel (?) d’établir des ‘relations entre
Panneau d’homologie # (X&) de X relatif & & et Panneau
d’homologie #¢; de Y qui s’obtient en utilisant comme annead de

coefficients au point  de Y l'annean d’homologie de ?pi(y) relatif
a @; nous nommons faisceat un tel systéme de coefficients. Une
Llecminologie convenable nous permettra d’énoncer comme suit ces
relations :

J€, est le premier d'une suite d’anneaux gradués 6, (r==2);
5¢, posséde une différentielle homogéne de degré'r et a pour
anneau d’homologie JC,.; : '

Ia suite des ¢, définit une filtration de FE(XOA).

La suite des Z€,. et cette filtration sont des invariants topolo-

(') Ce résumé du cours que j’ai fait au Collége de France darant Phiver g4y~
1948 fut exposé 3 la Seciété mathématique fe 17 novembre 1ghy; il difidre par
son titre et son contenu de ma conférence au Colloque 'de topologie algébrique :
jadopte les perfectionnements que i Carraw (Conférence au Colloque} a
apportés 3 ma définition des complexes (Journal de Math., 4, 1945, p. 95-247);
jfintroduis dans les définitions de base 1a notion d’anneau différentiel qui vient
détre définie eb utilisée avec suceés par J. L. Kossurn ( C. R. Acad. S¢., 225, 1947,
p- 217 et 497} ‘ :

(*) I. Leray, C. R. Acad. Sc., 9%, 1943, p. 1366 et z{1p; 223, 1945, p. g3 et
f1a. .
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giques de I'application donnée ¢, mais ne sont pas des invariants
de sa classe d’homotopie (*). '

En explicitant cette théorie j’ai été amené i envisager les inva-
riants topologiques, de nature plus générale, que voici :

2. Etant donnés un anneau différentiel €L et un espace X, on

peut définir 'anneau d’homologie (X&) de X relatif a a; .

sil'on se donne en outre un entier / de signe quelcongue et une
filtration £ de (L, on peut définir une filtration de H(XDOA) que
caractérise une suite d’anneaux J€, analogue & Iz précédente. Si
{=1, f=o0 et sila différentielle de &L est nulle, tous les #€, sout
identiques & JE(X (O @) dont Ia filtration est le degré (ou dimen-
sion} classique. '

3. Plus généralement, soient un anneau différentiel &, un
espace X,, une application ¢, de X, dans espace X,, une appli-
cation ¢, de X, dans X,, ..., 9, de X,_, dans X,; la donnée
d'une filtration de @ et d'une suite d’entiers < b= . 1,
définit une filiration de J€(X (@) caractérisée par une suite d’an-
neaux gradués #C.(r > 1,)) dont le premier est 'annean d’homologie
de X, relatif au transformé par ¢y d'un faisceau défini sur X,_,
et appartenant 4 une suite de faisceaux F, dont Ies propriétés sont
analogues & celles des #€.. Le cas cité au n° 1 correspond aux
données suivantes : w =1, l,=o, l,=1; Ia différentielle et la
filtration de & sont nulles. '

4. Les Notes citées donnent diverses applications de homolo-
gie filtrée 4 la topologie des espaces fibrés et des espaces homo-
génes. J'avais annoncé dans ma conférence an Colloque de topo-
logie algébrique que I'homologie filtrde permet d'établir des
relations entre les anneaus d’homologie d'un espace Y, d'un de
ses revétements X et le quotient du groupe fondamental de Y par
celui de X; la Note qui suit cet article développe cette idée.

(*) On peut toutefois en déduire des invariants de la classe d’homotopie de o

qui sont en relation avec ceux de W. Gysin { Comm. math. hels., 14, 1941, p. 61~ |

122} et de N, E, STsENROD ( Proc. nat. Acad. of Sc., 33, 1947, p. r24-128).

L'HOMOLOGIE FILTREE. 63

CHAPITRE L.

L ANNEAU D'HOMOLOGIE FILTREE D'UN ANNEAU DEFFERENTIEL FILTRE.

1. — Anneau différentiel filtré.

B, A;lnB&‘ll différentiel. — Adoptons la définition, voisine de
celle de Koszul, que voici: Un anneau différentiel estun anneau a
sur lequel sont définis un automorphisme « et un opératenr liné-
aire ¢ tels que :

6?%0; 0 5 - Ba == 0}
@ { S(aa’)=(3a)a -+ {za)da’, o e el a' €.

Par exemple I'anneau des formes de Pfaff d’une variété difléren-
tiefle et un annean différentiel. ‘

Soit G(@) Panneau des c€ X tels que d¢==o0; soit a@{EL)
I’ensemble des da; (L) est un idéal bilatére de C{CL);

H{A)= C(A)m{a),

sera nommé anneau d homologie de &L. .
l Une application % d’un anneau- différentiel @' dans un anneauw

différentiel €L sera nommé homomorphisme quand elle respectera
la structure d’anneau, « et 4.

6. Anneau filtré (*). — Une application f(a) de €L dans
I'ensemble que constituent les nombres réels et o sera nommée
filtration de &L quand elle satisfait les conditions suivantes :

(1) fla—a))min[fla), fa); flaahsfla)+fla) flo)=-+o
@r désignera I'ensemble des a € (L tels que f{a)= p; &7 ALY dés%—
gnera lensemble des ad tels que a €@, a'€ A; les condi-
tions (1) équivalent aux suivantes :

Cl7 est un groupe additif;, Qr<@r si g < p;

(2) &P OLT < ELP+T; Em &= &,
BI—1

(%) La notion d’anneau filtré est voisine de la notion classique de corps valué :
Vaix DER WAERDEN, Moderne Algebra, Ch. X, Bewertete Kbrper.
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Par définition un anneau différentiel fileré @ vérifiera la
condition '
Jlaa)=f(a)
et F(EL) sera filiré comme suit : soit s e dC(ELY; f(A) est la

borne supérieure de f(¢) quand ¢ décrit la classe d’homologie A.
Soit A une application d'un anneau filiré @’ dans un anneau

filiré (; f(X) désignera, s'il existe, le plus grand entier tel que

fOay= fO)+fla),  on dea;

S{}) sera nommé filtration de 3.

7.- Anneau gradué. -~ Soient des groupes abéliens 27 (p réel)
et des lois de multiplication bilinéaires associant au couple
(&€ Lr; 1€ £9) un produit &7 € £r+4. Soit X le groupe abélien
somme directe des £7 : tout @ g @ peut étre mis, d’une facon
unique, sous la forme ' :

a:Zlf’, o Irelr;
-

¥ sera nommé composante de degré p de a, les éléments & des 27
seront nommés éléments de &L homogeénes de degré p. Déflinissons
une multiplication dans & en posant

. (Zzp> (Zl’r.r)zzlpl’q;
h q P

€L est un anneau; nous le nommerons anneau gradué engendré
par les £27; nous écrirons

a =Zfl".
]

Par exemple I'anncau des formes de Pfaff d’'une variété différen-
tiable est gradus. ' :

Etant donné un entier m, &™ désigneralanneau & filtré comme
suit :

f(ZlP) est le minimum des mp tels que #=£ o.
»
Une différentielle 8, définie sur @, sera dite homogéne de
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degré g quand elle transformera tout élément homogéne de

degré p en un élément homogéne de degré p+ g

P c Brg.

¢l étant un anneau filtré, posons

L7 =GP e+

si

{7 = a? mod L+, l'79=aTmod@s+,  arcdpr, a'Te X'y,

définissons ‘
Ip 't = af a’7 mod G@Lp+7-+1;

soit G (&) I'anneau gradué défini par ces £7 et cette multiplication;

nous dirons que G () est I'annequ gradué de &. 51 & est
gradué, G (&)= &.

Prorrifres. — @. Un homomorphisme A d'un anneau filtré e

- dans un anneau filtré € définit, si ()= 0, un homomorphisme’

de G(CL) dans G ().

. Un homomorphisme % d’un anneau filiré €U’ dans un anneau
filtré (L respecte la valuation quand f{})= o et que A définit un

_isomorphisme de G.{E') dans G{A).

8. L’anneau spectral d’homologie d’un anneau différentiel filtré.
— Nous allons attacher & un anneau différentiel filtré €L un anneaun
gradué J€. (&), dépendant de I'indice entier r et possédant une
différentielle homogéne &, de degré r. Soit

Cr=&rnC(ay; Dr=Arn@(AY,
% Pensemble des a € CL7 tels que
Sag@prtr, SCP = AE;
on a, la fléche désignant la limite d'une suite monotone,

L@@ C. > @PcCre.. . cClcClc.. > Ar,
CREfcCp+T;  CRM_, c{CRX™, BRI,

| o (&, M) désigne le plus petit sous-groupe additif contenant les

COLL. DE TOPOLOGIE ALGEBRIQUE. : K 5



66 J. LERAY.

sous-groupes C et &. Ces formules prouvent que Panneau gradué
Z(C:’Pff, @) est un idéal de 'anneau 2@;‘3; posons

- »
B-(O)= Y CRACRE, DIL);
. I

¢ définit sur 2, (&) une différentielle N homogéne de degré r;
Fanneau d’homologie de Vanneau différentiel #,.(¢L) ainsi défini
est #p,: (X). Nous poserons

'Jcm((it)=2€.ﬂ/(6’p+l, @),

Il existe un homomorphisme canonigque ] d'un sous-anneau
de JC.( L) sur FL (), si r<Is,s pouvant valoir e; £ =x si
r<{s<Ct. D’auire part #_ () est canoniquement isomorphe
4 GIE(CL). Nous nommerons anneau speciral d’homologie de
Panneau filtré @ Vanneau #. (@) (r: entier ou o} et 'homo-
morphisme «].

Plus généralement nous mommerons anneat spectral tout
anneau ¥, possédant les propriétés que voici :

IC, dépend d’un indice r dont les valeurs sont w et les entiers
(¢ventuellement supérieurs 4 un entier donné);

B, est un anneau gradué;

st rest fini, 3, posséde une dr:ﬂ'érentzelle homogene &, de
degré r;

si r<Cs, il existe un homomorphisme canonique x d'un sous-
anneat de H, sur Iy sir < s <, wx,=x]; ».  est ' homomaor-
phisme canonigue de U'anneau des cycles de I, sur U'anneau
d ]zomologze de J¢€,, guz est Fppy.

9. Propriétés de anneau spectral d’homologie. — . Sila fltra- .

tion de toul élément non nul de & est négative ou nulle et si, pour
un entier r>> o, tous les termes de JC.(@) sont homogénes de
degré nul, alors ) est identité et JC{EL) == J8,(EL).

b. Soient @ et €L deux anneaux différentiels filtrés; soitA un
homomorphisme de €L dans €L possédant les propriétés suivantes:

fmo; T AE=8k;
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% définit un isomorphisme de ¢, (') sur #,.( L) pour une valeur r
particuliére. Alors & définit un isomorphisme de #(&') sur
JC,(EL) pour ress<{co, un isomorphisme de €, (&) dans
JE,(EL) et un homomorphlsme de € (A" dans () respectant
la filiration.
[On utilise la propriété & du n° 7.]
¢. Supposons définies sur un anneau filiré & deux d1fferenha—
tions (o, 8) et (&, &'); si f(3—9) est défini, alors

qC-(C)y= 8 (A} pour £ f(8 &7
Or== 6, pour r< f(§—.35").
En particnolier : L
d. Supposéns F(8) défini :
si r f{8), alors ¥ {A)=G(AY;
st 1< f(8), alors &p.=o0;

si r= (&) 8-( a? mod QLP+1) == Bar mod(fU’+"+l s oaredr. .

e. Si € est unanneau gradué possédant une différentlelie homo-
géne de degré g, alors
()= CL pour 7 g 3rs=0 pour 7 < &; §r== 0 pour r= g3
()= (&) pour r> g3 8= o0 pour r > &

[La notion d’anneau spectral d’homologie est donc alors sans

intérét. ]
1i. — Prodait tensoriel d'un anneau canonique JC
et d'nn anneau différentiel L.
10. Définitions. — Nous nommerons anrequ canonigue tout

anneau gradué JC ayant les propriétés suivantes.:

. Les éléments homogénes &7 de JC ont des deoﬂrésp 0}
b. JC posséde une différentielle homogéne de degré 15

c. ak?=(—1)Pk? (d’ou résulte So ~++ af =z 0);

d. 51 m est entier, s1 ke, alors mk=o0 exige m=o .

:‘:'

Ftant donnés un anneau canonique K et un anneau diffé-
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rentiel &, leur produit tensoriel JUE)EL sera, par définition,
I'anneau différentiel suivant :

le groupe additif de HLEA est le produit tensoriel, au sens de
‘Whitney (®), des groupes additifs de JC et €L;
la multiplication de JCR)EL est définie par la formule

[r@a][k1Qa]]= [k K ]@I(e"a)a’];
la différentielle de JCREL est définie par les formules
alkr@a)=(-—1P kP @ea; AR a)=(8kP)R a+(—1)" k7R da.

Supposons & filtré; soit un nomhre réel /; posons -
kP = mi :
w(; 2 ®aa) m;n[l_pm-f-f(au)],

nous définissons ainsi sur JCE)EL une fonction multiforme, dont
les valeurs sont les entiers et -4 co; la borne supérieure des valeurs

prises par w sur un élément de JCR A est une filtration de KA -

JCR)EL ainsi filteé sera noté IR AL.

{1. Propriétés du produit tensoriel. — a; Si J¢(ICY est de
degré nul, il existe un isomorphisme canonique
B (I IR Q) =TI QAL
[On donne & (& la filiration nulle; a 'aide dé la proposition ¢ du

n®Y, on prouve que H,{(IEQA) estisomorphe a FFE(IKHRQA)
et par suite de degré nul; on applique la proposition @ du n°9.]

b. Sila filtration de & est nulle, alors
80, (50 R OL) o BE(ICH (R FE(ELY),

3= o et estVidentité pour r= 2; 1a filtration des éléments non
nuls de JE{HK Q) est finie.
[La preuve de cette proposition b est assez longue. ]

(5) Duke math. J., %, 1938, p. 405-528; Bounnmaxi, Algébre mul:ilinéairé.
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CHAPITRE II.

HOMOLOGIE FILTREE D'UN ESPACE,
RELATIVE A UN FAISCEAU DIFFEHENTIEL FILTRE.

I. — Faisceau.

19. Défnition. — Un faiscean (3 (différentiel, filtré, gradué,
spectral) sera défini sur un espace localement compact X par les
données suivantes : '

a. Un anneau G(F) (différentiel, filtré, gradué, spectral) asso-
cié & chaque partie fermée F de X;

5. Un homomorphismede (5{F) dans @ (F;) quand ¥, est une
partie fermée de F; cethomomorphisme ést nommé section par Fi;
on notera F, b I'é1ément de 03(F,) enlequel il transforme 1'élément
b de (3(F); (la section commute avec la différentielle, est de filtra-
lion = o, transforme un élément homogéne en un élément homo-
géne de méme degré). '

Ces données sont assujetties aux conditions suivantes :

C G, 03(}3} =0}

d. 5i F,cF,cFetsi be®(F), alors Fu(F, ) =F.bd.

S$iX est compact, &3 est dit continu quand B{F) est la limite
directe des B(V), les V étant les voisinages fermés de F

¢. Etant donné b & G3(F), il doit exister un voisinage fermé V
de T et un dlément by de B(V) tels que b= Fby;

o Ttant donnés be B(F) et F, I tels que Fyb=o, il doit
exister dans le sous-espace F un voisinage fermé YV, de F, tel que
Vib=o. ‘

Si X n’est pas compact, soit X Vespace compact qu’on obtient
en Jul adjoignant un poinl A l'infini z.; si F est une partie fermée
de X, définissons )

B(F)=a(F nX);
@ sera dit continu si le faisceau 03 que constituent les 3 (F) est
continu sur X.

Cas particulier : B(Fy=o0si F n'est pas compact; simom

3(F) est un anneau L indépendant de T, la section par Fy C F étant
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Fisomorphisme identique de & sur lui-méme : nous dirons que le

- Saisceau 03 est identique & Uanneau L; un tel faisceau est
continu.

13. Faisceau quotient; faiscean @’homologie. — Un sous-
Saisceau (3 du faisceau 03 sera constitué par des sous-anneaux
@3'(F) des anneaux (3(F) tels que F, &3 (F) c.B'(F,). Si chague
03(F) est un idéal de B(F), (3 est dit idéal de (B; les quotients

G3(F)/03'(F) constituent alors un faisceau, nommé quotient de (3
par (3 et noté 03/0¥; ce quotient est continu si (3 et (' le sont.
En particulier, quand @ est un faiscean différentiel, les ¢ (GB(FY))
constituent un. faisceau qui sera noté &F((B) et nommé faisceau
d'homologie de (3; quand @3 est filiré (et continu), & F (B} est
filtré {et contmu) etles &C,.(B{F)} constituent de méme un fais-
ceau (contmu) F.(0), nommé faisceau spectral & homologie
de G3.

Un homomorphisme i d’un faisceau @3 dans un faisceau @3 sera
constitué par un homomorphisme A de & (F) dans (F) tel que

Frd = rF b

14. Transformé d'un faiscean (B’ défini sur X' par une applica-
tion continue ¢ de X' dans X. — Soit un faisceau &3 défini sur
un espace X' et soit ¢ une application conlinue de X’ dans un
espace X; nous définirons comme suit sur X un faiscean (3, que

'nous nommerons transformé de (3 par o et que nous noterons
¢{(B'): sotent Fy cF deux parties fermées de X ;

By =3 (F)): TFib=7 (Fs)b.
Si (3 est continu, o(@B) Lest.

Cas particulier. — Si (' estidentique 4 I'anneau @&, o (B} est

identique & & sur ¢ (X') quand ¢ est pr opre, ¢’ost-a-dire posséde
les trois propriétés équivalentes que voici :

a. Ou bien X' est compact; ou bien X et X sont localement
compacts et, en adjoignant & chacun d’eux un point & Uinfini, =,

et #,, en posant ¢(z, )= ., on obtient une application continue
deX'uz, sur Xuz_.
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b. o applique toute partie fermée de X' sur vne paftie fermée

de X et?p‘(ac) est corripact, quel q'ue soit z & X..

-] . .
c. ¢ appligue toute partie compacte de X sur une partie com-
pacte de X/,

II. — Complexe.

13. Définition. — Un compleze I estdéfini sur un espace loca-
lement compact X par la donnée d'un anneau différentiel et
d’une fonction qui, 4 chaque élément & de cet anneau, associe une
partie fermée de X, dite support de k et notée S{k); ces supports
sont assujettis aux lois suivantes :

S(oy=49; SUk—I)cSRUSHE);  SELaSEnSE): SGE S,

Les éléments a support vide constituent un idéal; en faisant le
quotient de Iannean de JC par cet idéal on oblient un complexe,
que H. Cartan nomme : complexe séparé associé & K. Pour que
JC soit sépard, c’est-a-dire identique d son complexe séparé, il
faut et il suffit que la condition ${k) = ¢ entraine k = 0.

16. Opérations sur un complexe. -— Soit ¢ une application con-
tinue d’un espace X! dans X ; le complexe séparé associé au com-

plexe défini par 'anneau de JC et les supports cp {8{k)), sera noté

¢ (JC) et nommé transformé de 5 par q: .
Soit I une partie fermée de X; soit @ Papplication canonique de

F dans X; :pl (JC) sera nommé section de JC par F et noté F I,

Supposons les supports JC compacts; soit J une application con-
tinue de X dans un second espace Y; le complexe défini par V'an-
neau de JK et les supports $(S(k)} sera noté $(IC) et nommé
transformé de K par .

Si ke X, les images de & dans _cp1 (K), FK et L(K) seront

respectivement notées_cp1 (k) Fletd(k).
Les FJC constituent un faisceau @3, qui sera dit faisceau asso-
cié & JC; le faisceau associd a Y(K) est &{B); les faisceaux F (03)
F.(03) seront notés F { JC) et F,(I(}; ils seront nommés fais-
ceau d homologie et faisceau spectral d’homologie du complexe J.
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' 17. Complexe canonique; intersection de complexes. — Nous
nommerons canonique tout complexe J ayant les propriétés sui-
vanies : l'anneau définissant JC est caponique (n°10}; JC est
séparé ; '

S (Z kp) = U S(kr), ol k7 est homogéne de degré p;
B »

8(mk)y= S{k)si m est un entier non nul.

Les transformés et les sections des complexes canoniques sont
des complexes canoniques.

Soient sur un espace X deux complexes JC et I/, JC étant

canenique; soit FKRI le produit tensoriel des anneausx différen-.

tiels de K et J¢'; déﬁnissQns le support d’un élément 2 ka$Oks, de

HKRIHK' comme Pensemble des points z tels que -
2 (ko) & (®k)) 7 o.

Le c?mplexe séparé associé au complexe que nous venons de
définir sera nommé intersection de 5C et K51l sera noté JHCOK;

ses éléments seront notés 2 k(O
. o

ProprreTes. — q. z(KOH) = {2 I0)R(= K;

b. $i I et K sont canoniques, JOHK' et KI(OIK sont
canoniques et isomorphes : U'élément A7k’ est homogéne, de
degré p -+ ¢ et sonisomorphe dans FIOIC est (—1)pe K9Ok?

¢. 51 I et K sont canoniques, ' - '

(5080 Hr= 5 OO 57,

_18. Complexe fin. — Soit un complexe K sur un espace X ;
soit A une application de Ken lui-méme; si S(Ak)cS(k) quel
que soit ke J¢, nous nommerons support S(1) de A la plus petite
partie fermée de X telle que ‘ :

SOKISS()AS (k).

Exemple : 3 e K.
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Nous dirons que K est fin quand, étant donné un recouvre-
ment fini, onvert de X, :
Ur-x
-

('un au moins des V, étant un voisinage de Pinfini, si X n’est pas
compact), on peut trouver des applications A, de J en lui-méme,
telles que

holk— Ky =Rak—hak'i D ak=Fk  S(Xa)cVa
: : x

Les complexes fins sont donc, dans la terminologic de H. Car-
tan, des carapaces d’un type particulier.

3i I posséde une unité wu, celle définition équivaut & la sui-
vante : )

11 existe des u, < K tels que Z Ua= 8 et S{t,) C Vi
%

'Pnopmm-és.\— a. FiK et o (L) sont fins quand I est fin;
b. KOOI estfin si K ou I est fin;
e. o{ 0 (INOIC) = FOw (IC) si IC est fin.

DYautres propriétés essentielles des complexes fins seront énon-
cées aux n* 19.et 20. '

19. Intersection d’un faiscean continu et dun complexe cano~
nique. — Soient, sur un espace X, un complexe canonique I et
un faiscean continu @3; nous définivons intersection I de
I et @b comme étant le complexe suivant :

Les éléments de ()03 sont des sommes finies

Zkaobm ot By B(Fy) et S(ky)cFq;
4

on convient que
kOb=kO(8(R)D).

Ces sommes obéissent aux régles de calculs, analogues & celles
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du produit tensoriel, que voici : si les premiers membres ont un
sens

kQb+ EOb={k+¥k)Ob,
kOB kQb=kO(5+b),
(kOB KT0 8] = [ kv k0] O (a7} 5)5]
a(kpQbye=(—1 Wk Oab; (kPO 5)251;;)06_;.(7_:):)/;;)055.

Par définition S(Z kaO%) sera l'ensemble des points a tels-

que

D (@ha) @(wba) 5 o5

=4

cet ensemble est compact.

. Enfin J(Q) (3 sera un complexe séparé : les éléments a support
vide seront annulés.

Pnc.)pnnﬁ:n’zs‘ —a. K@ =IO I quand & est le faiscean
associé au complexe '

b. 2(KO®B)=(xK)R B(z);

c. KO Besthinet KOUIKOB)Y= (KOOI Gsi Ket
K sont canoniques et si K/ est fin;

d: T 0B o= JR A st JC est fin, siI” est Vensemble de
ses éléments 4 supports compacts et si le faisceau 3 est un annean

A (n° 12, cas particulier).

péﬁnz'tz'on d’une filtration sur 3. B. — Supposons 63 filtré ;
sott un entier {; posons ,

w (Z/r o bm) = min [ Jpa + f(5a)];
(24

nous définissons ainsi sur JC () @B une. fonclion multiforme, dont
les valeurs sont les eniiers et = w;la borne supérieure des
valeurs prises par w sur un élément de JC(O) BB est une filtration
de JCO G3; ST 03 ainsi fileré sera noté JCI0) B,

‘ Seient un :'m%re enlier 7 et un autre complexe, canonique etfin,
JC; on définirait de méme une filtration sur KOO 6B, qui

ainsi filtré, sera noté F

HLGH MmO @B,
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1l. — L'annean d'homologie d'un espace relatif & un faisceau différentiel.

2. Couverturs. — DériNirion. — Nous nommerons coliver-
ture d’un espace localement compact X tout complexe H, défimi
sur X, ayant les propriétés suivantes

1° JK est un complexe canonique;

2° K posséde une unité u homogeéne, de degré nul, de support
S{u)y=X; , A

30 H(2IK) a pour seuls éléments les multiples entiers de son
unité quel que soit x € X. ‘

Nos couvertures sont done d’un type un peu plus général que
les Z-couvertures basiques de H. Gartan alors que nos complexes
fins sont, rappelons-le, d'un type un peun plus particulier que ses
carapaces.

1 :
Propmifirés. — a. L'image réciproque o () d’une couverture,
la seclion FJ€ d'une couverture et 'intersection H(O I de deux
couvertures soni des couvertures.

b. Si JC est une couverture de X, si JC est un complexe défini
sur X, fin, & supports compacls et si § = o sur I, alors il existe
un isomorphisme canonique

(IC O IC) e 5T

[La condition 4 du n’ 10 permel d'établir cette proposition '
quand x est un point; onla déduit de ce cas particulier en. utilisant
la propriété o du n® 17 et la définition des complexzes fins].

c. Si JC est une couverture de X et si U est un . complexe
défini sur X, fin et & supports compacts, il existe un isomorphisme
canonique

' B O HY = (I

[La preuve est analogue & celle de la proposition @ dun® 11 : la
proposition b qui précéde et la proposition ¢ du n® 9 permetient
d’établic que F¢, (2 (O IT7) est isomorphe a ZE(JL) et par suile
de degré nul; on applique la proposition a duo®9.] .

Cetlte proposition ¢ est voisine du théoréme 1 de H. Cartan.
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21. Un exemple de couverture fine. — Nous allons construire
une couverture fine ‘d’un espace localement compact X en appor-
tant & une construction connue d’Alexander etKoImogoroffdwerses
simplifications dont I'une est due 4 H. Cartan.

Soit K Panneau canonique suivant: ses éléments homogénes de
degré p constituentle groupe additif des fonctions 3 valeurs entiéres

JP(@oy @iy ..., 2p)de p+1 points de X ; le produit f#+¢ de deux -

éléments homogénes f7 et /7 de JC est
SOV By @1y ooy Tprg) = P20y @15 oy @) FTZpspaty - o oy T )y

le second membre étant le produit, en sens ordinaire, des deux

entiers {2, 1, ..., ¥p) €L f1{@py Tpit, «..s Bpiq); on définit
JPH =3P cormnme suit :
1
fn""'j(.z‘u, Ly eaey mf)+1):Z(—I)°‘fP($u, Lhy vy Loty Togely ==y -'L'p-;-l)-
Q=0

Définissons S(f*) comme ensemble des points z & X dont Lout

vmsmagc contient au moins un systeme dep —t 1 poml.s Ty, -1 Tp

tels que '
Sz, .. wp) £ 0. N

.. b

Soit

s () =\J sum;
» F

JC est un complexe dont le complexe sdparé est une couverture

fine & de X.

Remarque. — On peul construire une couverture fine de X

dont les éléments soient de degrés au plus égaux 4 la dimension
de X,

22. Définition de I’snnesn d’homologie d'un espace. — Soient
JC et & deux couvertures de X, dontla deuxiéme est fine; soit (3
un faiscean sur X; vu 19¢, la proposition 20¢ définit un isomor-
phisme canonique

H(KOZTO®) 5L O B)

La proposition 175 permet de compléler comme suit ce résultat:
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si & et & sont deux couvertures fines de X, il existe un isomor-
phisme canonique
PO B) e HE(T O BY;

si &7 est une troisiéme couverture fine de X, Pisomorphisme pré-
cédent est le produit des deux suivamnis :

F(T OB JU( T O BY; J{E* O B) == 96(T O B).
Ces faits justiﬁent_ la définition que voici :

Derinrrion. — Ktant donnés un espace localement compact X
et un faisceau différentiel 03 sur X, nous nommerons anneau
d’ homologie de X relatif & 03 et nous noterons F{X () 03)
Panneau, défini & une isomorphiec pres, (X O GB), o T
désigne une cauverture fine de X.. ‘

Quand K est une couverture non fine de X, on peut définir un
homomorphisme canonique de J{I B) dans H(X (O B).
Quand le faisceau (3 est identique & un anneau différentiel €L
(n° 12, cas particulier), nous écrirons H(X () au lieu de
F(XOBY; #(XOQA) est un invariant topologique de X,

quel que soit Panneau différentiel @; rappelons (n° 19 d} que

OO0 =R A,

on .@* est I'ensemble des éléments de & & supporls compacts.

IV. — Filtration de lanneau d’homologie d'un espace.

93. Définition de I'annean filtré d’homelogie JE(X/() (3) et de
T'anneau spectral d’homologie #C, (X! 3). — Soit, surl'espace X,
un faisceau différentiel filiré et continu 3; soit un enlier {; soit L
une couverture fine de X ; le n° 6 définit la filtration de € (L) 03);
le n° 8 définit 'anneau spectral d’homologie #C.(T!O®B); la
proposition ¢ du n° 9 permet de prouver que

BZIOB) = KIOFUBY;  Hpa(LLO B) = FL(TIO FY(B)),’

dans cette dernidre formule on doit utiliser sur &¥la différen-
tielle 3 et sur F,(B) la différentielle 8;; la différentielle utilisée
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sur L) F,(0B) est donc homogeéne de degré I. Puisque & est
une couverture fine

B (TIO B) = (X OTHBY) et (T OB) = 0(XO B)

sont, 4 une isomorphie prés, indépendanté du choix de-&; la pre-
position d du n° 9 permet d’en déduire que, 4 une isomorphie

prés, H. (LG AB), pour r>>{, et Fanneau filtré FH({Z!D) B)

sontindépendants du choix de L.
Ces faits justifient la définition que voici :

Deriwirion. — Solent un espace localement compact X, un
entier et sur X, un faisceau différentiel filtré et continu 03;
nous noterons

#(XIO®B)Y o :Jé,(xro @) (r>1)
les anneaux, définis & une isomorphie preés, '
H(TIOB) et H(TIOB),
o~ & désigne une couverture fine de 3, (X! B) sera
nommé anneau filtré dhomologie de X relatif & | et B;
€, (XIQ) GB) sera nommé anneaw spectral dhomologie filtrée

de X relatif & let G3. 3¢ (X' B) est un anneau spectral au
sens du n® 8; [l est défini pour r > 1,

90,1(XIO B) 2 HC(XIO FH(BY),

F{(B) étant muni de la différentielle 6,
Hu (X0 B) = GIL(XIO B),

Remarqgue. — Soit un entier & >> 0; soit B Vanneau (3 doniton

a multiplié la filtravon par &; soit == kl; ‘JE(X"’O 0¥} sobtient

en multipliant par &£ la filtralion de FH(XIOB); 86 (XIDH@BY
s’obtient en multipliant par & le degré de . (X{()33).
Signalons le théoréme suivant : un élément de JC(X4(Q) B) est
nilpotent quand sa filtration dépasse celles des éléments non
nilpotents de Uanneau H{B(z)), quel que soit zeX.

24. Invariants top.ologiquas d'un espace. — (Quand & est iden-
tique & un anneau différentiel filiré & (n° 12, cas particulier),
nous écrirons X)) & au liew de X! B (voir 19 d). L'annean

L"HOMOLOGIE FILTREE. 79

Jfiltré d’homologie (XKL X)) et Uanneau spectral d homo-

Hogie F(XE) &) sont des invariants topologiques de lespace X,

quels que soient le nombre réel I et Panneau différenticl

Ailtré AL -

Le n® 11 & prouve le théoréme suivant :

Si la filtration de €L est nulle, alors la filiration de tout
élément nonnulde JC(X1(D) @) est finie et :

3(X10 EL) v GUIE(X1O @)) a2 26(X1 O 3C(Q)).

AKX O (X)), anpean d’homologie de X relatif a Panneau
sans différentielle JE(EL}, est un anneau d’homologie du type
classique; sa filtration est la filtration classique (degré ou dimen-

sion); le théoréme précédent relie donc aux invariants classiques -

les nouveaux invariants que nous venons de définir.

28. Isomorphismes remarquables. -— On peut établir le théo-
réme suivant :

. Soit B un faisceau différentiel, gradué, continy, défini sur
un espace X; supposons le degré de (520, la différentielle
de (3 homogeéne de degré >0 et F{B(xz}) de degré nul, quel
que soit z € X; il ewiste alors un isomorphisme canonique

HE(XO B) e J8(X O F(B))

.. , . %
Ce théoréme et 20 ¢ onl une conséquence voisine du théoréme
fondamental de H. Cartan sur les carapaces :

Soient un espace X, un faisceau continu @3 défini sur X et un.

complexe fin H, défini sur X et possédant les propriétés sui-
vantes : ses supports sont compacts, son degré est o0, sa diffé-
rentielle est homogéne de degré ~i- 1, JC{x ) est de degré nul,
(3 est up sous-faisceau de F(IC) et B(x)= FH(2HK) quel que
soit x € JK; il existe alors un isomorphisme canonigque
AC(IC) e HC(X O B).
On a de méme

(U0  HC(RIO B),  HE(IC) = H8.(XI O B),

quand on ajoute aus hypothéses précédentes les suivantes : (5 el
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JC sont filtrés, G3(x) a méme filtration que iié(a:JC); le degré de
oy (2 IC) correspondant au degré de JC est nul; F,(HK) estle
faisceau associé a un complexe fin de X.

CHAPITRE III.

INVARIANTS TOPOLGGIQUES D'UNE APPLICATION.

26. Invariants topologiques d'une application. — Soient : un

espace localement compact X; un faiscequ difféventiel, filtré,
continu 03, défini sur X ; une application ¢ de X dans un espace
localement compact Y ; deux entiers [ et m, tels que [ << m.

F étant une partie fermée de X les F(FOQ B) et K (F' O B)
{l<=r) constitient deux faisceaux continus que nous noterons
F(XOMB) et F (X 0B); nous les nommerons faisceau filtré
d'homologie et faisceau spectral d'homologie de X! relatifs a &

Fra (XIO B) = F(XIO F1(B)),

le faisceaw &, (03) étant munt de la différenticlle ;.

F (KO GB) est le faisceau gradué de F (XL GB).
Soient & et %Y deux couvertures fines de X et Y;E;(C}j)OSX

est une couverture fine de X; #¢ (_c;(‘}}m) Q&0 63) est donc
(X ()Y, muni d'une certaine filtration.
D’aprésla proposition 18 ¢,

GYMORIO B = YO (LIOBY;
or .
HE it (YO (IO )y o B (Y D0 F n (XIO B)).

En sappuyant sur. 96 on peut déduire de li, comme au
n° 23, que '
e Gamozios) re>m) e w(Symozics)

sont indépendants des choix des couvertures fines & et °Y; nous
exprimerons ce fait en remplagant dans nos notations & et ‘M
par X et Y. Les propriétés des invariants topologiques ainsi
attachés & ¢, 33, L, m sont les suivantes :

Hnr 2 (YMYOXIOB) e I YO o F  (XIQB)),
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le faisceau F o étant muni de sa différentielle Op;

e, (3ymoxioa)
est un anneau spectral (n® 8);

s, (G (YmyoXioa)
est l'anneau gradué de Uanneau

—1
ae(G(1mox0®m),

qui est H(XQ®B), muni d’une certaine filtration; sur les
éléments non nuls cette filtration vaut au plus

mdim Y + { max c‘{Lim_cpl () + max D).
yEY b7io )

-On peut généraliser les théorémes du no 25. D’autre part :

La section par—c;(y)'déﬁnit un homorphisme, de filtration>o,

de '
w(Brmoxoa) das 22300 o0n).

-1
o définit un homomorphisme de jfiltration = o, de
B(YmOg(3)) dans #e{2(Ym)OXIO®B).

Si g est la projection d’un espace fibré X sur labase Y, Uétude de
ces homomorphismes fournit des relations remarguables entre les
anneaux d’homologie de l'espace fibré, de sa base et de sa fibre.

97. Invariants topologiques dune application composée. -
Soient un espace localement compact X ; un faisceau différentiel,
filtré, 03, défini sur-X; une application continue ¢ de X dans un
espace localement compact Y; une application continue ¢ de Y
dans un espace localement compact Z; trois entiers, [ < m < n.

F étant une partie fermée de Y, les 96,(:;(17"”)0}{‘003)

constituent un faisceau spectral
7. (S(ymoXion)  (m<ry
F e (B (YM)OXIQB) = F(YmOp F o (XIOBY),

le faisceau T ( X/ @B) étant muni de sa différentielle 3.

* COLL. DE TCPOLOGIE ALGEBRIQUE. [
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On définit comme au n® 26 un anneau spectral
—1 =1 —1
56, (s YO (YMOXIOB)  (n<r);
30n1 (g D(ZMOT(YMOXIO®B) s 3(LH O} F (Ym0 9(XIOBY),
&, étant muni de sa différentielle 8,
oy -1
9. (e $(Z)0F (YmMOXI0®)
est Uanneau gradué de . .
—t =1 -1
se{’s $(zm0e(YmOXI0n)
qui est 3(X (O GB) muni d'une filtration dépendant des données
X, 8B, 9,9, 1, m, n. :
Comme le signale Pintroduction (n® 3), on peut envisager plus
généralement une suite d’espaces distincts ‘ou mon X, (&2 o0),
d’applications ¢, de X, dans X, et d'entiers {, < 1, <<....

RELATIONS ENTRE ANNEAUX D'HOMOLOGIE
ET GROUPES DE POINCARE (1);

Psr Hewrl CARTAN gr JEaW LERAY.
( Paris. )

Cetic Note fait suite a 'exposé précédent de J. Leray; les
références s’y rapportent. '

_i. Anneaun différentiel sur lequel opére un groupe fini. —
Soit @& un anneau différentiel; soit I' un groupe fini d’automor-
phismes y de ¢X; nous supposons ces automorphismes permu-
tables avec la différentiation. Nous dirons que & est fin sur T
si €L posséde un sous-groupe additif &' tel que €L soit la somme
directe des transformés de &' par T :

&= 2 T

vel

on ne suppose pas que ' appartienne a ¢(. (L désignera le sous-
annean que constituent les ¢léments de & invariants par I’

te=a  quel que soit yeT si asdl.

Si @ est un anneau canonique (n® 10) possédant une unité de
degré nul et si #(@) se réduit aux multiples entiers de cette
unité, pous dirons que €L est une couverture de I'; une construé-
tion, due & Eilenberg, Mac Lane et Eckmann, analogue a celle
d’Alexander et Kolmogoroff (n°® 21) donne un exemple de

(') Nos vésultats complétent ceux de : H. Horr, Comm. math. helv., 14, 15;
Eckyaxy, ibid., 18; Emzvpere et Mac Lawg, Ann. of Math., 46; FREUDENTHAL,
tbid., 47; H. CanTax a réussi i étendre la présente étude au cas oii T est infini
{C. R. Acad. Sc., 226, p. 148 et 303).
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couverture fine. Si T opére sur JC et @, T opérera sur HLRA
comme suil
(Z/'}@a)) (Y RI @ (ya)

On a les propositions suivantes,l analogues i celles qui
permelient de définir I'anneau filtré d’homologie d'un espace :
a. 31 & est fin sur I et si H est une couverlure de T,
Hﬁ(JC@&)gH{f((‘l). ‘
b. #(HKKA) est indépendant du choix de la couverture

fine JC de T';
c. 51 & est fin et siT laisse invariante la filtration de &,

N aef,,l(acr@-a) o 56(5(15@56;((9(.)).‘

JK étant une couverture fine de I', nous pouvons donc convenir
d’écrire FE(TQ ) au lien de IH(HKQA) ot I, (I'GQA) au
lieu de #, ( KEQA). ‘

2. Application géométrique. — Soit I un groupe fini d’appli-
cations bicontinues, sans point fize, d'un espace localement
compact X sur lui-méme; soit X Uespace qu'on obtient en iden-
tifiant chaque point de X & tous ses transformés par T. I est
aisé de construire une couverture & de X fine sur X et sur I';
soit &' I'ensemble de ses éléments a supports compacts; & est
une couverture fine de \ .

Soit @ un anneau filieé qué chaque opération de T représente
identiquement sur lul-méme; soient deux entiers [<Zm; on
constate aisément que 'annean JC, (I @ LK) CL) estindépendant
du choix de & pour m <Z r; nous le noterons ﬁﬁr(I‘m@X‘fOﬂ,);
cel anrneau speciral est un fnvarient topologique de la
paire (X, IT'Y; il est défini pour I << m < r;

s (TR XIQ Q) 22 (TR B (KO E)).

Efﬂm(I"”@)XfO(ﬂ.) est Uanneaw. gradué de 9€(§O(ﬂ.);'

muni d’une filtration dépendant de I', [ et m.
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Cas particulier. — l==—1, m=o, la filtration et la différen-
1ielle de & sont nulles

(D@ X0 A) > (M @I(XO E));

I'anneau spectral J¢, (I‘0®X—lo&) qui est défini pour r» T,

met donc en relations H{XOE) avee H(XOA) et la fag@n

dont I' opére sur cet anneau.

3. On peut étudier de méme une application ¢ (éventuellemens

“composée) d'un espace X dans un espace Y et un groupe I'
-opérant sur X et Y, commatant avec g, quand aucun élément de I”

ne laisse fixe de point de X ni de Y; on obtient des conclusions
analogues & celle du no27.



SUR LES CONDITIONS D'HOMEOMORPHIE DE DEUX ROTATIONS
DE LA SPHERE A n DIMENSIONS, ET SUR LES COMPLEXES
AVEC AUTOMORFPHEISMES;

Par GrorpEs DE RHAM.
(Gendve et Lausacne.)

1. 11 s'agira ici de quelques problémes d’homéomorphie, assez
particuliers, mais qui pourront peut-éire servir i éprouver des
théories générales. Ces problémes ne sont pas complétement
résolus, d’out le caractére fragmentaire des réﬂexlons et remarques
qui suivent.

Deux transformations R et R d’une variété. V en elle-méme
sont dites homéomorphes, s'il existe une transformation topolo-
gique T telle que TR = R'T. On appelle rotation de la sphére a

n dimensions $», définie dans Pespace euclidien réela n =+ 1 dimen-~
41

sions par ' équatlon Ext =1, toute transformation qui se traduit
’ 1
par une substitution linéaire orthogonale z, —-Zamx;\ Les

Tacines de Véguation dedegrén 41 en }, détermmant | e Adir ||
= o, sont appelées les racines caractéristigues de la rotation. Ce
sont des nombres de module égal a 1.

Prentire question. — Quelle est la condition pour qu’une
transformation topologique de 57 en elle-méme soit homéomorphe
4 une rotation ? En d’autres termes, quelles sont les’ proprlétés
lopologlques caractéristiques des rotations ?

Pour qu'une transformation topologique R soit homéomorphe
A une rotation, il est nécessaire que Pensemble des puissances R»
de R, d’exposant n entier positif ou négatif, soient également
continues. En effet, cette propriété appartient évidemment a
toutes les rotatioms et c’est une propriéié topologique. Cette

t
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condition nécessatre est-elle aussi suffisante ? Pour n=10u 2, Ia
réponse est affirmative. La démonstration est aisée pour n =1, et
pour == 2 elle se trouve dans les travaux de Kérékjarto. Mais
pour 2 supérieur & 2, on ne sait rien. Remarquons que, si R est
d’ordre fini, ses puissances sont en nombre fini et sont par suile
également continues; or, déja pour n =3, on ne sait pas si une
transformation d'ordre fini est homéomorphe 3 une rotation.

Druxiimr question. — Quelles sont les conditions nécessaires
et suffisantes pour que deux rotations soient homéomorphes?

D’aprés un théoréme connu, si les deux rotations B et R ont
les mémes racines caractéristiques, et dans ce cas seulement, il
existe une rolation R,y telle que Ry R=FR'R,. Il est donc suffisant
que R et R/ aient les mémes racines caractéristiques pour qu’elles
soient homéomorphes. Cette condition est-elle aussi nécessaire ?
Pour n =1 ou 2, la réponse est affirmative. J’ai tenté de prouver
qu'il en est de méme dans le cas général, mais une difficulis
subsiste. Comme je le montrerai ci-dessous, la démonstration
serait achevée si on était assuré de Uinvariance topologique pro-
prement dite de ce qu'on appelle les invariants de Reidemeister.

Trowsiemz question. — Considérons les transformations conli-
nues f, pas nécessairement bianivoques, qui satisfont & I'équation
JR=F/, R et R’ étant deux rotations données. Disons que deux
telles transformations sont homolopes relativernent & R et R/, si
I'une peut étre déformée en P'autre sans que U'équation ci-dessus
ne cesse d’étre satisfaile, et rangeons dans une méme classe toutes
les transformations qui sont ainsi homotopes a I'une d’elles. On
demande d’énumeérer ces classes et de les caractériser,

Ce dernier probléme a fait Uobjet de travaux de MM. Rueff,
Franz et Hirsch, dans le cas particulier ot les rotations R et B
sont d'ordre fini h et ot toutes leurs racines caractéristigues
sont des racines primitives hitmes de Punité.

Je me bornerai ici & ce cas particulier. Toute Ja difficulté du
probléme d’homéomorphie (question 2) réside d’ailleurs dans le
cas des rotations d’ordre fini, L’hypothése que les racines caracté-
ristiques sont des racines 2™ de 1'unité signifie que la rotation
est d'ordre &, R*=1. L'hypothése que toutes sont des racines
primitives 4™ de I'unité signifie que chaque point appartient &

DEUX ROTATIONS DE LA SPHERE ET COMPLEXES AVEC AUTOMORPHISMES. §g

un cycle de 2 points distincts, permutés circulairement sous Peffet

de la rotation. En identiliant les 4 points d'un tel cycle, c'est-a-dire

en les assimilant 4 un seul point, on déduit dela sphére les variétés
appelées Linsenrdume par Seifert et Threllfall, espaces en forme
de lentilles ou espaces lenticulaires, & cause d'une maniére de les
représenter dans le cas de trois dimensions. Les problémes relatifs
aux rotations particuliéres envisagées ici se laissent formuler
comme des problémes relatifs 4 ces variétés. Mais il me semble
préférable de Jes considérer comme des problémes relatifs aux
rotations.

2. Eun introduisant des coordonnées compleses 54, Sa. ..., &,y
5k== Zak_s -+ %z, o0 pout ramener les équations de la rotation &

s Gesg( k=1, ..., v), Péquation de la sphére étant E P .
3

et les racines caractéristiques élant les nombres {; et les nombres
imaginaires conjugués L', n = 2v — 1 est impair. Posons

2

i mr
. ﬁ"
Ri=e®

m; est un entier premier & & par hypothése. Désignons par [ son
inverse (modZ) : fmy =1 (modh). Les entiers £, ..., I, déter-
minent les racines caractéristiques de la rotation. Ils ne sont définis

‘que (modA), au signe prés et a Uordre prés. En échangeant z,

el 5, on remplacerait en effet g par £3* et I par — Iy Toutefois,
on peut associer uné orientation de S* au systéme de coordonnées,
de maniére que cetle orientation change si Pon échange 5 et Zp
Il en résulte que le signe du produit 4, L,.. . I (modh) est lié a
une origntation de la sphére o opére la rotation.

On peut obtenir une division de 5° en cellules, invariante vis—
a-vis de la rotation, contenant %4 cellules de chaque.dimension,
permutées circulairement par la rotation. En' désignant par af,
val, ..., v" ' a? celles de dimension g¢; le schéma de la subdi-
vision, qui fait connaitre le bord de chaque cellule convenable-
ment crientée, se réduit a

Latht = {14y +.. . 4yht1)gét (K=1, ..., v—1),
L arh—1— ('I"'k—)I) at—2 (k=1 .., vh
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a®~? est définie par

Bl =i = By =0, O = argiyfi1-
et a?%~f par

) o 27T
By =L = Iy = Oy O < AFE Byt < T‘

Une telle subdivision définit un complexe, et la rotation R se
traduil par un automorphisme ¥ de ce complexe.

3. Considérons plus généralement un complexe guelconque,
admettant un automorphisme y d’ordre A. Supposons que chaque
cellule appartienne 4 un cycle de & cellules distinctes permutées
circulairement par y. Désignons par

af{i=1, ..., ag; g.=o0, Cies 1)

les cellules d’un systéme fondamental (ou domaine fondamental)

c’est-a-dire un ensemble minimum de cellules dont toutes les
autres se déduisent par 'automorphisme vy et ses puissances.
Toute cellule sera représentée par un symbole tel que == vy*af et
une chaine 4 ¢ dimensions par une combinaison linéaire

CV"—"Z Eiafy
z

avec pour coefficients & non plué des nombres ordinaires, wais
des éléments de I'anneau du groupe cyclique engendré par v. Le
bord de chaque cellule du systéme fondamental sera en particulier

de cette forme,
.
f—'a?:Z E?j’.a?“,
/

et toutes ces relations constituent le "schéma du complexe avec
automorphismes.

4. Supposons que les groupes d’homologie du complexe envi-

sagé soient les mémes qué ceux de la sphére 4. n= 2v-—1 dimen-

" sions. En n’envisageant que les chaines 4 coefficients entiers (ce

qui fait intervenir anneau du groupe cyclique sur l'anneau des

entiers rationnels), je vais définir une relation entre les cycles 4
n dimensions et les chaines 4 zéro dimension.
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Pour exprimer que la chaine ¢t~ est le bord de la chaine ¢,
on écrit ¢4~ = Le¢v. Jécriral aussi ¢¥ = L~ ¢t~ L'opdration £1
n’a de sens qu'appliquée 4 une chaine homologue & zéro, et elle
n’est alors pas uniforme : la chaine £ c¢—* n’est déterminée qu’a
une chaine fermée prés. Soit s =1+ 7y —+. ..+ 741, de sorte que
oc désigne la somme de toutes les transformées de ¢ par l'auto-
morphisme y et ses puissances. Cela étant, on définit une relation
entre cycles 2 n'dimensions et chaines 4 o dimension en posant

O7 e g By 1) B £ (y m1). .. £t (7 —1 )20,

ce que nous écrirons, pour abréger, e®—c¢’. On vérifie que les
opérations -1, qui figurent n fois dans cette relation, sont
toujours applicables, et que la classe & homologic (modA) de en
ne dépend que de la classe d’homeologie (modk) de ¢°. On a
ainsi un isomorphisme entre les groupes d’homologie (mod hyan
¢t zéro dimensions, associé a I’automorphlsme Y.

Cet 1somorphxsme ¢sl caractérisé par un entier {mod#k), L, que
Jappellerai Vinvariant (modh), tel que, 'sicy et ¢ sont des bases
des groupes d’homologie, ¢f—Lecj.

Soient C et (' deux comple_xes_ avec automorphisme, tels que
ceux envisagés icl, et soit f une application de G dans ¢ permu-
table avec Pautomorphisme (que je désigne toujours par v). Il est
clair que si ¢"— ¢° dans G, fen— fc? dans C';

Soient L Finvariant (mod#k) de C, L' celul de (U, et d le degré
de f, ¢y, ¢, ¢%, ¢;,° éiant des bases des groupes d’ homolocrte de C
et C/, on a les relations

cp—+ Led, fc“:dc'u", Jeb=e, eft=L'cy,
d’ou rdsulte L= dL/ (modA). Le degré d de Uapplication f est
donc déterminé {modh).

5. Pour le complexe considéré ci-dessus, associé a la rotation
d’invariants &,-l, ..., l,, a® et va* sont des bases des groupes
d’homologie, et 'on déduit immédiatement du schéma que

B
mn"ﬁ,n*r Los
T—1

L4 N ‘
d’od, comme ya ~ a et %m—:-a"rv Gha, L=0L1I,...1,
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On obtent ainsi le théoréme établi d’une maniére tout a fait
différente par M. Rueff :

Le degré d d'une application continue f de 5" sur elle-méme,
telle que fR=R'f, R et B étant deuz rotations d’invariants
Ly, oo lyet by, oo I, satisfait & la congruence

oo lyd=5L... 0, (mod&).

M. Rueff a montré qu’il existe effectivement des applications f
de chaque degré satisfaisant 4 cette congruence, et W. Franz a
prouvé que deux telles applications sont homotopes relativement
a R et IV si elles ont le méme degré. La deuxiéme queétion est.
ainsi complétement résolue, du moins pour les rotations de la
classe particuliére envisagée ici.

Une homéomorphie étant une application de degeé =1, il
résulte de 13 que, pour que les deux rotations R et R/ soient
homéomorphes, il est nécessaire que '

L. h=bb.. 4 (mod ).

Si cette condition est remplie, il existe deux applications f et f7
telles que fR=NR'f, f/R'==Rf, ff étant homotope a I'identité
relativement & R, et B/, #7f étant homotope a I'identité relative-
ment & R et R. Ce qu'on peut exprimeren disant que R et R’ ont
le méme type d’homotopie.

6. Pour énoncer ce qu'on sait de plus; relativement au probléme-
d’homéomorphie, il est nécessaire de faire intervenir la notion
d’homéomorphic au sens combinatoire.

5i Pon subdivise une cellole d’un compleze G avec un auto-
morphisme v, et si’on subdivise de maniére correspondante toutes.
les cellules qui correspondent a celle-la par T et ses puissances,
on obtient un nouveau complexe C' aunquel s’étend lautomor-
phisme. On appelle transformation élémentaire le passage de C.
a ¢’ ou le passage inverse, et l'on dit que deux complexes avee
automorphisme sont homéomorphes au sens combinatoire si Fun
peut étre rendu isomorphe & I'autre par une suite.de transforma-
tions élémentaires {deux complexes avec automorphlsme sont dits
isomorphes, si I'on peut établir une correspondance biunivoque
entre les cellules de l'un et celles de l'autre, qui respecte: lai
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dimension, les relations d'incidence et qui soit permutable avec
Tautomorphisme). L’hypothése que Uhoméomorphie au sens

.ordinaire entraine Phoméomorphie au sens combinatoire (Haupt-

vermutung) a été abondamment discutée, comme on sait, sans que
Ja question soit résolue.
Pour les rotations d’ordre fini, en se référant aux complezes

introduits ci-dessus, ou &.d’aulres analogues, la notion d’homéo-

morph1e au sens combinatoire prend un sens parfaitement clair,

-et 'on peut prouver que deus rotations d’ordre fini ne peuvent

étre. homéomorphes au sens combinatoire que si elles ont les
mémes racines caractéristiques. D’autre part, si l'on savait que

~deus rotations d’ordre fini ne peuvent éire homéomorphes (au

sens ordinaire) que si elles ont les mémes racines caraciéristiques,
on en déduirait aisément la méme proposition pour deux rotations
quelconques, et la deuxiéme question serait complétemenl résolue.

Voici, en nous bornant aux rotations de la classe. particuliére
env1sagée ci-dessus, dont toutes les racines caractéusthues sont
des racines primitives 2"** de Punité, quelques indications sur la
maniére dont on obtient ce résultat. ,

On prouve que, si les rotations d'invariants [y, ..., [, et Oy ly
sont homéomorphes au sens combinatoire, la relation

*) = == - =
-y 11—yt BB iy r—y
k k

est vérifiée en remplagant y par toute racine A*"* de l'unité. On
remargue que, pour { ==1, cetle relation se réduit a la cond:ition
élablie ci-dessus pour que les deux roLatmns aient le méme type
d’hometopie. :

On déduit de la, comme I’a montré W. Franz, en ulilisant le

fait que la série de Dirichlet L{s, x) est 5£ 0 pour s =1 lorsque

n’est pas le caractére principal, que Fensemble des nombres i,
— Iz coincide (modA) avec I'ensemblé des nombres {;, — [}, ce
qui revient & dire que les deux rotations ont les mémes racines '
caractéristiques.

7. La relation (*) fait intervenir la torsion de W. Frans,
invariant topologique combinatoire dont la'signilication demeure
mystériense. Voici une manidre de la définir.
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Dans ’espace vectoriel des chaines d’un complexe, avec comme
coefficients des nombres complexes quelconques, on introduit une
métrique en définissant de la maniére usuelle le produit scalaire
hermitique ¢, .¢,, de denx chaines ¢, et ¢,. Les cellules, ou plutst

les chaines-dont tous les coefficients sont nuls, sauf un seul égal’

a1, forment dans cet espace un systéme de référence orthogonal
‘et normal. A Vopération £, qui donne le bord, correspond l’opé—
ration adjointe £, définie par I'identité Lc¢).cy=1¢,.L" €y, qui
donnele cobord, eL I'espace C de toutes les chaines se décompose
en la somme de trois sous-espaces deux i deux orthogonaux :
I'espace C; des bords {ou chaines homologues & zéro), Iespace C,
des cobords (ou chaines cohomologues a zéro) et Uespace C'g des
chaines harmoniques.

Les espaces C, et C, sont appliqués sur euxz-mémes par les -

opérateurs S7L" et LU0 respectivement, et se décomposent en
sous-espaces C; ), deux a denx orthogonaux, associés aux valeurs
propres A (toutes réelles) de ces opérateurs

C,-:Z G (i=1, 2)

Chacun de ces espaces C; est transformé en lui-méme par
Pautomorphisme ¥, et se décompose par suile en sous-espaces
Ci, ¢ associés aux diverses racines A%@% de I'unité ¢, los chaines
d’un tel sous-espace étant multiplides par ¢ sous Peffet de y.

Enfin Gip ¢ se laisse encore décomposer en deux sous-espaces,
constitués I'un par les chaines de dimension impaire, 'auire par
les chaines de dimension paire. Désignons par #/(2, £) le nombre
de dimensions du premler, par n’(%, £) le nombre de dimensions
du second.

Si toute chaine harmomque est invariante par v, comme ¢’est le
cas pour les complexes avec automorphisme associés aux rota-
tiens, on peut vérifier que, pour toute racine A*™° de 'unité ¢
distincte de 1, le produit :

A MH 2 OB, 5)

est un invariant topelogique combinatoire : c’est la lorsion de

‘W. Franz.
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Pour le complese avec automorphisme associé & la rotation
d’invariants &y, ..., &, un calcul facile montre que

se=f -ttt

d’out résulte le théoréme énoncé plus haut.

Le fait que la torsion puisse différer pour deux rotations ayant
le méme type &’ homotople expllque Vinsuccés de certaines tenta-
tives de démontrer son invariance topologique, invariance qm est

encore hypothétique.
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SUR LES NOMBRES DE BETTI DES GROUPES DE LIE GLOS:

Pir E. STIEFEL
(Ziirick).

Soit G un groupe de Lie simple et clos. Supposons que G, en
tant que variété topologique, soit simplement connexe, ce qui,
comme on le sait, n’esl pas une restriction essentielle, E. Cartan,
L. Pontrjagin, H. Hopf, H. Samelson et J. L. Koszul ont fait des
recherches générales 4 propos de I'anneau d’homologie de G. Dans
le cas ot G appartient a l'une des quatre classes de Cartan,
L. Pontrjagin, R. Brauer et C. Ehresmann ont calculé les nombres
de Betti de G par trois méthodes différentes. Dans ce qui suit, -
nous exposons une quateiéme méthode pour résoudre ce probléme.
On peut’espérer qu'elle conduit aussi au résultat dans le cas des
groupes excéptionneis de Lie. Elle donne de plus une construction
systématique des cycles minima de G, douc une base de I'anneau
de Ponlrjagin de G. L’essentiel de ceite méthode réside dans
Veniploi du polyédre de Cartan de G.

Un simplese a ! dimensions de P'espace euclidien R? est dit
rationnel quand tous les angles entre deux de ses faces sont des
parties entiéres de 7. A tout groupe de Lie G correspond un
simplexe rationnel nommé polyédre de Cartan de G. Sa dimensicn !
est le rang de G. Cetie correspondance est réciproquement uni~
voque, cest-d-dire qu'd tout simplexe rationnel correspond umn
groupe G univoquement déterminé (i un isomorphisme prés).
Exemples : Au simplexe & une dimension (segment} correspond le
groupe des rotations d’une sphére & deux dimensions; au triangle
équilatéral correspond le groupe A. des matrices unitaires 4 trois

“lignes de délerminant + 1. Comme G est déterminé uni#oquement
par son polyédre, il doit étre possible d’obtenir les nombres de
Betti de G a partir de ce polyidre, sans connaitre plus exactement

CQLL. PE TOPOLOGIE ALGEBRIQUE. 7
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la structure de G. Pour établir la méthode qui permet cetie déter-
mination, il faut examiner un peu les relations qui existent
_entre G et le polyédre. Comme illusiration et comme exemple,
nous nous servirons du cas du triangle équilatéral.”

Si on prend les symétriques du simplexe successivement par
rapport a chacune de ses faces, on obtient un groupe discontinu T
de mouvemenls et de symétries de I'espace euclidien R? ( fig. 1).
Les plans de symétrie de T forment m familles de plans paralléles
et I' peut aussi étre engendré par les symélries par rapport a ces
plans. On sait que les translations contenues dans T forment un
réseau . Si U'on identifie deux points équivalents par rapport & v,
Vespace R! devient un tore T 4 [ dimensions et I devient un
groupe fini @ de transformations de ce tore. L’addition vectorielle
habituelle de B? fait de T un groupe abélien continu nommé
toroide. . :

La relation mentionnée réside dans le fait que T peul étre consi-
déré comme sous-groupe du groupe de Lie G, et, de plus, T est un

sous-groupe abélien maximum de G; en d’autres termes, tout’

sous-groupe abélien qui contient T est confondu avec T. Le
groupe © obtient la signification suivanle : tous les automor-
phismes intérieurs de G qui transforment enlui-méme le toroide T
(considéré comme sous-groupe de G) engendreni des transfor-
mations de T qui forment exactement le groupe ®. La figure 1
. qui s¢ compose des plans:de symétrie de T se nomme aussi le
diagramme de G. ' :

1L exisle encore les relalions suivanles : Tout point ¢ de
I'espace R! peut étre considéré comme élément de T ou de G. Si¢
se trouve sur v plans de symétrie du diagramme, la dimension du
normalisateur de ¢ dans le groupe G est égalea { + 2v. Les points ¢
par lesquels passent m plans forment le centre de G. La dimension
de G est done n = [ + 2m. L’élément unité e est un de ces points,

Afin d’appliquer ces relations & la topologie, choisissons dans le
diagramme (! — 1) plans de symétrie qui passent par e et qui sont
en'positiou générale. lls se coupent suivant une droite d 4 une
dimension {fig. 2). Dans le plan R’ perpendiculaire a o par e,
considérons le diagramme partiel 4 (I— 1) dimensions qui est
formé par les intersections de B avec les plans de symétrie paral-

Iéles & la droite d. On pent démontrer qu’il existe dans (& un sous-
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groupe G’ qui correspopd a ce diagramme partiel. Sa dimension
est n'=(l—1)+am!, ou m dééigne Je nombre de plans de
symétrie de Pespace R’ passant par d. ‘ ‘ _

Il s’agit d’abord d’examiner si G' est homologue a O dans G ou
non. A cet effet, construisons dans ¢ un cycle z de [a fagon
suivante : Sur la droite d, soit 5 le segment orientd qui va de e
Jusqu’au premier point de d qui se trouve dans un plon de:
symélrie ne contenant pas d. 7 scra formé de tous les éléments
de G qui sont conjugués aux points de s. Comme le normalisateur

-- g

Fig, 2.

d’un point intérienr de s a la dimension ({ + 2m'), la dimension
de 5 est done '

n—(l4om)+1=n—n'

% est un cycle, car le normalisateur de Pextrémilé de s a une
dimension plus grande que celle du normalisatenr d’un point
intérieur; par conséquent, les ¢léments conjugués du point fron- -
tiére de s ne peuvent pas former de bord pour z au sens algébrique.
Ow obtient la parlie de 5 comprise dans le toroide T en exergant.
sur s les transformations du groupe T, car T' se compose justement
des automorphismes intérieurs de G qui laissent T invariant. Dans
la figure 2, cetle partie se compose des hesagones dessinés. '
.Comme z a la dimension duale (n-—n') de la dimension n
de G, on peul compler le nombre des points d'intersection de =
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et de (. Le fait décisif pour notre méthode est que 5 et & ne
peuvent avoir en commun gue des points de T. On peut done
compter le nombre cherché dans le diagramme. Dans la figure 2,
il a la valeur 1, car B/ n’a en commun avec le systéme des hexa-
gones que le point ¢ (et les points équivalents par rapport au
réseau v). Pour compler exactement le nombre des peints d'inter-
sections, il faut & vrai dire remplacer (' par une classe de restes
voisine, ce qui revient dans le diagramme & effectuer une petite
translation sur R/,

5iYon a trouvé de cetie fagon un sous-groupe ' non homologue
a zéro de rang ({— 1), on obtent, d’aprés un théoréme de
Samelson, le polynome de Poincaré P(z} de G comme produit du
pelynome de G par le facteur (14 z7). Dans Pexemple, nous
aurions ainsi :

=24 253 =28, R=1+2x1=3, n—n'=3§.

Le polyédre de Cartan de G’ est e segrﬁent; G' est donc le
groupe des rotations de la sphére (plus exactement le groupe de
recouvrement universel de ce groﬁpe de rotlations). En tant
qu’espace lopologique G est donc une sﬁl}ére & trois dimensions
avec le polynome de Poincaré (1 + #*). On én déduit le polynome
de A, (groupe de Lie correspondant & notre triangle équilatéral) :

Pla)y=(1~+2") (1+ z5).

En outre, notre cycle z est un élément minimum de 'anneau
d’homologie de G, c’est-a-dire que 5 est un élément de la base de
U'anneau de Pontrjagin de G.

Notre méthode permet de déterminer facilement les nombres de

Betu des groupes des qualre classes de Cartan.

Comme application, j’ai déterminé de plus la base de 'anneau
de Pontrjagin du groupe exceptionnel G, dont le polynome de
Poincaré vaut {1 + z9) (1 + 211},

En utilisant une généralisation de la méthode on peut démontrer
le théoréme suivant : Dans chague groupe de Lie G simple et
clos existe un sous-groupe G~ (simple et clos) de rang 1, qui
rlest pas homologue & zéro dans G. Comme G est isomorphe
au groupe des rotations de la sphére ordinaire (ou & son groupe de
recouvrement universel), sa dimension est égale a 3 et par cons¢-
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quenl nous retrouvons la propriété biem connue et démontrée

par K. Cartan, que le troisi¢éme nombre de Betli de G est
non nul {*), - ‘

) Aprés ma conférence, J. L. Koszul m’n signalé quil a obtenu et géné-
ralisé ce théoréme en utilisant une autre méthode. Il a publi¢ son résultat dans.
les Comptes rendus de 1"Académie des Sziences (t. 225, p. 477-4-8, séance
du 22 septembre 1947). o ‘




ON SIMPLY CONNECGTED, 4-DIMENSIONAL POLYHEDRA; |

By J. H. C. WHITEHEAD.
(Oxlord, England. )

Our main purpose is to show that the homotopy type of a sim-
ply connected, 4-dimensional polyhedronis completely determined
by its inter-related co-homology rings modm.(m =0, 2, ...),
together with one additional element of siructure. The latter is
defined in terms of a product, which was introduced by L. Pontr-
iagin {1] and which has recently been studied in greater generalily
by N. E. Steenrod [2]. What we need is Pontrjagin's method of
associaling a 2 n-dimensional co-homology class, px, mod4r, with
every r~dimensional co-homology class #, mod 2r. We shall
call pz the Pontrjagin square of . If £ is a co-cycle, mod ar,
in the co-homology class z, then pxisrepresented by the co-chain
which, in Steenrod’s notation, is written as

JUF+Jusd.

The co-homology rings modm (m=o, 2, ... )} of a polyhedron
P may be combined inio a sigle ring by a method due to
M. Bockstein [3]. If fis a co-cycle modr and g a co-cycle mods
then the product in this ring of the co-homology classes of £ and o
mod r and mods, is the co-homology class of fu g, mad(r, $).
We give this ring addilional structure by introducing an opera-
tor & and also the Ponirjagin squares. If £ is a co-cycle mod m,
if z is its co-homology class and if §f = mg, then Az is the {(abso-
late) co-homology class of g. We also have an operater u, . for
every v >0, s > 0, which plays the same part as the operators used

r
@

by Bockstein. If fis a co-cycle mod s lhen( )fis a co-cycle
wmod r where a=(r, 5), and p,,z is the co-homology class,
modr, of (i—z)f, z being the co-hemology class, mod s, of /. We

prove that ;
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1° Auy such ring, which salisfies the general algebraic condi-
tions appropriate to a finite, simply connected polyhedron of at
most four dimensions, can be realized geometrically. That is to
say il is possible to construct a polyhedron of this nature, whose
co-homoelogy ring is ** properly isomorphic to the given ring.

2° Any two such polyhedra are of the same homotopy type if,
and only if, their co-homology rings are properly isemorphic.

The second of these theorems is split into two. We define a
¢ proper ” homomorphism of onc such ring into another and show
that any proper homomorphism of the co-homology ring of P into
the co-homology ring of Q can be ¢ realized geometrically 7, P
and Q being finite, simply connectled polyhedra of at most four
dimensions. This means that there is a map Q-»P which deter-
mines a given proper homomorphism of the ring of P into the ring
of Q. Secondly,if P and Q are finite, simply connected polyhedra
of any dimensionality and if there is « map f:P—>Q, which induces
an isomorphism of each co-homology group of Q, with integral
co-efficients, onto the cbrrespondihg group of P, then P and Q
are of the same homolopy type.

2. 'We shall not prove these theorems here, even in outline, but
will indicate what seems 1o be the key to the relation between the
homotopy and co-homology theories of polyhedra of this type.
Any such polyhedron is of the same homotopy type asa ** reduced
complex 7, K, which consists of :

1° A single o-cell ¢®, and a cluster of 2-spheres atlached to e,
no itwo meeting each other anywhere else. These form the
a-dimensional skeleton, K2, ‘

20 A set of 3-cells, cach of which is bounded by ome of the
2-spheres, taken ; limes, where 7y, .. -, T are the co-efficients of
o-dimensional torsion; togetherwith a setof 3-spheres allachedtoe®.

30 A set of 4-cells, each of which isis bounded by a singular
3-sphere in the union of K* and the 3-spheres in the 3-dimensional
skeleton, K*. : '

We study 75 (K).  Let 5], ..., S be the 2-spheres in K* and
let ¢; be a generating clement of 7 (37)- ‘ Then =, (2} 1s a free
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. ) .on{n--1) ..
Abelian group, with ———— free generatorse;;= e {6, J =1,...,7),

where
(1) e generates wy( 37,
(=2) Hizf, then e;=aay,

{Cf.[4], in which ab was writlen as a.b).
Any element yery (K2) is thus of the form

7= Z Yij€i
' : : i ‘

and v;; is the generalized Wopf invariant ([1] and [4]) of y. Ttis
easily verified, that a;a;=2¢;;.

‘We now add a 3-cell ¢} whose boundary covers 5] with degree
{i=1, .. ’ t=n). We do this by taking a 3-simplex o] loge-
ther with a map fi:57+8] of degree r; and identifying each poihl.
peoPwith fipeS;. Letg:5'>&*be amap with Hopfinvariant =1,
Then the map f;2;8"+S} has Hopf invariant 77} and therefore
represents the element o o} eamy (K2). Also figiiei—+5] repre-
sents the element == t;a;emy(S]). Therefore it follows from a
thedrem in { 4] that 7, (K2~ ¢]') is generated by the elements e;;
subject to the relations ‘

teu=o0, Tyl O (J=1,...,n)
Since a;a; == 2¢;, these are equivalent Lo
) d;;cu= [ X : TiCij= 0 (]#L),

where dy;={(7}, 27;) == 27; or 7; according as 7; is even or odd.
Now a.dd a%l the S-Gell.s ely -.., e, forming a complex Kj.
Then, reilerating the previous argument, it follows that m, (K3) is
generated by e, subject to the relations (cf. [1]).
dije; =0,
where
dip= (T 1) i i), dy= (T}, 2t )

: We now add the cluster of 3-spheres, 5, ..., 87, thus com-
pleting the 3-dimensional skeleton K2, Then ([5], p. 285) my(K#),
is the direct sum ' .

ma(K3) = my(8%) oo w5($3) + w3 (KD
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Let by, be a generator of my(53) and let ef, ..., ¢} be the 4-cells,
which we altach to K3 in the same way that ¢} was attached to K*.
The element of =3 (K*), which is represented by the boundary of
&}, 1s of the form

50 e b Sy
iz} .
where 1 15 to be caleulated mod di; and &3 1s an element in the
sub-group of m, (K7) which is generated by &y, ..., &y
Let ®,, ..., @, be a basis for the 2~-dimensional co-cycles m K2,
such that ;57 =4¢;;. Then ®; ‘is a co—c_);cle, mod 7; in K*
{(Tper—=...=7,=0) and it turns ou that

N
Pud;= Z Thif ¥

h=1

where &, .. .,y are {-dimensional co-cycles such thal e\, = 6,9
Also, i #; 15 even,
y

o~ "l
Db+ DUy 3= Y Vb

==L

where v,;; mean the same as in (2.1
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LA TOPOLOGIE ALGEBRIQUE ET LA THEORIE DE L’INTEGRATION;

Pas Hassizr WHITNEY.
(Harvard University, Cambridge, Mass.)

|, Introduction. — Dans cette conférence, je me propose

d’exposer des méthedes pour étudier la théorie de I'intdgration,
méthodes qui s'appliquent surtout 2 la géométrie différentielle, et
aux théories ou entre le théoréme de Stokes. Lie but le plus impor-
tant est d’utiliser des éléments de caractére géoméirique plutdt
quanalytique; en particulier, nous ferons trés peu usage des sys-
témes de coordonnées (). .

Remarquons que la théorie de Cartan-De Rham (*) peut étre
présentée comme suit. Une forme X” de degré r (élément d'inté-
gration r-uple) dans une variété différentiable M sera dénommee

Jur
d’intégration, ou r—c_halne, A’ est bien'définie.

Désignons respectivement par §X7 et dA™+ la forme dérivée
de X7, et la frontiére de A™'; on a alors Ia formule de Stokes,

f Xr= axXr.
GAr-L Arel

L’intégrale fX correspond au produit algébrique XA; en
A :

r-cochatne dzﬁ'erentmble, Pintégrale f}s.’ de X7 sur un champ

utilisant cette notation, la formule peut &tre éerite

Xrghr+l = §Xr Ar+t

(1) Les résullats principanx de celle théorie ont été présentés duns une Note :
Algebraic topology and integraéion theory {Pmceedmgs of the Nauonal
Academy of Sciences (U.S5. A.), vol. 83, 5947, p. -6}~

{*) Voir G. vz RuaM, Sur I’Analysis situs des variétés & n dimensions
(Journal de Math., pures et appl., 1931, p. 115-200); Relations cnire la Tapo-
logie et la Théorie des intégrales multiples (£’ Enseignement Mathématique,
35% année, 1936, p. 213-228).
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formule bien connue en topologie algébrique. Une cochaine Xr
esL un. cocyele si X" =o0; X" et Y sont cohomologues si

e X' =87 ; les cocycles cohomologues forment les éléments
du groupe de cohomologze de dimension r de la variéié M. Le
théoréme fondamental de M. de Rham nous apprend que ce
groupe est isomorphe au groupe de cohomologic algébrique
de M formé avec une subdivision polyédrale de M; de plus, les
deuy anncaux de cohomologie sont isomorphes. .

. La théorie des formes de Cartan-De Fham donne ainsi un aspect.

s:éométmque a la topologie algébrique sur une variété différen-
tizble M, Or, la théorie de Vintégration ne dépend pas du fait que
les formes sont différentiables. Nous allons remplacer cette hypo-
thése par des conditions de Lipschilz; il en résultera une théorie
de P'intégration qui équivaut & la théorie de la cohomologie algé-
brique, et qui est valable dans des espaces bien plus généraux,
dans des espaces de Lipschitz, qui contiennent en particulier les
polyédres (voir ci-dessous). Tous les espaces considérés seront
métriques; nous les supposerons compacts, quoique ce ne soit pas
indispensable.

2. Représentations de Lipschitz. — Une représentalion f d’un

espace R dans un autre R sera dite de Lipschitz s'il existe un

nombre N tel que
elfr) Fla)] =Nelp, g7 (p, geR).

Nous désignerons par extension &(f, R) m@(f) def la bhorne
inférieure des nombres N,

St f est une représentation d’un sous-ensemble de Pespace
euclidien E* dans R, nous définirons extension réduite & ned
comme suit. Soit & une représentation affine de E* en lui-méme,
avee pa[P(Q)}=pa(Q); &.(F) est alors la borne inférieure
de &(f@). [pa( Q) = mesure de Q.] :

Un espace (méirique compact) R sera dit espace de Lipschitz
s'il existe une homéomorphie f de R dans un espace euclidien E,
telle que f et f—* soient des représentations de Ltpschuz et teIIe
qu’il existe une rétraction ® de Lipschitz d'un voisinage UcE
de Ry= J(R) sur Ry; cest-a~dire, & est une représentatmn de
Lipschiiz de U dans R,, et ®(p}==p, p€R,. Pour ceci, il faut et

TOPOLOGIE ALGEBRIQUE ET THEORIE DE LINTEGRATION. 109

il suffit que R, soit un espace localement connexe de Lipschits
dans toutes les dimensions.

3. Chaines de Lipschitz. — Nous désignerons par p.(Q) la
mesure r-dimensionnelle de Q, définie par exemple si Q esl un
ensemble mesurable dans Er, ou si Q est un polyédre métrique
"~dimenstonnel.

Nous désignerons par semplexe de Lipschits dans R un
couple («, /), = étant un simplexe euclidien, et f une représen-~
tation de Lipschitz de = dans B; s'il existe une représeﬁtauon
affine @ de ¢ sur v telle que f/(p') =/ S0P (p e, nous
poseroms (7, f)==(7, /). Nous écrirons aussi (t, /)= f7. Au
moyen de ces simplexes de Lipschitz on peut construire des
simolexes singuliers de Lipschits par la mélhode classique
{voir par exemple Seifert-Threlfall, Topologie).

Nous appellerons masse | f=" | de =" la borne inférieure

o | = i X 8L, 5 Yur(eD),

ot @ == 317 est une subdivision arbitraire de v en simplexes
cuclidiens 7. On définit de méme la masse [A] d’une chaine
A =Za;f7] de Lipschitz (les a; étant des nombres réels), et au -
moyen des identifications définissant les chaines singuliéres, Ja
masse [A |, d’une chaine singuliére de Lipschita.

Si l'on utilisait I'égalité @t = 2Q;, les Q; élant des ensembles

- mesurables de 7", on trouverail une définition de | /7| de type de

Lebesgue; mais Pétude des cochaines de Lipschitz présenterait
alors des difficultés.

© 4. Cochaines de Lipschitz. — Nous appellerons r-cochaine de
Lipschitz dans l'espace R une fonction linéaire X’ (A7) (nous
écrirons aussi XA) des r-chaines A" de Lipschiiz, tolle qu'il existe

des nombres N, N’ satisfaisant aux conditions suivantes :

() , !X"A"[éNIA'” ls
(5) : | X7 GAr+ | < N| Ara ],

Los valours de XA peuvent &tre des nombres réels, ou plus géné-
ralement, des ¢léments d'un espace de Banach. Nous désignerons
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par 86X la cochaine de Lipschitz définie par la formnle du para-
graphe 1. Nous désignerons respectivement par |[X| et EBX' les
bornes inférieures des nombres N et N,

Si f est une représentation de Lrpschltz de 'espace’ R dans
Pespace R/, a chaque cochaine de Lipschitz X’ dans R correspond
une cochaine de Lipschitz /* X’ dans R, délinie par la formule

f*X’A — X’fA .
Nous pouvons démontrer les formules suivantes :
X=X, [ =8N X

Soit K un complexe, @K une subdivision de K, et soient A,,
® A, respeclivement une chaine de K et la subdivision corres-
pondante de A,. Soit f une représentation de Lipschilz de K
dans R. Construisons le produil cartésien I K de l'intervalle-
unité I par K, et posons F(#, p)=/fi(p)- Considérons aussi une
subdivision & (1 < K) telle que -

GOxK)=K, &(IxkK)=@&K
Posons A= fA,, @A =s®A,. On a alors la formule '

FG(Ix Ag)=BA — A —F&(I < dA,).
D'on ' '
[XBA—XA| 218X || FS(Ix Ay)| + | X||FG(LdA)|-

D’aprés la définition de I, on a [v{=o0 pour chaque simplexe
entrant dans @ (1< A,) ou @ (1< dA,). Par suite XEA =XA.
1l en résulte facilement qu'on peut définir XA pour une chaine
polyédrale A par la formule XA =X®A, puisque X®A ne
dépend pas de la subdivision choisie.

Si X~ est une cochaine de Lipschitz dans 'espace euclidien E~,
on peut définir X#Q pour les ensembles ouverts et bornés Q,
donc pour les ensembles mesurables. Il existe par suite une fonc-
tion bornée mesurable Dy(p) telle que -

XeQ=[Dx(p)dp,  {X*|=sup|Dx(p)].
Q

5. Cochajnes squelettes de Lipschitz. — Un r-simplere
squelette o = po...p, dans lespace métrique R est un
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ensemble de r--1 points p,, ..., p. dans R. Choisissons r
aréles Py, pu, - -y PPy, de o', de sorle que chaque paire de
sommets de ¢ solent reums par une suite de ces aréles. Nous
délinissons alors

1"Ot(c;' )= , minp{piy, pu) - p{Phs Put

Les chaines-squelettes de R sont les formes lindaires Zeyo).
Une cochaine-squelette de Lipschits est une fonction linéaire .
zoA des chaines squelettes de Lipschitz telle qu’il existe des
nombres N, N' satisfaisant aux conditions suivantes :

(a) [# 00" | = N Pot{cn),
(6" " Jweder+i| £ N Pot{er+t)
On définit |z {, | d=| comme précédemment.

En utilisant uwne suite standard ®,K, ©,K, ... de subdi-
visions de K, ¢’est-a-dire une suite telle que (*)

r(e)
[Gam(7)F ="~

pour tous les simplexes 7" de chaque ®;K, on peut définir

z AT = [im @0 &, A"
PR

Nous pouvons démonirer que cetle limite existe, indépendam-
ment du choiz des subdivisions; de plus, z est une cochaine de
Lupschzt.;, telle que

|z <]z, |oz]gléz)

Nous pouvons remplacer A" dans cetlte formule par une chaine
de LipschitsVietoris. Tnversement, pour chagque X dans un
espace de Lipschitz il existe une x telle que x == X.

Nous dirons que z, ¥ sont équivalentes si'z =J7. Pour ceci il
suffit qu'il existe pour chague & > 0, wo rombre 1 = o Lel que

|¥es—zoo]LePot(c) si diam (7)< m.

{?) Voir H. FREUDENTRAL, Annals of Math., vol. 43, 1942, p. 580-582.
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. 6. Cochaines tensorielles de Lipschitz, - Pour simplilier les
idées, nous étudierons seulement Pespace euclidien Er. Une
r-cochaine tensorielle de Lipschitsesiune fonction T (p; ¢4, ..., 0:)
du point p et des vecteurs oy, ..., ¢, qui est une fonction linéaire
ct alternée des vecteurs, telle qu’il existe des nombres N, N’ satis-
faisant aux conditions suivantes : g

(a") IT(P;01,-..,V_ﬂ)!éNJO1[...IV}-!,
D AT e e ) =T (s ot ) [ N p —p o] ] 0,

Nous faisons correspondre a T unc cochaine squelette de
Lipschitz 2 comme’ suit: Soit o == py...p. un simplexe
cuclidien dans E~. Soient ¢y=p, —pi, ..., Or= P, — P, des
vecteurs sur des arétes de ¢ tels que (v, ..., 0.y délinissent
Vorientation positive de ™. Soit p, le centre de gravité des
sommels de . Nous posons alors

I - )
L Togh= F1’(19‘;,; P1y ey 9p).

Si T est différentiable, on peut définir la dérivée alternde
(différentielle extéricure de Grassman) 3T; la cochaine squelette
correspondante est dquivalente a dz. : :

On peut définir :

fT :f% =z (Q,
0 0
ce qui donne la théorie de I'intégration ordinaire.

7. Produits de cochaines. — On définit pour commencer le
produit X°Y* comme suit. Si- f7¥ est un simplexe de Lipschitz
dans R, alors f"Y* est une cochaine de Lipschitz dans =, et Dy
est défini comme au paragraphe 4; nous posons alors

ng.;f1s=IX0f(p)DJ'!Y*(P)(IP'

Ce produit est ane cochaine de Lipschilz.

En général, il est possible de définir d’une maniére unique le
produit XY dans un espace de Lipschiiz, de maniére que les
condilions suivantes soient satisfaites
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«. XYY" estune (r--s)-cochaine de Lipschitz, linéaire dans X+
el Y+,
B. Il existe un nombre N, tel que
. !X"Y"[éan\-IX"HY‘v]'
v. On ala formule

B(XPYs) = 8XrYe = (— 1)r Xr 3Ys.

On peut alors démontrer que
(XY)Z =X(YZ),  YsXra(—1)sXrYs,
SUXY) = XY

8. Le théoréme de G. de Rham. — Dans un complexze K, nous .
pouvons faire correspondre 4 chaque cochaine de Lipschitz Xr
une cochaine algébrique ®X. par la formule

DX (o) =X o".
On pent démontrer que la transformation ® é&tablit un isomor-
phisme entre les anneaux de cohomologie algébrique et les

anncaux de cohomologie de Lipschiiz.
De méme la correspondance @ définie par la formule

Ty =T,

établit un 1somorphisme entre les anneaux de cohomologie algé-
brique ct les anneaux de cohomologie tensorielle. ' :
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