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Данная статья является обзором полученных в последнее время резуль-

татов о кривых Гурвица, о их брэйд-монодромных инвариантах и их при-
ложениях к проблемам H-изотопности и регулярной гомотопности кривых
Гурвица.

Вторая часть обзора посвящена обсуждению возможности применения
брэйд-монодромных инвариантов кривых ветвления общих накрытий про-
ективной плоскости в качестве инвариантов, различающих связные ком-
поненты пространства модулей алгебраических поверхностей (в алгебраи-
ческом случае) и различающих симплектические структуры на четырех-
мерных многообразиях (в симплектическом случае).
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Введение

Начиная с основополагающих работ Б. Римана, одним из основных мето-
дов исследования алгебраических и комплексно-аналитических многообразий
является представление этих многообразий в виде конечнолистных разветв-
ленных накрытий проективных пространств той же размерности (или обла-
стей в проективных пространствах в комплексно-аналитическом случае). Так,
риманова поверхность – это конечное накрытие области в CP1, разветвлен-
ное в конечном числе точек. В частности, каждая проективная алгебраиче-
ская кривая C может быть представлена в виде такого конечного накрытия
f : C → CP1, разветвленного в конечном числе точек. Если q1, . . . , qn ∈ CP1 –
точки, над которыми разветвлено накрытие f , и m – его степень, то каждая
петля γ ⊂ CP1 \ {q1, . . . , qn} с началом в некоторой фиксированной точке q0
может быть поднята на C с помощью f и мы получим m путей, начинающихся
и заканчивающихся в точках, лежащих в f−1(q0). Этот подъем определяет го-
моморфизм (монодромию накрытия) µ : π1

(
CP \ {q1, . . . , qn}, q0

)
→ Sm в сим-

метрическую группу Sm (началам путей поднятой петли сопоставляются их
концы). Обратно, если задан гомоморфизм µ : π1

(
CP\{q1, . . . , qn}, q0

)
→ Sm, то

он определяет некоторое накрытие f : C → CP1, монодромия которого равна µ.
Фундаментальная группа π1

(
CP \ {q1, . . . , qn}, q0

)
является свободной груп-

пой и порождается петлями γ1, . . . , γn следующего вида. Каждая петля γi со-
стоит из пути li с началом в точке q0 и концом в точке q′i, близкой к точке qi,
обхода в положительном направлении (относительно комплексной ориентации
на CP1) по окружности Γi малого радиуса с центром в точке qi, q′i ∈ Γ, и воз-
врата в точку q0 вдоль пути li в обратном направлении; петли γi и γj имеют
только одну общую точку – точку q0, и произведение γ1 . . . γn равно 1 в груп-
пе π1

(
CP \ {q1, . . . , qn}, q0

)
. Такой набор порождающих элементов называется

хорошим геометрическим базисом группы π1

(
CP \ {q1, . . . , qn}, q0

)
.

Если выбран хороший геометрический базис γ1, . . . , γn, то монодромия µ

определяется набором элементов σ1 = µ(γ1), . . . , σn = µ(γn) ∈ Sm, который
удовлетворяет условию: произведение σ1 . . . σn равно 1 ∈ Sm.

Набор {σ1, . . . , σn} зависит от выбора базиса γ1, . . . , γn. Если {σ′1, . . . , σ′n} –
набор, соответствующий другому хорошему геометрическому базису γ′1, . . . , γ′n,
то от набора {σ1, . . . , σn} можно перейти к набору {σ′1, . . . , σ′n} с помощью так
называемых преобразований Гурвица, т. е. преобразований, которые заменяют
в {σ1, . . . , σn} некоторые два соседних элемента (σi, σi+1) на (σi+1, σ

−1
i+1σiσi+1)
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или (σiσi+1σ
−1
i , σi) и сохраняют все остальные. Два набора называются Гур-

виц-эквивалентными, если один из них может быть получен из другого с помо-
щью конечного числа преобразований Гурвица. Отметим, что преобразования
Гурвица сохраняют неизменным произведение σ1 . . . σn, которое в нашем слу-
чае равно 1.

Накрытие f : C → CP1 называется общим накрытием проективной прямой,
если все σi являются транспозициями и порождают всю группу Sm. Так как
σ1 . . . σn = 1, то число точек ветвления общего накрытия должно быть чет-
ным. Пространство Hm,2k общих накрытий проективной прямой степени m,
разветвленных в n = 2k точках, было исследовано А. Гурвицом в 1891 г. в [1].
В частности, им было доказано, что пространство Hm,2k является связным.
Связность пространства Hm,2k следует из того, что любые два набора транспо-
зиций {σ1, . . . , σn} и {σ′1, . . . , σ′n} являются Гурвиц-эквивалентными, если каж-
дый из них порождает всю группу Sm и σ1 . . . σn = σ′1 . . . σ

′
n = 1.

В общем случае если X ⊂ CPN – проективное алгебраическое многообразие,
dimX = n, то X можно спроектировать на CPn и, тем самым, представить его
в виде конечнолистного накрытия f : X → CPn, разветвленного вдоль некото-
рого подмногообразия Y ⊂ CPn, dimY = n − 1. Продолжая этот процесс, мы
можем спроектировать Y на CPn−1 и т. д.

Как и в одномерном случае, фундаментальная группа π1(CPn\Y, p) дополне-
ния к Y , где p ∈ CPn \Y , действует на слое f−1(p). Тем самым определен гомо-
морфизм µ = µf : π1(CPn \Y, p) → Sm (монодромия степени m = deg f) в сим-
метрическую группу Sm. Монодромия µ определяется отображением f од-
нозначно с точностью до внутренних автоморфизмов симметрической группы.

Обратно, согласно теореме Грауэрта–Ремерта–Штейна [2] гомоморфизм
µ : π1(CPn \ Y, p) → Sm, образ Imµ которого транзитивно действует на множе-
стве из m элементов, является монодромией некоторого конечного морфизма
f : X → CPn степени deg f = m, где X – некоторое нормальное неприводимое
проективное алгебраическое многообразие.

Аналогичные результаты имеют место и в симплектической ситуации: любое
четырехмерное симплектическое многообразие (с целочисленной симплектиче-
ской формой) можно представить как разветвленное накрытие проективной
плоскости, причем множество H (кривая Гурвица, определение которой будет
дано ниже), в котором разветвлено это накрытие, обладает практически те-
ми же свойствами, что и дивизор ветвления в алгебраическом случае (см. [3]).
В частности, это накрытие определяет монодромию µ : π1(CP2 \ H, p) → Sm,
где m – степень накрытия. Обратно, если H имеет только комплексно-анали-
тические особенности и задан гомоморфизм µ : π1(CP2 \H, p) → Sm, то можно
построить симплектическое четырехмерное многообразие X с аналитически-
ми особенностями и конечное накрытие f : X → CP2, разветвленное над H,
монодромия которого µf равна µ (см. § 9).

Вышеизложенное объясняет важность исследования фундаментальных
групп дополнений к гиперповерхностям в проективном пространстве и к кри-
вым Гурвица в CP2. Кроме того, заметим, что согласно теореме Лефшеца
о фундаментальных группах гиперплоских сечений исследование фундамен-
тальных групп дополнений к гиперповерхностям в проективном пространстве
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также сводится к изучению фундаментальных групп дополнений к плоским
алгебраическим кривым.

Исследование фундаментальных групп дополнений к плоским алгебраиче-
ским кривым было начато в тридцатые годы прошлого столетия Э. Р. ван Кам-
пеном и О. Зариским. Так, теорема, носящая их имя, дает метод вычисления
фундаментальных групп π1(CP2 \ C) дополнений к кривым C ⊂ CP2, который
состоит в следующем. Пусть pr: CP2 → CP1 – линейная проекция на проек-
тивную прямую CP1 с центром в некоторой точке p∞ ⊂ CP2 \ C. Ограничение
проекции pr на кривую C является конечным накрытием прямой CP1 степени
m = degC, разветвленным над конечным числом точек, скажем, q1, . . . , qn.
Если выбраны точка q0 ∈ CP1 \ {q1, . . . , qn} и точка p0 ∈ pr−1(q0) \ C, то
теорема Зариского–ван Кампена утверждает, что π1(CP2 \ C, p0) порождает-
ся петлями, лежащими в слое pr−1(q0) и являющимися обходами вокруг точек
pi ∈ pr−1(q0) ∩ C, а соотношения между ними дает брэйд-монодромия кри-
вой C (см. § 7). Напомним ее определение.

Выберем некоторый слой R∞ проекции pr, общий относительно кривой C,
и положим C2 = CP2 \ R∞ и C1 = CP1 \ pr(R∞). После этого выберем от-
крытый диск D1 ⊂ C1 такой, что q1, . . . , qn ∈ D1. Не ограничивая общности,
можем считать, что q0 ∈ ∂D1. Затем выбираем открытый диск D2 такой, что
pr−1(D1) ∩ C ⊂ D1 × D2 ⊂ C2. Каждая петля γ ⊂ D1 с начальной точкой q0
может быть поднята в C с помощью проекции pr. В результате подъема получа-
ем m путей, начинающихся и заканчивающихся в точках p1, . . . , pm. Эти пути
определяют косу b(γ) ∈ Br[D2, {p1, . . . , pm}] = Brm. Сопоставление каждой
петле γ ⊂ D1 косы b(γ) задает гомоморфизм b : π1

(
CP \ {q1, . . . , qn}, q0

)
→ Brm,

который называется брэйд-монодромией кривой C относительно проекции pr.
Фундаментальная группа π1

(
D1 \ {q1, . . . , qn}, q0

)
является свободной груп-

пой. Как и в случае фундаментальной группы дополнения к конечному чис-
лу точек на проективной прямой, для π1

(
D1 \ {q1, . . . , qn}, q0

)
можно также

ввести понятие хорошего геометрического базиса γ1, . . . , γn, которое отлича-
ется от приведенного выше только тем, что произведение γ1 . . . γn в группе
π1

(
D1 \ {q1, . . . , qn}, q0

)
равно не 1, а границе ∂D1 диска D1 (с обходом против

часовой стрелки).
Если выбран хороший геометрический базис γ1, . . . , γn в фундаментальной

группе π1

(
D1 \ {q1, . . . , qn}, q0

)
, то брэйд-монодромия кривой C относительно

проекции pr определяется набором элементов b1 = b(γ1), . . . , bn = b(γn) ∈ Brm.
Этот набор обладает следующим свойством: произведение b1 . . . bn равно ∆2

m =
b(∂D1), где ∆2

m – порождающий элемент центра группы Brm.
Набор кос {b1, . . . , bn} зависит от выбора хорошего геометрического базиса

γ1, . . . , γn. Если {b′1, . . . , b′n} – набор, соответствующий другому хорошему гео-
метрическому базису γ′1, . . . , γ

′
n, то, как и выше, от набора {b1, . . . , bn} можно

перейти к набору {b′1, . . . , b′n} с помощью преобразований Гурвица. Класс Гур-
виц-эквивалентных наборов, которому принадлежит набор {b(γ1), . . . , b(γn)},
называется разложением на множители брэйд-монодромии кривой C относи-
тельно проекции pr.

Применение разложений на множители брэйд-монодромии плоской алгеб-
раической кривой для изучения топологии вложения этой кривой в CP2 впер-
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вые было использовано в работах О. Кизини [4], [5] и интенсивно использо-
валось Б. Мойшезоном и М. Тайхер [6]–[13] в восьмидесятые годы прошлого
столетия при исследовании свойств дискриминантных кривых общих накры-
тий плоскости. В этих работах разложения на множители брэйд-монодромии
рассматривались как настоящие разложения на множители элемента ∆2

m с точ-
ностью до преобразований Гурвица (т. е. в полном соответствии с приведенным
выше определением). В данном обзоре предлагается рассматривать Гурвиц-
эквивалентные разложения на множители брэйд-монодромии как элементы
некоторых полугрупп над группами кос. Этот подход на наш взгляд является
более естественным и инвариантным. Чтобы объяснить естественность этого
подхода, отметим, что при изучении топологии вложения плоских алгебраи-
ческих кривых в CP2 можно “забыть про их алгебраическое происхождение”
и рассматривать их как кривые Гурвица.

Понятие кривых Гурвица на проективной плоскости CP2 относительно ли-
нейной проекции pr: CP2 → CP1 было введено в [13] и является естественным
обобщением понятия плоских алгебраических кривых (в [13] кривые Гурвица
называются “полуалгебраическими кривыми”, но так как в симплектическом
случае приходится рассматривать кроме комплексно-аналитических особенно-
стей также и другие особые точки, то термин “кривые Гурвица” представляется
нам более удачным).

Грубо говоря, (топологическая) кривая Гурвица степени m – это образ H
гладко (или даже непрерывно) погруженной в линейное расслоение над CP1

(или над диском) замкнутой ориентированной римановой поверхности, кото-
рый ведет себя относительно проекции pr так же, как и алгебраические кри-
вые, т. е. число точек пересечения кривой Гурвица с каждым слоем расслоения
меньше или равно m и существует лишь конечное число слоев, число точек
пересечения с которыми строго меньше m. Точки, в которых кривая H пере-
секается со слоями расслоения не трансверсально, называются критическими
точками кривой H. По определению кривой Гурвица, в окрестности каждой
своей критической точки кривая H гомеоморфна конусу C(b) = {(ru, rv) | 0 6
r 6 1, (u, v) ∈ b} в бидиске D = D1 × D2, где D1 = {u ∈ C1 | |u| 6 1},
D2 = {v ∈ C1 | |v| 6 1}, а b – замкнутая коса в ∂D1 ×D2 и проекция pr совпа-
дает с проекцией D1 ×D2 → D1. Однако в настоящем обзоре мы ограничива-
емся рассмотрением кривых Гурвица только с критическими точками, которые
локально являются либо комплексно-аналитическими особыми точками, либо
так называемыми отрицательными ноудами (по определению, отрицательный
ноуд – это критическая точка кривой Гурвица H, в некоторой окрестности ко-
торой H является объединением двух гладких сечений проекции pr, имеющих
индекс пересечения в критической точке, равный −1, и трансверсально пере-
секающих слой с положительным индексом пересечения).

Как и в алгебраическом случае, с каждой кривой Гурвица можно связать
ассоциированное с ней разложение на множители брэйд-монодромии.

Переход от плоских алгебраических кривых к кривым Гурвица дает воз-
можность рассматривать их с точностью до H-изотопии (т. е. изотопии в клас-
се кривых Гурвица). С одной стороны, это не меняет топологию дополнения
к этим кривым. С другой стороны, это делает конструкцию более мягкой, дает
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возможность разрезать кривые на части, приклеивать их друг к другу (“делать
хирургию”). Склеивание двух кривых Гурвица над диском дает опять кривую
Гурвица над диском, и это можно рассматривать как операцию умножения.
Мы получаем на множестве кривых Гурвица над диском, рассматриваемых
с точностью до эквивалентности (H-изотопии), структуру полугруппы. Опи-
шем эту важную с идейной и практической точки зрения конструкцию в более
простой ситуации, когда конечное накрытие диска не вложено в линейное рас-
слоение, а рассматривается само по себе.

Забыв о комплексной структуре на римановой поверхности S степени m над
замкнутым диском D = {u ∈ C | |u| 6 1}, рассмотрим ее как ориентирован-
ную (не обязательно связную) поверхность S (с краем) вместе с собственным
непрерывным накрытием f : S → D степени deg f = m, не разветвленным
над D \ {p1, . . . , pn}, где p1, . . . , pn ∈ D \ ∂D – некоторый набор, состоящий
из n = n(f) точек. Кроме того, в каждом накрытии (S, f) упорядочим точки
q1, . . . , qm, принадлежащие прообразу f−1(p0), где p0 ∈ ∂D – некоторая фикси-
рованная точка (пусть, для определенности, p0 = −i ∈ ∂D). Такие накрытия
будем называть накрытиями с упорядоченными листами или с оснащением.
Скажем, что оснащенные накрытия (S′, f ′) и (S′′, f ′′) эквивалентны, если су-
ществуют гомеоморфизмы ψ : D → D и ϕ : S′ → S′′ такие, что

(i) гомеоморфизм ψ неподвижен на границе ∂D;
(ii) ϕ(q′i) = q′′i для i = 1, . . . ,m;
(iii) ψ ◦ f ′ = f ′′ ◦ ϕ.

Обозначим через Rm множество классов оснащенных накрытий диска степе-
ни m относительно этой эквивалентности.

На множестве Rm можно ввести структуру полугруппы следующим обра-
зом. Пусть (S1, f1) и (S2, f2) – два оснащенных накрытия степени m. Выберем
два непрерывных сохраняющих ориентацию вложения ϕj : D → D, j = 1, 2,
диска D в себя, оставляющих точку p0 на месте и таких, что

(i) образ ϕ1(D) = {u ∈ D | Reu > 0} – это правый полукруг и
ϕ1({u ∈ ∂D | Reu 6 0}) = {u ∈ D | Reu = 0} – вертикальный диаметр;

(ii) ϕ2(D) = {u ∈ D | Reu 6 0} – это левый полукруг и
ϕ2({u ∈ ∂D | Reu > 0}) = {u ∈ D | Reu = 0}.

Отождествим точки, принадлежащие множествам f−1
1 (p0) и f−1

2 (p0), соглас-
но выбранным выше нумерациям этих точек и после этого по непрерывности
отождествим точки, принадлежащие m путям f−1

1 ({u ∈ ∂D | Reu 6 0}) на S1,
с точками, принадлежащими m путям f−1

2 ({u ∈ ∂D | Reu > 0}) на S2, так, что-
бы совпадали образы всех отождествленных точек при отображениях ϕ1 ◦ f1
и ϕ2 ◦ f2. С помощью этого отождествления мы можем склеить поверхно-
сти S1 и S2 вдоль этих m путей и получить оснащенное накрытие (S, f), где
f(q) = ϕ1(f1(q)), если q ∈ S1, и f(q) = ϕ2(f2(q)), если q ∈ S2. Назовем полу-
ченное накрытие (S, f) произведением оснащенных накрытий (S1, f1) и (S2, f2)
(обозначение: (S, f) = (S1, f1) · (S2, f2)). Легко видеть, что так определенное
произведение задает на Rm структуру некоммутативной полугруппы.

Легко видеть, что полугруппа Rm порождается оснащенными накрытиями
(S, f), которые являются накрытиями диска D с только одной точкой ветвле-
ния p1. Такие накрытия однозначно (с точностью до эквивалентности) опре-
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деляются своей глобальной монодромией σf = µ(∂D) ∈ Sm, где µ = µf –
монодромия оснащенного накрытия (S, f). Следовательно, число порождаю-
щих элементов равно m! . Обозначим порождающий элемент полугруппы Rm,
соответствующий накрытию (S, f) с одной точкой ветвления, через xσf

. Прос-
тая проверка показывает, что в полугруппе Rm выполнены следующие соотно-
шения:

xσ1 · xσ2 = xσ2 · xσ−1
2 σ1σ2

, xσ1 · xσ2 = xσ1σ2σ−1
1
· xσ1 ,

а также xσ1 · x1 = xσ1 и x1 · xσ2 = xσ2 для всех σ1, σ2 ∈ Sm, и можно показать,
что эти соотношения являются определяющими.

Непосредственно проверяется, что если оснащенное накрытие (S, f) равно
элементу xσ1 · . . . · xσn

в полугруппе Rm, то ее глобальная монодромия σf =
µ(∂D) равна произведению σ1 . . . σn, и, очевидно, сопоставление каждому на-
крытию его глобальной монодромии является гомоморфизмом из полугруп-
пы Rm в группу Sm. Обозначим этот гомоморфизм через α : Rm → Sm.

Перенумерации листов на оснащенных накрытиях определяют действие
группы Sm на полугруппе Rm. А именно, элемент σ0 ∈ Sm действует на по-
рождающих элементах xσ по следующему правилу: xσ 7→ xσ−1

0 σσ0
. Это дей-

ствие определяет гомоморфизм λ : Sm → Aut(Rm). Очевидно, что если забыть
об упорядочении листов, то орбиты действия группы Sm на полугруппе Rm

взаимно однозначно соответствуют классам эквивалентных накрытий диска
степени m.

Очевидно также, что ядро kerα = Rm,1 = {(S, f) ∈ Rm | σf = 1} является
подполугруппой в Rm. Если диск D вложен в CP1, то элементы полугруп-
пы Rm,1 – это те накрытия f : S → D, для которых существует продолжение
накрытия f до накрытия f̃ : S̃ → CP1, неразветвленного над CP1 \D.

Аналогичные полугруппы появляются также и в других контекстах: кри-
вые Гурвица, пучки Лефшеца в симплектической геометрии и, более общо,
расслоения над CP1 (или над диском), общий слой и типы вырожденных слоев
которых фиксированы. Более точно, во всех этих случаях появляется некото-
рый алгебраический объект: полугруппа и ее гомоморфизм в некоторую, есте-
ственным образом определяемую задачей, группу, причем эта группа действует
на полугруппе и это действие согласовано с гомоморфизмом. Такой объект мы
называем полугруппой над группой. Элементы этих полугрупп естественным
образом взаимно однозначно соответствуют изучаемым геометрическим объек-
там с точностью до некоторой эквивалентности. Все это мотивирует отдель-
ное изучение полугрупп над группами. В § 2 настоящего обзора дано общее
определение полугрупп над группами, приведены основные конструкции и ис-
следованы некоторые их функториальные свойства в наиболее важном для нас
случае, когда эти полугруппы являются полугруппами разложений на множи-
тели над группами. Третий параграф посвящен описанию некоторых свойств
полугрупп разложений на множители над группами кос, описанию множества
групп, ассоциированных с элементами этих полугрупп, а также в этом парагра-
фе исследуются и другие инварианты, такие как модули и многочлены Алек-
сандера групп, ассоциированных с элементами этих полугрупп.
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В заключение введения скажем несколько слов о содержании других пара-
графов настоящего обзора. В § 1 даются определения кривых Гурвица, ле-
жащих на поверхностях Хирцебруха FN , а также напоминаются определения
псевдоголоморфных кривых и симплектических особых поверхностей.

В § 4 вводится понятие разложения на множители брэйд-монодромии кри-
вой Гурвица и псевдоголоморфной кривой в CP2 как элемента полугруппы
разложений на множители над группой кос, дается набросок доказательства
того, что каждое разложение на множители с множителями, являющимися
брэйд-монодромиями ростков алгебраических особых точек, может быть реа-
лизовано как разложение на множители брэйд-монодромии некоторой алгебра-
ической кривой над диском.

Пятый параграф посвящен понятию H-изотопии и обсуждению связи между
разложениями на множители брэйд-монодромии и вопросами о H-изотопности
кривых Гурвица и симплектической изотопности псевдоголоморфных кривых.
В этом параграфе также дано определение полугруппы оснащенных кривых
Гурвица над диском. В § 6 исследован вопрос о регулярной гомотопности кри-
вых Гурвица и псевдоголоморфных кривых. Регулярная гомотопия – это более
слабое отношение эквивалентности по сравнению с H-изотопией. Регулярная
гомотопия состоит из H-изотопий и таких деформаций кривой Гурвица, при
которых одна из ветвей кривой может “наползать” на другую и в результате
могут возникать пары дополнительных особых точек и каждая пара состоит
из отрицательного и положительного ноуда.

Седьмой параграф посвящен описанию множества фундаментальных групп
дополнений к “аффинным” кривым Гурвица. В этом параграфе также обсуж-
дается проблема Зариского финитной аппроксимируемости фундаментальных
групп дополнений к плоским алгебраическим кривым. Из-за ограниченности
объема данного обзора пришлось опустить примеры конкретного вычисления
фундаментальных групп дополнений к плоским алгебраическим кривым, ос-
нованного на вычислении разложений на множители брэйд-монодромии этих
кривых. Эти примеры можно найти в работах Б. Мойшезона и М. Тайхер
(см. [6]–[14]).

В § 8 рассматриваются конечнолистные накрытия проективной плоскости,
разветвленные вдоль алгебраических кривых, и, в частности, общие накрытия
плоскости, а также обсуждаются результаты, относящиеся к гипотезе Кизини
о единственности общего накрытия плоскости степени > 5, разветвленного над
данной каспидальной кривой, и возможности использовать брэйд-монодромные
инварианты кривых ветвления общих накрытий в качестве инвариантов, раз-
личающих связные компоненты пространства модулей алгебраических поверх-
ностей. В § 9 обсуждаются аналогичные проблемы, но уже в симплектическом
случае: обсуждается возможность использования брэйд-монодромных инвари-
антов кривых (Гурвица) ветвления общих накрытий CP2 симплектическими
четырехмерными многообразиями в качестве инвариантов, различающих эти
многообразия с точностью до симплектоморфизма.

Десятый параграф посвящен циклическим накрытиям проективной плос-
кости, разветвленным вдоль кривой Гурвица и, возможно, вдоль некоторой
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прямой; вычисляется первое число Бетти таких накрытий в терминах корней
многочлена Александера кривой ветвления.

§ 1. Кривые Гурвица на поверхностях Хирцебруха,
псевдоголоморфные кривые и симплектические поверхности

1.1. Определение кривых Гурвица. Как отмечалось во введении, кри-
вые Гурвица являются обобщением понятия алгебраических кривых, лежащих
в расслоениях над проективной прямой CP1 со слоем “проективная прямая”.
Таких расслоений существует счетное число – это поверхности Хирцебруха FN .

Пусть FN – относительно минимальная рациональная линейчатая поверх-
ность (поверхность Хирцебруха), N > 1, pr: FN → CP1 – ее линейчатая струк-
тура, Rp – слой проекции pr над точкой p ∈ CP1 и EN – исключительное
сечение, E2

N = −N . По определению образ H = f(Σ) ⊂ FN гладкого отображе-
ния f : Σ → FN \EN ориентированной замкнутой вещественной поверхности Σ
называется кривой Гурвица (в FN ) степени m, если существует конечное под-
множество Z ⊂ H такое, что:

(i) f является вложением поверхности Σ\f−1(Z) и для каждой точки s /∈ Z
образH и слой Rpr(s) проекции pr пересекаются в точке s трансверсально
с положительным индексом пересечения;

(ii) для каждой точки s ∈ Z существует такая окрестность U ⊂ FN точки s,
в которой H∩U является комплексно-аналитической кривой и комплекс-
ная ориентация на H ∩U \{s} совпадает с ориентацией, индуцированной
ориентацией на Σ с помощью отображения f ;

(iii) ограничение проекции pr на H является конечным отображением степе-
ни m.

Замечание 1.1. Условие H ⊂ FN \ EN является довольно искусственным.
Оно необходимо для того, чтобы иметь возможность сопоставить каждой кри-
вой Гурвица H разложение на множители ее брэйд-монодромии (см. § 4).

Кривая Гурвица H называется неприводимой, если множество H \M связно
для любого конечного множества M ⊂ H, и мы будем говорить, что кривая
Гурвица H состоит из k неприводимых компонент, если

k = max#{связные компоненты кривой H \M},

где максимум взят по всем конечным множествам M ⊂ H.
Для каждой кривой Гурвица H существует единственное минимальное мно-

жество Z ⊂ H, которое удовлетворяет условиям из определения кривых Гурви-
ца. Обозначим его через CritH и будем называть множеством критических
точек кривой Гурвица H, а его образ pr(CritH ) ⊂ CP1 будем называть множе-
ством критических значений кривой H. Точки подмножества SingH ⊂ CritH,
в которых H не является гладким подмногообразием проективной плоскости,
называются особыми.

Кривая Гурвица H называется каспидальной, если для каждой точки s ∈
CritH существуют окрестность U ⊂ FN точки s и локальные аналитические
координаты u, v в U такие, что
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(iv) проекция pr|U совпадает с отображением (u, v) 7→ u;
(v) кривая H ∩ U задается уравнением v2 = uk.
Кривая Гурвица называется обыкновенной каспидальной, если в условии (v)

имеет место неравенство k 6 3 для всех s ∈ CritH, и – нодальной, если k 6 2.
Если H является обыкновенной каспидальной кривой Гурвица, то все ее крити-
ческие точки являются либо (при k = 1) простыми точками касания со слоями
проекции pr, либо (при k = 2) невырожденными двойными точками (для крат-
кости будем называть такие точки ноудами), либо (при k = 3) обыкновенными
точками возврата (для краткости – обыкновенными каспами).

В симплектической геометрии часто возникает необходимость рассматри-
вать также и кривые Гурвица H с отрицательными ноудами, т. е. п. (ii) опре-
деления кривых Гурвица заменяется на

(ii′) для каждого s ∈ Z существует такая окрестность U ⊂ FN точки s, что H
либо локально задается аналитическим уравнением в окрестности U , ли-
бо H∩U состоит из двух гладких ветвей, пересекающихся трансверсаль-
но в точке s с индексом пересечения, равным −1, и каждая ветвь кривой
H ∩ U пересекает слой Rpr(s) в точке s трансверсально с индексом пере-
сечения, равным +1.

Легко показать (лемма 1.1 в [15]), что приведенное выше определение кривых
Гурвица эквивалентно следующему определению. А именно, пусть C2

i – две
копии аффинной плоскости C2, i = 1, 2, с координатами (ui, vi), u2 = 1/u1

и v2 = v1/u
N
1 , которые покрывают FN \ EN так, что pr задана формулами

(ui, vi) → ui в картах C2
i . Множество H ⊂ FN \EN , замкнутое в FN , называется

кривой Гурвица степени m, если для i = 1, 2 множество H ∩ C2
i совпадает

с множеством решений уравнения

Fi(ui, vi) := vm
i +

m−1∑
j=0

ci,j(ui)v
j
i = 0, (1)

где
(j) Fi(ui, vi) является C∞-гладкой комплекснозначной функцией в C2

i ;
(jj) множество CritiH = {(ui,1, vi,1), . . . , (ui,ni , vi,ni)} ⊂ C2

i , состоящее из то-
чек таких, что vi,j является кратным корнем полиномиального урав-
нения

vm
i +

m−1∑
j=0

ci,j(ui,j)v
j
i = 0, (2)

является конечным;
(jjj) если (ui,j , vi,j) ∈ CritiH, то в окрестности точки (ui,j , vi,j) (которую

мы называем критической точкой кривой H ) множество H совпада-
ет либо с множеством решений некоторого комплексно-аналитического
уравнения, либо (после послойной гладкой, сохраняющей ориентацию за-
мены координат в этой окрестности) с множеством решений уравнения
v2 − ū2 = 0 (отрицательный ноуд).

Очевидно, что CritH = Crit1H ∪ Crit2H и, не ограничивая общности (вы-
брав другое покрытие множества FN \ EN картами C2

i , i = 1, 2), мы можем
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(и будем) считать, что CritH ⊂ C2
1. Кривую H = H ∩ C2

1 будем называть аф-
финной кривой Гурвица, а слой R∞ = pr−1(∞) над точкой ∞ = CP1 \ pr(C2

1)
будем называть “бесконечно удаленным” слоем.

Пусть H – кривая Гурвица в F1. Мы можем стянуть исключительную кри-
вую E1 в точку и получить проективную плоскость CP2. Обозначим это стя-
гивание через σ : F1 → CP2. При этом стягивании слои проекции pr переходят
в прямые на CP2, проходящие через точку p∞ = σ(E1). Образ σ(H ) кри-
вой H будем называть кривой Гурвица в CP2 относительно пучка прямых,
проходящих через точку p∞ (или относительно линейной проекции с центром
в точке p∞).

Отметим, что если коэффициенты ci,j(ui) в уравнении (1) являются много-
членами от переменной ui с комплексными коэффициентами, то H является
алгебраической кривой. Обратно, если алгебраическая кривая C ⊂ FN не пе-
ресекается с исключительным сечением EN , то C является кривой Гурвица.

Понятие алгебраической кривой может быть обобщено следующим образом.
А именно, кривая Гурвица H ⊂ FN называется почти алгебраической кривой
степени m, если найдется бидиск

Dr1,r2 = {|u1| < r1, |v1| < r2} ⊂ C2
1

такой, что коэффициенты c1,j(u1) являются многочленами от переменной u1

при |u1| < r1 (т. е. в бидиске Dr1,r2 кривая H совпадает с некоторой алгебраи-
ческой кривой C), ограничение проекции pr на H∩Dr1,r2 является собственным
отображением степени m и H является объединением m попарно непересекаю-
щихся сечений H∞,1, . . . ,H∞,m проекции pr над CP1 \ pr(Dr1,r2).

1.2. Симплектические и почти комплексные структуры. Напомним,
что дифференциальная 2-форма ω ∈ Ω2(X,R) на гладком 2n-мерном многооб-
разии X называется симплектической, если она невырождена, т. е. ω∧n явля-
ется формой объема на X, и замкнута. Пара (X,ω), где ω – симплектическая
форма на X, называется симплектическим многообразием.

Согласно классической теореме Мозера, если две симплектические формы ω0

и ω1 на X можно соединить гладким семейством ωt симплектических форм
из одного и того же класса когомологий, то существует изотопия ht такая, что
h0 = Id и h∗1(ω0) = ω1. Другими словами, в этом случае формы ωt определяют
на X одну и ту же (с точностью до симплектоморфизма) симплектическую
структуру.

Согласно теореме Дарбу локально каждое симплектическое многообразие
симплектоморфно стандартной модели

(
R2n,

∑n
j=1 dx

j ∧ dyj
)
. Гладкое подмно-

гообразие Y ⊂ X симплектического многообразия (X,ω) называется симплек-
тическим, если ограничение ω|Y на X формы ω является симплектической
формой. Одна из версий теоремы Дарбу утверждает, что если Y – симплекти-
ческое подмногообразие в X, то пара Y ⊂ X локально симплектоморфна паре
R2k ⊂ R2n со стандартной симплектической формой.

Напомним, что почти комплексной структурой на гладком многообразииX
называется эндоморфизм J : TX → TX касательного расслоения TX на X
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такой, что J2 = − Id. На каждом симплектическом многообразии (X,ω) су-
ществует особый класс почти комплексных структур, связанных с симплек-
тической структурой. А именно, почти комплексная структура J называется
ω-ручной, если выполнено следующее условие:

(i) ω(x, Jx) > 0 для всех x ∈ TX, x ̸= 0.
Если, кроме того, выполнено условие

(ii) ω(Jx, Jy) = ω(x, y) для всех x, y ∈ TX,
то почти комплексная структура J называется совместимой с ω. Условия (i)
и (ii) означают, что форма ω является мнимой частью эрмитовой метрики
на комплексном векторном расслоении (TX, J).

Важными примерами симплектических многообразий являются кэлеровы
многообразия. В кэлеровом случае симплектическая форма – это кэлерова
форма, а совместимая с ней почти комплексная структура – это обычная ком-
плексная структура (которая в данном случае является интегрируемой).

Обобщением понятия комплексной кривой, лежащей на кэлеровом много-
образии, является понятие псевдоголоморфной кривой. Псевдоголоморфной
кривой на почти комплексном многообразии (X,J) называется образ гладко-
го отображения f : Σ → X римановой поверхности (Σ, j), дифференциал df

которого в каждой точке является C-линейным отображением.
Можно показать (см. [16]–[18]), что особые точки псевдоголоморфных кри-

вых (т. е. образы точек, в которых df = 0) на почти комплексных четырехмер-
ных многообразиях эквивалентны с точностью до C1-замены координат особым
точкам обычных комплексных кривых на комплексных поверхностях.

Отметим также, что согласно условию (i) ограничение формы ω на каж-
дое J-инвариантное подпространство является положительной формой. Следо-
вательно, псевдоголоморфные кривые на почти комплексном четырехмерном
многообразии (в частности, комплексные кривые на кэлеровой поверхности)
вне своих особых точек являются симплектическими поверхностями. Это на-
блюдение позволяет обобщить понятие симплектической поверхности в четы-
рехмерном симплектическом многообразии на случай поверхностей с особыми
точками.

Симплектической поверхностью на симплектическом четырехмерном мно-
гообразии (X,ω) называется образ гладкого отображения f : Σ → X гладкой
ориентированной поверхности Σ такого, что дифференциал df вырожден лишь
в конечном числе точек и, кроме того, выполнены следующие условия:

1) если df вырожден в точке p ∈ Σ, то в этой точке df = 0;
2) для каждой точки p ∈ Σ, в которой df ̸= 0, найдется такая окрестность

U ⊂ Σ этой точки, что f(U) является симплектическим подмногообра-
зием многообразия (X,ω);

3) для каждой точки p ∈ Σ, в которой df = 0, найдутся окрестность V ⊂ X

точки f(p) и почти комплексная структура J на V , совместимая с ω|V ,
такие, что f(Σ) ∩ V является J-голоморфной кривой в V .

Симплектическая поверхность H = f(Σ) кроме особых точек s = f(p), опи-
санных в условии 3), может иметь и другие особые точки, в которых H не явля-
ется многообразием, – это те точки, которые имеют более одного прообраза при
отображении f (в этих точках H локально является объединением нескольких
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своих неприводимых ветвей). Скажем, что особая точка s = f(p) симплек-
тической поверхности H является J-голоморфной, если найдутся окрестность
V ⊂ X точки f(p) и почти комплексная структура J на V , совместимая с ω|V ,
такие, что каждая ветвь поверхности H является J-голоморфной кривой в V .
Отметим, что кроме J-голоморфных особых точек симплектическая поверх-
ность H может иметь и другие особые точки. Можно показать (см. [18]),
что для симплектической поверхности H в симплектическом многообразии
(X,ω), все точки которой J-голоморфны, найдется почти комплексная струк-
тура J , совместимая с ω, относительно которойH является псевдоголоморфной
кривой.

1.3. Симплектические кривые Гурвица. Зафиксируем на поверхности
Хирцебруха FN некоторую кэлерову форму ω.

Предложение 1.1. Для каждой кривой Гурвица H ⊂ FN существуют ав-
томорфизм h поверхности FN и почти комплексная структура J на FN , сов-
местимая с ω , такие, что h(H ) является одновременно кривой Гурвица и
J-голоморфной кривой, если H не имеет отрицательных ноудов, и – симплек-
тической поверхностью в (FN , ω), если H имеет отрицательные ноуды.

Доказательство этого предложения основано на следующем элементарном
наблюдении (которое использовалось в похожей ситуации в [19]). Пусть f :
D → C – гладкая функция в окрестности диска D = {u ∈ C | |u| < 1}, и пусть
Γf = {(u, f(u)) ∈ C2 | u ∈ D} – ее график (являющийся поверхностью, вло-
женной в C2). Тогда для достаточно малого ε > 0 график Γεf функции εf

является симплектической поверхностью относительно стандартной симплек-
тической формы.

Чтобы увидеть это, запишем симплектическую форму ω в комплексных ко-
ординатах: ω = (i/2)(du ∧ dū + dv ∧ dv̄). Ограничение на Γεf формы ω равно

i

2
(
1 + ε2(|f ′u|2 − |f ′ū|2)

)
du ∧ dū.

Очевидно, что эта форма является положительной при достаточно малых ε.
Также полезно заметить, что комплексная кривая в C2, заданная уравнени-

ем g(u, v) = 0, после перемасштабирования (u, v) 7→ (u, εv) остается комплекс-
ной кривой. Аналогично, легко показать, что автоморфизм hε поверхности FN ,
заданный в картах C2

i формулой (ui, vi) 7→ (ui, εvi), при достаточно малых ε пе-
реводит кривую Гурвица H в hε(H ), являющуюся симплектической поверхно-
стью. Если кривая H не имеет отрицательных ноудов (т. е. все ее критические
точки являются аналитическими), то найдется почти комплексная структура J
на FN , совместимая с ω, такая, что h(H ) является J-голоморфной кривой.

Упомянутый выше автоморфизм hε поверхности FN называется перемас-
штабированием.

§ 2. Полугруппы разложений на множители

В § 4, чтобы определить брэйд-монодромное разложение на множители, ас-
социированное с кривой Гурвица, нам понадобятся некоторые вспомогательные
определения и факты о разложениях на множители в произвольных группах.
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2.1. Полугруппы разложений на множители. Набор (S,G, α, λ), где
S – полугруппа, G – группа и α : S → G, λ : G → Aut(S) – гомоморфизмы,
называется полугруппой S над группой G, если для всех s1, s2 ∈ S имеет место

s1 · s2 = λ(α(s1))(s2) · s1 = s2 · ρ(α(s2))(s1),

где ρ(g) = λ(g−1). Для данной пары полугрупп (S1, G1, α1, λ1) и (S2, G2, α2, λ2)
над группами G1 и G2 соответственно пара гомоморфизмов (h1, h2), где h1:
S1 → S2 и h2 : G1 → G2, называется гомоморфизмом полугрупп над группами,
если

(i) h2 ◦ αS1 = αS2 ◦ h1,
(ii) λG2(h2(g))(h1(s)) = h1(λG1(g))(s) для всех s ∈ S1 и всех g ∈ G1.
Определенные ниже полугруппы разложений на множители (в частности,

полугруппы Rm, рассмотренные во введении) являются основными (для наших
целей) примерами полугрупп над группами.

Пусть {gi}i∈I – некоторое множество элементов группы G. Для каждого
i ∈ I обозначим через Ogi

⊂ G множество всех элементов из G, сопряженных
элементу gi (орбиту элемента gi при действии группы G на себе внутренними
автоморфизмами). Назовем объединение O = O{gi}i∈I

=
⋃

i∈I Ogi ⊂ G полным
множеством сопряженных элементов (т. е. элементов, сопряженных элемен-
там из множества {gi}i∈I), а пару (G,O) – оснащенной группой.

Сопоставим каждому полному множеству O сопряженных элементов алфа-
вит X = XO = {xg | g ∈ O} и для каждой пары букв xg1 , xg2 ∈ X, g1 ̸= g2,
обозначим через Rg1,g2;l и Rg1,g2;r следующие соотношения: Rg1,g2;l имеет вид

xg1 · xg2 = xg2 · xg−1
2 g1g2

,

если g2 ̸= 1, и xg1 · x1 = xg1 , если g2 = 1, а Rg1,g2;r имеет вид

xg1 · xg2 = xg1g2g−1
1
· xg1 ,

если g1 ̸= 1, и x1 · xg2 = xg2 , если g1 = 1.
Положив

R = {Rg1,g2;r, Rg1,g2;l | (g1, g2) ∈ O ×O, g1 ̸= g2},

определим с помощью множества соотношений R полугруппу

S(G,O) = ⟨xg ∈ X | R ∈ R⟩.

Определим также гомоморфизм α : S(G,O) → G, заданный на порождающих
элементах xg формулой α(xg) = g для каждого xg ∈ X, и назовем его гомомор-
физмом произведения. Кроме того, определим действие λ группы G на множе-
стве X, положив для каждого g ∈ G

xa ∈ X 7→ λ(g)(xa) = xgag−1 ∈ X.

Легко видеть, что множество соотношений R инвариантно относительно этого
действия и, следовательно, λ определяет гомоморфизм λ : G → Aut(S(G,O))
(левое действие или действие сопряжением). Положим λS = λ◦α и ρS = ρ◦α,
где ρ(g) = λ(g−1) для g ∈ G.
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Утверждение 2.1 [20]. Для любых s1, s2 ∈ S(G,O) имеют место следую-
щие равенства:

s1 · s2 = s2 · ρS(s2)(s1) = λS(s1)(s2) · s1.

Из утверждения 2.1 следует, что (S(G,O), G, α, λ) является полугруппой
над G. Назовем такие полугруппы полугруппами разложений на множители
элементов группы G с множителями из O. Отметим, что S : (G,O) 7→ S(G,O)
является функтором из категории оснащенных групп в категорию полугрупп.
В частности, если O1 ⊂ O2 – два полных множества сопряженных элементов
в группе G, то тождественное отображение idG → G определяет вложение
полугрупп idO1,O2 : S(G,O1) → S(G,O2). Поэтому для каждой группы G полу-
группа S(G,G) является универсальной полугруппой над G, т. е. каждая по-
лугруппа S(G,O) над G канонически вкладывается в S(G,G) с помощью idO,G.
Если группаG фиксирована, то полугруппа S(G,O) будет обозначаться как SO.

Число ln(s) = n называется длиной элемента s = xg1 · . . . · xgn
∈ SO, если все

gi ̸= 1.
Обозначим через GO подгруппу в G, порожденную образом гомоморфиз-

ма α : SO → G, и для каждого s ∈ SO обозначим через Gs подгруппу в G,
порожденную образами α(xg1) = g1, . . . , α(xgn) = gn множителей xg1 , . . . , xgn

элемента s = xg1 . . . xgn
.

Утверждение 2.2. Подгруппа Gs группы G не зависит от представления
элемента s в виде слова от xgi из алфавита XO .

Доказательство следующего предложения является простым упражнением.

Предложение 2.1 [20]. Для любого полного множества сопряженных эле-
ментов O и любого s ∈ SO имеем:

1) kerλ совпадает с централизатором CO группы GO в G;
2) если α(s) принадлежит центру группы Gs , то для каждого g ∈ Gs

действие λ(g) оставляет неподвижным элемент s ∈ SO ;
3) если α(s1 · s2) принадлежит центру группы Gs1·s2 , то s1 · s2 = s2 · s1 .

В качестве примера рассмотрим симметрическую группу Sm, действующую
на множестве {1, . . . ,m} = [1,m]. Очевидно, полугруппа Rm римановых по-
верхностей над диском (см. введение) и полугруппа SSm

естественным образом
изоморфны как полугруппы над группой Sm. Из предложения 2.1, 3) следует,
что подполугруппа Rm,1 является коммутативной.

Пусть (i, j) ∈ Sm – транспозиция, переставляющая элементы i и j из [1,m].
Обозначим через Tm = O{(1,2)} множество транспозиций в Sm. Элемент

hm,g =
(
x(1,2) · x(1,2)

)g+1 ·
(
x(2,3) · x(2,3)

)
· . . . ·

(
x(m−1,m) · x(m−1,m)

)
∈ STm

⊂ SSm

называется элементом Гурвица рода g. Он обладает следующими замечатель-
ными свойствами.

Предложение 2.2. Элемент Гурвица hm,g принадлежит центру полу-
группы SSm и является неподвижным элементом при действии сопряжением
группы Sm на полугруппе SSm

.
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Доказательство следует из предложения 2.1, так как α(hm,g) = 1 и эле-
менты (i, i+1), i = 1, . . . ,m−1, с одной стороны, порождают группу (Sm)hm,g

,
а с другой стороны, порождают всю симметрическую группу Sm.

Более того, элемент Гурвица hm,g в полугруппе STm однозначно определя-
ется следующими тремя условиями.

Теорема Гурвица. Пусть элемент s ∈ STm
удовлетворяет условиям:

(i) (Sm)s = Sm ;
(ii) длина ln(s) = 2(g +m);
(iii) α(s) = 1.

Тогда s = hm,g .

Приведенная выше теорема Гурвица имеет достаточно простое алгебраиче-
ское доказательство, а с другой стороны, по существу является переформули-
ровкой в алгебраических терминах упоминавшейся во введении теоремы Гурви-
ца о связности пространства общих накрытий степени m проективной прямой
алгебраическими кривыми рода g.

2.2. Полугруппы разложений на множители с частичным сокра-
щением. Пусть O1 = O{gi}i∈I

и O2 = O{gi}i∈J
– два полных множества сопря-

женных элементов в группе G такие, что O1 ∩ O2 = ∅ и если g ∈ O2, то g−1

также принадлежит множеству O2, и пусть O = O1 ∪O2.
Рассмотрим полугруппу (с единицей)

SO,O2 = ⟨xg ∈ XO | R ∈ R ∪R ⟩,

где R – множество соотношений, определяющих полугруппу SO, и

R = {xg · xg−1 = xg−1 · xg = 1 | g ∈ O2}

– множество соотношений сокращения. Существует естественный гомомор-
физм полугрупп

c : SO → SO,O2 .

Легко видеть, что SO,O2 можно рассматривать как полугруппу над группой G
с естественным гомоморфизмом произведения ᾱ : SO,O2 → G таким, что α =
ᾱ ◦ c.

Отметим, что SO,O2 является группой тогда и только тогда, когда множе-
ство O1 либо пусто, либо состоит из одного элемента g = 1.

2.3. Эквивалентность Гурвица. Пусть, как и выше, O ⊂ G – полное
множество сопряженных элементов в группе G. Упорядоченное множество

{g1, . . . , gn | gi ∈ O}, n ∈ Z,

называется разложением на множители элемента g = g1 . . . gn ∈ G с мно-
жителями из O. Обозначим FO =

⋃
nO

n множество всех возможных разло-
жений на множители элементов из группы G с множителями из O. Переста-
новка множителей в произведении g1 . . . gn = g, не меняющая это произведе-
ние, приводит к следующему определению. Преобразование, которое заменяет
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в {g1, . . . , gn} некоторые два соседних множителя (gi, gi+1) на (gi+1, g
−1
i+1gigi+1)

или (gigi+1g
−1
i , gi) и сохраняет все остальные множители, называется преобра-

зованием Гурвица. Два разложения на множители называются Гурвиц-эквива-
лентными, если одно из них может быть получено из другого с помощью ко-
нечного числа преобразований Гурвица. Отметим, что Гурвиц-эквивалентные
разложения на множители являются разложениями на множители одного и то-
го же элемента.

Существует естественное отображение ϕ : FO → SO, заданное формулой

ϕ({g1, . . . , gn}) = xg1 · . . . · xgn .

Очевидно, имеет место следующее утверждение.

Утверждение 2.3. Два разложения на множители y = {y1, . . . , yn} и z =
{z1, . . . , zn} Гурвиц-эквивалентны тогда и только тогда, когда ϕ(y) = ϕ(z).

Ниже, в согласии с утверждением 2.3, классы Гурвиц-эквивалентных разло-
жений на множители с множителями из O будут отождествляться с их образа-
ми в SO. Кроме того, для упрощения обозначений разложение на множители
s = xg1 · . . . · xgn ∈ SO элемента g = g1 . . . gn ∈ G будет записываться в виде
s = g1 · . . . · gn (другими словами, через g1g2 будем обозначать произведение
элементов g1 и g2 в группе G, а через g1 · g2 – произведение элементов xg1 и xg2

в полугруппе SO).

2.4. Регенерация разложений на множители. Рассмотрим два пол-
ных множества O1, O2 сопряженных элементов в группе G и ассоциированные
с ними полугруппы SO1 и SO2 . Отображение ψ : X2 → SO1 может быть доопре-
делено до гомоморфизма ψ : SO2 → SO1 тогда и только тогда, когда для любых
xgi

, xgj
∈ X2 равенства

ψ(xgi
) · ψ(xgj

) = ψ(xgj
) · ψ

(
xg−1

j gigj

)
и

ψ(xgi
) · ψ(xgj

) = ψ
(
xgigjg−1

i

)
· ψ(xgi

)

имеют место в SO1 .
Мы скажем, что гомоморфизм ψ определен над G, если α(xg) = α(ψ(xg))

для всех g ∈ O2.

Пример 2.1. Пусть O1 – полное множество сопряженных элементу g1 ∈ G

и O2 – полное множество сопряженных элементу g2
1 . Предположим, что отоб-

ражение φ : O1 → O2, заданное формулой φ(g) = g2 для g ∈ O1, является
взаимно однозначным. Тогда отображение ψ : X2 → SO1 , заданное формулой
ψ(xg) = xφ−1(g) · xφ−1(g), определяет гомоморфизм ψ : SO2 → SO1 над G.

Пример 2.1 может быть обобщен следующим образом.

Пример 2.2. Выберем n-множество {g1, . . . , gn} элементов в полном множе-
стве сопряженных элементов O1 ⊂ G и k-множество произведений

sj(xg1 , . . . , xgn
) = xgi1(j) · . . . · xgim(j)(j) ∈ SO1 , ln(sj) = m(j), j = 1, . . . , k.
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Рассмотрим полное множество сопряженных элементов O2 = Os̄1∪· · ·∪Os̄k
, где

Os̄j
– полное множество элементов, сопряженных элементам s̄j = α(sj) ∈ G.

Предположим, что s̄i и s̄j не сопряжены в G для i ̸= j. Тогда отображение
X2 → SO1 , заданное xgs̄jg−1 7→ λ(g)(sj) ∈ SO1 , может быть однозначно продол-
жено до гомоморфизма r : SO2 → SO1 , определенного над G. Гомоморфизм r

называется регенерацией множества элементов {sj}.

Ниже мы будем использовать некоторое обобщение этого понятия (которое
уже не будет гомоморфизмом), определяемое следующим образом. В обозначе-
ниях примера 2.2 положим O = O1 ∪O2 и рассмотрим элемент z = z1 · z2 ∈ SO,
где z1 ∈ SO2 , z2 ∈ SO. Элемент

z̄ = r(z1) · z2 ∈ SO

называется частичной регенерацией элемента z.

§ 3. Полугруппы над группами кос

В этом параграфе группа G = Brm – это группа кос с m нитями, введенная
Э. Артином в 1925 г. в работе [21].

3.1. Реализации группы кос. Как абстрактная группа, группа кос Brm

имеет следующее копредставление. Она порождается множеством элементов
{a1, . . . , am−1}, связанных соотношениями

aiai+1ai = ai+1aiai+1, 1 6 i 6 m− 1,

aiak = akai, |i− k| > 2
(3)

(такие порождающие группы кос Brm будем называть стандартными).
Напомним, что группа кос Brm имеет несколько естественных реализаций.

Первая из них – это группа геометрических кос, элементами которой являются
наборы b, состоящие из m попарно непересекающихся путей

γj(t) = {(xj(t), yj(t), t)} ⊂ R3 = {(x, y, z) | x, y, z ∈ R},

t ∈ [0, 1], j = 1, . . . ,m (рассматриваемых с точностью до непрерывной изото-
пии), начала и концы которых фиксированы (пусть для определенности (xj(0),
yj(0)) = (xj(1), yj(1)) = (−j, 0) ∈ R2). Произведение кос

b1 = {(γ1,j,1(t), γ1,j,2(t), t)} и b2 = {(γ2,j,1(t), γ2,j,2(t), t)}

– это коса b = b1b2 = {(γj,1(t), γj,2(t), t)}, где

γj,l(t) =


γ1,j,l(2t), если 0 6 t 6

1
2
,

γ2,j,l(2t− 1), если
1
2

6 t 6 1,
l = 1, 2,

а порождающий элемент aj – это коса, изображенная на рис. 1.
Вторая реализация группы Brm – это факторгруппа Brm[D,K] группы диф-

феоморфизмов проколотого диска D \ K с m проколами K = {p1, . . . , pm} ⊂
D \ ∂D, тождественных на границе ∂D диска D = {u ∈ C | |u| 6 R}, по модулю
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диффеоморфизмов, гомотопных тождественному диффеоморфизму. (Для оп-
ределенности будем предполагать, что группа Brm[D,K] действует справа, т. е.
gf = f ◦ g, где ◦ означает композицию диффеоморфизмов: сначала применяем
диффеоморфизм g, а затем f). Чтобы задать изоморфизм группы Brm[D,K]
и абстрактной группы кос Brm, порожденной стандартными порождающими
a1, . . . , am−1, выберем m − 1 гладких путей lj , j = 1, . . . ,m − 1, с началами
в точках pj и концами в точках pj+1 таких, что путь l = l1 ∪ · · · ∪ lm−1 являет-
ся простым путем без самопересечений. Тогда группа Brm[D,K] порождается
полуповоротами, ассоциированными с путями lj (обозначим их снова через aj ,
j = 1, . . . ,m − 1, так как сопоставление этих полуповоротов соответствующим
образующим группы Brm задает изоморфизм групп Brm и Brm[D,K]). Чтобы
определить полуповорот aj , выберем некоторую достаточно маленькую окрест-
ность U пути lj , K ∩U = {pj , pj+1}, а также сохраняющее ориентацию гладкое
вложение ψ : D −→ C1 (C1 взято с обычной “комплексной” ориентацией) так,
что ψ(lj) = [−1, 1] = {z ∈ C1 | Re z ∈ [−1, 1], Im z = 0}, ψ(pi) = 1, ψ(pi+1) = −1
и ψ(U) = {z ∈ C1 | |z| < 2}. Пусть α(r), r > 0, – гладкая монотонная веще-
ственная функция такая, что α(r) = 1 для r ∈ [0, 3/2] и α(r) = 0 для r > 2.
Рассмотрим диффеоморфизм h : C1 → C1, действующий на z ∈ C1, z = reiϕ,
по правилу h(z) = rei(ϕ+α(r)π). Очевидно, что ограничение диффеоморфизма h
на диск {z ∈ C1 | |z| 6 3/2} совпадает с поворотом на угол π, а ограничение на
{z ∈ C1 | |z| > 2} является тождественным диффеоморфизмом. Диффеомор-
физм aj = ψ−1 ◦h◦ψ называется полуповоротом, ассоциированным с путем lj .

Третья реализация группы Brm – это подгруппа Bm группы автоморфизмов
Aut Fm свободной группы Fm, свободно порожденной элементами x1, . . . , xm,
такая, что автоморфизм b ∈ Aut Fm принадлежит группе Bm тогда и только
тогда, когда

(i) существует перестановка σb ∈ Sm такая, что для i = 1, . . . ,m образ (xi)b
сопряжен элементу xσb(i);

(ii) x1 . . . xm = (x1 . . . xm)b.
Можно показать, что автоморфизмы ai ∈ Bm, заданные формулами

(xj)ai = xj при j ̸= i, i+ 1,

(xi)ai = xixi+1x
−1
i ,

(xi+1)ai = xi,

(4)
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порождают группу Bm, удовлетворяют соотношениям (3) и гомоморфизм из
группы Brm в группу Bm, переводящий порождающие элементы ai ∈ Brm в ав-
томорфизмы ai ∈ Bm ⊂ Aut Fm, является изоморфизмом и тем самым опре-
деляет так называемое стандартное действие группы кос Brm на свободной
группе Fm = ⟨x1, . . . , xm⟩. Геометрически это действие может быть реализова-
но как действие группы Brm[D,K] на фундаментальной группе π(D \ K, p0),
p0 ∈ ∂D.

3.2. Стабильная эквивалентность. Обозначим через Br+m полугруппу,
порожденную как абстрактная полугруппа элементами {a1, . . . , am−1}, связан-
ными соотношениями (3).

Теорема Гарсайда [22]. Естественный гомоморфизм i : Br+m → Brm яв-
ляется вложением.

Исходя из этой теоремы, полугруппа Br+m отождествляется с ее образом
i(Br+m) в Brm и образы i(g) элементов g ∈ Br+m называются положительны-
ми элементами группы Brm.

Обозначим через Ak = Ak(m), k ∈ Z, полное множество сопряженных эле-
менту ak+1

1 в группе Brm (напомним, что все порождающие a1, . . . , am−1 сопря-
жены друг другу). В § 5 и § 6, в которых пойдет речь о H-изотопии и регуляр-
ной гомотопии каспидальных кривых Гурвица, нам понадобятся полугруппы
A = SA и A = SA, где A =

⋃
k>0Ak и A = A∪A−3, являющиеся полугруппами

разложений на множители брэйд-монодромии (см. § 4) каспидальных (соответ-
ственно каспидальных с отрицательными ноудами) кривых Гурвица.

Рассмотрим вначале полугруппу A0 = SA0 как подполугруппу универсаль-
ной полугруппы SBrm

над группой Brm. Слово g = ai1 . . . ain
в алфавите

{a1, . . . , am−1} определяет элемент ḡ(a1, . . . , am−1) = ai1 · . . . · ain
∈ SA0 . С дру-

гой стороны, g определяет элемент g̃ = ai1 . . . ain в Br+m.

Лемма 3.1 [23].Отображение ν : Br+m→A0 , заданное равенством ν(g̃) = ḡ ,
является инъективным гомоморфизмом полугрупп.

Доказательство. Чтобы показать, что ν является гомоморфизмом, доста-
точно проверить, что соотношения (3) имеют место в A0. Имеем

ai · ai+1 · ai = ai+1 · (a−1
i+1aiai+1) · ai = ai+1 · ai · (a−1

i a−1
i+1aiai+1ai)

= ai+1 · ai · (a−1
i a−1

i+1ai+1aiai+1) = ai+1 · ai · ai+1

для 1 6 i 6 m− 1 и
ai · ak = ak · (a−1

k aiak) = ak · ai

для |i−k| > 2. Гомоморфизм ν инъективен, так как согласно теореме Гарсайда
α ◦ ν является тождественным изоморфизмом. Лемма 3.1 доказана.

Пусть ∆m – так называемый элемент Гарсайда:

∆m = (a1 . . . am−1) . . . (a1a2a3)(a1a2)a1.

Как хорошо известно, элемент

∆2
m = (a1 . . . am−1)m
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порождает центр группы Brm. Отметим, что определение элемента Гарсай-
да зависит от выбора стандартных порождающих a1, . . . , am−1, тогда как эле-
мент ∆2

m не зависит от этого выбора. Элемент ∆2
m называется полным поворо-

том (в реализации группы кос Brm как группы диффеоморфизмов проколото-
го диска D \K, где D = {u ∈ C | |u| 6 2} и K ⊂ D1 = {u ∈ C | |u| < 1}, элемент
∆2

m – это диффеоморфизм h : D → D, действующий на u ∈ D, u = reiϕ, по
правилу h(u) = rei(ϕ+2α(r)π), где α – гладкая монотонная вещественная функ-
ция такая, что α(r) = 1 для r ∈ [0, 1] и α(r) = 0 для r = 2; т. е. ограничение
диффеоморфизма h на диск D1 совпадает с поворотом на угол 2π).

Обозначим через δ2m элемент в A0 ⊂ SBrm , равный

δ2m = (a1 · . . . · am−1)m.

Лемма 3.2. Элемент δ2m неподвижен при действии сопряжением груп-
пы Brm на SBrm

, т.е. λ(g)(δ2m) = δ2m для любого g ∈ Brm .

Доказательство следует из равенства α(δ2m) = ∆2
m и предложения 2.1,

примененного к s = δ2m (для которого (Brm)s = Brm).

Скажем, что элемент s1 ∈ SBrm
стабильно равен элементу s2 ∈ SBrm

, если
найдется такое целое число n > 1, что

s1 · (δ2m)n = s2 · (δ2m)n.

Теорема 3.1 [20]. Пусть Ob1 , . . . , Obn – орбиты элементов b1, . . . , bn при
действии сопряжением группы Brm , и пусть σ – некоторая перестановка
из Sn . Тогда для любых b̄i ∈ Obi

, 1 6 i 6 n, элементы s1 = b1 · . . . · bn и s2 =
b̄σ(1) · . . . · b̄σ(n) стабильно равны тогда и только тогда, когда α(s1) = α(s2).

Доказательство этой теоремы базируется на теореме Гарсайда и следующей
лемме.

Лемма 3.3 [22]. Для любого g ∈ Brm найдутся положительные элементы
r1, r2 ∈ Brm и целые числа k, p ∈ Z, p > 1, такие, что

1) g = ∆2k
m r1 ;

2) gr2 = ∆2p
m .

Доказательство следует из теоремы 5 в [22].

Приведем набросок доказательства теоремы 3.1. Переставив множители в s2
и применив лемму 3.3, можем считать, что s2 = b̄1 · . . . · b̄n, где b̄i = ribir

−1
i для

всех i, причем все ri являются положительными элементами. Из предложе-
ния 2.1, 3) следует (после циклической перестановки множителей), что δ2m мо-
жет быть записан в виде δ2m = ak ·δ′k, где δ′k ∈ A0, и, кроме того, в произведении
s2 · (δ2m)M = b̄1 · . . . · b̄n · (δ2m)M мы можем передвинуть каждый множитель δ2m
влево, не меняя остальных множителей. Следовательно, если ri = r′iak, то

b̄i · δ2m = (akr
′
ibir

′−1
i a−1

k ) · ak · δ′k = ak · (r′ibir′−1
i ) · δ′k.

Поэтому, если M – достаточно большое число, то s2 ·(δ2m)M = b1 · . . . · bn · s′2, где
s′2 ∈ A0. Записав каждый множитель gi, входящий в s′2, в виде gi = ria1r

−1
i и
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повторив приведенные выше рассуждения, получаем, что элемент s2 ·(δ2m)M+M1

при достаточно большом M1 может быть записан в виде s2 · (δ2m)M+M1 =
b1 · . . . · bn · s′′2 , где все множители, входящие в разложение на множители эле-
мента s′′2 , – это порождающие элементы ai. Имеем

α(s2 · (δ2m)M+M1) = α(s2)∆2(M+M1)
m = α(s1)α(s′′2).

Следовательно, α(s′′2) = ∆2(M+M1)
m и согласно теореме Гарсайда и лемме 3.1

имеем s′′2 = (δ2m)M+M1 , т. е. s1 · (δ2m)M+M1 = s2 · (δ2m)M+M1 .

3.3. Формула разложения на множители полного поворота с удво-
енным числом нитей. Основной интерес для приложений к геометрии пред-
ставляют разложения на множители полного поворота. Приведенная ниже
формула разложения на множители полного поворота с удвоенным числом ни-
тей позволяет строить много новых разложений на множители элемента ∆2

2m

по известному разложению на множители элемента ∆2
m.

Пусть a1, . . . , a2m−1 – стандартные порождающие группы кос Br2m. Для
каждого k 6 2m отождествим группу Brk с подгруппой группы Br2m, порож-
денной элементами a1, . . . , ak−1. Кроме того, для каждой пары целых чисел
k > 1 и i > 0, k + i 6 2m, обозначим через Brk,i подгруппу группы Br2m,
порожденную элементами a1+i, . . . , ak+i−1, и пусть ∆k,i (соответственно ∆2

k,i) –
это элемент Гарсайда (соответственно полный поворот) группы Brk,i.

Положим am,i = aia2m−i,

cm,i = (am,m−1 . . . am,i+1am,i)−1am(am,m−1 . . . am,i+1am,i), 1 6 i 6 m− 1,
(5)

c̄m,m = am и
cm,i = ∆m,mc̄m,i∆−1

m,m. (6)

Элемент cm,i является полуповоротом, ассоциированным с путем lm,i, изобра-
женным на рис. 2.

r−1
. . .r−i

. . .r−(m + i)
. . .r−2m

lm,i

Рис. 2

Положим также
rm = c̄m,1 . . . c̄m,m−1c̄m,m

и
rm = cm,1 . . . cm,m−1cm,m,

где c̄m,i и cm,i определены формулами (5) и (6).

Лемма 3.4 [24]. В группе кос Br2m имеет место следующее равенство:

∆2m = ∆2
m,0∆

2
m,mr̄m. (7)
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Доказательство. Индукцией по m можно проверить, что элементы ∆2m

и ∆2
m,0∆

2
m,mr̄m одинаково действуют на свободных порождающих x1, . . . , x2m

свободной группы F2m при стандартном действии группы кос Br2m.

Теорема 3.2 [24]. В группе кос Br2m имеет место следующее равенство:

∆2
2m = ∆4

m,0∆
4
m,mr

2
m. (8)

Доказательство. Согласно лемме 3.4 имеем ∆2m = ∆2
m,0∆

2
m,mr̄m. Лег-

ко видеть, что [∆m,0,∆m,m] = 1 и [∆2m,∆2
m,0∆

2
m,m] = 1. Следовательно,

[r̄m,m,∆2
m,0∆

2
m,m] = 1 и ∆2

2m = ∆4
m,0∆

4
m,mr̄

2
m. Таким образом,

∆2
2m = ∆−1

m,m∆2
2m∆m,m = ∆4

m,0∆
4
m,mr

2
m.

Гомоморфизм sh = shm : Brm = Brm,0 → Br2m, заданный равенствами
sh(ai) = am+i для i = 1, . . . ,m− 1, называется гомоморфизмом сдвига.

Вложение Brm = Brm,0 ⊂ Br2m индуцирует вложение SBrm ⊂ SBr2m . Гомо-
морфизм sh: Brm → Br2m также индуцирует некоторое вложение sh: SBrm

→
SBr2m

. Положим
r̃m = cm,1 · . . . · cm,m ∈ SBr2m

,

где cm,i определены формулой (6). Применяя формулу (8), получаем следую-
щую формулу разложения на множители полного поворота с удвоенным чис-
лом нитей. Для четырех элементов s1, . . . , s4 ∈ SBrm

таких, что α(si) = ∆2
m,

элемент
s̄ = d(s1, s2, s3, s4) = s1 · s2 · sh(s3) · sh(s4) · r̃m · r̃m (9)

является разложением на множители элемента ∆2
2m в SBr2m , т. е. α(s̄) = ∆2

2m.
Приведенная выше формула разложения на множители полного поворота

с удвоенным числом нитей позволяет строить много новых разложений на
множители элемента ∆2

2m по известному разложению на множители s элемен-
та ∆2

m, взяв, например, в качестве si элементы λ(gi)s, gi ∈ Brm.

3.4. Группы, ассоциированные с элементами s ∈ SBrm
. Каждой под-

группе B группы кос Brm можно сопоставить группу GB , заданную копред-
ставлением

GB = ⟨x1, . . . , xm | xi = (xi)b, 1 6 i 6 m, b ∈ B⟩,

где (xi)b – образ элемента xi при стандартном действии элемента b ∈ Brm

на свободной группе Fm = ⟨x1, . . . , xm⟩. Если B является конечно порожден-
ной группой, то группа GB является конечно определенной, и, более того, если
группа B порождена элементами b1, . . . , bn, то (см. утверждение 1.6 в [24]) груп-
па GB канонически изоморфна группе, заданной копредставлением

⟨x1, . . . , xm | xi = (xi)bj , 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n⟩.

В частности, группа

G(s) = G(Brm)s
= ⟨x1, . . . , xm | xi = (xi)bj , 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n⟩,
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где группа (Brm)s порождена образами множителей элемента s = b1 · . . . · bn ∈
SBrm

в группе Brm при гомоморфизме произведения (см. п. 2.1), не зависит
от разложения элемента s в произведение порождающих элементов полугруп-
пы SBrm

. Группа G(s) называется ассоциированной с элементом s.
В следующей хорошо известной лемме (см. доказательство, например, в [24])

описываются соотношения, заданные действием степеней некоторого полупо-
ворота.

Лемма 3.5. Пусть bk = g−1ak+1
j g ∈ Brm . Тогда для каждого k = 0, 1, 2,−3

множество соотношений

{x−1
i (xi)bk = 1 | i = 1, . . . ,m}

в Fm эквивалентно единственному соотношению:
0) (xj)g = (xj+1)g , если k = 0;
1) коммутант [(xj)g, (xj+1)g] равен 1, если k = 1 или −3;
2) (xj)g(xj+1)g(xj)g = (xj+1)g(xj)g(xj+1)g , если k = 2.

В общем случае каждое соотношение xi = (xi)b имеет вид xi = w−1
i,b xσb(i)wi,b,

где σb ∈ Sm – некоторая перестановка, действующая на целых точках отрезка
[1,m], и wi,b = wi,b(x1, . . . , xm) – некоторое слово, состоящее из букв алфави-
та

{
x±1

1 , . . . , x±1
m

}
. Следовательно, каждая группа GB (и, в частности, G(s))

является C-группой.

3.5. C-группы. Согласно определению C-группа – это группа вместе с ко-
нечным копредставлением

GW = ⟨x1, . . . , xm | xi = w−1
i,j,kxjwi,j,k, wi,j,k ∈W ⟩, (10)

где W = {wi,j,k ∈ Fm | 1 6 i, j 6 m, 1 6 k 6 h(i, j)} – это набор, состо-
ящий из элементов свободной группы Fm, свободно порожденной элемента-
ми x1, . . . , xm (возможно, что wi1,j1,k1 = wi2,j2,k2 для (i1, j1, k1) ̸= (i2, j2, k2)),
а h : {1, . . . ,m}2 → Z – некоторая функция. Такое копредставление называ-
ется C-копредставлением (C означает, что все соотношения имеют вид со-
пряжений). Пусть ϕW : Fm → GW – канонический эпиморфизм. Элементы
ϕW (xi) ∈ G, 1 6 i 6 m, и элементы, сопряженные им, называются C-порож-
дающими группы G. Пусть f : G1 → G2 – гомоморфизм C-групп. Он назы-
вается C-гомоморфизмом, если образы C-порождающих группы G1 при гомо-
морфизме f являются C-порождающими C-группы G2. Будем рассматривать
C-группы с точностью до C-изоморфизмов. Некоторые свойства C-групп были
исследованы в [24]–[27].

Говорят, что C-копредставление

G = ⟨x1, . . . , xm | r1, . . . , rn⟩ (11)

является простым, если каждое соотношение rj , входящее в копредставле-
ние (11), имеет вид

x−1
i3
xi1xi3x

−1
i2

= 1

при некоторых i1, i2, i3 ∈ {1, . . . ,m} (т. е. соотношение rj является соотношени-
ем вида xi2 = x−1

i3
xi1xi3).
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Лемма 3.6. Каждая C-группа G обладает простым C-копредставлением.

Доказательство. Пусть r := w−1xiwx
−1
j – одно из соотношений в C-ко-

представлении группы G (т. е. w−1xiw = xj), где w = xε1
i1
. . . xεk

ik
является сло-

вом в группе Fm, εl = ±1. Тогда можно добавить k − 1 новых порождающих
элементов xm+1, . . . , xm+k−1 и заменить соотношение r на k новых простых
соотношений:

xm+1 = x−ε1
i1

xix
ε1
i1
,

xm+2 = x−ε2
i2

xm+1x
ε2
i2
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xm+k−1 = x
−εk−1
ik−1

xm+k−2x
εk−1
ik−1

,

xj = x−εk
ik

xm+k−1x
εk
ik
.

Очевидно, что в результате получим новое C-копредставление, определяющее
ту же C-группу G. Лемма 3.6 доказана.

Легко показать, что для любой C-группы G группа G/G′ является конечно
порожденной свободной абелевой группой, где G′ = [G,G] – коммутант груп-
пы G. C-группа G называется неприводимой, если G/G′ ≃ Z, и мы будем
говорить, что G составлена из k неприводимых компонент, если G/G′ ≃ Zk.

Примерами C-групп являются группы узлов и зацеплений (заданных ко-
представлениями Виртингера). Более того, следующая теорема является хоро-
шо известной.

Теорема 3.3 [21]. Если зацепление l представлено в виде замкнутой
косы b̄, b ∈ Brm , то группа π1(S3 \ l) C-изоморфна C-группе G⟨b⟩ , где ⟨b⟩ –
циклическая подгруппа группы Brm , порожденная элементом b.

Обобщенное копредставление Виртингера (см. [28]) фундаментальной груп-
пы π1(Sn+2 \ V ) дополнения к замкнутому ориентированному n-мерному мно-
гообразию V без границы в (n+ 2)-мерной сфере Sn+2, состоящему из k связ-
ных компонент, задает на π1(Sn+2 \V ) структуру C-группы, составленной из k
неприводимых компонент, и, более того, каждая C-группа G может быть ре-
ализована как фундаментальная группа π1(Sn+2 \ V ) для некоторого такого
многообразия V ⊂ Sn+2 при любом n > 2.

Обозначим через C множество всех C-групп и через CBr = ∪{GB} ⊂ C
множество всех C-групп, которые C-изоморфны группам GB , где объединение
взято по всем m ∈ N и всем конечно порожденным подгруппам B групп Brm.
Отметим, что множество C-групп C содержит очень много групп. Так, для
каждой конечно определенной группы

G = ⟨x1, . . . , xm | wi(x1, . . . , xm) = 1, i = 1, . . . , n⟩

найдется C-группа G̃, доминирующая группу G, например,

G̃ = ⟨x1, . . . , xm | [wi(x1, . . . , xm), xj ] = 1, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m⟩.

Следующая теорема является центральной при доказательстве реализуемо-
сти каждой C-группы G как фундаментальной группы дополнения в бидиске
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к пересечению некоторой неособой алгебраической кривой с этим бидиском (см.
теорему 7.2).

Теорема 3.4 [24]. Для любой C-группы G найдутся натуральное число m
и элемент s ∈ S(Brm, A0) такие, что группы G и G(s) являются C-изоморф-
ными. В частности, имеем равенство CBr = C .

Доказательство. Согласно лемме 3.6 группа G обладает некоторым про-
стым C-копредставлением ⟨x1, . . . , xm | r1, . . . , rn⟩. Очевидно, что копредстав-
ление

⟨x1, . . . , x2m | r1, . . . , rn+m⟩

также является C-копредставлением C-группы G, где r1, . . . , rn – это ста-
рые простые соотношения, а соотношение rn+i, i = 1, . . . ,m, – это соотношение
xi+m = xi (которое может быть записано в виде xi+m = x−1

i xixi). После это-
го каждое из соотношений rj , j 6 n, имеющее вид xi3 = x−1

i2
xi1xi2 , i2 < i1,

заменяем на соотношение xi3 = x−1
i2+mxi1xi2+m и получаем (ввиду наличия

соотношений xi+m = xi, i = 1, . . . ,m) новое простое C-копредставление
⟨x1, . . . , x2m | r1, . . . , rn+m⟩ группы G, в котором все соотношения rj имеют
вид xi3 = x−1

i2
xi1xi2 , i2 > i1. Если в полученном C-копредставлении имеется

соотношение вида xi3 = x−1
i2
xi1xi2 , i2 > i3, то повторим описанную выше

процедуру удвоения числа порождающих элементов, добавив соотношения
xi+2m = xi, i = 1, . . . , 2m, и заменив все соотношения rj , имеющие вид
xi3 = x−1

i2
xi1xi2 , i2 > i3, на соотношения xi3+2m = x−1

i2
xi1xi2 . В итоге получим

C-копредставление ⟨x1, . . . , x4m | r1, . . . , rn+3m⟩ группы G, в котором каждое
соотношение rj имеет вид xi3 = x−1

i2
xi1xi2 , i3 > i2 > i1. Применяя лемму 3.5,

получаем, что такое соотношение эквивалентно соотношениям xi = (xi)brj
,

i = 1, . . . , 4m, где brj
= g−1

1 g−1
2 ai2g2g1 ∈ A0 ⊂ Br4m, g1 = ai3−1ai3−2 . . . ai2+1,

если i3 > i2 + 1, и g1 = 1, если i3 = i2 + 1, а g2 = a−1
i2−1(ai2−2ai2−3 . . . ai1), если

i2 > i1 + 2, g2 = a−1
i2−1, если i2 = i1 + 1, и g2 = 1, если i2 = i1. Следовательно,

группа G C-изоморфна группе G(s), где s = br1 · . . . · brn+3m
. Теорема 3.4 до-

казана.

Предложение 3.1. Для s1, s2 ∈ SBrm
имеем:

(i) существует канонический C-эпиморфизм ψs1 : G(s2) → G(s1 · s2);
(ii) если s2 = λ(g)(s1), то существует C-изоморфизм групп γg : G(s1) →

G(s2), в частности, если s1 = s2 , то G(s1) = G(s2) и γ1 = Id.

Доказательство. Пусть s1 = b1 · . . . · bn. Очевидно, что имеет место изо-
морфизм G(s1 · s2) ≃ G(s2)/N , где N – нормальная подгруппа в G(s2), нор-
мально порожденная образами элементов (xi)bjx−1

i , i = 1, . . . ,m и j = 1, . . . , n.
Если s2 = (g−1b1g) · . . . · (g−1bng), то

G(s1) = ⟨x1, . . . , xm | xi = (xi)bj⟩ и G(s2) = ⟨x1, . . . , xm | xi = (xi)g−1bjg⟩.

В новом базисе y1 = (x1)g, . . . , ym = (xm)g в Fm группа G(s2) будет иметь
копредставление G(s2) = ⟨x1, . . . , xm | (xi)g = (xi)bjg⟩ и, следовательно, авто-
морфизм g : Fm → Fm индуцирует C-изоморфизм g∗ : G(s1) → G(s2).
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3.6. Гурвицевские C-группы. Группы, принадлежащие подмножеству
множества C-групп, описанию которых посвящен этот пункт, имеют естествен-
ную геометрическую реализацию, а именно, они реализуются как фундамен-
тальные группы дополнений к “аффинным” кривым Гурвица (см. § 7).
C-копредставление (10) называется гурвицевским C-копредставлением сте-

пени m, если существуют такие C-порождающие x1, . . . , xm, что они порожда-
ют группу G и произведение x1 . . . xm принадлежит центру группы G. Такую
C-группу будем называть гурвицевской C-группой степени m. Отметим, что
степень гурвицевской C-группы G определена не канонически и она зависит
от гурвицевского C-копредставления группы G. Обозначим через H множе-
ство всех гурвицевских C-групп (рассматриваемых с точностью до C-изомор-
физма).

Лемма 3.7. Если конечно порожденная подгруппа B ⊂ Brm содержит эле-
мент ∆2k

m при некотором k ∈ N, то группа GB является гурвицевской C-груп-
пой степени mk .

Действительно, группа GB может быть задана C-копредставлением

GB = ⟨x1, . . . , xm | xi = (xi)bj , 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n⟩, (12)

где b1, . . . , bn – порождающие элементы группыB. Элемент (x1 . . . xm)k принад-
лежит центру группы GB , так как ∆2k

m ∈B и (xi)∆2
m = (x1 . . . xm)xi(x1 . . . xm)−1

для всех i. Добавив новые порождающие элементы xm+1, . . . , xmk и соотноше-
ния xi = xi+m, i = 1, . . . ,m(k − 1), в C-копредставление (12), получим новое
C-копредставление, определяющее ту же C-группуGB . Это C-копредставление
является гурвицевским степени mk, так как в группе GB имеет место равен-
ство: x1 . . . xmk = (x1 . . . xm)k.

Теорема 3.5 [24]. Для любой гурвицевской C-группы G степени m най-
дутся число n ∈ N и элемент s ∈ S(Br2nm, A0 ∪O∆2

m
) такие, что

(i) α(s) = ∆2
2nm ;

(ii) группа G(s) C-изоморфна группе G.

Доказательство этой теоремы существенно использует формулу разложения
на множители полного поворота с удвоенным числом нитей и в основном ана-
логично доказательству теоремы 3.4 (см. подробности в [24]). Эта теорема яв-
ляется центральной при доказательстве реализуемости каждой гурвицевской
C-группы G как фундаментальной группы дополнения к некоторой “аффин-
ной” кривой Гурвица (см. теорему 7.3).

3.7. Модули Александера и многочлены Александера C-групп. Со-
гласно предложению 3.1 C-группы G(s1) и G(s2), ассоциированные с элемента-
ми s1, s2 ∈ SBrm , принадлежащими одной и той же орбите действия сопряже-
нием группы Brm на полугруппе SBrm

, являются C-изоморфными группами.
Поэтому чтобы различить разные орбиты этого действия, мы можем использо-
вать ассоциированные с элементами s ∈ SBrm группы G(s) и связанные с ними
объекты в качестве инвариантов орбит. Одними из важных объектов, связан-
ных с C-группой, являются ее модуль и многочлен Александера. Напомним их
определения в случае C-групп.
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Свободная группа Fn с фиксированными свободными порождающими яв-
ляется C-группой, и для любой C-группы G определен канонический C-эпи-
морфизм ν : G → F1, отображающий C-порождающие элементы группы G

в C-порождающий элемент группы F1. Обозначим через N его ядро. Отме-
тим, что если G является неприводимой C-группой, то N совпадает с G′, где
G′ = [G,G] – коммутант группы G.

В случае гурвицевских C-групп ядро N является конечно определенной
группой (см. [27]). Однако это не так для произвольных C-групп. Например,
коммутант группы узла является конечно порожденной группой тогда и только
тогда, когда узел является расслоенным узлом (см. [29]).
C-эпиморфизм ν индуцирует следующую точную последовательность групп:

1 → N/N ′ → G/N ′ ν∗−→ F1 → 1.

C-порождающий элемент группы F1 действует на группе N/N ′ сопряжени-
ями: g 7→ x̃−1gx̃, где g ∈ N и x – это один из C-порождающих элемен-
тов группы G, а x̃ – его образ в G/N ′. Обозначим это действие через t.
Группа A0(G) = N/N ′ является абелевой группой, и действие t определяет
на A0(G) структуру Λ-модуля, где Λ = Z[t, t−1] – это кольцо многочленов Лора-
на с целыми коэффициентами. Λ-модуль A0(G) называется модулем Алексан-
дера C-группы G. Действие t индуцирует действие hC на AC = A0(G)⊗C, и лег-
ко видеть, что его характеристический многочлен det(hC − t Id) ∈ Q[t]. Много-
член ∆(t) = adet(hC − t Id), где a ∈ N – наименьшее натуральное число такое,
что a det(hC − t Id) ∈ Z[t], называется многочленом Александера C-группы G

(если векторное пространство N/N ′⊗C над C является бесконечномерным, то
по определению многочлен Александера ∆(t) ≡ 0).

Так как C-группы G являются конечно порожденными, то их модули Алек-
сандера A0(G) являются нётеровыми Λ-модулями.

3.8. Вычисление модулей Александера C-групп. Один из основных
методов вычисления модулей Александера C-групп основан на свободном диф-
ференцировании Фокса. Напомним кратко этот метод. Пусть

G = ⟨x1, . . . , xm | r1 = 1, . . . , rn = 1⟩ (13)

– C-копредставление C-группы G и Fm – свободная группа, свободно порожден-

ная C-порождающими элементами x1, . . . , xm. Обозначим через
∂

∂xi
дифферен-

цирование Фокса [30], т. е. эндоморфизм группового кольца Z[ Fm] над Z сво-

бодной группы Fm в себя такой, что
∂

∂xi
: Z[ Fm] → Z[ Fm] является Z-линейным

отображением таким, что

∂xj

∂xi
= δi,j ,

∂uv

∂xi
=

∂u

∂xi
+ u

∂v

∂xi

(14)

для всех u, v ∈ Z[ Fm].
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Матрица

A (G) = ν∗

(
∂ri
∂xj

)
∈ Matn×m(Z[t, t−1])

называется матрицей Александера C-группы G, заданной копредставлени-
ем (13), где ri, i = 1, . . . , n, – определяющие соотношения группы G и гомо-
морфизм ν∗ : Z[ Fm] → Z[ F1] ≃ Z[t, t−1] индуцирован каноническим C-эпимор-
физмом ν : Fm → F1.

Каждое соотношение ri имеет вид

r = wxjw
−1x−1

l ,

где w – это некоторое слово, состоящее из букв x±1
1 , . . . , x±1

m , и xj , xl – некото-
рые две буквы. Применяя индукцию по длине ln(w) слова w, легко доказать
справедливость следующей леммы.

Лемма 3.8. Сумма столбцов матрицы Александера A (G) C-группы G, за-
данной копредставлением (13), равна нулю.

Доказательство следующего предложения, по существу, повторяет доказа-
тельство аналогичного утверждения для модулей Александера зацеплений
(см. [31]).

Предложение 3.2 [32]. Модуль Александера A0(G) C-группы G, заданной
копредставлением (13), изоморфен фактормодулю Λm−1/M(G), где подмодуль
M(G) модуля Λm−1 порожден строками матрицы A , сформированной из пер-
вых m− 1 столбцов матрицы Александера A (G).

Если f : G1 → G2 – C-эпиморфизм C-групп G1 и G2, то в коммутативной
диаграмме

1 −−−−→ N1/N
′
1 −−−−→ G1/N

′
1

ν1−−−−→ F1 −−−−→ 1

g

y f∗

y ≃
y

1 −−−−→ N2/N
′
2 −−−−→ G2/N

′
2

ν2−−−−→ F1 −−−−→ 1

гомоморфизм g является эпиморфизмом. Отсюда следует, что в этом слу-
чае модуль Александера A0(G2) является фактормодулем модуля Александе-
ра A0(G1), а многочлен Александера ∆2(t) группы G2 (если он не равен тожде-
ственно нулю) является делителем многочлена Александера ∆1(t) группы G1.

В частности, каждая гурвицевская C-группа G степени m является эпи-
морфным образом гурвицевской C-группы

G̃m = ⟨x1, . . . , xm | [(x1 . . . xm), xi] = 1, i = 1, . . . ,m⟩.

Применив метод Рейдемейстера–Шрайера (см., например, [33]) для нахожде-
ния порождающих элементов ядра N эпиморфизма ν : G̃m → F1 и соотношений
между ними, можно показать, что модуль Александера A0(G̃m) группы G̃m

изоморфен Λ-модулю (Λ/(tm − 1)Λ)m−2 ⊕ (Λ/(t − 1)Λ). В качестве следствия
получаем следующий результат.
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Предложение 3.3 [15]. Многочлен Александера ∆(t) гурвицевской C-груп-
пы G степени m является делителем многочлена (t−1)(tm−1)m−2 . В частно-
сти, все корни многочлена ∆(t) являются корнями m-й степени из единицы.

Λ-модуль M называется t-унипотентным, если для некоторого n ∈ N умно-
жение на tn является тождественным автоморфизмом модуля M . Наименьшее
k ∈ N такое, что

tk − 1 ∈ Ann(M) = {f(t) ∈ Λ | f(t)v = 0 ∀ v ∈M},

называется индексом унипотентности t-унипотентного модуля M .
Из вышесказанного следует, что модули Александера гурвицевских C-групп

обладают следующим замечательным свойством.

Предложение 3.4 [32]. Модуль Александера A0(G) гурвицевской C-груп-
пы G степени m является нётеровым t-унипотентным Λ-модулем индекса
унипотентности d, где d – некоторый делитель числа m.

Пусть гурвицевская C-группа составлена из k неприводимых компонент.
Эпиморфизм ab : G → G/G′ ≃ Zk является C-эпиморфизмом (если в каче-
стве C-порождающих элементов группы G/G′ взять образы C-порождающих
элементов группы G). Очевидная проверка показывает, что модуль Александе-
ра A0(Zk) изоморфен (Λ/(t−1)Λ)k−1. Отсюда следует, что многочлен (t−1)k−1

является делителем многочлена Александера ∆(t) гурвицевской C-группы G,
составленной из k неприводимых компонент. Можно показать, что верно и об-
ратное утверждение, т. е. имеет место следующее предложение.

Предложение 3.5 [15]. Многочлен Александера ∆(t) гурвицевской C-груп-
пы G, составленной из k неприводимых компонент, равен ∆(t) = (t−1)k−1P (t),
где P (t) – некоторый многочлен такой, что P (1) ̸= 0.

Наиболее хорошо изучены модули Александера неприводимых C-групп.

3.9. Модули Александера неприводимых C-групп. Пусть M – нёте-
ров Λ-модуль. Скажем, что M является (t − 1)-обратимым, если умножение
на t− 1 является автоморфизмом модуля M .

Для неприводимой C-группы G ее коммутант G′ совпадает с ядром C-эпи-
морфизма ν : G→ F1. Применив метод Рейдемейстера–Шрайера, можно дока-
зать следующую лемму.

Лемма 3.9 [34].Модуль Александера A0(G) = G′/G′′ неприводимой C-груп-
пы G является нётеровым (t− 1)-обратимым Λ-модулем.

Оказывается, верно и обратное утверждение.

Теорема 3.6 [32]. Λ-модуль M является модулем Александера некоторой
неприводимой C-группы тогда и только тогда, когда M является нётеровым
(t− 1)-обратимым Λ-модулем.

Аналогичное утверждение также верно и для неприводимых гурвицевских
C-групп.

2 УМН, т. 62, вып. 6
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Теорема 3.7 [32]. Λ-модуль M является модулем Александера некоторой
неприводимой гурвицевской C-группы тогда и только тогда, когда M явля-
ется нётеровым (t− 1)-обратимым t-унипотентным Λ-модулем.

Для доказательства в теоремах 3.6 и 3.7 существования C-группы G, модуль
Александера A0(G) которой изоморфен заданному Λ-модулю M , применяется
следующее предложение.

Предложение 3.6. Каждый нётеров (t− 1)-обратимый Λ-модуль M изо-
морфен фактормодулю Λn/M1 свободного Λ-модуля Λn , где подмодуль M1 по-
рождается элементами w1, . . . , wn, . . . , wn+k модуля Λn такими, что:

(i) для i = 1, . . . , n вектор wi равен (0, . . . , 0, fi(t), 0, . . . , 0), где многочлен
fi(t) стоит на i-м месте и fi(1) = 1;

(ii) wn+j = (t− 1)wn+j =
(
(t− 1)gj,1(t), . . . , (t− 1)gj,n(t)

)
для j = 1, . . . , k , где

gj,l(t) – некоторые многочлены;
(iii) если для некоторого m ∈ N многочлен tm − 1 ∈ Ann(M), то для i =

1, . . . , n вектор wn+i равен (0, . . . , 0, tm−1, 0, . . . , 0), где многочлен tm−1
стоит на i-м месте.

Затем показывается, что для каждого вектора ωi из предложения 3.6 най-

дется такое C-соотношение ri, что ωi =
(
ν∗

(
∂ri
∂x1

)
, . . . , ν∗

(
∂ri
∂xn

))
, и после

этого применяется предложение 3.2.

3.10. Свойства нётеровых (t− 1)-обратимых Λ-модулей. Прежде все-
го отметим, что условие t − 1 ∈ Aut(M) в определении (t − 1)-обратимости
нётерова Λ-модуля M можно ослабить. А именно, легко доказать, что нётеров
Λ-модуль M является (t−1)-обратимым тогда и только тогда, когда умножение
на t − 1 является сюръективным эндоморфизмом модуля M . Кроме того,
простая проверка показывает, что каждый подмодуль и каждый фактормодуль
нётерова (t−1)-обратимого Λ-модуля M является нётеровым (t−1)-обратимым
модулем.

В качестве замечания отметим, что абелева группа G допускает структуру
(t − 1)-обратимого Λ-модуля тогда и только тогда, когда она имеет автомор-
физм t такой, что t−1 также является автоморфизмом. Если группа G конечно
порождена и выбран такой автоморфизм t ∈ AutG, то G является нётеровым
Λ-модулем. Заметим, что в общем случае абелева группа допускает много раз-
личных структур (t−1)-обратимых Λ-модулей. Например, группа Z/9Z допус-
кает три таких структуры: либо tv = 2v, либо tv = 5v, либо tv = 8v, где v –
порождающий элемент группы Z/9Z.

Следующее предложение дает критерий (t− 1)-обратимости нётерова Λ-мо-
дуля.

Предложение 3.7 [32]. Нётеров Λ-модуль M является (t−1)-обратимым
тогда и только тогда, когда найдется многочлен f(t) ∈ Ann(M) такой, что
f(1) = 1.

Отсюда вытекает следующее утверждение.

Следствие 3.1.Пусть ∆(t) –многочлен Александера неприводимой C-груп-
пы G. Тогда ∆(1) = ±1.
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Применяя предложение 3.6 и теорему 3.6, легко показать, что для любо-
го многочлена P (t) ∈ Z[t] такого, что P (1) = ±1, существует неприводимая
C-группа G, многочлен Александера которой ∆(t) равен ±P (t).

Из следствия 3.1 вытекает, что корни уравнения t(p
k) − 1 = 0, где p – про-

стое число, не могут быть корнями многочленов Александера неприводимых
C-групп. Отсюда и из теоремы 3.3 получаем

Следствие 3.2. Многочлен Александера ∆(t) неприводимой гурвицевской
C-группы G степени pk , где p – простое число, тождественно равен единице.

Заметим, что аналогичное утверждение о корнях многочлена Александера
гурвицевских C-групп, составленных более чем из одной неприводимой ком-
поненты, уже не имеет места. Так, например, многочлен Александера ∆(t)
гурвицевской C-группы, заданной C-копредставлением

G = ⟨x1, . . . , x4 | x2
2x1x

−2
2 = x4, x3 = x2, x

2
4x2x

−2
4 = x2,

[xi, x1 . . . x4] = 1 для i = 1, . . . , 4⟩,

равен t2 − 1 (см. [15]).
Из предложения 3.7 вытекает, что каждый нётеров (t − 1)-обратимый мо-

дуль M является Λ-модулем кручения и, следовательно,

dimQ M ⊗Q <∞.

В общем случае нётеровы (t− 1)-обратимые Λ-модули не являются конечно
порожденными Z-модулями. Критерий конечной порожденности над Z дает
следующее предложение.

Предложение 3.8 [32]. Нётеров (t − 1)-обратимый Λ-модуль M конечно
порожден над Z тогда и только тогда, когда найдется такой многочлен

q(t) =
n∑

i=0

ait
i ∈ Ann(M),

что an = a0 = 1.

В частности, имеет место следующая теорема.

Теорема 3.8 [32]. Конечно порожденная абелева группа

G = Zk ⊕G1 ⊕
( n⊕

i=1

(Z/2riZ)mi

)
,

где ri ̸= rj при i ̸= j и G1 – это группа нечетного порядка, имеет структуру
(t− 1)-обратимого Λ-модуля тогда и только тогда, когда k > 2 и mi > 2 для
всех i = 1, . . . , n.

Из определения нётерова (t − 1)-обратимого t-унипотентного Λ-модуля M

следует, что для некоторого k ∈ Z многочлен tk − 1 ∈ Ann(M). Поэтому пред-
ложение 3.8 влечет следующую теорему.

2*
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Теорема 3.9. Каждый нётеров (t− 1)-обратимый t-унипотентный Λ-мо-
дуль M конечно порожден над Z.

Из теоремы 3.9 и структурной теоремы для конечно порожденных Z-модулей
следует, что для нётерова (t−1)-обратимого t-унипотентного Λ-модуляM имеет
место изоморфизм Z-модулей:

M ≃Mfin ⊕ Zk, (15)

где Mfin – подмодуль модуля M , состоящий из элементов конечного порядка.
Ранк k свободной части модуля M в разложении (15) называется числом Бет-
ти нётерова (t− 1)-обратимого t-унипотентного Λ-модуля M .

Многочлен Александера нётерова (t− 1)-обратимого t-унипотентного Λ-мо-
дуля M не имеет вещественных корней. Поэтому имеет место следующая тео-
рема.

Теорема 3.10. Число Бетти нётерова (t−1)-обратимого t-унипотентно-
го Λ-модуля M является четным числом.

§ 4. Разложение на множители брэйд-монодромии кривой Гурвица

4.1. Локальная брэйд-монодромия над точкой (случай одного рост-
ка). Здесь и далее мы обозначаем через (u, v) стандартные координаты в C2.
Пусть o = (0, 0) – начало координат в C2. Доказательства (хорошо известных)
утверждений о монодромии аналитических особенностей, используемых здесь
и ниже, могут быть найдены, например, в [35].

Если росток (C, o) ⊂ (C2, o) приведенной комплексно-аналитической кри-
вой не содержит ростка прямой u = 0, то он может быть задан уравнением
P (u, v) = 0, где

P (u, v) = vk +
k∑

i=1

qi(u)vk−i,

а qi(u) – сходящиеся степенные ряды (т. е. qi(u) ∈ C{u}), qi(0) = 0, и много-
член vk+

∑
qi(u)vk−i ∈ C{u}[v] не имеет кратных множителей. Поэтому можно

выбрать маленький бидиск D = D1 × D2 ⊂ C2, где D1 = D1(ε1) = {u ∈ C |
|u| < ε1} и D2 = D2(ε2) = {v ∈ C | |v| < ε2}, такой, что: C является анали-
тическим множеством в замыкании D бидиска D, проекция на u-множитель
pr = pr1 : C ∩ D → D1 является собственным конечным отображением степе-
ни k и (u, v) = 0 является единственной критической точкой проекции pr|C∩D.
Обратно, если D – бидиск и C – W -подготовленный росток в D, т. е. если C –
приведенная комплексно-аналитическая кривая с перечисленными выше свой-
ствами относительно pr, то она может быть задана в D уравнением такого
типа. W -подготовленный росток (C, o) является алгебраическим (в коорди-
натах (u, v)) тогда и только тогда, когда qi ∈ C[u] для каждого i = 1, . . . , k.
Чтобы определить брэйд-монодромию (монодромию в косах), выберем точку
p ∈ ∂D1 и положим D2,p = pr−1(p), K = K(p) = {v1, . . . , vk} = D2,p ∩ C. Пет-
ля ∂D1 с ориентацией против часовой стрелки и с началом в точке p поднимает-
ся на ∂D∩C и определяет траекторию k различных точек pr2({v1(t), . . . , vk(t)})
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в D2, начинающуюся и оканчивающуюся в K. Эта траектория определяет косу
b(C,o) ∈ Brk = Brk[D2,K], которая называется брэйд-монодромией ростка (C, o)
относительно проекции pr.

Лемма 4.1. Пусть (C, o) – росток алгебраической кривой, заданной уравне-
нием vk−un = 0. Тогда в группе Brk = Brk

[
D2,

{
e−2πmi/k

}
m=0,...,k−1

]
брэйд-мо-

нодромия ростка (C, o) относительно проекции pr равна (a1 . . . ak−1)n , где
a1, . . . , ak−1 – положительные полуповороты, ассоциированные с отрезками
lj = [pj , pj+1] прямых, соединяющих точки pj = e−2π(j−1)i/k и pj+1 = e−2πji/k ,
j = 1, . . . , k .

Проиллюстрируем доказательство этой леммы на частном примере, когда
k = 2.

Пример 4.1. Пусть C – алгебраическая кривая в аффинной плоскости C2,
заданная уравнением v2 = un. Положим ε1 = 1, ε2 = 2 и p = {u = 1}. Тогда
K = {1,−1} и b(C,o) = an

1 , где a1 – положительный полуповорот, заданный
путем [1,−1]. Действительно, имеем ∂D1 = {e2πit, t ∈ [0, 1]}. Поднимая ∂D1

на C, получим два пути:

δ1(t) =
(
e2πit, e2πint/2

)
,

δ2(t) =
(
e2πit, −e2πint/2

)
.

Проектируя δ1(t), δ2(t) на D2, получаем два пути:

b(C,o),1(t) = eπit·n,

b(C,o),2(t) = −eπit·n,

0 6 t 6 1, начинающиеся и заканчивающиеся в точках {1,−1} ⊂ D2. Легко
видеть, что эти пути (как нити косы в B2[D2, {1,−1}]) являются n-й степенью
косы a1 ∈ B2[D2, {1,−1}], состоящей из нитей

a1,1(t) = eπit,

a1,2(t) = −eπit,

0 6 t 6 1. Таким образом, b(C,o) = an
1 .

Аналогично, легко видеть, что брэйд-монодромия ростка (H, o) отрицатель-
ного ноуда, заданного уравнением v2− ū2 = 0, относительно проекции pr равна
b(H,o) = a−2

1 .
В общем случае алгебраической кривой линк ростка (C, o) является положи-

тельным итерированным торическим зацеплением. Этот линк определяется па-
рами Пюизо неприводимых компонент ростка (C, o) и взаимными индексами пе-
ресечений компонент. Поэтому как только мы выбираем в Brk в качестве стан-
дартных образующих положительные полуповороты a1, . . . , ak−1, коса b(C,o)

становится элементом, принадлежащим Br+k (становится положительной ко-
сой). Назовем ее образ ν(b(C,0)) ∈ SBrk

стандартной формой брэйд-монодромии
ростка (C, o) относительно pr. Стандартные образующие и, таким образом,
стандартная форма b(C,o) определены однозначно с точностью до сопряжения.
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Топологический тип тройки (D,C, pr) определяется ее стандартной фор-
мой брэйд-монодромии, верно и обратное. Кроме того, для каждой тройки
(D,C, pr) найдется константа M = M(C,o) ∈ N такая, что топологический
тип тройки (D,C, pr) совпадает с топологическим типом особенности, задан-
ной уравнением P (u, v) = vk +

∑
q̄i(u)vk−i = 0, где q̄i(u) = qi(u) + uMri(u)

и ri(u) – произвольные аналитические функции. В частности, существует ал-
гебраическая тройка, имеющая тот же топологический тип.

Топологический тип тройки (D,C, pr) и, таким образом, стандартная фор-
ма ее брэйд-монодромии определяются ее разрешением особенности относи-
тельно pr. Под последним мы понимаем последовательность таких раздутий
σ1 : U1 → D, . . . , σn : Un → Un−1 с центрами в точках, что σ−1(C∪R) является
дивизором с нормальными пересечениями, где σ = σn ◦ · · · ◦ σ1 и R = {u = 0}.
Положим

σ∗(C) = C ′ +
n∑

i=1

ciEi

и

σ∗(R) = E0 +
n∑

i=1

aiEi,

где C ′, E0 и Ei, 1 6 i 6 n, являются собственными прообразами в Un ростка C,
слоя R и исключительных дивизоров раздутий σi, 1 6 i 6 n, соответственно.
Используя эти обозначения, в качестве упомянутой выше константы M можно
взять любое m такое, что

m

( ∑
aiEi

)
−

( ∑
ciEi

)
является строго положительным дивизором, т. е. для всех i выполнены неравен-
ства mai− ci > 0. Действительно, пусть s – особая точка кривой σ−1(C ∪R)red,
принадлежащая C ′ ∩ Ei для некоторого i. Выберем локальные координаты
(ui, vi) в окрестности точки s так, что ui = 0 является уравнением Ei и vi = 0 –
уравнение кривой C ′. Имеем

σ∗(u) = uai
i , σ∗(P (u, v)) = uci

i vi

с точностью до функции, не обращающейся в нуль в s, и

σ∗(P (u, v)) =
(
vi + uMai−ci

i

∑
σ∗

(
vk−jrj(u)

))
uci

i .

Следовательно, росток, заданный уравнением P (u, v) = 0, имеет то же самое
разрешение особенностей, что и (C, 0).

4.2. Локальная брэйд-монодромия над точкой (случай нескольких
ростков). Пусть теперь C ⊂ C2 – аффинная приведенная алгебраическая
кривая, заданная в координатах (u, v) уравнением

vm +
m∑

i=1

qi(u)vm−i = 0, qi ∈ C[u]. (16)
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Заметим, что любая аффинная алгебраическая кривая может быть задана та-
кого типа уравнением после подходящей линейной замены координат.

Рассмотрим пересечение Cε1 = C∩
(
D1(ε1)×D2(ε2)

)
, ε2 = ε−1

1 . При условии
0 < ε1 ≪ 1 проекция pr|Cε1

: Cε1 → D1 = D1(ε1) является собственным отобра-
жением степени m с единственным критическим значением u = 0 (в противопо-
ложность ситуации в п. 4.1 здесь число критических точек может быть больше
единицы). Допуская обычную вольность речи, назовем Cε1 ростком кривой C

над точкой 0 относительно pr. Как и в локальном случае (см. п. 4.1), зафик-
сируем точку p ∈ ∂D1 и положим D2,p = pr−1(p), K = K(p) = {v1, . . . , vm} =
D2,p ∩ C. Снабжая ∂D1 ориентацией против часовой стрелки, мы получаем
над ∂D1, с помощью проекции pr2(C ∩ ∂D1), ориентированный след от движе-
ния m точек в D2 и, следовательно, косу b̃(Cε1 ,0) ∈ Brm = Brm[D2,K].

Пусть pr−1
|C (0) = {(0, v1), . . . , (0, vs)}. Тогда росток Cε1 над точкой u = 0

кривой C распадается в несвязное объединение Cε1 =
⊔s

i Cε1,i W -подготов-
ленных ростков Cε1,i = (C, (0, vi)) особенностей с кратностями ki, 1 6 i 6 s,
k1 + · · · + ks = m, с центрами в точках (0, vi), 1 6 i 6 s. Пусть k1, . . . , kt > 2
и kt+1 = · · · = ks = 1. Далее нам нужно выбрать подходящий бидиск для
каждой ветви ростка. Для этого выберем ε3 > 0 и ε1 ≪ ε3 так, чтобы каж-
дый росток Cε1,i содержался в D1 × Ei, где Ei = {|v − vi| < ε3} и Ei ∩
Ej = ∅ для i ̸= j. Положим Ki = Ki(p) = {vi,1, . . . , vi,ki

} = D2,p ∩ Cε1,i

и Ei,p = (D1×Ei)∩D2,p. Вложения (Ei,Ki) ⊂ (D2,p,K) определяют вложения
ηi : Brki [Ei,p,Ki] ⊂ Brm[D2,p,K] так, что определена коса

b̃(Cε1 ,0) =
s∏

i=1

η
(
b(C,(0,vi))

)
.

Как и в п 3.1, выберем в каждой группе Brki
[Ei,p,Ki] в качестве стандарт-

ных порождающих некоторые полуповороты. Объединение образов при отоб-
ражениях ηi этих порождающих может быть расширено до множества полу-
поворотов (обозначим их через a1, . . . , am−1), порождающих группу кос Brm =
Brm[D2,p,K] и удовлетворяющих соотношениям (3).

Таким образом, мы получаем косу

b(Cε1 ,0) = η
(
b(C,(0,v1))

)
. . . η

(
b(C,(0,vt))

)
∈ Br+m

и называем ее стандартной формой брэйд-монодромии ростка кривой C над
точкой 0.

Описанная выше конструкция зависит только от нумерации точек p−1
|C (0) =

{(0, v0
1), . . . , (0, v0

s)} и расширения объединения образов образующих при отоб-
ражениях ηi до множества образующих группы Brm = Brm[D2,p,K]. Поэто-
му определение стандартных форм брэйд-монодромии является однозначным
с точностью до сопряжения.

В заключение этого пункта рассмотрим хорошо известное элементарное пре-
образование, заменяющее росток кривой над точкой на росток особенности.
Именно, с ростком кривой C над точкой u = 0, заданным уравнением (16),
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можно связать другой росток Cε1 , заданный уравнением

vm +
m∑

i=1

uiqi(u)vm−i = 0. (17)

Он имеет уже только одну точку над точкой u = 0, и мы назовем его ассоции-
рованной особенностью кривой C над точкой u = 0.

Геометрический смысл ассоциированной особенности состоит в следующем.
Мы можем рассмотреть C2 с координатами (u, v) как аффинную карту некото-
рой линейчатой поверхности pr: FN → P1, N > 0, не пересекающуюся с исклю-
чительным сечением EN поверхности FN , а C – как алгебраическую кривую,
содержащуюся в этой карте поверхности FN . Сделаем элементарное преобра-
зование τ : FN → FN+1 с центром в точке пересечения EN со слоем R0 над
точкой u = 0. Тогда уравнение (17) есть уравнение образа τ(C) ⊂ FN+1 в соот-
ветствующей карте поверхности FN+1. Ассоциированная особенность опреде-
ляет однозначно росток кривой C: чтобы получить его, достаточно проделать
обратное преобразование τ−1.

Следующее утверждение связывает между собой стандартную форму брэйд-
монодромии ростка кривой с брэйд-монодромией ассоциированной с ней особен-
ности.

Лемма 4.2 [20]. Пусть (Cε1 , 0) – росток алгебраической кривой степени m
над точкой u = 0 и (Cε1 , o) – росток ассоциированной с ней особенности.
Тогда

b(Cε1 ,0) = b(Cε1 ,o)∆2
m.

Так как росток кривой определяется своей ассоциированной особенностью,
то из этого утверждения вытекает, что ростки (C1,ε1 , 0) и (C2,ε1 , 0) топологи-
чески эквивалентны тогда и только тогда, когда b(C1,ε1 ,0) = b(C2,ε1 ,0) и, сле-
довательно, топологический тип ростка (Cε1 , 0) кривой C над точкой u = 0
однозначно определяется своей монодромией b(Cε1 ,0).

Рассмотрим все стандартные формы брэйд-монодромий всех ростков над
точкой 0 всех алгебраических кривых степени m. Обозначим через P объ-
единение их орбит при действии сопряжением группы Brm и положим P =
S(Brm, P ). Заметим, что Ak ⊂ P , где Ak было определено в п. 3.2 (в част-
ности, элементы, принадлежащие A0, соответствуют простым точкам касания
кривой C и слоя u = 0, элементы, принадлежащие A1, соответствуют ноудам,
а элементы, принадлежащие A2, соответствуют обыкновенным каспам).

4.3. Разложение на множители брэйд-монодромии над диском.
Как и в п. 4.2, рассмотрим многочлен P (u, v) = vm +

∑m
i=1 qi(u)v

m−i ∈ C[u, v],
не имеющий кратных множителей, и множество его нулей – кривую C в C2,
заданную уравнением P (u, v) = 0.

Выберем в группе π1

(
D1(r) \ {u1, . . . , un}, u0

)
хороший геометрический ба-

зис {γ1, . . . , γn}. Как и в п. 4.2, каждую петлю γi, 1 6 i 6 n, можно под-
нять в C и получить m непересекающихся друг с другом путей, начинающихся
и заканчивающихся в точках из множества K(p0), и тем самым получить эле-
мент bi = b(γi) ∈ Brm = Brm[D2,K(p0)], где D2 – диск большого радиуса в
v-плоскости.
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Свободная группа π1

(
D1(r)\{u1, . . . , un}, u0

)
свободно порождается элемен-

тами γi и поэтому сопоставление γi 7→ bi ∈ Brm задает гомоморфизм моно-
дромии

β : π1

(
D1(r) \ {u1, . . . , un}, u0

)
→ Brm .

Имеем β(∂D1(r)) = b1 . . . bn.
Для каждого 1 6 i 6 n в классе сопряженности элемента bi содержится

стандартная форма брэйд-монодромии ростка кривой C над точкой ui, т. е. bi =
b(γi) ∈ P ⊂ Brm. Сопоставим тройке (D1(r), P (u, v),pr) набор {b1, . . . , bn} ∈ Pn.
Этот набор зависит от выбора хорошего геометрического базиса. Если выбран
другой хороший геометрический базис {γ′1, . . . , γ′n} фундаментальной группы
π1

(
D1(r) \ {u1, . . . , un}, u0

)
, то он определяет другой набор {b′1, . . . , b′n} ∈ Pn,

в котором b′i = β(γ′i). Рассмотрим стандартное действие группы Brn на сво-
бодной группе ⟨γ1, . . . , γn⟩. Так как γ1 . . . γn = γ′1 . . . γ

′
n = ∂D1(r), то найдется

такой элемент b̄ ∈ Brn, что (γi)b̄ = γ′i для всех i. Согласно формулам (4) имеем
β
(
(γj)āi

)
= β

(
(γj)ā−1

i

)
= bj , если j ̸= i, i+ 1, и

β
(
(γi)āi

)
= bibi+1b

−1
i ,

β
(
(γi+1)āi

)
= bi,

а также

β
(
(γi)ā−1

i

)
= bi+1,

β
(
(γi+1)ā−1

i

)
= b−1

i+1bibi+1,

где āi – стандартные порождающие группы Brn, стандартно действующие на
свободной группе ⟨γ1, . . . , γn⟩, т. е. набор

{
β
(
(γ1)ā±1

i

)
, . . . , β

(
(γn)ā±1

i

)}
для каж-

дого i получается из набора {b1, . . . , bn} с помощью преобразований Гурвица.
Отсюда легко получить, что наборы {b1, . . . , bn} и {b′1, . . . , b′n}, соответству-
ющие хорошим геометрическим базисам {γ1, . . . , γn} и {γ′1, . . . , γ′n}, являются
Гурвиц-эквивалентными, и поэтому тройке

(
D1(r), P (u, v),pr

)
естественно со-

поставлять разложение на множители

{b1, . . . , bn} ∈ Pn ⊂ (Brm)n

элемента β(∂D1(r)) ∈ Brm с множителями из P , т. е. сопоставлять элемент

bmf(C,D1(r)) = b1 · . . . · bn ∈ P,

который называется разложением на множители брэйд-монодромии много-
члена P (u, v) (или, что то же самое, кривой C) над диском D1(r). Если P (u, v)
не имеет критических значений вне D1(r), то разложение на множители брэйд-
монодромии будем обозначать просто bmf(P (u, v)) (соответственно bmf(C)).

Предложение 4.1 [9]. Пусть C ⊂ FN – алгебраическая кривая такая, что
C ∩EN = ∅ и ограничение pr|C проекции pr на C является накрытием проек-
тивной прямой CP1 степени deg pr|C = m. Тогда α(bmf(C)) = ∆2N

m .
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Доказательство. Пусть все критические значения кривой C лежат
в некотором диске D1(r). Для некоторого R ≫ r существует алгебраическая
деформация Ct кривой C в FN такая, что, во-первых, все критические точки
кривых Ct относительно проекции pr лежат в pr−1(D1(R)), а во-вторых,
C1 в карте C2

1 задается уравнением vm
1 = umN

1 . Тогда, во-первых, bmf(Ct)
не меняется при изменении t, а во-вторых, элемент α(bmf(C1)) совпадает
с монодромией ростка (C, o) алгебраической кривой, заданной уравнением
vm = umN , относительно проекции pr. Согласно лемме 4.1 эта монодромия
равна (a1 . . . am−1)mN = ∆2N

m . Предложение 4.1 доказано.

Конкретный вид разложения на множители брэйд-монодромии bmf(C) зави-
сит от выбора стандартных порождающих (полуповоротов) a1, . . . , am−1 группы
Brm[D2,K(p0)]. При другом выборе стандартных порождающих a′1, . . . , a

′
m−1

найдется такой элемент b ∈ Brm[D2,K(p0)], что a′1 = baib
−1 для всех i.

Поэтому разложение на множители брэйд-монодромии bmf(C), выраженное
через порождающие a′1, . . . , a′m−1, равно λ(b)(bmf(C)). Другими словами, ин-
вариантно определен только тип разложения на множители брэйд-монодромии
многочлена P (u, v) над D1(r) (соответственно кривой C, заданной уравнением
P (u, v) = 0), который будем обозначать через bmt(P (u, v), D1(r)) (соответ-
ственно bmt(C,D1(r))). Если P (u, v) не имеет критических значений вне D1(r),
то тип разложения на множители брэйд-монодромии будем обозначать просто
bmt(P (u, v)) (соответственно bmt(C)).

Отметим, что все понятия, введенные в этом пункте, дословно переносятся
на любую замкнутую область в C, диффеоморфную замкнутому диску.

Теорема 4.1 [20], [36]. Для любого элемента s = b1 · . . . · bn ∈ P ⊂ SBrm

существуют натуральное число N и алгебраическая кривая C ⊂ FN , C ∩
EN = ∅, такая, что bmf(C,D1(1)) = s и bmf(C) = s · s′ , где s′ ∈ A0 .

Идея доказательства этой теоремы состоит в следующем. Вначале стро-
ится алгебраическая кривая C̃ ⊂ FN1 с достаточно большим N1, разложение
брэйд-монодромии которой над некоторым дискомD1(r) равно bmf(C̃,D1(r)) =
b̄1 · . . . · b̄n, где каждый элемент b̄i сопряжен элементу bi, а вне pr−1(D1(r)) кри-
вая C̃ имеет только простейшие критические точки (типа A0). Из леммы 3.3
следует, что найдется такой элемент s1 ∈ ν(Br+m) ⊂ SA0 , что α(s · s1) = ∆2N2

m

при некотором N2 ≫ 0. Переходом от FN1 к FN1+1 с помощью элементарного
преобразования (см. п. 4.1) и сглаживания особой точки типа vm = um мы мо-
жем увеличивать N1, не меняя bmf(C̃,D1(r)). Поэтому мы можем считать, что
N1 = N2, α(bmf(C̃ )) = ∆2N2

m , и после этого применить теорему 3.1, согласно
которой найдется такое M , что s · s1 ·

(
δ2m

)M = bmf(C̃ ) ·
(
δ2m

)M . Снова, с по-
мощью перехода от FN1 к FN1+M с помощью элементарных преобразований,
сглаживая особые точки типа vm = um, получим кривую C ⊂ FN1+M , которая
имеет разложение на множители брэйд-монодромии, равное s·s1·

(
δ2m

)M . Следо-
вательно, найдется открытое множество U ⊂ CP1, голоморфно диффеоморф-
ное диску D1(1), такое, что bmf(C,U) = s, и тем самым мы находим кривую
C ⊂ D1(1)×C1, заданную в этом произведении уравнением vm +

∑m−1
i=0 ci(u)vi,

ci(u) ∈ C{u}, разложение на множители брэйд-монодромии которой равно
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bmf(C,D1(1)) = s. Наконец, аппроксимируя степенные ряды ci(u) многочле-
нами, находим требуемую кривую C.

Утверждение 4.1. Пусть C ⊂ FN – неособая алгебраическая кривая та-
кая, что C∩EN = ∅ и ограничение pr|C проекции pr на C является общим на-
крытием проективной прямой CP1 степени deg pr|C = m, т.е. #{pr−1(p)} >

m− 1 для каждой точки p ∈ CP1 . Тогда bmf(C) =
(
δ2m

)N .

Доказательство. Вначале доказываем это утверждение для N = 1 ин-
дукцией по m, добавляя к кривой степени m − 1 в CP2 общую прямую L и
сглаживая особые точки кривой C ∪L (см. [6]). Затем, переходя от FN к FN+1

с помощью элементарного преобразования (см. п. 4.1) и сглаживая особую точ-
ку типа vm = um, получаем общую формулу.

Пусть a1, . . . , am−1 – стандартные порождающие группы кос Brm. Положим
zk,l = (al−1 . . . ak+1)ak(al−1 . . . ak+1)−1 для k < l и рассмотрим элемент

δ̃2m =
2∏

l=m

l−1∏
k=1

z2
k,l ∈ SA1

(через
∏2

l=m обозначено произведение слева направо упорядоченной по убыва-
нию l последовательности элементов z2

k,l). Известно (см., например, [9]), что
α
(
δ̃2m

)
= ∆2

m. Более того,

δ̃2m =
m−1∏
k=1

z2
k,m · δ̃2m−1

(здесь мы отождествляем группу Brm−1 с подгруппой группы Brm, порожден-
ной элементами a1, . . . , am−2).

Лемма 4.3. Имеют место следующие равенства:
(i) akz

2
j,ka

−1
k = z2

j,k+1 ;

(ii) akz
2
k,ma

−1
k = z2

k+1,m ;

(iii) akz
2
j,ra

−1
k = z2

j,r , если либо r < k , либо j < k , либо j > k + 1;

(iv) akz
2
k+1,ma

−1
k = z−2

k+1,mz
2
k,mz

2
k+1,m .

Доказательство следует из соотношений (3) и определения элементов z2
k,j.

Предложение 4.2. Элемент δ̃2m ∈ SA1 является неподвижным при дей-
ствии сопряжением группы Brm .

Доказательство. Индукцией по m, с использованием леммы 4.3, непо-
средственно проверяется, что λ(ai)

(
δ̃2m

)
= δ̃2m для i = 1, . . . ,m− 1.

Утверждение 4.2. Пусть C =
⋃m

j=1 Lj ⊂ FN – объединение алгебраиче-
ских сечений Lj проекции pr, находящихся в общем положении (т.е. если два
из этих сечений пересекаются в некоторой точке p ∈ FN , то они пересека-
ются трансверсально и через эту точку не проходят другие сечения), такое,
что C ∩ EN = ∅. Тогда bmf(C) =

(
δ̃2m

)N .

Доказательство. Аналогично доказательству утверждения 4.1.
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4.4. Разложение на множители брэйд-монодромии кривой Гурви-
ца. Так как критические точки кривой Гурвица H ⊂ FN , degH = m, не име-
ющей отрицательных ноудов, являются аналитическими, а вне критических
точек кривая H локально представляет собой сечения проекции pr, то опреде-
ление разложения на множители брэйд-монодромии над диском D1(r) ⊂ CP1,
данное в предыдущем пункте, дословно переносится с алгебраического случая
на случай кривых Гурвица.

Это определение также переносится на случай кривых Гурвица с отрица-
тельными ноудами, надо только заменить полное множество P монодромий
ростков алгебраических кривых на полное множество P̃ = P ∪A−3. В этом слу-
чае разложение брэйд-монодромии на множители bmf(H,D1(r)) кривой Гур-
вица H с отрицательными ноудами над диском D1(r) ⊂ CP1 принадлежит
полугруппе P̃ = S(Brm, P̃ ).

Предложение 4.3. Пусть H ⊂ FN – кривая Гурвица (возможно, с отри-
цательными ноудами), degH = m. Тогда α(bmf(H )) = ∆2N .

Доказательство. Пусть все критические значения кривой H лежат в
некотором диске D1(r). Выберем некоторое R ≫ r. Над окрестностью
U = CP1 \ D1(R) точки ∞ пересечение H ∩ pr−1(U) является несвязным
объединением m сечений проекции pr. Следовательно, существует гладкая
H-изотопия ht (см. определение H-изотопии в следующем параграфе)
многообразия FN такая, что, во-первых, изотопия ht является тождественной
в точках, лежащих в pr−1(D1(R)), а во-вторых, h1(H ) совпадает над U с m
сечениями, заданными уравнением vm

2 − 1 = 0 в пересечении C2
2 ∩ pr−1(U),

и предложение 4.3 следует из предложения 4.1.

Теорема 4.2 [20]. Для любого элемента s ∈ P̃ ⊂ SBrm такого, что α(s) =
∆2N

m , где N ∈ N, существует кривая Гурвица H ⊂ FN степени m такая, что
bmf(H ) = s. Если s ∈ P ⊂ SBrm

, то найдется полуалгебраическая кривая
Гурвица H ⊂ FN такая, что bmf(H ) = s.

Доказательство. Пусть s = s1 · b1 · . . . · bk, где s1 ∈ P и b1, . . . , bk ∈ A−3.
Согласно теореме 4.1 существует алгебраическая кривая C ⊂ C2

1 такая, что
bmf(C,D1,1(1)) = s1. Выберем k дисков D1,j(1) = {u ∈ C | |u + 3(j − 1)| < 1},
j = 2, . . . , k + 1, в C1

1 = pr(C2
1) с центрами в точках p2 = {u = −3}, . . . , pk+1 =

{u = −3k} и положим p1 = {u = 0}, p0 = {u = −4ki}, где i =
√
−1 . Пусть cj =

∂D1,j(1) – граница диска D1,j(1). Обозначим через D1 = D1(4k) замкнутый
диск радиуса 4k с центром в начале координат, p0 ∈ ∂D1, и выберем геометри-
ческий базис γ1, . . . , γk+1 группы π1

(
D1 \ {p1, p2, . . . , pk+1}, p0

)
, где γj = ljcj l

−1
j

и lj – отрезок прямой, соединяющий точку p0 с точкой p0,j = {u = −3(j−1)−i}.
Фиксируем конечное множество K = {v1, v2, . . . , vm} = pr−1(p0,1)∩C и выби-

раем в Brm[D2,K(p0,1)] стандартные порождающие (положительные полупово-
роты) a1, . . . , am−1 группы Brm[D2,K(p0,1)], записанное в которых брэйд-моно-
дромное разложение bmf(C,D1,1(1)) равно s1, где D2 – диск большого радиуса
в v-плоскости.

Вначале, чтобы построить нужную нам кривую Гурвица H, строим “кусок”
этой кривой над дискамиD1,j(1): над дискомD1,1(1) криваяH совпадает с кри-
вой C, а над дисками D1,j(1), j = 2, . . . , k+ 1, кривая H состоит из несвязного



КРИВЫЕ ГУРВИЦА 45

объединения m − 2 сечений v = qt > 1, t = 3, . . . ,m, и кривой, заданной урав-
нением

(
v + u− 3(j − 1)

)(
v − ū+ 3(j − 1)

)
= 0. Затем продолжаем построение

кривойH над объединением
( ⋃

D1,j(1)
)
∪

( ⋃
lj

)
, добавляя над каждым путем lj

геометрическую косу, соединяющую точки из K(p0) = K(p0,1) с точками, ле-
жащими в pr−1(p0,j) ∩ H, так, чтобы над каждой петлей γj построенная коса
представляла элемент bj ∈ Brm[D2,K(p0)] при j > 2, а коса над l1 состояла из
постоянных сечений. Очевидно, что это построение может быть продолжено на
некоторую замкнутую окрестность U множества

( ⋃
D1,j(1)

)
∪

( ⋃
lj

)
\{p0}, диф-

феоморфного замкнутому диску. Выберем диск D1(R) ⊂ C1 большого радиуса,
содержащий U , и соединим точку p0 ∈ ∂U с некоторой точкой p ∈ ∂D1(R) глад-
ким путем l : [0, 1] → D1(R) \ U .

Определим кривуюH над дополнением кD1(R) в CP1 как объединениеm ал-
гебраических кривых, заданных в C2

1 уравнением vm−umN = 0. Очевидно, что
множество D1(R)\

(
U∪∂D1(R)∪l

)
диффеоморфно диску и существует гладкая

изотопия ht комплексной прямой C1 такая, что ht(l(0)) = l(t), h1(∂U) = ∂D1(R)
и ht1(∂U) ∩ ht2(∂U) = ∅ при t1 ̸= t2. По построению коса, определяемая кри-
вой Гурвица H над ∂U , равна ∆2N

m . Следовательно, изотопия ht может быть
поднята до гладкой изотопии h̃t комплексной плоскости C2, соединяющей по-
строенные косы (равные ∆2N

m ) над ∂U и ∂D1(R). Эта изотопия продолжает
построенную уже часть кривой Гурвица H до кривой Гурвица, определенной
над всей комплексной прямой CP1. По построению брэйд-монодромное разло-
жение на множители, ассоциированное с кривой H, совпадает с s. Если k = 0,
то построенная криваяH является почти алгебраической кривой Гурвица. Тео-
рема 4.2 доказана.

4.5. Брэйд-монодромное разложение на множители псевдоголо-
морфной кривой в CP2. Пусть ω – форма Фубини–Штуди на комплексной
проективной плоскости CP2, и пусть J – ω-ручная почти комплексная струк-
тура на CP2.

В [37] было показано, что для произвольной ручной почти комплексной
структуры J на CP2 можно определить J-прямые как псевдоголоморфные сфе-
ры L, представляющие порождающий элемент группы H2(CP2,Z), причем гео-
метрия J-прямых, до некоторой степени, является такой же, как и стандартная
проективная геометрия. Например, существует единственная J-прямая, про-
ходящая через каждые две точки в CP2, и эта J-прямая гладко зависит от то-
чек и от почти комплексных структур J . Таким образом, для каждой точки
p ∈ CP2 имеем пучок J-прямых, проходящих через точку p, параметризован-
ный точками двумерной сферы. Более того, все такие пучки (для всех почти
комплексных структур J) симплектически изотопны. Используя теорему Мо-
зера, можно показать, что если удалить одну из J-прямых, то дополнение будет
послойно симплектоморфно аффинной плоскости C2.

Для заданной J-голоморфной кривой H ∈ CP2, принадлежащей классу
m[L] ∈ H2(CP2,Z) при некотором m ∈ N, и фиксированной точки p∞ ∈ CP2,
p∞ /∈ H, почти все J-голоморфные прямые R, принадлежащие пучку J-пря-
мых Pp∞ , проходящих через точку p∞ (кроме, скажем, J-прямых R1, . . . , Rn),
пересекают кривую H ровно в m точках. Выберем одну из таких прямых и обо-
значим ее через R∞. Тогда CP2\R∞ диффеоморфно C2 и пучок J-прямых Pp∞
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определяет тривиальное C∞-расслоение pr: CP2 \ R∞ → R2 ≃ C, слоями ко-
торого являются дополнения к точке p∞ в J-голоморфных прямых R, при-
надлежащих пучку Pp∞ , R \ p∞ ≃ C. Обозначим pj = pr(Rj) ∈ R2, и пусть
p0 = pr(R0), где R0 – некоторый слой проекции pr, p0 ̸= pj для j = 1, . . . , n.
Выберем в π1

(
R2 \ {p1, . . . , pn}, p0

)
хороший геометрический базис γ1, . . . , γn.

Как и в случае кривых Гурвица, подъем петель γj на псевдоголоморфную
кривую H определяет элементы bj ∈ Brm[D,K], где K = H ∩ pr−1(0) и D –
диск в pr−1(0) достаточно большого радиуса, и, тем самым, определяет элемент
s ∈ SBrm

, который называется разложением на множители брэйд-монодромии
псевдоголоморфной кривой H относительно пучка J-прямых Pp∞ и обознача-
ется bmf(H,Pp∞). Так как особые точки псевдоголоморфных кривых на по-
чти комплексных четырехмерных многообразиях эквивалентны с точностью до
C1-замены координат особым точкам обычных комплексных кривых на ком-
плексных поверхностях, то bmf(H,Pp∞) ∈ P.

4.6. Гомотопический тип дополнения к аффинной кривой Гурви-
ца. Как и выше, пусть H ⊂ C2 – аффинная “часть” кривой Гурвица H ⊂ FN

степени m (возможно, с отрицательными ноудами), bmf(H) = b1 · . . . · bn –
разложение на множители брэйд-монодромии кривой H, bi = g−1

i b̄igi, где
b̄i ∈ Brki,0 ⊂ Brm – стандартные формы брэйд-монодромии критических то-
чек кривой H.

Разложение bmf(H) на множители определяет гомотопический тип прост-
ранства C2 \H.

Теорема 4.3. Пространство C2 \H гомотопически эквивалентно двумер-
ному комплексу, ассоциированному с копредставлением

⟨x1, . . . , xm | (xi)gj = (xi)b̄jgj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n⟩

группы π1(C2 \H).

Доказательство этой теоремы, приведенное в [38] в случае, когда H являет-
ся алгебраической кривой в CP2, может быть дословно перенесено на случай
кривых Гурвица H ⊂ FN .

Так, например, если H является неособой алгебраической кривой в CP2

степени m, то пространство C2 \ H гомотопически эквивалентно букету S1 ∨( ∨(m−1)2

i=1 S2
i

)
окружности и (m− 1)2 двумерных сфер.

§ 5. Деформации и H-изотопии кривых Гурвица

5.1. Эквисингулярные деформации кривых Гурвица. Семейство
кривых Гурвица Ht (возможно, с отрицательными ноудами), t ∈ [0, ε], задан-
ных уравнениями

vm
i +

m−1∑
j=0

ci,j(ui, t)v
j
i = 0 (18)

в картах C2
i , непрерывно зависящими от t, такими, что

1) при каждом t ∈ [0, ε] уравнения (18) являются уравнениями некоторой
кривой Гурвица Ht;
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2) множество CritHt является несвязным объединением непрерывных пу-
тей (траекторий критических точек),

называется эквисингулярной деформацией кривой Гурвица H0 и – эквисин-
гулярной H-деформацией, если для всех t и каждой точки pt ∈ CritHt число
#

(
Ht∩Rpr(pt)

)
не зависит от t. Кривые Гурвица H1 и H2 называются H-дефор-

мационно эквивалентными, если существует эквисингулярная H-деформация,
слоями которой являются кривые H1 и H2.

Очевидно, что если точка pt ∈ CritHt, не являющаяся отрицательным но-
удом, принадлежит траектории критических точек эквисингулярной деформа-
ции кривой ГурвицаH, то локально эта деформация является эквисингулярной
деформацией комплексно-аналитической особенности

(
Ht ∪Rpr(pt), pt

)
.

Очевидно также, что разложение на множители брэйд-монодромии кривых
Гурвица остается постоянным при эквисингулярной H-деформации, т. е. тип
разложения на множители брэйд-монодромии кривых Гурвица является инва-
риантом эквисингулярных H-деформаций.

С помощью эквисингулярной деформации мы можем преобразовать кривую
Гурвица H в кривую Гурвица H1 такую, что в каждом слое проекции pr лежит
не более одной критической точки кривой H1. Такая деформация меняет раз-
ложение на множители брэйд-монодромии кривых Гурвица, и эта замена может
быть выражена в терминах гомоморфизма регенерации разложений на множи-
тели в группе кос (см. п. 2.4).

5.2. H-изотопия кривых Гурвица. Обычно кривые Гурвица рассматри-
ваются с точностью до H-изотопии. Две кривые Гурвица H1, H2 ⊂ FN (воз-
можно, с отрицательными ноудами) называются H-изотопными, если суще-
ствует непрерывная изотопия φt : FN → FN , t ∈ [0, 1], такая, что

1) φ0 = Id;
2) для каждого t ∈ [0, 1] образ φt(H1) является кривой Гурвица и для лю-

бого слоя Rp = pr−1(p) точки, принадлежащие φt(CritH1 ∩ Rp), также
лежат в одном слое проекции pr и число этих точек #

(
φt(CritH1 ∩Rp)

)
не зависит от t;

3) φ1(H1) = H2;
4) φt(EN ) = EN для всех t ∈ [0, 1].

Очевидно, имеет место следующее предложение.

Предложение 5.1. Две H-деформационно эквивалентные кривые Гурвица
H1, H2 ⊂ FN (возможно, с отрицательными ноудами) являются H-изотоп-
ными кривыми.

Легко видеть, что при H-изотопии кривой Гурвица сохраняется неизменным
ее брэйд-монодромный тип разложения на множители.

5.3. Примеры H-изотопий. Пусть ht – некоторая гладкая изотопия про-
ективной прямой CP1 такая, что для некоторого заранее фиксированного мно-
жества точек p1, . . . , pn ∈ CP1 существуют окрестности этих точек V1, . . . , Vn

в CP1 такие, что диффеоморфизмы ht : Vi → ht(Vi) являются комплексно-ана-
литическими отображениями для всех t ∈ [0, 1] и всех i = 1, . . . , n. Так как
отображение pr: FN → CP1 является локально тривиальным C∞-расслоением,
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то очевидно, что такая изотопия может быть поднята до гладкой изотопии h̃t

поверхности FN такой, что диффеоморфизмы h̃t : pr−1(Vi) → pr−1(ht(Vi)) яв-
ляются комплексно-аналитическими отображениями для всех t ∈ [0, 1] и всех
i = 1, . . . , n. Легко видеть, что если {p1, . . . , pn} = pr(CritH ) для некоторой
кривой Гурвица H ⊂ FN , то изотопия h̃t является H-изотопией кривой H.
Такие H-изотопии будем называть горизонтальными.

Пусть ht – описанная выше гладкая изотопия проективной прямой CP1.
Предположим, что существует такой диск D2(r) ⊂ C1 ⊂ CP1 радиуса r, что
ht = Id вне диска D2(r) для всех t ∈ [0, 1], и пусть {p1, . . . , pn} ⊂ D2(r). Выбе-
рем некоторую гладкую монотонную функцию λ : [0, ε] → [0, 1], ε > 0, такую,
что λ(ε) = 1 и λ(ε1) = 0 для некоторого ε1, 0 < ε1 < ε, и определим изото-
пию h̃t произведения D1(ε)× CP1, где D1(ε) = {|u| 6 ε} – диск в C1, положив
h̃t(u, v) =

(
u, hλ(|u|)t(v)

)
. Очевидно, что если мы отождествим D1(ε) × CP1

с прообразом pr−1(D1(ε)) ⊂ FN некоторого диска D1(ε), лежащего в CP1, то
изотопия h̃t может быть продолжена до изотопии всей поверхности FN , тож-
дественной на дополнении к pr−1(D1(ε)) ⊂ FN . Кроме того, если H – кривая
Гурвица в FN такая, что pr(CritH ) ∩ D1(ε) состоит из одной точки – центра
диска D1(ε), то эта изотопия поверхности FN является H-изотопией кривой H.
Такие H-изотопии будем называть вертикальными.

Частным случаем вертикальной изотопии является следующая изотопия.
Пусть D = I1 × I2 × D2(ε), где I1 = [−2, 2] = {−2 6 x 6 2} и I2 = [−2, 2] =
{−2 6 y 6 2} – отрезки прямой и D2(ε) = {|v| 6 ε} – диск в C1. Обозначим
через h1 диффеоморфизм пространства D, заданный формулой

h1(x, y, v) =
(
x, y, |v|ei(arg(v)+µ(|v|)λ(x)λ(y)ϕ)

)
,

где µ : [0, ε] → R – гладкая монотонная функция такая, что µ(t) = 1 при t 6 ε/2
и µ(ε) = 0, а λ : [−2, 2] → R – гладкая функция, монотонная на отрезках [−2,−1]
и [1, 2], λ(−2) = λ(2) = 0 и λ(t) = 1 при −1 6 t 6 1, и ϕ – некоторый угол.
Легко видеть, что h1 является тождественным на границе ∂D и, очевидно, он
гомотопен тождественному диффеоморфизму h0 = Id в классе диффеоморфиз-
мов пространства D, тождественных на границе ∂D. Гомотопия ht, t ∈ [0, 1],
связывающая h1 с h0 = Id, задается формулой

h1(x, y, v) =
(
x, y, |v|ei(arg(v)+ν(t)µ(|v|)λ(x)λ(y)ϕ)

)
,

где ν : [0, 1] → R – гладкая монотонная функция такая, что ν(0) = 0 и ν(1) = 1.
Теперь, если пространство D отождествлено с некоторой замкнутой областью
U ⊂ FN так, что проекция pr при этом отождествлении совпадает с проекцией
D → I1 × I2 на первые два сомножителя, то изотопия ht пространства D ≃ U

может быть продолжена на все FN как тождественная на дополнении к U в FN .
Такую изотопию мы будем называть скручиванием-раскручиванием на угол ϕ.
Очевидно, что при каждом t диффеоморфизм ht является комплексно-анали-
тическим автоморфизмом пространства (−1, 1)× (−1, 1)×D2(ε/2), которое мы
будем называть центром скручивания-раскручивания.

Другим примером вертикальной H-изотопии является перемасштабирова-
ние ht, заданное в картах C2

i , покрывающих FN \ EN , формулой (ui, vi) 7→
(ui, λ(t)vi), где λ : [0, 1] → R \ {0} – некоторая гладкая функция такая, что
λ(0) = 1.



КРИВЫЕ ГУРВИЦА 49

Применяя предложение 1.1, получаем следующее

Предложение 5.2. Каждая кривая Гурвица H ⊂ FN H-изотопна неко-
торой псевдоголоморфной кривой Гурвица, если H не имеет отрицательных
ноудов, и – симплектической кривой Гурвица, если H имеет отрицательные
ноуды.

В обозначениях § 1, очевидно, существует гладкая вертикальная H-изото-
пия ht, тождественная вне некоторой малой окрестности U слоя R∞, такая, что
функция F2(u2, v2, 1), задающая кривую H1 = h1(H ) в C2

2, совпадает с функ-
цией vm

2 − 1 во всех точках (u2, v2) с |u2| < ε для некоторого ε > 0. Поэтому
далее мы будем предполагать, что кривая H задается уравнением vm

2 − 1 = 0
в некоторой окрестности слоя R∞.

Пусть u1,j – критическое значение кривой Гурвица H, заданной в C2
1 урав-

нением F1(u1, v1) = 0, т. е. число различных корней уравнения

F1(u1,j , v1) = 0 (19)

строго меньше m, и пусть v1,j0 – корень уравнения (19) кратности один. Оче-
видно, существует гладкая вертикальная H-изотопия ht, тождественная вне
маленькой окрестности U = {|u1 − u1,j | < ε}, такая, что функция F1(u1, v1, 1),
определяющаяH1 = h1(H ) в C2

1, такова, что v1 = v1,j0 является корнем уравне-
ния F1(u1, v1, 1) = 0 для всех u1, удовлетворяющих неравенству |u1 − u1,j | < ε1
при некотором положительном ε1 < ε. Поэтому далее мы можем (и будем)
предполагать, что если (u1,j , v1,j) является критической точкой кривой H и
не является отрицательным ноудом, то существует такое ε > 0, что функ-
ция F1(u1, v1), определяющая кривую H, является аналитической в точках
(u1, v1) при | u1 − u1,j |< ε.

5.4. Представление кривых Гурвица CP2 в виде нулей сечений ли-
нейных расслоений. Рассмотрим линейное расслоение p : L (m) → CP2, ас-
социированное с пучком OCP2(m). Напомним его определение. Проектив-
ная плоскость CP2 с однородными координатами (z0 : z1 : z2) покрывает-
ся тремя картами C2

i , i = 1, 2, 3, изоморфными C2, с координатами (ui, vi),
u1 = z1/z0, v1 = z2/z0, u2 = z0/z1, v2 = z2/z1, u3 = z0/z2, v3 = z1/z2.
Расслоение L (m) также покрыто тремя картами Wi = C2

i × C1
i с третьей ко-

ординатой wi, w1 = w2/u
m
2 , w1 = w3/u

m
3 , w2 = w3/v

m
3 , и ограничение p|Wi

совпадает с проекцией на первый множитель.
Следующая лемма полезна при построении накрытий проективной плоско-

сти, разветвленных вдоль кривых Гурвица.

Лемма 5.1 [15]. Для любой кривой Гурвица степени m в CP2 относитель-
но линейной проекции с центром в точке p∞ = (0 : 0 : 1) существует
H-изотопная ей кривая Гурвица H такая, что функции wi = Fi(ui, vi), i =
1, 2, определяющие кривую H , задают гладкое сечение s расслоения L (m) над
CP2 \ {p∞}, которое может быть продолжено до гладкого сечения s̄m рассло-
ения L (m) над всем CP2 и для которого существует вещественное число ε,
0 < ε≪ 1, такое, что:
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i) H ⊂ CP2 \ Bε , где Bε = {u3ū3 + v3v̄3 6 ε2} – шар в C2
3 с центром в p∞ ;

ii) сечение s̄m является комплексно-аналитическим в некоторой окрест-
ности прямой L∞ = {z0 = 0} и в некоторой окрестности всех крити-
ческих точек кривой H , не являющихся отрицательными ноудами.

5.5. Проблема H-изотопности кривых Гурвица. Как уже упомина-
лось выше, если две кривые Гурвица H1, H2 ⊂ FN являются H-изотопными, то
эти кривые имеют один и тот же тип разложения на множители брэйд-моно-
дромии. К настоящему моменту обратное утверждение доказано для кривых
Гурвица, имеющих особые точки так называемого нерасщепляемого типа, о ко-
торых пойдет речь ниже, а сейчас объясним кратко проблему, возникающую
при попытке доказать обратное утверждение.

Пусть две кривые Гурвица H1, H2 ⊂ FN степени m имеют один и тот же тип
разложения на множители брэйд-монодромии. Тогда (в обозначениях из п. 4.3)
найдется диск D1(r), в котором лежат все критические значения u1, . . . , un и
u′1, . . . , u

′
n проекций pr|H1

и pr|H2
, и пусть γ1, . . . , γn (соответственно γ′1, . . . , γ′n) –

хороший геометрический базис группы π1

(
D1(r) \ {u1, . . . , un}, p0

) (
соответст-

венно группы π1

(
D1(r) \ {u′1, . . . , u′n}, p′0

))
, петля γi = li ◦ ∂D1,i(r1) ◦ l−1

i (соот-
ветственно γ′i = l′i ◦ ∂D′1,i(r1) ◦ l

′−1
i ) состоит из пути li с началом в точке p0

и концом в некоторой точке p1,i, лежащей на окружности ∂D1,i(r1) маленького
радиуса r1 с центром в точке ui, обхода вдоль окружности ∂D1,i(r1) и возвра-
та в точку p0 вдоль пути li. Выбрав стандартные порождающие в группах
Brm[D2,K(p0)] = Brm и Brm[D2,K

′(p0)] = Brm, получим разложения на мно-
жители брэйд-монодромий bmf(H1) = b1 · . . . · bn и bmf(H2) = b′1 · . . . · b′n. Так
как bmt(H1) = bmt(H2), то найдется такой элемент g ∈ Brm, что bmf(H1) =
λ(g) bmf(H2). Очевидно, что найдется такая горизонтальная H-изотопия кри-
вой H2, в результате которой получим такую кривую (обозначим ее снова че-
рез H2), что критические значения u′i проекции этой кривой совпадают с точ-
ками ui для i = 1, . . . , n, p′0 = p0 и относительно базиса γ1, . . . , γn разложе-
ние на множители bmf(H2) = b′1 · . . . · b′n таково, что b′i = g−1big для всех i =
1, . . . , n. Далее, применив некоторую вертикальную H-изотопию над окрестно-
стями точек u1, . . . , un и p0, мы можем найти кривую, H-изотопную кривой H2

(обозначим ее снова через H2), которая совпадает с кривой H1 над окрест-
ностями этих точек, и ее разложение брэйд-монодромии bmf(H2) = b1 · . . . · bn
относительно базиса γ1, . . . , γn. Для каждого пути li, соединяющего точку p0

с точкой pi, тривиализуем расслоение pr: pr−1(li) ≃ li × CP1 → li так, чтобы
pr2(K[p0]) = pr2(K[pi]), где pr2 – это проекция на CP1 тривиального расслоения
li × CP1. Тогда каждый элемент bi в разложении bmf(H1) = b1 · . . . · bn равен
bi = gi,1bi,0g

−1
i,1 , где gi,1 = H1 ∩ pr−1(li) – это геометрическая коса над путем li

и bi,0 – это коса над ∂D1,i(r1), и элемент bi в разложении bmf(H2) = b1 ·. . .·bn ра-
вен bi = gi,2bi,0g

−1
i,2 , где gi,2 = H2∩pr−1(li). Так как bi = gi,1bi,0g

−1
i,1 = gi,2bi,0g

−1
i,2 ,

то элемент g−1
i,1 gi,2 коммутирует с элементом bi,0 и проблема состоит в доказа-

тельстве существования вертикальной H-изотопии ростка кривой Гурвица над
ее критическим значением, которая “раскручивала” бы геометрическую косу g,
коммутирующую с брэйд-монодромией b этого ростка.
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5.6. Критерий H-изотопности каспидальных кривых Гурвица. Сле-
дующая лемма описывает централизатор C(ak

1) степеней стандартного порож-
дающего элемента a1 ∈ Brm.

Лемма 5.2 [39]. Для любого k ∈ Z \ {0} централизатор C(ak
1) ⊂ Brm эле-

мента ak
1 порождается полуповоротами a1, a3, a4, . . . , am−1 и полными по-

воротами ∆2
3,0, . . . ,∆

2
m,0 , где a1, . . . , am−1 – стандартные порождающие груп-

пы Brm .

Из леммы 5.2 следует, что для критической точки типа Ak любой элемент
b ∈ C(ak

1) может быть “раскручен” с помощью композиции нескольких скру-
чиваний-раскручиваний на углы, кратные π, причем каждое из этих скручи-
ваний-раскручиваний либо является изотопией, тождественной в окрестности
критической точки, либо имеет своим центром критическую точку. Анало-
гичное утверждение имеет место для слоев над точкой, стандартная форма
брэйд-монодромии которых имеет вид ak1

1 a
k2
3 . . . akl

2l−1. Отсюда вытекает следу-
ющий результат.

Теорема 5.1 [39], [20]. Каспидальные кривые Гурвица H1, H2 ⊂ FN гладко
H-изотопны тогда и только тогда, когда H1 и H2 имеют один и тот же
тип разложения брэйд-монодромии на множители.

Следствие 5.1. Любая каспидальная кривая Гурвица H1 ⊂ FN без отри-
цательных ноудов гладко H-изотопна почти алгебраической кривой.

Вопрос о том, определяет ли брэйд-монодромный тип разложения на множи-
тели алгебраической каспидальной кривой H ⊂ CP2 дифференцируемый тип
пары (CP2, H ), был исследован в работе [40]. В этой работе было показано, что
существуют диффеоморфные пары (CP2, H1) и (CP2, H2), однако кривые H1

и H2 имеют не совпадающие типы брэйд-монодромных разложений на множи-
тели (см. пример в 8.1). Эти примеры показывают, что брэйд-монодромный
тип разложения на множители кривой является инвариантом, различающим
кривые с точностью до H-изотопии.

5.7. H-изотопность кривых Гурвица с особыми точками нерасщеп-
ляемого типа. Доказывая H-изотопность кривых Гурвица с критическими
точками нерасщепляемого типа, имеющих одинаковый тип разложения на мно-
жители брэйд-монодромии, удается избежать описания централизатора C(b)
в группе кос монодромии b ростка критической точки кривой Гурвица. Росток
критической точки кривой Гурвица, стандартная форма монодромии которого
равна b ∈ Brk, называется нерасщепляемым, если при стандартном действии
группы кос Brk на свободной группе Fk = ⟨x1, . . . , xk⟩ множество неподвиж-
ных элементов Fb

k = ⟨w ∈ Fk | (w)b = w⟩ совпадает с циклической подгруппой
⟨l⟩ ⊂ Fk, порожденной элементом l = x1 . . . xk.

Имеет место следующая теорема.

Теорема 5.2 [20]. Две кривые Гурвица с особенностями нерасщепляемого
типа, имеющие в каждом слое не более одной критической точки, являются
H-изотопными тогда и только тогда, когда они имеют одинаковые типы
брэйд-монодромии.
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Стратегия доказательства этой теоремы совпадает в основном с описанной
в п. 5.5 стратегией. Единственное отличие состоит в том, что на последнем
шаге доказательства, чтобы избежать описания централизаторов монодромий
критических точек нерасщепляемого типа, используется следующая лемма.

Лемма 5.3. Пусть b ∈ Brk – нерасщепляемый элемент и {x1, . . . , xm} –
геометрический базис группы π1

(
D2 \ {v1, . . . , vm}

)
. Интерпретируем b как

элемент группы Brk,0 = Br[D2, {v1, . . . , vk}] ⊂ B[D2, {v1, . . . , vm}] = Brm и рас-
смотрим индуцированное элементом b действие на π1 = π1

(
D2 \{v1, . . . , vm}

)
.

Тогда подгруппа F (b) неподвижных элементов в π1 относительно действия b
порождается элементами l = x1 . . . xk и xk+1, . . . , xm .

Доказательство. Очевидно, что l и xk+i с i > 1 принадлежат группе F (b).
Пусть g ∈ F (b). Запишем элемент g как приведенное слово, состоящее из букв
x1, . . . , xm и обратных к ним, g = s1s2 . . . sn, где каждое si – приведенное слово,
непустое, если i ̸= 1, состоящее из букв x1, . . . , xk и обратных к ним, если i –
нечетное число, и из xk+1, . . . , xm и обратных к ним, если i четно. Так как
такое представление единственно и g ∈ F (b), то каждый элемент si принадле-
жит F (b), и доказательство леммы вытекает из определения нерасщепляемых
элементов.

С каждым ростком W -подготовленной аналитической особенности (D,C),
D = D1 ×D2, линк которой L ⊂ ∂D1 ×D2 реализует монодромию b ∈ Brk этой
особенности, можно связать стандартную коническую модель топологической
особенности типа b. Она задается ростком H = C(L), где

C(L) = {(ru, rv) | 0 6 r 6 1, (u, v) ∈ L}.

Хорошо известно, что если (D,C) – росток W -подготовленной аналитиче-
ской особенности, то росток (D,C, pr) гомеоморфен конической особенности
типа b = pr−1(∂D1 ∩ C) и, более того, имеет место следующее утверждение.

Лемма 5.4. Для любой особенности (D = D1×D2, H, pr) существует изо-
топия, оставляющая неподвижным каждый слой pr, тождественная над ∂D
и преобразующая особенность в ее стандартную коническую модель C(L),
L = H ∩ (∂D1 ×D2).

Применяя леммы 5.3 и 5.4, на последнем шаге доказательства теоремы 5.2
доказываем существование вертикальной H-изотопии, которая “раскручивает”
геометрическую косу g, принадлежащую централизатору нерасщепляемой мо-
нодромии b.

Ответ на вопрос: “Являются ли нерасщепляемыми стандартные формы
монодромий всех аналитических особенностей?” к настоящему моменту не
известен. Однако множество типов аналитических особенностей, стандартные
формы монодромий которых нерасщепляемы, как показывает следующая лем-
ма, является достаточно большим.

Лемма 5.5. Особенность алгебраической кривой, заданная уравнением
vk = un , является нерасщепляемой для всех n > 1 и k > 1.
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Доказательство. Согласно лемме 4.1 стандартная форма такой особенно-
сти равна b = (a1 . . . ak−1)n ∈ Brk, где a1, . . . , ak−1 – множество стандартных
порождающих группы кос Brk. Равенство ∆2

k = (a1 . . . ak−1)k влечет bk = ∆2n
k .

С другой стороны, действие элемента ∆2
k совпадает с действием сопряжением

на элемент ∂D2 ∈ π1. Теперь осталось заметить, что централизатор любого
элемента g ̸= 1 в свободной группе совпадает с максимальной циклической
подгруппой, содержащей элемент g.

5.8. Изотопность псевдоголоморфных кривых в CP2. Как известно,
CP2 обладает единственной с точностью до симплектоморфизмов и умноже-
ния на постоянный множитель симплектической структурой. Эта структура
задается формой Фубини–Штуди ω0.

Пусть C ⊂ CP2 – J-голоморфная кривая, т. е. C является образом C =
f(Σ) приведенной J-голоморфной кривой f : Σ → CP2, где J – некоторая
почти комплексная структура, определенная в некоторой окрестности поверх-
ности C, являющаяся ручной относительно заданной симплектической струк-
туры ω на CP2, и, кроме того, комплексная структура на Σ индуцирована
структурой J . Говорят, что две особые симплектические поверхности C0 =
f0(Σ), C1 = f1(Σ) являются слабо симплектически (соответственно гладко)
изотопными, если (f0, J loc

0 , ω0), (f1, J loc
1 , ω1) могут быть включены в непрерыв-

ное (соответственно гладкое) семейство ручных почти комплексных и симп-
лектических структур J loc

t , ωt и отображений J loc
t -голоморфных кривых ft:

Σ × [0, 1] → CP2 такое, что отображения φt : C0 → Ct, заданные по правилу
f0(s) 7→ ft(s), s ∈ Σ, являются хорошо определенными гомеоморфизмами для
всех t ∈ [0, 1]. Аналогичные определения применимы к симплектическим по-
верхностям на любом многообразии. В случае, когда симплектическая структу-
ра не изменяется, говорят о симплектической изотопии. В частности, две осо-
бые симплектические поверхности симплектически изотопны, если существует
симплектическая диффеотопия, преобразующая одну поверхность в другую.

Замечание 5.1. В случае произвольных симплектических многообразий
естественно ожидать, что классы симплектически изотопных поверхностей и
классы слабо симплектически изотопных поверхностей не совпадают в общем
случае. В противоположность этому, эти понятия совпадают в случае симп-
лектических структур на CP2. Действительно, в этом случае любая слабо
симплектическая изотопия может быть (не изменяя Jt) перемасштабирована,
ωt 7→ ω′t = λtωt, λt ∈ R+, в изотопию с ω′t, не меняющими свой класс
когомологий; после этого остается применить теорему Мозера и получить
диффеотопию, делающую ω′t постоянной формой; та же самая диффеотопия
затем применяется к ft и J loc

t . Поэтому, когда нам нужно доказать, что
некоторые симплектические поверхности в CP2 симплектически изотопны, нам
достаточно проверить, что они слабо симплектически изотопны.

Замечание 5.2. Пространство почти комплексных структур на конечно-
мерном вещественном векторном пространстве, являющихся ручными отно-
сительно заданной симплектической формы, является стягиваемым, см. [37].
Отсюда следует, что любая ω-ручная почти комплексная структура J loc, опре-
деленная на открытом подмножестве U симплектического многообразия (V, ω),
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может быть продолжена с более маленькой окрестности U0 ⊂ U до ω-ручной
почти комплексной структуры J на всем V . Более того, по той же причине,
если U = Ut, J loc = J loc

t и ω = ωt гладко зависят от одного или нескольких
параметров t, это продолжение с U0 = U0,t на CP2 может быть выбрано глад-
ко зависящим от t. Следовательно, мы получим те же самые понятия, если
в данных выше определениях заменим определенные локально J-структуры
на ручные почти комплексные структуры, определенные на всем CP2. Вы-
бор определений, который мы сделали, мотивирован упрощением некоторых
доказательств. Отметим также, что приведенные выше свойства продолжения
остаются верными, если дополнительно ограничиться случаем почти комплекс-
ных структур, для которых данная симплектическая поверхность является
J-голоморфной. В частности, в определении слабой симплектической изотопии
поверхностей достаточно требовать, чтобы J loc

t были определены только вблизи
особых точек поверхностей Ct.

Как отмечалось выше, особенности псевдоголоморфных кривых на почти
комплексных четырехмерных многообразиях эквивалентны с точностью до
C1-замены координат особенностям настоящих комплексных кривых, лежащих
на комплексных поверхностях. В случае, когда псевдоголоморфная кривая C

задана вместе с симплектической структурой ω и ω-ручной почти комплексной
структурой J loc в некоторой окрестности U кривой C в CP2, локальная струк-
тура J loc может быть продолжена с более маленькой окрестности U0 ⊂ U до
ω-ручной почти комплексной структуры J на всем CP2, а после этого мож-
но рассмотреть общий (относительно кривой C) пучок L, составленный из
J-прямых (см. [37] и [41]), и определить брэйд-монодромный тип bmt(C,ω, J, L)
(см. п. 4.5).

Отметим, что любой элемент s ∈ P такой, что α(s) = ∆2
m (и только та-

кие элементы), может быть реализован как разложение на множители брэйд-
монодромии некоторой псевдоголоморфной кривой относительно некоторого
(не обязательно общего) пучка. Такая реализация может быть получена из по-
чти алгебраической кривой с таким же разложением s брэйд-монодромии (см.
теорему 4.2) после перемасштабирования стандартного пучка прямых, относи-
тельно которого эта почти алгебраическая кривая задана.

Предложение 5.3. Тип брэйд-монодромии bmt(C,ω, J, L) относительно
общего пучка L зависит только от класса симплектически изотопных кривых,
которому принадлежит C . (В частности, он не зависит от продолжения J
на все CP2 почти комплексной структуры J loc , определенной локально.)

Доказательство. Пусть C0, C1 – слабо симплектически изотопные сим-
плектические поверхности, снабженные ωi-ручными (i = 0, 1) J-структура-
ми J loc

0 , J loc
1 , и пусть J0, J1 – продолжения этих структур и L0, L1 – общие

пучки такие же, как и в определениях особых симплектических поверхностей
и соответствующих им разложений брэйд-монодромий на множители соответ-
ственно. Выберем слабую симплектическую изотопию (Ct, ωt, J

loc
t ) и продол-

жим J loc
t до изотопии Jt на все CP2. Для каждого t пространство (CP2

t )
∗, со-

ставленное из Jt-прямых, диффеоморфно CP2 и снабжено канонической двой-
ственной E-структурой (см. [41]). Касательные Jt-прямые к Ct составляют
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двойственную E-кривую C∗t . Она имеет конечное число особых точек (кото-
рые соответствуют двойным касательным или касательным с более сильным
касанием), и двойственная к C∗t поверхность совпадает с Ct. Поэтому пучок
является общим, если его центр не принадлежит ни Ct, ни конечному числу
Jt-прямых, двойственных особым точкам кривой C∗t . Следовательно, найдется
путь Lt, состоящий из общих пучков и соединяющий L0 с L1. Это завершает до-
казательство, так как ясно, что разложения на множители брэйд-монодромий
кривых Ct относительно пучков Lt не зависят от t.

Следующая теорема, доказанная в [20], является частично обратным утвер-
ждением к предложению 5.3.

Теорема 5.3. Симплектические относительно симплектической струк-
туры Фубини–Штуди обыкновенные каспидальные поверхности являются
симплектически C1-гладко изотопными в CP2 тогда и только тогда, когда
они имеют один и тот же тип разложения брэйд-монодромии относительно
общих пучков.

5.9. Сравнение множеств алгебраических и псевдоголоморфных
кривых в CP2. Каждая алгебраическая кривая в CP2 может быть рассмотре-
на как псевдоголоморфная кривая. Поэтому возникает вопрос о том, на сколь-
ко больше имеется псевдоголоморфных кривых, рассматриваемых с точностью
до симплектической изотопии, по сравнению с алгебраическими кривыми.

На настоящий момент примером псевдоголоморфной кривой H наименьшей
степени degH = 7, не изотопной алгебраической кривой, является следующая
кривая. Для ее построения рассмотрим алгебраическую кривую C = C1 ∪L1 ∪
L2 ∪ L3, где C1 – кривая степени 4, имеющая три обыкновенных каспа s1, s2
и s3, а Li – это прямые, проходящие через точки si и имеющие локальный
индекс пересечения (C1, Li)si = 3.

Рис. 3

Как известно, все прямые Li проходят через некоторую точку s0 и такая
конфигурация кривых является жесткой, т. е. каждая такая конфигурация по-
лучается из другой такой конфигурации с помощью проективного преобра-
зования плоскости. Мы можем слегка пошевелить кривую C так, что после
шевеления получится симплектическая поверхность H = H1 ∪ L1 ∪ L2 ∪ L3,
где H1 – симплектическая поверхность степени 4, имеющая три обыкновенных
каспа s1, s2 и s3, а Li – это прямые, проходящие через точки si и имеющие
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локальный индекс пересечения (H1, Li)si
= 3, но прямые Li уже не имеют об-

щей точки. Очевидно, что в силу жесткости кривой C кривая H не изотопна
алгебраической кривой.

Пример псевдоголоморфной неприводимой кривой H̃ наименьшей (извест-
ной к настоящему моменту) степени deg H̃ = 8, не изотопной алгебраической
кривой, получается из предыдущего примера: если мы произведем квадра-
тичное преобразование плоскости τ : CP2 99K CP2 (которое раздувает точки
пересечения прямых Li и Lj , i ̸= j, и после этого стягивает в точки соб-
ственные прообразы прямых Li), то получим симплектическую поверхность
H̃ – собственный прообраз поверхности H1, deg H̃ = 8. Легко видеть, что по-
верхность H̃ имеет три особые точки s̄i, локальные уравнения которых имеют
вид (u3 − v5)(u + 2v) = 0. Так как кратность каждой особой точки равна 4
и deg H̃ = 8, то точки s̄i не могут лежать на одной прямой. Поэтому псевдого-
ломорфная кривая H̃ не может быть изотопна алгебраической кривой, так как
иначе мы бы сделали квадратичное преобразование плоскости τ : CP2 99K CP2

с центром в точках s̄i и получили бы алгебраическую кривую C, degC = 4,
имеющую три каспа, касательные прямые Li к которой в этих трех каспах не
имели бы общей точки.

Б. Мойшезон (см. [13; теорема 1]; см. также [42]) доказал существование
бесконечной последовательности попарно различных типов обыкновенных кас-
пидальных (т. е. каждый множитель сопряжен элементу ak

1 , 1 6 k 6 3) разло-
жений на множители элемента ∆2

54. Отсюда и из теоремы 4.2 следует

Предложение 5.4. Существует бесконечная последовательность Hi⊂F1 ,
i ∈ N, общих обыкновенных каспидальных почти алгебраических (и, тем са-
мым, псевдоголоморфных) кривых степени 54 с ровно 378 каспами и 756 ноуда-
ми и с попарно различными типами разложений брэйд-монодромий на мно-
жители. В частности, все они не H-изотопны друг другу, почти все из них
не изотопны алгебраическим каспидальным кривым.

Отметим, что в случае обыкновенных каспидальных алгебраических кривых
Гурвица степени m с фиксированными числами обыкновенных каспов, ноудов
и простейших точек касания со слоями проекции pr в FN существует лишь
конечное число различных типов H-изотопных кривых. Например, для алгеб-
раических кривых в CP2 степени 6 с шестью обыкновенными каспами имеется
ровно два типа разложений на множители брэйд-монодромии (так называемая
пара Зариского), которые различаются с помощью групп, ассоциированных
с разложениями на множители.

К настоящему моменту ответ на следующий вопрос является неизвестным.
Существует ли тройка натуральных чисел (m, c, n), для которой существу-
ет псевдоголоморфная кривая H , degH = m, имеющая c обыкновенных каспов
и n ноудов в качестве своих особых точек, но не существует алгебраической
кривой C с теми же инвариантами (m, c, n)?

Для каспидальной кривой C четной степени degC = 2d с c обыкновенными
каспами и n ноудами имеет место следующее неравенство (см. [43]):

9n+ 16c 6 2d(10d− 6). (20)
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Очень интересен следующий вопрос: существует ли псевдоголоморфная кас-
пидальная кривая H четной степени, для которой не выполнено неравен-
ство (20)?

В случае нодальных кривых Гурвица степени m в FN (т. е. кривых Гурвица,
все критические точки которых – либо положительные ноуды, либо простейшие
точки касания со слоями проекции pr) ответ на вопрос о числе не изотопных
типов до сих пор является открытым. Однако из теоремы Севери (см. [44])
для нодальных кривых в проективной плоскости и ее обобщения на нодальные
кривые, лежащие в FN (см. [45]), вытекает следующий результат.

Теорема 5.4. Две нодальные алгебраические кривые Гурвица в FN степе-
ни m H-изотопны тогда и только тогда, когда они принадлежат одной и той
же неприводимой компоненте пространства нодальных кривых с фиксиро-
ванным числом ноудов. В частности, две неприводимые нодальные алгебраи-
ческие кривые Гурвица степени m H-изотопны тогда и только тогда, когда
они имеют одинаковое число особых точек.

Кроме того, имеет место следующая теорема.

Теорема 5.5 [46]. Любые две нодальные кривые Гурвица в FN , являющиеся
объединением m сечений проекции pr, H-изотопны.

Эти две теоремы, а также утверждения о том, что неособые кривые Гур-
вица в F1 (т. е. в CP2) степени m 6 17 (см. [47]) и неприводимые нодальные
кривые геометрического рода нуль H-изотопны алгебраическим кривым [48],
позволяют надеяться, что следующая гипотеза имеет положительное решение.

Гипотеза 5.1. Каждая нодальная кривая Гурвица в FN H-изотопна ал-
гебраической кривой.

Теорема 5.5, предложение 4.2 и утверждение 4.2 влекут

Следствие 5.2. Пусть элемент s ∈ A1 ⊂ SBrm
таков, что α(s) = ∆2N

m .
Тогда s =

(
δ̃2

)N .

Заметим, что для доказательства гипотезы 5.1 достаточно показать, что лю-
бое нодальное (т. е. в SA0∪A1) разложение на множители элемента ∆2N может
быть получено как частичная регенерация (см. п. 2.4) элемента

(
δ̃2

)N ∈ A1.

5.10. Полугруппа Hurm над группой кос Brm. Как и в случае отме-
ченных разветвленных накрытий диска (см. введение), на множестве кривых
Гурвица над диском с некоторой дополнительной структурой, рассматрива-
емых с точностью до сильной H-изотопии (см. ниже), можно также ввести
структуру полугруппы над группой кос.

А именно, рассмотрим множество кривых Гурвица H ⊂ D × C1 степени m

над диском D = {u ∈ C2 | |u| 6 1} таких, что CritH ⊂ D \ ∂D. Зафикси-
руем точку p0 = {u = −i} ∈ ∂D. Для каждой кривой Гурвица H слой над
точкой p0 – это пара

(
C1,pr−1(p0) ∩ H

)
. Выберем для каждой кривой Гур-

вица H диффеоморфизм ϕ : (C1, {q1, . . . , qm}) →
(
pr−1(p0),pr−1(p0) ∩ H

)
, где

{q1, . . . , qm} ⊂ C1 – некоторое, также фиксированное, множество точек. Па-
ру (H,ϕ) будем называть оснащенной кривой Гурвица над диском. Скажем,
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что оснащенные кривые Гурвица (H0, ϕ0) и (H1, ϕ1) сильно H-изотопны, ес-
ли существует H-изотопия ht такая, что ht

(
pr−1(p0)

)
=

(
pr−1(p0)

)
для всех t

и h1 ◦ ϕ0 = ϕ1.
Очевидно, что для каждой оснащенной кривой Гурвица (H,ϕ) существует

сильно H-изотопная ей кривая (H̃, ϕ̃) такая, что ϕ̃ = Id, и, кроме того, можно
считать, что H̃ = H ′ или H̃ = H ′′, где H ′ (соответственно H ′′) – это такая
кривая, что найдется окрестность U ⊂ D правой полуокружности {u ∈ ∂D |
Reu > 0} (соответственно левой полуокружности {u ∈ ∂D | Reu 6 0}), над
которой H ′ (соответственно H ′′) является объединением m постоянных сечений
v = qi.

Введем на множестве Hurm классов эквивалентности оснащенных кривых
Гурвица относительно сильной H-изотопии структуру полугруппы: для двух
классов (H1, ϕ1) и (H2, ϕ2) произведение (H,ϕ) = (H1, ϕ1) · (H2, ϕ2) определя-
ется следующим образом. Выберем таких представителей (H ′

1, Id) и (H ′′
2 , Id)

классов (H1, ϕ1) и (H2, ϕ2), как было определено выше, и пусть ψj , j = 1, 2, –
гладкие вложения диска D в себя такие, что ψ1 (соответственно ψ2) является
голоморфным отображением в окрестности критических значений проекции pr
для кривой H ′

1 (соответственно для H ′′
2 ) и, кроме того,

(i) ψj(p0) = p0 при j = 1, 2;
(ii) образ ψ1(D ) = D+ = {u ∈ D | Reu > 0} – это правый полукруг и

ψ1({u ∈ ∂D | Reu 6 0}) = {u ∈ D | Reu = 0};
(iii) ψ2(D ) = D− = {u ∈ D | Reu 6 0} – это левый полукруг и

ψ2({u ∈ ∂D | Reu > 0}) = {u ∈ D | Reu = 0}.
Склеив расслоения ψ1 ◦ pr: (D × C1, H ′

1) → D+ и ψ2 ◦ pr: (D × C1, H ′′
2 ) → D−

вдоль диаметра {u ∈ D | Reu = 0}, получим оснащенную кривую Гурвица
(H, Id), класс которой равен произведению (H1, ϕ1) · (H2, ϕ2).

Очевидно, что полугруппа Hurm порождается классами (H,ϕ), представи-
тели которых имеют только одну критическую точку.

Выберем r ≫ 0 такое, что диск D2 = {v ∈ C1 | |v| < r} содержит все точки
q1, . . . , qm, и для каждого класса (H,ϕ), представители которого имеют толь-
ко одну критическую точку, выберем такого представителя (H ′, Id), что H ′ ⊂
D1×D2, и положим bmf

(
(H,ϕ)

)
= bmf(H ′) ∈ Br [D2, {q1, . . . , qm}] = Brm. Оче-

видно, что это отображение продолжается до гомоморфизма bmf : Hurm→SBrm

и, кроме того, определяет на Hurm структуру полугруппы над группой кос Brm.
Полугруппа Hurm содержит подполугруппу HurA,m, элементы которой – это

классы, представители которых имеют только критические точки типа A. Из
теоремы 5.1 следует, что bmf : HurA,m → A является изоморфизмом полугрупп
над группой Brm.

§ 6. Регулярная гомотопия кривых Гурвица

6.1. Рождение и уничтожение пары ноудов. Кроме H-изотопии при-
ходится рассматривать (см. § 9) и такие деформации, при которых с кривой
Гурвица происходит “стандартное” преобразование, состоящее либо из возник-
новения (рождения) новой, либо из уничтожения некоторой старой пары но-
удов, имеющих противоположные знаки.
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Рождением пары ноудов вдоль простого пути γ называется преобразование
кривой Гурвица H = Ht∗−τ , заданное с помощью гомотопии Ht, t ∈ [t∗ − τ,

t∗ + τ ] и 0 < τ ≪ 1, удовлетворяющей следующим условиям:
1) кривые Ht изотопны друг другу вне некоторой окрестности U пути γ;
2) в U существуют такие вещественные координаты (x, y, u, v), что про-

екция pr: FN → CP1 в этих координатах совпадает с отображением
pr: (x, y, u, v) → (x, y), а путь γ совпадает с путем {u ∈ [−τ, τ ], x =
v = y = 0};

3) для каждого t ∈ [t∗ − τ, t∗ + τ ] кривая Ht ∩ U состоит из двух дисков,
которые являются графиками сечений

s±t : (x, y) 7→ (u, v) =
(
±

(
x2 − (t− t∗)

)
, ±y

)
.

Диск, заданный формулой D := {v = y = 0, x ∈ [−
√
τ ,
√
τ ], x2 − τ 6 u 6

τ − x2}, называется диском Уитни, вдоль которого происходит рождение пары
ноудов.

Рис. 4

Обратное преобразование называется уничтожением пары ноудов вдоль
диска Уитни D.

Путь γ лежит в слое {x = y = 0} и соединяет две точки, лежащие на кривой
H = Ht∗−τ ; “рожденные” ноуды p− и p+ имеют противоположные ориентации:
один из них – положительный, а другой – отрицательный. Обращение тече-
ния времени t на противоположное заменяет операцию рождения ноудов на
уничтожение пары ноудов.

Две кривые Гурвица называются регулярно гомотопными, если одна из них
может быть получена из другой с помощью композиции конечного числаH-изо-
топий, рождений и уничтожений пар ноудов.

Обоснованием данного определения является следующее утверждение, до-
казательство которого является легким упражнением.

Лемма 6.1. Пусть φt : Σ → FN – гладкая гомотопия отображений зам-
кнутой ориентированной вещественной поверхности Σ в FN , обладающая
следующими свойствами:

1) для каждого t композиция pr ◦φt : Σ → CP1 является разветвленным
накрытием;

2) отображение φt является H-изотопией в некоторой окрестности всех
критических точек отображения pr ◦φt ;



60 ВИК.С. КУЛИКОВ

3) отображение φt является общим относительно условий 1) и 2).
Тогда φt является регулярной гомотопией.

Следующая лемма описывает условия, достаточные для рождения пары но-
удов.

Лемма 6.2. Пусть H – кривая Гурвица в FN , R – слой проекции pr, не
содержащий критических точек кривой H , γ ⊂ R – простой путь в R \ H ,
концы которого лежат на H , U – произвольная окрестность пути γ в FN .
Тогда существует регулярная гомотопия φt кривой H , в результате которой
рождается пара ноудов вдоль пути γ и которая является постоянной вне U .

Доказательство. Из условий леммы следует, что путь γ пересекает кри-
вую H трансверсально. Уменьшая, если необходимо, окрестность U , можно
выбрать такие локальные координаты (x, y, u, v) в U , удовлетворяющие усло-
вию 2) из определения рождения пары ноудов, что U ∩H состоит из двух дис-
ков, являющихся графиками непересекающихся сечений s±t∗−τ : (x, y) 7→ (u, v) =(
±(x2 + τ),±y

)
. Лемма 6.2 доказана.

Легко видеть, что если кривая Гурвица H2 получена из кривой Гурвица H1

в результате рождения пары ноудов, то разложения на множители брэйд-мо-
нодромий кривых Гурвица H1 и H2 связаны следующим соотношением:

bmf(H2) = bmf(H1) · g · (g−1),

где g – некоторый элемент из A1.
Следующая лемма показывает, что верно и обратное утверждение.

Лемма 6.3 [46]. Пусть H – кривая Гурвица в FN и p+, p− ∈ Crit(H ) – две
нодальные особые точки такие, что слои расслоения FN , проходящие через
точки p± , не проходят через другие точки из Crit(H ). Предположим, что
найдется простой гладкий путь γ ⊂ CP1 , удовлетворяющий следующим ус-
ловиям:

1) концы пути γ совпадают с проекциями q± := pr(p±) нодальных то-
чек p± ;

2) открытый путь γ не проходит через точки, лежащие в pr(Crit(H ));
3) пусть q0 ∈ CP1 \ Crit(H ) – базисная точка и R0 – слой расслоения FN

над точкой q0 , γ− ⊂ CP1 \ Crit(H ) – гладко вложенный путь от точ-
ки q0 до точки q− , γ+ ⊂ CP1 \Crit(H ) – путь от точки q0 до q+ , полу-
ченный как композиция путей γ− и γ , и пусть µ± – брэйд-монодромии
кривой H в группе кос Brm(R0) в точках p± вдоль путей γ± связаны
соотношением µ+ · µ− = 1 ∈ Brm(R0).

Тогда эта пара нодальных точек (p+, p−) может быть уничтожена с помо-
щью регулярной гомотопии φt , постоянной вне произвольной заранее выбран-
ной окрестности U ⊂ FN множества pr−1(γ).

Легко видеть, что уничтожение пары ноудов вдоль пути γ – если оно возмож-
но – зависит только от класса изотопных путей с фиксированными концами,
которому принадлежит γ. Заметим также, что условие, наложенное на мо-
нодромию в лемме 6.3, является необходимым и достаточным условием для
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потенциальной возможности уничтожить пару ноудов. Скажем, что два эле-
мента s1, s2 ∈ SBrm

слабо эквивалентны, если c(s1) = c(s2), где c : SBrm
→

SBrm,A1∪A−3 – гомоморфизм сокращения, определенный в п. 2.2. В качестве
следствия получаем следующее утверждение.

Предложение 6.1. Две кривые Гурвица H0, H1 ⊂ FN степени m являют-
ся регулярно гомотопными тогда и только тогда, когда bmf(H1) и bmf(H2)
слабо эквивалентны.

6.2. Критерий регулярной гомотопности каспидальных кривых
Гурвица. Пусть H ⊂ FN – каспидальная кривая Гурвица, bmf(H ) = s−3 ·
s0 · s1 · . . . · sk, где si ∈ Ai = SAi

. Пусть li – длина элемента si (возможно,
некоторые li = 0). Упорядоченные наборы чисел t(H ) = (l−3, l1, l2, . . . , lk)
и t̄(H ) = (l1− l−3, l2, . . . , lk) называются соответственно типом и приведенным
типом множества особых точек кривой H.

Теорема 6.1 [46]. Любые две неприводимые каспидальные кривые Гурвица
H1, H2 ⊂ FN степени m являются регулярно гомотопными тогда и только
тогда, когда они имеют одинаковые приведенные типы множества особых
точек.

Более того, если H0 и H1 являются симплектическими поверхностями
относительно некоторой симплектической формы ω , совместимой с кано-
ническим расслоением FN на проективные прямые CP1 , то регулярная гомо-
топия, связывающая эти поверхности, может быть выбрана ω-симплекти-
ческой.

Приведем набросок одного из доказательств этой теоремы.
Очевидно, что если каспидальные кривые Гурвица H1, H2 ⊂ FN являются

регулярно гомотопными, то они имеют одинаковые приведенные типы множе-
ства особых точек.

Пусть H1 и H2 имеют одинаковые приведенные типы множества особых
точек t̄ = ( l̄1, l2, . . . , lk). Рассмотрим накрытия pr ◦fi : Σi → CP1, i = 1, 2, где
fi : Σi → FN – отображения, участвующие в определении кривых Гурвица. Эти
накрытия разветвлены в прообразах f−1

i (pi,j) точек pi,j ∈ CritHi, монодромия
которых bi,j ∈ An с четными n, причем порядок ветвления в каждой из этих
точек равен двум. Из формулы Гурвица следует, что поверхности Σ1 и Σ2

имеют одинаковый род g, равный
∑

n>0 l2n − m + 1, так как l0 определяется
однозначно по приведенному типу множества особых точек: l0 = Nm(m− 1)−∑

n>2(n+ 1)ln − 2l̄1.
Рассмотрим естественный гомоморфизм γm : Brm → Sm в симметрическую

группу Sm. Элементы z2
k,l, 1 6 k < l 6 m, порождают ker γm = Pm – группу

крашенных кос, где zk,l = (al−1 . . . ak+1)ak(al−1 . . . ak+1)−1 для k < l.
Согласно теореме Гурвица имеем γm∗(bmf(H1)) = γm∗(bmf(H2)) = hm,g, где

hm,g – элемент Гурвица рода g (см. п. 2.1). Заметим, что образ γm(b) ∈ Sm

является либо транспозицией, если b ∈ An с четным n, либо он равен 1 ∈ Sm,
если b ∈ An с нечетным n. Если bmf(Hi) = bi,1 · . . . · bi,l, то по предположению
теоремы для i = 1, 2 образы γm(bi,j) элементов bi,j ∈

⋃∞
n=0A2n порождают

группу Sm.
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Так как множители, входящие в разложения на множители элемента hm,g,
порождают всю группу Sm, то, неоднократной перестановкой множителей
в bmf(Hi) мы можем добиться того, что bmf(Hi) = si,even · si,odd, где

si,odd = si,−3 · si,1 · . . . · si,min(2[k/2]+1,k), si,even = si,0 · si,2 · . . . · si,2[k/2]

и где si,j = bi,j,1 · . . . · bi,j,dj ∈ Aj , причем для нечетных j каждое из bi,j,l равно
gi,j,lz

j+1
1,2 g

−1
i,j,l, где все gi,j,l ∈ Pm.

Лемма 6.4 [46]. Пусть элемент b ∈ A0 имеет тот же самый образ в Sm ,
что и zk0,l0 , т.е. γm(b) = γm(zk0,l0) = (k0, l0). Тогда существует элемент
p ∈ Pm такой, что b = pzk0,l0p

−1 . Более того, элемент p можно выбрать
таким, что он может быть записан как положительное слово в алфави-
те {z2

i,j}.

Согласно предложению 6.1 элементы s̄M1,i = bmf(Hi) ·
(
δ̃2 · δ̃−2

)M являются
разложениями на множители брэйд-монодромии кривых, регулярно гомотоп-
ных кривым H1 и H2, где

δ̃2m =
2∏

l=m

l−1∏
k=1

z2
k,l ∈ SA1 , δ̃−2

m =
m∏

l=2

1∏
k=l−1

z−2
k,l ∈ SA−3 .

Для любых i и j элемент δ̃2m можно записать в виде δ̃2m = z2
i,j · δi,j с неко-

торым δi,j ∈ A1 (так как согласно предложению 4.2 элемент δ̃2m инвариантен
при сопряжении), и, кроме того, согласно предложению 2.1 имеем s · δ̃2 = δ̃2 · s
и s · δ̃−2 = δ̃−2 · s для всех s ∈ SBrm . Поэтому, применив лемму 6.4 к мно-
жителям элементов s̄M,i с достаточно большим M ∈ N, с помощью неод-
нократных перестановок множителей, входящих в δ̃2, можно показать, что
s̄M,i = s·(si,+ ·si,−)·s′ ·

(
δ̃−2

)M , где s′ ∈ A1, α(s) = ∆2N и c(si,+ ·si,−) = 1. А так
как α(s̄M,i) = ∆2N

m , то α(s′) = ∆2M
m и из теоремы 5.5 следует, что s′ =

(
δ̃2

)M .
Отсюда вытекает регулярная гомотопность кривых H1 и H2.

Следующее утверждение является следствием из теорем 6.1 и 5.3.

Следствие 6.1. Пусть C0 и C1 – две обыкновенные каспидальные непри-
водимые симплектические поверхности в (CP2, ω0), degC0 = degC1 , псевдо-
голоморфные относительно ω0-ручных почти комплексных структур J0 и J1

соответственно. Если C0 и C1 имеют совпадающие числа ноудов и каспов,
то они могут быть продеформированы одна в другую с помощью C1-гладкой
симплектической гомотопии в CP2 .

§ 7. Фундаментальные группы дополнений к кривым Гурвица

7.1. Теоремы Зариского–ван Кампена. Одним из инвариантов вложе-
ния кривой Гурвица H в поверхность Хирцебруха FN является фундаменталь-
ная группа π1(FN \H ). Зная разложение на множители bmf(H ) брэйд-моно-
дромии кривой H, легко выписать копредставление этой группы.

Действительно, пусть D = D1(r1) × D2(r2) – это замкнутый бидиск
в FN такой, что ограничение на H ∩ D проекции pr: D → D1(r1) является
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собственным отображением степени m, и предположим, что pr(CritH ) ∩
∂D = ∅. Как и в п. 4.3, обозначим через u1, . . . , un ∈ D1(r1) критические
значения проекции pr|H , лежащие вD1 = D1(r1), зафиксируем некоторую точку
p0 ∈ ∂D1 и выберем хороший геометрический базис γ1, . . . , γn группы π1

(
D1 \

{u1, . . . , un}, p0

)
. Зафиксировав хороший геометрический базис x1, . . . , xm

группы π1

(
D2 \K(p0), q0

)
, где K(p0) = H ∩ pr−1(p0), D2 = D2(r2) и q0 ∈ ∂D2,

и выбрав порождающие (полуповороты) a1, . . . , am−1 группы Brm[D2,K(p0)],
стандартно действующие на базисе x1, . . . , xm свободной группы π1

(
D2 \

K(p0), q0
)
, получим разложение на множители bmf(H,D1) = b1 · . . . · bn

брэйд-монодромии кривой H над диском D1.
Удалив слои Rui

над критическими точками u1, . . . , un, получим локально
тривиальное C∞-расслоение

pr: D \
(
H ∪

( ⋃
i

Rui

))
→D1 \ {u1, . . . , un}.

Следовательно, имеет место точная последовательность групп

1→π1

(
D2\K(p0), q0

)
→π1

(
D \

(
H∪

( ⋃
i

Rui

))
, q0

)
→π1

(
D1\{u1, . . . , un}, p0

)
→ 1,

т. е. группа π1

(
D \

(
H∪

( ⋃
iRui

))
, q0

)
есть расширение свободной группы π1

(
D1\

{u1, . . . , un}, p0

)
= ⟨γ1, . . . , γn⟩ с помощью свободной группы ⟨x1, . . . , xm⟩ =

π1

(
D2 \K(p0), q0

)
. Отождествив диск D1 с диском pr−1

2

(
pr2(q0)

)
⊂ D, где pr2 –

это проекция бидиска D на второй сомножитель D2, получаем вложение груп-
пы π1

(
D1 \ {u1, . . . , un}, p0

)
в группу π1

(
D \

(
H ∪

( ⋃
iRui

))
, q0

)
. Легко видеть,

что при этом вложении γjxiγ
−1
j = (xi)bj для всех i = 1, . . . ,m и j = 1, . . . , n,

т. е. группа π1

(
D \

(
H ∪

( ⋃
iRui

))
, q0

)
имеет следующее копредставление:

π1

(
D \

(
H ∪

( ⋃
i

Rui

))
, q0

)
= ⟨x1, . . . , xm, γ1, . . . , γn |

γjxiγ
−1
j = (xi)bj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n⟩.

В качестве следствия получаем следующую теорему.

Теорема 7.1. Пусть H – кривая Гурвица степени m на поверхности Хир-
цебруха FN , и пусть D = D1(r1)×D2(r2) – это замкнутый бидиск в FN такой,
что ограничение на H ∩ D проекции pr: D → D1(r1) является собственным
отображением степени m. Тогда фундаментальная группа π1(D \ H ) явля-
ется C-группой и, более того,

π1(D \H ) ≃ G(s) = ⟨x1, . . . , xm | xi = (xi)bj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n⟩,

где s = bmf(H,D1) = b1 · . . . · bn – разложение на множители брэйд-монодро-
мии кривой H над диском D1 , а G(s) – группа, ассоциированная с элементом
s ∈ SBrm

.

Из теорем 3.4 и 4.1 следует обратное утверждение: любая C-группа G мо-
жет быть реализована как фундаментальная группа π1(D \H ) для некоторой
кривой Гурвица H. Более того, имеет место следующая теорема.
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Теорема 7.2. Каждая C-группа G может быть реализована как фунда-
ментальная группа π1(D \ C) для некоторой неособой алгебраической кривой
C ⊂ FN .

Устремляя r1 и r2 в теореме 7.1 к бесконечности, получаем следующую тео-
рему.

Теорема Зариского–ван Кампена. Пусть H ⊂ FN – кривая Гурвица
степени m и bmf(H ) = s – разложение на множители ее брэйд-монодромии.
Тогда:

π1(C2 \H ) ≃ G(s),

где C2 = FN \ (EN ∪R∞), и

π1(FN \H ) ≃ G(s)/{(x1 . . . xm) = 1}
= ⟨x1, . . . , xm | x1 . . . xm = 1, xi = (xi)bj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n⟩.

Техника брэйд-монодромных разложений на множители была применена
в восьмидесятые годы прошлого столетия Б. Мойшезоном и М. Тайхер к вычис-
лению фундаментальных групп дополнений к плоским алгебраическим кривым
во многих конкретных примерах. В частности, ими были вычислены фунда-
ментальные группы дополнений к кривым ветвления общих проекций поверх-
ностей на проективную плоскость (определение общей проекции см. в § 8) в сле-
дующих случаях: для проекций неособых поверхностей, лежащих в CP3; для
проекций плоскости CP2, вложенной с помощью вложений Веронезе в проек-
тивные пространства; для проекций квадрики CP1 × CP1, вложенной в проек-
тивные пространства с помощью линейных систем |al1 + bl2| [6]–[13]. Отметим,
что вычисление этих фундаментальных групп позволило им построить контр-
пример к известной в свое время гипотезе о том, что алгебраические поверх-
ности общего типа, инварианты которых удовлетворяют неравенству c21 > 2c2,
не являются односвязными (см. [49]).

Согласно предложению 4.3 и лемме 3.7 фундаментальные группы π1(C2 \H)
к аффинным кривым Гурвица H являются гурвицевскими C-группами, так
как α(s) = ∆2N

m для s = bmf(H ), если H ⊂ FN . Из теорем 3.5, 4.2 и леммы 4.1
следует обратное утверждение.

Теорема 7.3. Для каждой гурвицевской C-группы G степени m сущест-
вуют натуральное число n и полуалгебраическая кривая Гурвица H ⊂ CP2

степени 2nm с особыми точками типа vm = um такие, что π1(C2 \ H)
C-изоморфна группе G.

Доказательства приведенных выше теорем дословно переносятся на случай
псевдоголоморфных кривых в CP2.

Теорема Зариского–ван Кампена (псевдоголомофный случай). Пусть
H ⊂ CP2 – псевдоголоморфная кривая степени m, разложение на множители
брэйд-монодромии которой относительно некоторого пучка псевдоголоморф-
ных прямых равно bmf(H ) = b1 · . . . · bn . Тогда

π1

(
CP2 \ (H ∪R∞)

)
≃ G

(
bmf(H )

)
,
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где R∞ – псевдоголоморфная прямая, принадлежащая этому пучку и находя-
щаяся в общем положении относительно кривой H , и

π1(CP2 \H ) ≃ ⟨x1, . . . , xm | x1 . . . xm = 1,

xi = (xi)bj , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n⟩.

Применяя перемасштабирование, мы можем считать, что почти алгебраи-
ческая кривая H является симплектической поверхностью. Поэтому из теоре-
мы 7.3 вытекает следующий результат.

Теорема 7.4. Для каждой гурвицевской C-группы G степени m сущест-
вуют натуральное число n, псевдоголоморфная кривая H ⊂ CP2 степени 2nm

с особыми точками типа vm = um и псевдоголоморфная прямая R∞ такие,
что π1

(
CP2 \ (H ∪R∞)

)
C-изоморфна группе G.

7.2. Проблема Зариского. Пусть C – плоская алгебраическая кривая.
В [50] О. Зариский сформулировал следующий вопрос: является ли группа
G = π1(CP2 \ C) финитно аппроксимируемой группой? (Группа G называется
финитно аппроксимируемой, если для любых двух элементов g1, g2 ∈ G най-
дутся конечная группа G̃ и эпиморфизм h : G → G̃ такие, что h(g1) ̸= h(g2).)

Естественно задать аналогичный вопрос в локальном случае, т. е. в случае
G = π1(D \ C), где D – некоторый бидиск в C2, а также в случае, когда G –
фундаментальная группа дополнения к кривой Гурвица или псевдоголоморф-
ной кривой в CP2. Ответ на данный вопрос в алгебраическом случае до сих
пор неизвестен. Однако во всех остальных случаях ответ отрицателен.

Хорошо известно (см., например, [33; теорема 4.10]), что конечно порож-
денная финитно аппроксимируемая группа является хопфовой (напомним, что
группа называется хопфовой, если она не изоморфна никакой своей собствен-
ной факторгруппе). Так, например, неприводимые C-группы

Gk = ⟨x1, x2 | (x−1
1 x2)kx1(x−1

1 x2)−kx−1
2 = 1⟩,

k ∈ N, не являются хопфовыми группами при k > 2, и, следовательно, они не
являются финитно аппроксимируемыми. (Группа Gk изоморфна группе Баум-
слага–Солитера ⟨a, x1 | x−1

1 akx1a
−(k+1) = 1⟩ (см. [51]), если положить x2 = x1a.)

Согласно теореме 7.2 каждая из этих C-групп может быть реализована как
фундаментальная группа π1(D \ C) для некоторой неособой алгебраической
кривой C ⊂ FN .

Используя группы Баумслага–Солитера, можно получить примеры гурви-
цевских C-групп, не являющихся хопфовыми группами (см. [27]). Так, напри-
мер, группа

G̃k = Gk × F1 ≃ ⟨x1, x2, x3 | (x−1
1 x2)kx1(x−1

1 x2)−k = x2,

[(x1x2x3), xi] = 1, i = 1, 2, 3⟩

является гурвицевской C-группой степени 3, составленной из двух неприводи-
мых компонент. Применяя теорему 7.3, получаем следующее утверждение.

3 УМН, т. 62, вып. 6
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Теорема 7.5 [27]. Существует полуалгебраическая кривая Гурвица H ⊂
CP2 , состоящая из двух неприводимых компонент, все особые точки кото-
рой являются простейшими тройными точками, т.е. локально они могут
быть заданы уравнением v(v2 − u2) = 0, и для которой группы π1(CP2 \ H )
и π1(C2\H) являются нехопфовыми и, в частности, эти группы не являются
финитно аппроксимируемыми.

Применяя перемасштабирование, мы можем считать, что H является сим-
плектической поверхностью. Поэтому имеет место следующая теорема.

Теорема 7.6 [27]. Существует псевдоголоморфная кривая H ⊂ CP2 с про-
стейшими тройными особыми точками, состоящая из двух неприводимых
компонент, для которой группа π1(CP2 \H ) является нехопфовой.

§ 8. Алгебраические разветвленные
накрытия проективной плоскости

8.1. Монодромия накрытия. По определению алгебраическое разветв-
ленное накрытие плоскости CP2 – это конечное голоморфное отображение f :
X → CP2 нормальной проективной неприводимой комплексной поверхности X
на проективную плоскость. Дивизор ветвления D ⊂ X – это дивизор якобиана
отображения f (кратность D в точке – это локальная степень отображения f

минус 1). Кривая ветвления H ⊂ CP2 – это образ носителя дивизора D или,
другими словами, множество точек, над которыми f не является локально об-
ратимым отображением.

Как упоминалось во введении, накрытие f определяет монодромию накры-
тия µ̄ : π1(CP2 \ H, p) → SN из π1(CP2 \ H, p) в симметрическую группу SN ,
N = deg f . Монодромия µ̄ определяется отображением f однозначно с точно-
стью до внутренних автоморфизмов симметрической группы. Обратно, соглас-
но теореме Грауэрта–Ремерта–Штейна [2] гомоморфизм µ̄ : π1(CP2\H, p) → SN ,
образ Im µ̄ которого транзитивно действует на множестве из N элементов, яв-
ляется монодромией некоторого конечного морфизма f : X → CP2 степени
deg f = N , где X – некоторая нормальная неприводимая проективная алгебра-
ическая поверхность.

Как известно, любая неособая проективная алгебраическая поверхность мо-
жет быть представлена как конечнолистное накрытие проективной плоскости.

Выбрав “бесконечно удаленную” прямую R∞ ⊂ CP2, находящуюся в общем
положении относительно кривой H, и положив C2 = CP2 \R∞, получим кано-
нический эпиморфизм i∗ : π1(C2 \H, p) → π1(CP2 \H, p), композицию которого
µ = µ̄ ◦ i∗ с монодромией µ̄ также будем называть монодромией накрытия f .

Согласно теореме Зариского–ван Кампена фундаментальная группа π1 =
π1(C2 \ H, p) является C-группой. Ее C-порождающие элементы могут быть
описаны следующим образом. Рассмотрим произвольную точку x ∈ H \SingH
и выберем прямую Π ⊂ C2, пересекающую H трансверсально в точке x. Пусть
Γ ⊂ Π – окружность малого радиуса с центром в x. Комплексная ориентация
на C2 определяет ориентацию на Γ. Пусть γ – петля, состоящая из: пути l
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в C2 \H, соединяющего точку p с точкой q ∈ Γ, окружности Γ (с положитель-
ной ориентацией) с началом и концом в q и возврата в p вдоль l в обратном
направлении. Такие петли γ (и соответствующие им элементы в π1) являются
C-порождающими элементами и называются геометрическими порождающи-
ми фундаментальной группы π1 = π1(C2 \H, p).

Для каждой особой точки si кривой H выберем малую окрестность Ui ⊂ C2

такую, что H ∩Ui задается (в локальных координатах в Ui) нормализованным
уравнением Вейерштрасса

wki +
ki−1∑
j=0

cj(z)wj = 0

(в частности, w2 = z3, если si является обыкновенным каспом, и w2 = z2, если
si – ноуд). Пусть pi – произвольная точка в Ui \H. Напомним, что если si –
обыкновенный касп, то π1(Ui \H, pi) изоморфна группе кос Br3 из трех нитей
и порождена двумя геометрическими образующими (скажем, a1 и a2), удовле-
творяющими соотношению a1a2a1 = a2a1a2, и если si – ноуд, то π1(Ui \H, pi)
изоморфна Z ⊕ Z и порождена двумя коммутирующими геометрическими об-
разующими.

Выберем гладкие пути li в C2 \ H, соединяющие точки pi с p. Этот выбор
определяет гомоморфизмы ψi : π1(Ui\H, pi) → π1. Группа ψi(π1(Ui\H, pi)) =Gi

называется локальной фундаментальной группой особой точки si. Локальные
фундаментальные группыGi зависят от выбора путей li и, следовательно, опре-
делены однозначно с точностью до сопряжения в π1.

Пусть bmf(H ) = s = b1 · . . . · bn ∈ SBrm
– брэйд-монодромное разложение

на множители кривой H и множитель bi, соответствующий ее особой точ-
ке si, имеет стандартную форму b̄i ∈ Brki,0, bi = g−1

i b̄igi. Обозначим через
Gbi,loc подгруппу в ассоциированной с элементом bmf(H ) группе G(bmf(H ))
(см. п. 3.4), порожденную элементами (xj)gi, j = 1, . . . , ki. Тогда, ввиду теоре-
мы Зариского–ван Кампена, группа Gi совпадает (с точностью до сопряжения)
с группой Gbi,loc.

8.2. Общие накрытия плоскости. Конечный морфизм f : X → CP2,
deg f = N , разветвленный над неприводимой (обыкновенной) каспидальной
кривой H, называется общим накрытием плоскости с дискриминантной кри-
вой H, если монодромия µ отображения f является общим гомоморфизмом,
т. е. удовлетворяет следующим условиям:

(i) µ – эпиморфизм;
(ii) образ µ(γ) каждой геометрической образующей γ является транспози-

цией в SN ;
(iii) образы µ(Gi) локальных фундаментальных групп Gi, соответствующих

особым точкам кривой H, являются подгруппами в SN порядков боль-
ше, чем 2.

Последнее условие эквивалентно тому, что X является неособой поверхно-
стью (см., например, [24]). Отметим, что если H является дискриминантной
кривой некоторого общего накрытия, то ее степень является четным числом,
degH = 2d. Для общего накрытия f полный прообраз f∗(H ) распадается

3*
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(если deg f > 2) в сумму f∗(H ) = 2D+C, где D ⊂ X – дивизор ветвления ото-
бражения f , имеющий кратность ветвления, равную двум, и C – приведенная
кривая, в которой f не разветвлено. Кривая D неособа и ограничение f|D на D
является морфизмом степени 1.

Если H – дискриминантная кривая общего накрытия f : X → CP2, то квад-
рат канонического класса K2

X поверхности X и ее топологическая эйлерова
характеристика e(X) связаны с инвариантами дискриминантной кривой H сле-
дующими формулами (см. [52]):

K2
S = 9deg f + 2d2 − 12d− c− n = 9deg f − 9d+ g − 1,

e(S) = 3 deg f + 4d2 − 6d− 3c− 2n = 3deg f + 2(g − 1)− c,
(21)

где 2d – степень кривой H, g – геометрический род ее нормализации, c – число
каспов и n – число ноудов.

Как известно, для каждой неособой проективной поверхности X, вложенной
в проективное пространство CPr, существует (быть может, после вложения
Веронезе CPr ↪→ CP(r+1)(r+2)/2 с помощью однородных форм степени 2) ли-
нейная проекция pr: CPr → CP2, ограничение которой на X является общим
накрытием плоскости. Такие накрытия будем называть общими проекциями
на проективную плоскость.

8.3. Гипотеза Кизини. Гипотеза Кизини [53] утверждает, что если общее
накрытие f : X → CP2 имеет степень deg f > 5, то f определяется своей дис-
криминантной кривой однозначно с точностью до изоморфизма поверхностиX.

Гипотеза Кизини эквивалентна следующему утверждению:
если для каспидальной плоской кривой H существуют два общих
гомоморфизма µi : π1(CP2 \ H ) → SNi

, i = 1, 2, и N1 > 5, то
N1 = N2 и µ2 = ψ ◦ µ2 , где ψ : SN1 → SN1 – некоторый внутрен-
ний автоморфизм группы SN1 .

Используя теорему Ходжа об индексе, в [52] было доказано, что гипотеза
Кизини верна для дискриминантной кривой H общего накрытия f : X → CP2,
если

deg f >
4(3d+ g − 1)

2(3d+ g − 1)− c
. (22)

Как было замечено в [54], из неравенства Богомолова–Мияоки–Яо следует,
что значения, которые может принимать правая часть неравенства (22), мень-
ше 12, другими словами, гипотеза Кизини верна для дискриминантных кривых
общих накрытий, степень которых больше 11. Кроме того, в [54] было также
показано, что если X является поверхностью не общего типа, то гипотеза Ки-
зини верна для дискриминантных кривых общих накрытий f : X → CP2, если
deg f > 8.

Условие deg f > 5 является существенным в гипотезе Кизини. Так, напри-
мер, кривая H ⊂ CP2 степени 6 с девятью обыкновенными каспами является
дискриминантной кривой четырех не эквивалентных общих накрытий проек-
тивной плоскости: три из них имеют степень четыре, а четвертое – степень три
(см. [55]).

В работе [56] доказана следующая теорема.
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Теорема 8.1. Пусть f : X → CP2 является общей проекцией. Тогда общее
накрытие f однозначно с точностью до изоморфизма поверхности X опреде-
ляется своей дискриминантной кривой H ⊂ CP2 за исключением случая, когда
X ≃ CP2 вложена в CP5 с помощью многочленов степени два (вложение Ве-
ронезе плоскости CP2 в CP5) и f является ограничением на поверхность X

линейной проекции pr: CP5 → CP2 .

8.4. Деформации комплексных структур на проективных алгебра-
ических поверхностях. Множество плоских кривых степени 2d естествен-
ным образом параметризуется точками пространства CPd(2d+3) (координаты
в котором – это коэффициенты уравнения кривой). Подмножество плоских
неприводимых кривых степени 2d и рода g, имеющих c обыкновенных каспов
и соответствующее количество ноудов в качестве своих особых точек, являет-
ся квазипроективным подмногообразием M (2d, g, c) ⊂ CPd(2d+3) (см., напри-
мер, [57]). Отметим, что если две неособые точки, принадлежащие одной и той
же неприводимой компоненте пространства Mred(2d, g, c), соответствуют кри-
вым H1 и H2, то пары (CP2, H1) и (CP2, H2) являются симплектически изо-
топными. В частности, в этом случае фундаментальные группы π1(CP2 \H1)
и π1(CP2 \H2) изоморфны. Следовательно, если H1 является дискриминант-
ной кривой некоторого общего накрытия, то H2 также является дискрими-
нантной кривой некоторого общего накрытия, и если степень накрытия боль-
ше 11, то это накрытие единственно.

Если X ⊂ CPr – неособая проективная поверхность, то линейные проек-
ции f : X → CP2 определяются точками из грассманиана Grr+1,r−2 (центра-
ми проекций). Множеству общих проекций соответствует некоторое открытое
по Зарискому множество U в Grr+1,r−2. Непрерывная вариация точки в U да-
ет непрерывное семейство общих проекций поверхности X, дискриминантные
кривые которых принадлежат непрерывному семейству эквисингулярных плос-
ких каспидальных кривых. Следовательно, дискриминантные кривые двух
общих проекций поверхности X ⊂ CPr принадлежат одной и той же неприво-
димой компоненте пространства M (2d, g, c).

Если X – поверхность общего типа, то согласно теореме Бомбиери при m > 5
сечения m-канонического класса mKX задают вложение (по модулю (−2)-кри-
вых) поверхности X в проективное пространство (т. е. образ поверхности X –
это нормальная поверхность, полученная изX стягиванием в особые точки всех
неособых рациональных кривых, индекс самопересечения которых равен −2).
Пусть две поверхности X1 и X2 общего типа с обильным каноническим клас-
сом, инварианты которых, K2

X = k и арифметический род pa = p, одинаковы,
вложены с помощью m-канонического класса в одно и то же проективное про-
странство CPr и принадлежат одной и той же неприводимой компоненте грубо-
го пространства модулей MX(k, p) поверхностей [58], тогда общие проекции f1
поверхности X1 и f2 поверхности X2, deg fi = m2k, принадлежат одному и то-
му же непрерывному семейству общих проекций. Следовательно, для таких
общих проекций f1 и f2 их дискриминантные кривые (которые будем называть
m-каноническими дискриминантными кривыми) принадлежат одной и той же
неприводимой компоненте пространства M (2d, g, c) (согласно формулам (21)
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тройка чисел (m, k, p) и инварианты (2d, g, c) m-канонической дискриминант-
ной кривой однозначно определяются друг другом). Следовательно, в силу
теоремы 8.1 индуцированное отображение из множества неприводимых компо-
нент пространства MX(k, p) в множество неприводимых компонент простран-
ства M (2d, g, c) является вложением. Таким образом, инварианты, различаю-
щие неприводимые компоненты пространства M (2d, g, c), различают неприво-
димые компоненты пространства модулей MX(k, p).

Отсюда следует, что брэйд-монодромный тип βcan,m(X) = bmt(Hm) отно-
сительно общей проекции на проективную прямую m-канонической дискрими-
нантной кривой Hm при m > 5 является инвариантом неприводимых компо-
нент пространства модулей MX(k, p) поверхностей общего типа с обильным
каноническим классом (здесь bmt(Hm) – это брэйд-монодромный тип кри-
вой Hm относительно общей проекции на проективную прямую). Как пока-
зывает следующий пример, этот инвариант должен, по всей видимости, раз-
личать, по крайней мере, разные связные компоненты пространства модулей
поверхностей общего типа.

Пример 8.1. ПустьX – поверхность общего типа геометрического рода нуль
с K2

X = 9. Так как топологическая эйлерова характеристика e(X) = 3, то X
является поверхностью Мияоки–Яо, и, следовательно, универсальным накры-
тием поверхности X является шар в C2. Поэтому согласно [59] любой гомео-
морфизм h поверхности X гомотопен голоморфному либо антиголоморфно-
му автоморфизму поверхности X. С другой стороны, в [60] было показано,
что поверхности общего типа геометрического рода нуль с K2

X = 9 не име-
ют антиголоморфных автоморфизмов. Следовательно, любой гомеоморфизм
поверхности X гомотопен голоморфному автоморфизму. Кроме того, отсю-
да следует, что если X = (M,J), где M – подлежащее вещественное много-
образие, а J – комплексная структура на X, то комплексное многообразие
X = (M,−J) не изоморфно многообразию X и, следовательно, поверхности X

и X принадлежат разным неприводимым компонентам пространства модулей
поверхностей общего типа (так как X и X – жесткие поверхности, то соот-
ветствующие компоненты нульмерны). Пусть Hm,1 ⊂ CP2 – m-каноническая
дискриминантная кривая общего накрытия fm : X → CP2, заданного сечени-
ями m-канонического класса. Рассмотрим стандартное комплексное сопряже-
ние c : CP2 → CP2, заданное в однородных координатах формулой c∗(xi) = x̄i.
Композиция f̄m = c ◦ fm : Xm → CP2 также является m-каноническим общим
накрытием с дискриминантной кривой Hm,2 = c(Hm,1). Отметим, что па-
ры (CP2, Hm,1) и (CP2, Hm,2) являются диффеоморфными. С другой стороны,
имеем f̄∗m,2([L]) = m[KX ] = −m[KX ] ∈ H2(X,Z), где L – прямая в CP2, и легко
видеть, что если бы кривые Hm,1 и Hm,2 были изотопны, то ввиду единственно-
сти общего гомоморфизма из π1(CP2\Hm,1) ≃ π1(CP2\Hm,2) в симметрические
группы (теорема 8.1) эта изотопия индуцировала бы гомеоморфизм поверхно-
стей h : X → X такой, что h∗([KX ]) = −[KX ]. Следовательно, он должен был
бы быть гомотопен антиголоморфному автоморфизму поверхности X. Но это
невозможно ввиду отсутствия у X антиголоморфных автоморфизмов. Отсюда
и из теоремы 5.1 следует, что bmt(Hm,1) ̸= bmt(Hm,2).
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Как отмечалось выше, образ Xm поверхности общего типа X при m-канони-
ческом отображении в проективное пространство может стать особым, если
на X лежат (−2)-кривые. Особые точки поверхности Xm – это особые точки
типов An, n > 1, Dn, n > 4, E6, E7 и E8, локальные уравнения которых:

An : z2 = v2 − un+1 (n > 1),

Dn : z2 = (v − 2u)
(
v2 − un−2

)
(n > 4),

E6 : z2 = v3 − u4,

E7 : z2 = v(v2 − u3),

E8 : z2 = v3 − u5.

Общая линейная проекция fm : Xm → CP2 разветвлена над алгебраической
кривой Hm. В окрестности особой точки s поверхности Xm накрытие fm изо-
морфно проекции на плоскость с координатами u, v поверхности z2 = h(u, v),
где z2 = h(u, v) – уравнение одной из A-, D- или E-особенностей. Точке s

соответствует особая точка o кривой H такого же типа, что и точка s. На кри-
вой Hm кроме особых точек, произошедших из особых точек поверхности Xm,
которые мы будем называть s-точками, имеются еще дополнительные особые
точки типа A1 (ноуды) и A2 (каспы), которые мы будем называть p-ноудами
и p-каспами. Обозначим через 2d степень кривой Hm (это четное число).

Монодромия µ̄m : π1(CP2\H ) → SN , где N = m2K2
X , обладает следующими

свойствами:
(i) µ̄m является эпиморфизмом;
(ii) образ µ̄m(γ) каждой геометрической образующей γ является транспози-

цией в SN ;
(iii) образы µ̄m(Gi) локальных фундаментальных групп Gi, соответствую-

щих особым точкам oi кривой H, являются подгруппами в SN порядков
больше чем 2, если oi являются p-точками, и подгруппами порядка 2,
если oi являются s-точками.

Применяя обобщение неравенства (22) к общим накрытиям плоскости по-
верхностями с A-, D- или E-особенностями, заданным кратным каноническим
классом (см. [61]), как и в неособом случае, можно показать, что индуциро-
ванное отображение из множества связных компонент пространства MX(k, p)
в множество связных компонент пространства M (2d,> c,>n) также являет-
ся вложением, где M (2d,> c,>n) – подпространство плоских неприводимых
кривых степени 2d, имеющих по крайней мере c обыкновенных каспов и n

ноудов, а также некоторое количество других A-, D- или E-особых точек в ка-
честве своих особенностей. Отсюда следует, что если bmf(H ) = sp · ss, где
ss = b1 · . . . · bl – произведение всех локальных монодромий s-точек кривой Hm,
то брэйд-монодромный тип βcan,m(X) элемента sp · r(ss) (т. е. его орбита при
действии Brdeg Hm

на SBrdeg Hm
) является инвариантом связной компоненты

пространства модулей поверхностей общего типа, которой принадлежит по-
верхность X. Здесь r(ss) – это регенерация элемента ss, полученная заменой
каждого множителя bi = gib̄ig

−1
i произведением (giaj1(i)g

−1
i ) · . . . · (giajni

(i)g
−1
i ),

и b̄i = aj1(i) . . . ajni
(i) ∈ Br+k – стандартная форма брэйд-монодромии особой точ-

ки oi кратности k. Отметим, что sp ·r(ss) является разложением на множители
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брэйд-монодромии кривой Гурвица, полученной из кривой Hm в результате
сглаживания всех ее s-точек.

Гипотеза 8.1. Пусть поверхности общего типа X1 и X2 принадлежат
разным связным компонентам пространства модулей поверхностей общего
типа. Тогда βcan,m(X1) ̸= βcan,m(X2) при m > 5.

Эта гипотеза показывает важность решения следующих проблем.

Проблема 8.1. Разрешима ли проблема слов в полугруппе SA0∪A1∪A2 ?

Проблема 8.2. Существует ли конечный алгоритм для решения вопроса
о том, являются ли два элемента s1, s2 ∈ SA0∪A1∪A2 сопряженными в этой
полугруппе (т.е. существует ли b ∈ Brm такой, что s2 = λ(b)(s1))?

§ 9. Конечнолистные симплектические
накрытия проективной плоскости

9.1. Построение конечнолистных накрытий проективной плоско-
сти, разветвленных вдоль кривых Гурвица. Пусть кривая Гурвица
H ⊂ CP2 задана как множество нулей сечения расслоения L (m) (см. п. 5.4),
которое удовлетворяет условиям, описанным в лемме 5.1. Рассмотрим гомо-
морфизм µ : π1 → SN из фундаментальной группы π1 = π1(C2 \H) дополнения
к аффинной кривой ГурвицаH = (CP2\R∞)∩H в симметрическую группу SN

такой, что его образ Imµ действует транзитивно на множестве, состоящем
из N элементов.

Пусть si – отрицательный ноуд кривой H. Локальная фундаментальная
группа Gi точки si порождается двумя коммутирующими геометрическими по-
рождающими элементами, скажем, γi,1 и γi,2. Обозначим Ni,j = {1 6 n 6 N |
µ(γi,j)(n) ̸= n}. Скажем, что гомоморфизм µ является хорошим в отрицатель-
ном ноуде si, если Ni,1 ∩ Ni,2 = ∅. Гомоморфизм µ называется монодромией
степени N , если он является хорошим во всех отрицательных ноудах.

Гомоморфизм µ определяет неразветвленное накрытие f = fµ : X → C2 \H
степени N . Это накрытие может быть продолжено до конечного разветвлен-
ного накрытия f̃ : X̃ → CP2 с ветвлением вдоль H и, возможно, вдоль R∞.

Для того чтобы описать это продолжение, рассмотрим одну из геометриче-
ских порождающих γ с центром в точке p ∈ H \CritH, где CritH – множество
критических точек кривой H. Образ µ(γ) в SN является произведением цик-
лических перестановок σ1, . . . , σnp (возможно, что порядки некоторых из этих
перестановок равны единице). Каждая из этих перестановок σl циклически
переставляет элементы в множестве {n1,l, . . . , nrl,l}, 1 6 nj,l 6 N , где rl –
порядок перестановки. Тогда число прообразов f̃−1(p) равно np и каждая точ-
ка q из f̃−1(p) соответствует некоторой циклической перестановке σl. Вблизи
точки ql, соответствующей циклической перестановке σl, накрытие f̃ является
циклическим накрытием степени rl, разветвленным вдоль H и локально изо-
морфным подмногообразию в C3, заданному уравнением wrl = v − vj(u), где
v − vj(u) = 0 – локальное уравнение кривой H в точке p. Эти локальные
изоморфизмы определяют на X̃ структуру гладкого многообразия в каждой
точке q, лежащей над точкой p ∈ H \ CritH.
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Пусть si ∈ CritH является отрицательным ноудом. Как было упомяну-
то выше, локальная фундаментальная группа Gi порождается двумя геомет-
рическими порождающими элементами γi,1 и γi,2. Образы µ(γi,j) в SN яв-
ляются произведениями циклических перестановок σ1,i,j , . . . , σki,j ,i,j . Пусть
σl,i,j = (n1,l,i,j , . . . , nrl,i,j ,l,i,j) – перестановка порядка rl,i,j . Положим Ni,1,2 =
{1 6 n 6 N | µ(γi,1)(n) = n и µ(Γi,2)(n) = n}. Так как µ является монодромией,
множество f̃−1(si) находится во взаимно однозначном соответствии с объедине-
нием всех циклических перестановок σl,i,j , j = 1, 2, имеющих порядки больше
единицы, и множестваNi,1,2. Более того, если q ∈ f̃−1(si) соответствует элемен-
ту из Ni,1,2, то f̃ является изоморфизмом некоторой окрестности V точки q и ее
образа f̃(V ), и если q ∈ f̃−1(si) соответствует циклической перестановке σl,i,j

порядка больше единицы, то ограничение накрывающего отображения f̃ на
некоторую окрестность точки q является циклическим накрытием некоторой
окрестности точки si степени rl,i,j , разветвленным в j-й ветви отрицательно-
го ноуда. Это накрытие локально изоморфно многообразию в C3, заданному
уравнением wrl,i,j = v − vj(u), где v − vj(u) = 0 – локальное уравнение j-й
ветви кривой H в точке si. Эти локальные изоморфизмы определяют на X̃

структуру гладкого многообразия в каждой точке q ∈ f̃−1(si).
Пусть si ∈ CritH не является отрицательным ноудом. Тогда над неболь-

шой окрестностью U точки si, в которой кривая H задается аналитическим
уравнением, прообраз f̃−1(U) является несвязным объединением nsi

открытых
окрестностей, находящихся во взаимно однозначном соответствии с элемента-
ми из множества орбит действия группы µ(Gi) на множестве, состоящем из N
элементов. Согласно теореме Грауэрта, Ремерта и Штейна (доказательство
см. в [59]), над окрестностью U точки si многообразие X̃ может быть снабжено
структурой двумерного комплексно-аналитического многообразия.

По предположению в некоторой окрестности U прямой R∞ (где U = CP2 \
B(r) и B(r) ⊂ C2

1 – это шар радиуса r ≫ 1) кривая H совпадает с алгебра-
ической кривой C ⊂ CP2 степени m, заданной в U уравнением vm

2 − 1 = 0.
Если мы выберем базисную точку p0 лежащей в U , мы можем рассмотреть ко-
представления Зариского–ван Кампена группы π1 и фундаментальной группы
π̃1 = π1

(
CP2 \ (C ∪ R∞), p0

)
, имеющие одни и те же множества порождающих

элементов, и легко видеть, что эти представления определяют эпиморфизм
e : π̃1 → π1. Композиция µ ◦ e определяет разветвленное накрытие g̃ : Z̃ → CP2

с ветвлением вдоль C и, возможно, вдоль R∞. Легко видеть, что накрытия f̃
и g̃ изоморфны над U . Следовательно, многообразие f̃−1(U) может быть отож-
дествлено с g̃−1(U) с помощью изоморфизма h : f̃−1(U) → g̃−1(U). Таким об-
разом, мы можем рассматривать f̃−1(U) как комплексно-аналитическое мно-
гообразие.

Понятие симплектической поверхности с особенностями может быть обоб-
щено на произвольную размерность следующим образом.

Пусть Y – неособое проективное комплексное многообразие комплексной
размерности dimC Y = n и ω – кэлерова форма на Y , [ω] ∈ H2(Y,Z). Рас-
смотрим (Y, ω) как симплектическое многообразие, dimR Y = 2n. Замкну-
тое подмногообразие X в Y называется симплектическим (под)многообразием
с аналитическими особенностями, если существуют открытые подмножества
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U0 ⊂ U ⊂ Y такие, что замыкание U0 в Y содержится в U , X ∩ U является
комплексно-аналитическим подмножеством в U и X\U0 является гладким сим-
плектическим подмногообразием. Обозначим через SingX множество точек
из X, в которых X не является гладким. Тогда SingX является проективным
алгебраическим подмногообразием в Y .

В [15] была доказана следующая теорема.

Теорема 9.1. Пусть H – кривая Гурвица (возможно, с отрицательными
ноудами), µ : π1(C2 \ H) → SN – монодромия и f̃ : X̃ → CP2 – конечное на-
крытие, ассоциированное с монодромией µ. Тогда X̃ может быть вложено
в некоторое проективное пространство CPM как симплектическое подмного-
образие с аналитическими особенностями и f̃ является ограничением неко-
торой линейной проекции pr: CPM → CP2 .

Доказательство этой теоремы состоит в том, что для каждой описанной вы-
ше окрестности f̃−1(U) покрытия плоскости CP2 окрестностями {U} строится
вложение в проективное пространство CPM при некотором достаточно боль-
шом M , согласованное на пересечении этих окрестностей, такое, что образ
многообразия X̃ при полученном вложении в CPM является симплектическим
многообразием с аналитическими особенностями.

Кроме того, там же была доказана следующая лемма.

Лемма 9.1. Пусть X – симплектическое многообразие с аналитически-
ми особенностями в комплексном проективном многообразии Y с кэлеровой
формой ω , [ω] ∈ H2(Y,Z). Пусть Z ⊂ SingX – неособое проективное под-
многообразие в Y , σ : Y → Y – моноидальное преобразование многообразия Y

с центром в Z и X – собственный прообраз многообразия X . Тогда суще-
ствует кэлерова форма ω на Y , [ω] ∈ H2(Y ,Z), такая, что X является
симплектическим многообразием с аналитическими особенностями в (Y , ω ).

Эта лемма и теорема Хиронаки о разрешении аналитических особенностей
влекут

Следствие 9.1. Для конечного разветвленного накрытия f̃ : X̃ → CP2 с
ветвлением вдоль кривой Гурвица H ⊂ CP2 и, возможно, вдоль R∞ суще-
ствует вложение в некоторое проективное многообразие Y разрешения осо-
бенностей X симплектического многообразия с аналитическими особенно-
стями X̃ такое, что X является симплектическим подмногообразием в этом
проективном многообразии относительно некоторой кэлеровой формы ω ,
[ω] ∈ H2(Y,Z).

9.2. Общие симплектические накрытия проективной плоскости.
Пусть (X,ω) – компактное симплектическое четырехмерное многообразие
с симплектической формой ω, класс когомологий которой [ω] ∈ H2(X,Z).
Зафиксируем совместимую с ω почти комплексную структуру J и соответству-
ющую риманову метрику g. Пусть L – линейное расслоение на X, первый класс
Черна которого есть [ω]. В [3] доказано, что для k ≫ 0 линейное расслоение L⊗k

имеет много почти голоморфных сечений, так что можно выбрать три из них,
которые дают почти голоморфное общее накрытие fk : X → CP2 степени
Nk = k2[ω]2, разветвленное вдоль каспидальной кривой Гурвица H (возможно,
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с отрицательными ноудами). Накрытия fk локально ведут себя так же, как
общие проекции в алгебраическом случае.

Обратно, если заданы каспидальная неприводимая кривая ГурвицаH ⊂ CP2

(возможно, с отрицательными ноудами) и общий гомоморфизм (монодромия) µ̄
из фундаментальной группы ее дополнения в симметрическую группу SN , то
согласно теореме 9.1 можно построить гладкое накрытие f : X → CP2 сте-
пени N , разветвленное над H, причем X вложено в некоторое проективное
пространство CPM как симплектическое подмногообразие (X,ω) с симплек-
тической формой ω, являющейся ограничением формы Фубини–Штуди, а f

является ограничением на X некоторой линейной проекции и [ω] = f∗(c1(R)) ∈
H2(X,Z), где c1(R) – это класс когомологий, двойственный прямой R ∈ CP2.

В алгебраическом случае если (X,L) – поляризованная проективная поверх-
ность, где L – обильное линейное расслоение на X, то для достаточно большо-
го k сечения расслоения L⊗k определяют вложение поверхности X в некоторое
проективное пространство CPr. Ограничение общей проекции CPr → CP2 на X
дает общее накрытие fk : X → CP2, разветвленное в некоторой каспидальной
кривой Hk, степень накрытия равна k2c1(L)2.

Поляризация определяет канонически симплектическую структуру ωL на X.
Для ее определения выберем k ≫ 0 и вложим X в проективное простран-
ство CPr с помощью сечений расслоения L⊗k. Тогда ωL – это ограничение
симплектической формы 1

k ω0 на X, где ω0 – симплектическая форма Фубини–
Штуди на CPr. Форма ωL является положительной (1, 1)-формой, представля-
ющей первый класс Черна c1(L) ∈ H2(X,Z). Если X и X ′ принадлежат одному
и тому же алгебраическому связному семейству неособых поверхностей в CPr,
то согласно теореме Мозера деформация поверхности X, определяемая этим
семейством, задает симплектоморфизм симплектических многообразий (X,ωL)
и (X ′, ωL′).

Назовем k-м брэйд-монодромным инвариантом βL,k(X,L) поляризованной
комплексной поверхности (X,L) тип брэйд-монодромного разложения на мно-
жители кривой Hk.

Теорема 9.2. Пусть (X,L) и (X ′, L′) – две поляризованные проективные
поверхности. Предположим, что βL,k(X,L) = βL′,k(X ′, L′) для некоторого k
такого, что k2c1(L)2 > 12. Тогда многообразия (X,ωL) и (X ′, ωL′) симплек-
томорфны.

Доказательство. По предположению кривые ветвления H и H ′ общих
проекций на CP2, определенных соответственно сечениями расслоений L⊗k

и (L′)⊗k, имеют один и тот же тип разложений брэйд-монодромии на множи-
тели. Таким образом, ввиду теоремы 5.1, после перемасштабирования, мож-
но показать, что кривые H и H ′ становятся симплектически изотопными как
каспидальные кривые Гурвица. Из теоремы 8.1 следует, что существует един-
ственная общая монодромия µ : π1(CP2 \H ) → SN для N = k2c1(L1)2. Следо-
вательно, имеем семейство ft : X× [0, 1] → CP2× [0, 1] разветвленных накрытий
плоскости CP2, связывающее многообразия X и X ′. Вложив CPr в некото-
рое пространство CPM , M ≫ r, как линейное подпространство и применив
конструкцию, использованную в доказательстве теоремы 8.1 (см. [15]), мож-
но построить вложение семейства X × [0, 1] в CPM такое, что Xt = X × {t}
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является симплектическим подмногообразием в CPM , а ft является ограниче-
нием на Xt линейной проекции CPM → CP2 при каждом t. Для завершения
доказательства теоремы осталось применить теорему Мозера.

Из доказательства теоремы 9.2 видно, что теорема 8.1 играет существенную
роль для применения брэйд-монодромных разложений на множители дискри-
минантных кривых общих проекций в качестве инвариантов симплектических
структур на четырехмерных многообразиях. Однако доказательство теоре-
мы 8.1 существенно использует теорему Ходжа об индексе и неравенство Бо-
гомолова–Мияоки–Яо для алгебраических поверхностей. Аналоги этих теорем
неизвестны в симплектическом случае, что не позволяет обобщить теорему 8.1
на общие накрытия, разветвленные вдоль каспидальных кривых Гурвица.

Поэтому, чтобы сформулировать критерий симплектоморфности симплекти-
ческих накрытий проективной плоскости, нам понадобится не только разложе-
ние на множители брэйд-монодромии дискриминантной кривой общего накры-
тия, приходится также учитывать монодромию накрытия, т. е. нам понадобится
понятие слабой µ-эквивалентности пар (s1, µs1) и (s2, µs2), где (si, µsi

) – пара,
состоящая из элемента si ∈ SBrm

и гомоморфизма µsi
: G(si) → SN в симметри-

ческую группу SN для некоторогоN (здесьG(s) – это группа, ассоциированная
с элементом s, см. § 4).

Скажем, что две пары (s1, µs1) и (s2, µs2) являются эквивалентными, ес-
ли s1 и s2 принадлежат одной и той же орбите при действии сопряжением
группы Brm на SBrm

(т. е. существует элемент b ∈ Brm такой, что s2 = λ(b)(s1))
и µ2 = µ1 ◦γb, где γb – изоморфизм, который был определен в предложении 3.1.

Говорят, что две пары (s1, µs1) и (s2, µs2) получены друг из друга с помо-
щью допустимого преобразования: (s1, µs1) ↔ (s2, µs2), если существует такой
элемент g ∈ A1, что s2 = g · (g−1) · s1, µ1 = ψg·(g−1) ◦ µ2 и порядок группы
µs2(Gg,loc) больше двух, где ψg·(g−1) – эпиморфизм, который был определен
в предложении 3.1. Скажем, что две пары (s′, µs′) и (s′′, µs′′) являются сла-
бо µ-эквивалентными, если существует последовательность пар (s1, µ1), . . . ,
(sn, µn) такая, что (s′, µs′) = (s1, µ1), (s′′, µs′′) = (sn, µn) и для каждого i =
1, . . . , n− 1 пары (si, µi) и (si+1, µi+1) либо эквивалентны, либо получены друг
из друга с помощью допустимого преобразования.

Приведем еще одно эквивалентное определение слабой µ-эквивалентности.
Для этого свяжем следующим образом с каждой парой (s, µs) группу G̃(s) и
эпиморфизм µ̃s: G̃(s) → SN . Скажем, что пара (γi, γj) C-порождающих эле-
ментов группы G(s) слабо коммутирует в G(s), если µs(γi) и µs(γj) являются
не равными между собой коммутирующими транспозициями в SN . Положим
G̃(s) = G(s)/N , где N – это нормальная подгруппа в G(s), нормально порож-
денная коммутаторами [γi, γj ] всех слабо коммутирующих пар C-порождаю-
щих элементов группы G(s). Пусть c : G(s) → G̃(s) – канонический эпимор-
физм. Эпиморфизм µs индуцирует эпиморфизм µ̃s : G̃(s) → SN такой, что
µs = µ̃s ◦ c. Легко видеть, что две пары (s′, µs′) и (s′′, µs′′) являются сла-
бо µ-эквивалентными, если элементы s′ и s′′ являются слабо эквивалентными
и существует такой C-изоморфизм ϕ : G̃(s′) → G̃(s′′), что µ̃s′ = µ̃s′′ ◦ ϕ.

Рассмотрим два общих накрытия f ′ : X ′ → CP2 и f ′′ : X ′′ → CP2 степени N ,
разветвленных соответственно вдоль каспидальных кривых Гурвица H ′ и H ′′



КРИВЫЕ ГУРВИЦА 77

(возможно, с отрицательными ноудами). Пусть s′ = bmf(H ′) и s′′ = bmf(H ′′) –
разложения на множители брэйд-монодромии кривых H ′ и H ′′, а накрытие f ′

(соответственно f ′′) определено монодромией µ′ : G(s′) → SN (соответствен-
но µ′′). Скажем, что H ′ и H ′′ являются слабо µ-эквивалентными, если па-
ры (s′, µs′) и (s′′, µs′′) слабо µ-эквивалентны. Отметим, что условие слабой
µ-эквивалентности означает, что кривые H ′ и H ′′ являются регулярно гомо-
топными и при этой регулярной гомотопии на каждом шаге сохраняется эпи-
морфизм из фундаментальных групп дополнений к соответствующим кривым
в симметрическую группу.

Предложение 9.1. Пусть две кривые Гурвица H ′ и H ′′ являются кри-
выми ветвления двух общих накрытий f ′ : X ′ → CP2 и f ′′ : X ′′ → CP2 , и
пусть ω′ и ω′′ – симплектические формы на X ′ и X ′′ соответственно, по-
строенные с помощью конструкции, использованной в доказательстве тео-
ремы 8.1. Если H ′ и H ′′ являются слабо µ-эквивалентными, то существует
симплектоморфизм h : (X ′, ω′) → (X ′′, ω′′) такой, что накрытия f ′ и f ′′ ◦ h
являются изотопными.

Доказательство следует из определения слабой µ-эквивалентности и по
существу повторяет доказательство теоремы 9.2.

Пусть (X,ω) – компактное симплектическое четырехмерное многообразие
с симплектической формой ω, класс когомологий которой [ω] ∈ H2(X,Z). Как
отмечалось выше, зафиксировав совместимую с ω почти комплексную струк-
туру J и соответствующую риманову метрику g и рассмотрев линейное рассло-
ение L на X, первый класс Черна которого есть [ω], Д. Ору в [3] доказал, что
для k ≫ 0 линейное расслоение L⊗k имеет много почти голоморфных сечений,
так что можно выбрать три из них, которые дают почти голоморфное общее
накрытие fk : X → CP2 степени Nk = k2[ω]2, разветвленное вдоль каспидаль-
ной кривой Гурвица H (возможно, с отрицательными ноудами). Обозначим,
как и выше, через bmf(Hk) = sk разложение на множители брэйд-монодромии
кривой Гурвица Hk и через µk : G(sk) → SNk

монодромию накрытия fk. Пара
β̄µk

(X,ω) = (bmf(Hk), µk) называется k-м брэйд-монодромным инвариантом
симплектического четырехмерного многообразия (X,ω).

Теорема 9.3 [62]. Если два симплектических четырехмерных многообра-
зия (X ′, ω′) и (X ′′, ω′′) симплектоморфны, то для достаточно большого k

брэйд-монодромные инварианты β̄µk
(X ′, ω′) и β̄µk

(X ′′, ω′′) являются слабо
µ-эквивалентными.

Кроме того, в [63] получена формула, позволяющая вычислять разложение
брэйд-монодромии на множители дискриминантной кривой H2k при k ≫ 0,
если известно bmf(Hk). Однако эта формула слишком громоздка, чтобы при-
водить ее здесь.

Появление условия слабой эквивалентности в теореме 9.3 связано с конструк-
цией изотопии накрытий, которая непрерывно зависит от выбора ручных по-
чти комплексных структур. Поэтому для симплектических четырехмерных
многообразий мы получаем регулярную гомотопию кривых ветвления, кото-
рая приводит к слабой µ-эквивалентности их брэйд-монодромных разложений
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на множители. Следующая теорема показывает, что в общем случае мы не мо-
жем избежать рождения и уничтожения пар положительных и отрицательных
ноудов.

Теорема 9.4 [24]. Для любого N > 4 существуют два изотопных общих
накрытия f1 : X → CP2 и f2 : X → CP2 степени N , разветвленные вдоль кас-
пидальных кривых Гурвица H1 и H2 без отрицательных ноудов, такие, что

(i) H1 и H2 имеют разные типы брэйд-монодромных разложений на мно-
жители;

(ii) пары
(
bmf(H1), µ1

)
и

(
bmf(H2), µ2

)
слабо µ-эквивалентны.

Доказательство этой теоремы состоит в следующем. Пусть HN – дискрими-
нантная кривая общей линейной проекции pr : XN → CP2 гладкой проективной
поверхности XN ⊂ CP3 степени degXN = N . Обозначим через m = N(N − 1)
степень кривой HN и через s = sN = bmf(HN ) разложение на множители
ее брэйд-монодромии. Проекция pr определяет общий эпиморфизм (монодро-
мию) µ = µN : G(s) → SN . В [6] доказано, что C-группа G(s) C-изоморфна
группе кос BrN и µ совпадает с каноническим эпиморфизмом γN : BrN → SN ,
имеющим своим ядром группу крашеных кос. Применяя несколько раз фор-
мулу разложения на множители полного поворота с удвоенным числом нитей,
строим две пары (s̄, µs̄) и (s̃, µs̃), s̄, s̃ ∈ SA0∪A1∪A2 ⊂ SBrM

для некоторого M ,
такие, что:

1) α(s̄) = α(s̃) = ∆2
M ;

2) Gs̄ является C-изоморфной C-группе G(s) ≃ BrN , а Gs̃ является C-изо-
морфной C-группе BrN /{[a1, a

−2
2 a3a

2
2] = 1}, и, следовательно, элемен-

ты s̄ и s̃ имеют различные типы разложений на множители;
3) µs̄ и µs̃ являются общими гомоморфизмами в группу SN ;
4) пары (s̄, µs̄) и (s̃, µs̃) слабо µ-эквивалентны.

Согласно теореме 4.2 существуют две каспидальные кривые Гурвица H1

и H2 в CP2 степени M такие, что bmf(H1) = s̄ и bmf(H2) = s̃. Общие го-
моморфизмы µs̄ и µs̃ определяют два общих накрытия f ′ : X ′ → CP2 и f ′′:
X ′′ → CP2, разветвленные вдоль H1 и H2 соответственно. Из предложения 9.1
следует, что существует симплектоморфизм h : X ′ → X ′′ такой, что накрытия
f1 = f ′ : X = X ′ → CP2 и f2 = f ′′ ◦ h : X → CP2 являются изотопными, но их
гурвицевские кривые ветвления имеют разные типы разложений на множители
брэйд-монодромии.

§ 10. Циклические накрытия проективной плоскости

Циклические накрытия являются простейшими, наиболее хорошо изученны-
ми примерами накрытий проективной плоскости.

10.1. Вложение циклических накрытий плоскости в проективные
комплексные трехмерные рациональные многообразия. Пусть, как и
выше, H ⊂ CP2 – кривая Гурвица степени m (без отрицательных ноудов). За-
фиксируем “бесконечно удаленную” прямуюR∞. Согласно лемме 5.1 мы можем
считать (заменив на H-изотопную кривую), что H является множеством нулей
гладкого сечения s̄m линейного расслоения p : L (m) → CP2, ассоциированного
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с пучком OCP2(m) (см. п. 5.4), являющегося комплексно-аналитическим в неко-
торой окрестности прямой R∞ и в некоторой окрестности всех критических
точек кривой H. Кроме того, сделав перемасштабирование, можем считать,
что H является симплектической поверхностью.
C-гомоморфизм ν : π1 → F1, где π1 = π1(C2 \H) – фундаментальная группа

дополнения к аффинной кривой Гурвица, определяет бесконечное циклическое
неразветвленное накрытие f = f∞ : X ′

∞ → X ′ = C2 \ H. Имеем H1(X ′
∞,Z) =

N/N ′, где N = ker ν, и действие h на H1(X ′
∞,Z) совпадает с действием порож-

дающего элемента группы накрывающих преобразований накрытия f∞. Для
произвольного n ∈ N обозначим через modn : F1 → µn = F1/{hn} естественный
эпиморфизм на циклическую группу µn порядка n. Накрытие f∞ может быть
пропущено через циклическое накрытие fn : X ′

n → C2 \ H, ассоциированное
с эпиморфизмом modn ◦ν, f∞ = gn ◦ fn.

Для того чтобы продолжить накрытие fn : X ′
n → C2\H до некоторого конеч-

ного накрытия над всем CP2, обозначим через d наименьшее неотрицательное
целое число такое, что m + d делится нацело на n. Положим m + d = kn

и рассмотрим линейное расслоение p : L (k) → CP2, ассоциированное с пучком
OCP2(k). Обозначим через s̄d сечение расслоения L (d), заданного (в обозначе-
ниях из п. 5.4) над C2

2 функцией w2 = ud
2. Сечение s̄d обращается в нуль вдоль

прямой R∞ с кратностью d.
Произведение s̄m+d = s̄ms̄d является сечением расслоения L (m+d), где s̄m –

это сечение расслоения L (m), нулями которого является кривая H.
Определим подмногообразие (с аналитическими особенностями) X̃n ↪→ L (k)

с помощью уравнений
wn

i = s̄m+d(ui, vi) (23)

в картах Wi ⊂ L (k) и положим f̃n = p|Xn
, где p : L (k) → CP2 – морфизм,

задающий на L (k) структуру линейного расслоения. Имеем f̃−1
n (C2 \H) ≃ X ′

n

и ограничение отображения f̃n на X ′
n совпадает с f ′n. Поэтому f̃n : X̃n → CP2

является продолжением отображения f ′n : X ′
n → X ′ на многообразие X̃n. Сде-

лав перемасштабирование wi 7→ εwi, можем считать, что многообразие X̃n вло-
жено в проективное комплексное рациональное трехмерное многообразие L (k)
(некоторую гладкую проективную компактификацию многообразия L (k)) как
симплектическое подмногообразие с аналитическими особенностями. Согласно
следствию 9.1 мы можем разрешить особые точки многообразия X̃n с помощью
композиции моноидальных преобразований σ с неособыми центрами и полу-
чить неособое симплектическое многообразие Xn, вложенное как симплекти-
ческое подмногообразие в рациональное проективное трехмерное комплексное
многообразие, симплектическая структура на котором задана некоторой цело-
численной кэлеровой формой.

Отображение f̄n = f̃n ◦ σ : Xn → CP2 не является конечным разветвленным
накрытием только в точках объединения E множеств f̄−1

n (pi) = Ei прообразов
особых точек pi ∈ SingH и в точках множества f̄−1

n (H ∩ R∞) = E∞, если
d ̸= 0. Множество Ei совпадает с прообразом поверхностной особой точки,
заданной уравнением wn = F (u, v), при разрешении этой особой точки, где
F (u, v) = 0 – локальное уравнение кривой H в точке pi. Прообраз f̄−1

n (R∞)
распадается на две части E∞ и R′∞, и легко видеть, что ограничение f̄n на R′∞
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является n0-листным циклическим накрытием, разветвленным над точками из
H ∩ R∞, где n0 = НОД(n, d) (если d = 0, то n0 = n), и индекс ветвления
отображения f̄n вдоль R′∞ равен n∞ = n/n0. Над каждой точкой qj ∈ H ∩R∞
множество E∞,j совпадает с прообразом поверхностной особой точки, заданной
уравнением wn = uvn∞ , при разрешении этой особой точки.

Из приведенного выше описания разрешения особых точек следует, что если
мы знаем числа m и n, а также знаем локальные уравнения всех особых точек
кривой H, то, пользуясь аддитивностью эйлеровой характеристики, мы можем
вычислить эйлерову характеристику e многообразия Xn. Поэтому для вы-
числения чисел Бетти bi = dimHi(Xn,R) многообразия Xn достаточно уметь
вычислять только первое число Бетти b1, так как e =

∑4
i=0(−1)ibi, а по двой-

ственности Пуанкаре b1 = b3 и b0 = b4 = 1.
Пространство H1(Xn,Q) может быть описано в терминах модуля Александе-

ра кривой H, а первое число Бетти может быть выражено через число корней
многочлена Александера этой кривой.

10.2. Модули Александера и многочлены Александера кривых
Гурвица. По определению модуль Александера A0(H ) и многочлен Алексан-
дера ∆(t) кривой Гурвица H – это модуль Александера A0(π1) и многочлен
Александера ∆(t) фундаментальной группы π1 = π1(C2 \ H) дополнения
к аффинной кривой Гурвица H.

Как было отмечено в § 7, множество фундаментальных групп π1 = π1(C2\H)
совпадает с множеством гурвицевских C-групп.

Свойства модулей и многочленов Александера гурвицевских C-групп были
описаны в пп. 3.7–3.10. Применяя их к кривым Гурвица, получаем следующие
утверждения.

Теорема 10.1. Пусть H – кривая Гурвица степени m и A0(H ) – ее модуль
Александера. Тогда

(i) Λ-модуль A0(H ) является конечно порожденным Z-модулем;
(ii) модуль A0(H ) является фактормодулем Λ-модуля Z⊕(Λ/(tm−1)Λ)m−2,

где Z – тривиальный Λ-модуль;
(iii) действие t на A0(H )⊗ C является полупростым;
(iv) если H – неприводимая кривая Гурвица, то A0(H ) является нётеро-

вым (t− 1)-обратимым t-унипотентным Λ-модулем, верно и обратное
утверждение;

(v) если H – неприводимая кривая Гурвица степени degH = pn , где p –
простое число, то группа π′1/π′′1 является конечной, где π1 = π1(C2\H).

Следствие 10.1. Пусть H – кривая Гурвица степени m и ∆(t) – ее мно-
гочлен Александера. Тогда

(i) ∆(t) ∈ Z[t];
(ii) ∆(0) = ±1;
(iii) многочлен ∆(t) является делителем многочлена (t − 1)(tm − 1)m−2 и,

следовательно, корни многочлена ∆(t) являются корнями степени m

из единицы;
(iv) если H состоит из k неприводимых компонент, то кратность корня

t = 1 ee многочлена Александера ∆(t) равна k − 1.
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Следствие 10.2. Если H – неприводимая кривая Гурвица, то
(i) ∆(t) является возвратным многочленом, т.е. имеет место равенство

∆(t) = tdeg ∆(t)∆(t−1);
(ii) deg ∆(t) является четным числом;
(iii) ∆(1) = 1;
(iv) если degH = pn , где p – простое число, то ∆(t) ≡ 1.

Λ-модуль An(H ) = A0(H )/(tn−1)A0(H ) называется n-м производным моду-
лем Александера кривой H. Из теоремы 10.1 следует, что для кривой Гурвица,
состоящей из k неприводимых компонент, Q[t, t−1]-модуль A0(H ) ⊗ Q раскла-
дывается в прямую сумму: A0(H ) ⊗ Q = A ̸=1(H ) ⊕ A1, где A1 ≃ Qk−1 – это
ядро умножения на t−1. Обозначим через An,̸=1(H ) образ подмодуля A ̸=1 при
естественном гомоморфизме A0(H )⊗Q → An(H )⊗Q, и пусть rn (соответствен-
но rn,̸=1) – число корней многочлена Александера ∆(t) кривой H, являющихся
(соответственно не равными 1) корнями степени n из единицы.

10.3. Вычисление группы первых гомологий циклического накры-
тия плоскости. Как отмечалось выше, пространство H1(Xn,Q) может быть
описано в терминах модуля Александера кривой H, а первое число Бетти мо-
жет быть выражено через число корней многочлена Александера этой кривой.

Теорема 10.2 [15]. Пусть Xn – разрешение особенностей n-листного цик-
лического накрытия, разветвленного вдоль кривой Гурвица H и, возможно,
вдоль R∞ . Тогда

(i) H1(Xn,Q) ≃ An,̸=1(H );
(ii) b1(Xn) = rn,̸=1 .

Приведем набросок доказательства этой теоремы. Рассмотрим снова цикли-
ческое накрытие f = f∞ : X∞ → X ′ = C2 \H, соответствующее каноническому
эпиморфизму ν : π1(C2 \H) → F1. Пространство X ′ будем рассматривать как
факторпространство X ′ = X∞/F1. В этой ситуации Дж. Милнор [64] рассмот-
рел точную последовательность цепных комплексов

0 → C•(X∞) h−id−−−→ C•(X∞)
ϕ∗−−→ C•(X ′) → 0,

которая приводит к точной последовательности групп гомологий

· · · → H1(X∞) h−id−−−→ H1(X∞)
f∗−→ H1(X ′) → H0(X∞) → 0 (24)

(будем писать h вместо h∗, если это не приводит к недоразумению).
Действие h определяет на каждой группе Hi(X∞) структуру Λ-модуля (так

что H1(X∞) ≃ N/N ′ – это модуль Александера C-группы G = π1). Если
группы Hi(X ′) рассматривать как Λ-модули, на которых t действует триви-
ально, то последовательность (24) превращается в точную последовательность
Λ-модулей. Отметим, что действие t ∈ Λ на группе H0(X∞) ≃ Z является
тривиальным, т. е. умножение на t является тождественным автоморфизмом
группы H0(X∞).

Если Gn ⊂ F1 – бесконечная циклическая группа, порожденная элемен-
том hn, то X ′

n = X∞/Gn и X ′ = X ′
n/µn, где µn = F1/Gn – циклическая группа
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порядка n. Обозначим через hn автоморфизм пространства X ′
n, индуциро-

ванный монодромией h. Тогда hn является порождающим элементом группы
накрывающих преобразований Deck(X ′

n/X
′) = µn, действующей на X ′

n. При-
меним последовательность

· · · → H1(X∞) hn−id−−−−→ H1(X∞)
gn,∗−−−→ H1(X ′

n) → H0(X∞) → 0, (25)

построенную аналогично последовательности (24), к бесконечному циклическо-
му накрытию gn = g∞,n : X∞ → X ′

n для исследования группы H1(X ′
n).

Обозначим Xn = Xn \ (E ∪ E∞). Имеем два вложения in : X ′
k ↪→ Xn и jn:

Xn ↪→ Xn.
Действие hn на многообразии Xn индуцирует на группе H1(Xn,Z) (соответ-

ственно на H1(X ′
n,Z)) структуру Λ-модуля такую, что гомоморфизм

ik∗ : H1(X ′
n,Z) → H1(Xn,Z),

индуцированный вложением in : X ′
n ↪→ Xn, является Λ-гомоморфизмом. Оче-

видно, что гомоморфизм in∗ является эпиморфизмом.
Обозначим H1(X∞,Q)n = {v ∈ H1(X∞,Q) | hn

∗ (v) = v}. Пространство
H1(X∞,Q)n раскладывается в прямую сумму

H1(X∞,Q)n = H1(X∞,Q)n,̸=1 ⊕H1(X∞,Q)1

инвариантных подпространств, где H1(X∞,Q)1 = {v ∈ H1(X∞,Q) | h∗(v) = v}.
Очевидно, что H1(X∞,Q)n,̸=1 ≃ An,̸=1(H ) ⊗ Q. Имеем dimH1(X∞,Q)n = rn
и dimH1(X∞,Q)n,̸=1 = rn,̸=1. Из теоремы 10.1 следует, что

rn − rn,̸=1 = r1 = #{неприводимые компоненты кривой H } − 1.

Последовательность (25) приводит к точной последовательности Q[t, t−1]-мо-
дулей

0 → H1(X∞,Q)n −→ H1(X ′
n) → H0(X∞) → 0.

Отсюда получаем, что
(i) dimH1(X ′

n,Q) = rn + 1,
(ii) dimH1(X ′

n,Q)1 = r1 + 1 = #{неприводимые компоненты кривой H }.
Пусть кривая Гурвица H состоит из k неприводимых компонент H1, . . . ,Hk.

Выберем прямую R ⊂ C2, принадлежащую пучку прямых (относительно кото-
рого кривая H определена) и трансверсально пересекающую кривую H. Обо-
значим через γi окружность малого радиуса, лежащую в R, с центром в одной
из точек пересечения Hi ∩ R. Легко видеть, что циклы γ1, . . . , γk, соответ-
ствующие выбранным окружностям, образуют базис группы H1(C2 \H,Z) и не
зависят от выбора прямой R. Пусть γ̄i, i = 1, . . . , k, – цикл в H1(X ′

n,Z), со-
ответствующий простому пути f−1

n (γi). Очевидно, все циклы γ̄i, i = 1, . . . , k,
инвариантны при действии hn, и легко показать, что они линейно независимы
в H1(X ′

n,Z) и образуют базис в H1(X ′
n)1.

Следующие две леммы завершают доказательство теоремы 10.2.

Лемма 10.1. Индуцированный гомоморфизм i1∗ : H1(X ′
n) → H1(Xn) явля-

ется эпиморфизмом, ядро которого ker i1∗ равно H1(X ′
n)1 .
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Лемма 10.2. Гомоморфизм i2∗ : H1(Xn,Q) → H1(Xn,Q) является изомор-
физмом.

Из теорем 10.2, 10.1 и следствий 10.1, 10.2 вытекают следующие утверж-
дения.

Следствие 10.3. Пусть Xn – разрешение особенностей n-листного цик-
лического накрытия, разветвленного вдоль кривой Гурвица H и, возможно,
вдоль прямой R∞ . Если m = degH и n взаимно просты, то b1(Xn) = 0.

Следствие 10.4. Пусть Xn – разрешение особенностей n-листного цик-
лического накрытия, разветвленного вдоль неприводимой кривой Гурвица H

и, возможно, вдоль R∞ . Тогда
(i) b1(Xn) является четным числом;
(ii) если degH = pk , где p – простое число, то H1(Xn,Z) является конечной

группой для любого n;
(iii) группа H1(Xpn ,Z) является конечной для любого простого числа p и

любого n.

Отметим, что в [15] было доказано существование для любого k ∈ N кривой
Гурвица Hk, состоящей из двух неприводимых компонент, такой, что разре-
шение особенностей Xk,6 циклического накрытия степени шесть проективной
плоскости, разветвленного вдоль Hk, имеет первое число Бетти b1(Xk,6), рав-
ное k. Напомним, что b1(Xn) всегда является четным числом, если H является
плоской алгебраической кривой, поэтому эти Hk не могут быть изотопны ал-
гебраическим кривым, если k нечетно.
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