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О монодромии и смешанной структуре Ходжа 
в когомологиях бесконечного циклического 

накрытия дополнения к плоской кривой 

Доказана полупростота автоморфизма Александера (монодромии) в когомо
логиях Н (Xoo)^i бесконечного циклического накрытия дополнения к плоской 
неприведенной приводимой алгебраической кривой и, в частности, полупросто
та в Н (Хоо) в случае неприводимой кривой; в Н (Хоо) введена естественная 
смешанная структура Ходжа; вычислена иррегулярность циклических накры
тий плоскости через число корней многочлена Александера кривой ветвления. 

Библиография: 9 наименований. 

Введение 

Пусть D С С2 - комплексная алгебраическая кривая, заданная уравнением 
/ ( я , у) = 0, и пусть 

к 

г = 1 

- разложение на неприводимые множители. Обозначим через Di С С2 неприводи
мую компоненту кривой .D, заданную уравнением fi(x,y) — 0, г == 1 , . . . , fc. Функ
ция t = f{x,y) определяет морфизм / : X -* 5, где X = С2, S = С1 . Мы будем 
предполагать в этой статье, что общий слой этого морфизма неприводим и, в час
тности, Н.О.Д.(mi, . . . ,mfc) = 1. 

Пусть <рп: Х п —> X - циклическое n-листное накрытие плоскости С2 , где Х п -
нормализация поверхности в С3, заданной уравнением zn = f(x,y). Обозначим 
В = (Рпг(0), X' = X \ £>, Х'п = Хп \ В. Тогда <рп: Х'п -> X' - неразветвленное 
накрытие. Кроме того, мы будем рассматривать бесконечное циклическое накры
тие (р = (роо' Хоо —> X' , соответствующее универсальному накрытию e:U -+ S' 
проколотой плоскости S" = С \ {0} верхней полуплоскостью U,t = е(и) = е27Гги. 
Получаем коммутативную диаграмму 

<£oo,nv v , (fn v Vf Ч>: Хх - ^ Ч Х'п - ^ - » X' 

?п 

е: U у S'n • S' 

rnezeS'n=C\{0},t = zn. 

f (2) 
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В нашем случае, когда общий слой морфизма / неприводим, индуцированный 
гомоморфизм fl:iti{X') —> KI(S') = ¥\ является эпиморфизмом на свободную 
циклическую группу Fi (см., например, [3]). Обозначим N = ker/*. Тогда 
<р: XQO -> X1 - накрытие, определенное нормальным делителем JV, 7ri(Xoo) = N. 
Имеем изоморфизм Hi(Xoo, Ъ) = N/N', где N' = [N, N] - коммутант группы N. 
Точная последовательность 

1 -> N/N' -+ miX'yN' -* Fi -> 1 

определяет действие образующей t группы Fi на N/N* и превращает N/N' в 
Z[£, £~" ̂ -модуль. Пусть Дг(£) = Аг,р(0 ~ *"й многочлен Александера, связанный с 
действием образующей t на N/N'. Определение и свойства многочленов Алексан
дера можно найти, например, в [3], [4]. Пусть h £ Deck(Xo c /X /) = Fi -накрыва
ющее преобразование, соответствующее образующей t € Fi . Мы будем называть 
h монодромией кривой D. Многочлен Александера A(t) = Ai(£) совпадает с 
характеристическим многочленом монодромии h* в Н\ (Хоо, С). 

Нас будет интересовать связь между гомологиями аффинного многообразия Х'п 
и его проективного пополнения Хп. Пусть / : Р 2 —> S = Р 1 - рациональное ото
бражение, соответствующее морфизму / : X -»> S. Отображение / не определено 
лишь в точках бесконечно удаленной прямой L^ = Р2 \ С2 = / _ 1 (оо ) . Разрешая 
точки неопределенности с помощью <7-процессов а: X —> Р2 , мы получаем мор-
физм/ = f-a: ~Х -> 5. При этом Х 0 = / _ 1 ( 0 ) D Dj'1 (oo)_D Loo, X ' c l c l 
Мы можем представлять себе, что X = С2 получено из X выкидыванием кри
вой a~1(L00), состоящей из некоторого числа квазисечений и некоторого числа 
компонент слоев морфизма / . Аналогично мы можем построить пополнения Хп. 
Мы начинаем с гиперповерхности в Р 3 с уравнением х% = х™ • f{xo,x\,X2), 
где / ( # o , х ь#2) _ однородный многочлен степени deg/ , ассоциированный с / , 
т = п—deg / . Пусть Хп - нормализация этой поверхности и <рп: Хп —> Р2 индуци
ровано морфизмом (рп: Хп —ь- X. Разрешая особенности поверхности Хп и точки 
неопределенности морфизмов, мы получаем неособую поверхность Хп D Х%, где 
Х„ = Хп \ Sing Xn, и коммутативную диаграмму 

Х'п С XI С ~Хп ^ ) JC D X 

I'- i'» J7" I7 i / (3) 
5 ; С 5 n С 5 n

 e" ) S D S. 

Связь между гомологиями пространств Х'п и 1 п в частном случае, когда кри
вая D неприводима и хорошо себя ведет на бесконечности, изучалась А. Либгобе-
ром в [6]. Им была доказана следующая 

ТЕОРЕМА [6]. Пусть D С С2 - неприводимая алгебраическая кривая, и 
пусть Н.О.Д.(Ь\,... , ^ , п ) = 1, где t\,... ,to - индексы пересечения D и бес
конечно удаленной прямой Loo- Тогда: 

i) dimkeri* = 1, где г*: # i ( X ^ , C ) -)> Hi(Xn,C) - эпиморфизм, индуциро
ванный вложением г: Х'п <->• Х п ; 

ii) d imiJ i (X n ,C) = r^i(D,n), где r^i(D,n) - число жордановых клеток 
автоморфизма Александера h в Hi(Xoo,C), отвечающих собственным зна
чениям Хф1 таким, что Ап = 1. 
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Мы получим обобщение теоремы Либгобера на гораздо более общий случай. 
Прежде всего, сформулируем условия на многочлен /(я, у) или на кривую D = 
miDi + • • • + rrikDk, которые будут участвовать в формулировках теорем. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Кривая D называется связной по модулю п, если носитель 
дивизора 

Dmodn = 22 miDi 
rai=£0modn 

является связным множеством; D называется абсолютно связной по модулю п, 
или, короче, удовлетворяет условию С п , если D связна по модулю п\ для любого 
делителя п\ > 1 числа п. 

Мы будем говорить, что кривая D удовлетворяет условию Irrn , если все кривые 
Bi = (p~1(i^i), i = 1 , . . . , fc, являются неприводимыми. 

Конструкция Хоо по X' = С2 \ D аналогична конструкции канонического об
щего слоя семейства неособых проективных многообразий над проколотым кру
гом S", а также конструкции канонического общего слоя расслоения Милнора осо
бенности функции [9]. Однако в нашем случае расслоение / ' : X' —У S' не явля
ется локально тривиальным. В случае вырождений проективных многообразий и 
в случае особенностей функций имеют место теоремы о монодромии и в Я 1 (Хоо) 
имеется смешанная структура Ходжа (ССХ). Мы исследуем аналогичные вопро
сы для Я 1 (Хоо) в нашем случае. Как показано в [3], [4], корни многочлена Алек-
сандера A(t) = det(/i — £ • Id) являются корнями из единицы. Обозначим n(D) 
минимальное число /, для которого X1 = 1 для всех корней А многочлена Д(£). 
Один из основных результатов данной работы состоит в том, что на Hi(X00)^i 
монодромия h полупроста. Здесь 

# l ( * o o , C ) = 0 Я 1 ( Х о о ) Л г = # l ( * o o ) l Ф Я х р Г о о ) ^ ! 

- корневое разложение пространства Н\ (Хоо) для автоморфизма /i, а Н\ (Хоо )ф\ -
часть, соответствующая корням Л ф 1. Отметим, что если кривая D приведена и D 
трансверсально пересекается с Loo, то в силу результата Рэндела [8] монодромия h 
кривой D совпадает с монодромией однородной особенности и поэтому полупрос
та. Мы применяем другую технику. 

Сформулируем основные результаты данной работы. 

ТЕОРЕМА 1. Если D удовлетворяет условию Сп, то 

Н°(Хп,0*х) = С*. 

Эта теорема утверждает, что на аффинном многообразии X JX , как и на С2 , регу
лярные и регулярно обратимые функции - это только константы. На ней основана 

ТЕОРЕМА 2. (i) Если D удовлетворяет условиям Сп и Irrn , то имеется 
точная последовательность 

к 
0 -> ф С 'Ъ "• # i ( X ; , C ) - ^ Нг(ХпХ) -> 0, (4) 

г=1 



146 ВИК.С. КУЛИКОВ, B.C. КУЛИКОВ 

где г = in: Х'п С Хп - вложение, а циклы 7yi Е кегг* соответствуют 
простым "обходам вокруг компонент7' В{. 

(ii) Кроме того, если D удовлетворяет условиям Сп(£>) и Irrn(£>), то 
последовательность (4) точна для каждого п. 

Условие теоремы 2, (i) выполняется, если носитель кривой D связен в С2 и каж
дая кратность mi взаимно проста с п (в частности, если D - приведенная кривая). 
Если D - неприводимая кривая, то получаем результат Либгобера: dim ker г* = 1 
(условия на бесконечности излишни). 

ТЕОРЕМА 3. Если кривая D с С2 удовлетворяет условиям Сп(р) и 1ггп(£>)> 
то монодромия h на Н^Х^)^ полупроста, т.е. все жордановы клетки 
автоморфизма h, соответствующие не равным единице собственным зна
чениям, одномерны. 

В частности, получаем 

СЛЕДСТВИЕ 1. Если кривая D является связной кривой в С2 и все кратнос
ти mi взаимно просты с n(D) (в частности, если D является приведенной 
кривой), то монодромия h полупроста на Hi(Xoo)^i. 

Как следует из доказательства теоремы 2, если D - неприводимая кривая, 
к = 1, то #i(Xoo)i = 0, и мы получаем 

СЛЕДСТВИЕ 2. Если D - неприводимая кривая, то монодромия h полу
проста на Н\{Хоо). 

Доказательство теоремы 3 использует точную последовательность Милнора, 
связывающую #i(Xoo) и Н\(Х'). В качестве следствия из теорем 2 и 3 мы полу
чаем выражение иррегулярности поверхности Хп через число корней многочлена 
Александера A(t): 

ТЕОРЕМА 4. Если кривая D удовлетворяет условиям Сп(£>) и Irrn(£>), то 
для любого п иррегулярность 

q(Xn) = dimH°(Xn,n^n) = ±r¥1(D,n), 

где T^\{D,n) - число корней \ф\ многочлена A(t) (с учетом кратностей), 
для которых Ап = 1. 

СЛЕДСТВИЕ 3. Если D - неприводимая кривая и п кратно n(D), то 

q(Xn) = ±degA(t). 

Наконец, мы вводим в когомологиях бесконечного циклического накрытия 
Я 1 ( Х о с ) естественную ССХ. 

ТЕОРЕМА 5. Если кривая D удовлетворяет условиям Сп(£>) и Irrn(£>), то в 
- ^ ( ^ o o Q ) существует естественная смешанная структура Ходжа такая, 
что гомоморфизмы ( /^ n : fl'1(X^,Q) -> i f 1 (X o c ,Q) являются морфизмами 
ССХ. Если D - неприводимая кривая, то ССХ в Д"1(Хос, Q) является чистой 
структурой Ходжа. 
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§ 1. Доказательство теоремы 1 

1.1. Пусть / : Р2 —>5 = Р1 - рациональное отображение, определяемое мор-
физмом / : С2 = X ->• S, и <т: X ->> Р2 - композиция а-процессов, разрешаю
щая точки неопределенности рационального отображения / до морфизма / = / х 
а: X —> S и такая, что собственный прообраз a~1(D) трансверсально пересека
ется с полным прообразом cr*(L00) бесконечно удаленной прямой Loo — Р 2 \ С 2 . 
Пусть 

(/) = miCi + ••• + mfcCfc -dCk+x + ] Р raiC; 

- дивизор функции / на X, где С{ = а - 1 (£>;) - собственные прообразы кривых J9;, 
г = 1 , . . . , fc, a Cfc+i = cr_1(Loo). Положим 

S S 

С = у ^Cj, С = у j C{. 
г=1 z=fc + l 

Имеем X = X \ С. Пусть Трп: Хп —>• X - нормализация X в поле функций 
С(Хп)/С(Х). Обозначим В{ j , j = 1 , . . . ,n;, компоненты прообраза^ - 1 (С;) кри
вой Сг. ПуСТЬ 

B = V»-I(C), 5'= Y1 !>.;• 

Тогда Х п = Хп \ В' и Трп неразветвлен вне В. 
Обозначим 

1п = Н°(ХП10*Хп)\С*. 

Требуется доказать, что 1п = 0. Мы будем доказывать теорему 1 от против
ного. Пусть 1п ф 0 и д £ In- Многочлен д определяет рациональное отобра
жение ~д\ Хп -> Р1 . Его точки неопределенности лежат на В'. Как хорошо из
вестно, мы можем разрешить точки неопределенности д, сначала делая дополни
тельные ст-процессы на X, а затем рассматривая нормализацию. Так как д £ 1п, 
то д(Хп) С С* и слои <7_1(оо) и д - 1 (0) состоят из компонент В'. Слои ~д могут 
быть несвязными. Применяя факторизацию Штейна, мы можем пропустить ~д че
рез расслоение д: Хп —> Y со связными слоями на кривую У, накрывающую Р1 . 
Мы проанализируем накрытие Трп и расслоение д и покажем, что, заменяя п на его 
делитель (ф 1) и меняя д с помощью конструкции, "убивающей" компоненты ветв
ления Трп в (#), на новую функцию, получим расслоение д такое, что циклическая 
группа Ъ/пЪ = (hn) действует послойно и тем самым действует на У и приводит 
к коммутативной диаграмме 

~хп - ^ - > хэ(П =Е™гСг 
(#) 

Р1 < Y —^-+ F / ( Z / n Z ) - P 1 . 

Кривая У/{Ъ/пЪ) является рациональной, так как она является образом рацио
нальной поверхности X ~ Р2 . Мы докажем, что функцию д Е 1п можно выбрать 
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так, что фп ветвится в одной единственной точке. Из этого противоречия следует 
доказательство. 

Мы начнем с исследования ветвления Трп над бесконечно удаленной прямой 
Сп+1 ~ LQO. 

1.2. Выбор "хорошей"_системы координат на С2 . Построение поверх
ности X, а следовательно, и Хп, начинается с проективного пополнения С2 С Р2 . 
Это стандартное пополнение определяется выбором аффинной структуры на С2 , 
т.е. пары глобальных координатных функций, которые мы считаем линейными. 

ЛЕММА 1. Пусть D С С2 - произвольная кривая степени d с уравнени
ем (1) и (рп: Хп -> С2 - нормализация накрытия, определенного уравнени
ем zn = f(x,y). Тогда существует новая система координат на С2 такая, 
что если С2 С Р2 - стандартное проективное замыкание относительно ли
нейной структуры, определенной этими координатами, а Трп: Хп -> Р 2 -
нормализация Р2 в поле функций С(Хп), то морфизм Трп неразветвлен над 
прямой Loo 

= Р2 \ С2 , а прообраз (^n
1(L00) распадается на п неприводимых 

компонент, изоморфных Loo • 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала сделаем линейную замену координат х и у так, 

чтобы форма fd старшей степени в / содержала член yd, f = ayd-\— ,афО. Затем 
возьмем целое т, кратное п и d, например т = nd, и сделаем замену координат 

х = и, у = v + ип. 
Тогда f(x, у) = f(u,v) = aund+ (члены степени < nd). Рассмотрим стандарт
ное проективное замыкание Р2 относительно линейной структуры, определенной 
координатами и и v, и накрытие Трш: Хш -> Р2 степени m = nd. Тогда ясно, 
во-первых, что Loo не входит в дивизир ветвления <^т, а, во-вторых, пересечение 
D 

л Loo состоит из одной точки (0 : 0 : 1). Поэтому ветвление ограничения </?т 
над Loo может состоять только из одной точки и, следовательно, ^ ^ ( L o o ) состо
ит из тп компонент. Так как накрытие Трш пропускается через накрытие 1рп, то над 
Loo накрытие 7рп удовлетворяет тем же свойствам, что и Jpm. Лемма доказана. 

Итак, мы можем предполагать далее, что 7рп не разветвлено над бесконечно уда
ленной прямой Cfc+i и ее прообраз 

^n (Cfc+i) = #fc+i,i H h #fc+i,n 
состоит из п компонент. 

1.3. Собственные функции в 1п. Спуск на накрытие меньшей сте
пени. Группа fin = Ъ/пЪ = (hn) действует на Хп и, следовательно, действу
ет на Н°(Хп, &хп) как группа автоморфизмов С-алгебры. Очевидно, что 1п = 
Н°(Хп, в \ ) \ С* инвариантно относительно этого действия. 

Очевидно, что если некоторая кривая Bij С Хп инвариантна относительно 
(hn)1, то функция (hn)l(g) имеет на Bij нуль или полюс того же порядка, что и д. 
Поэтому кривая Bij не входит в дивизор функции (hn)l(g)/g. 

Мы можем воспользоваться заменой д на (hn)l(g)/g для "удаления" компонент 
Bij из слоев морфизма д над точками 0 и оо € Р1 . Очевидно, что если д £ 1п, то 
функция (hn)l(g)/g е Н°(Хп, &хп )•>и д л я тог0» чтобы она принадлежала 1п, нам 
надо побеспокоиться о том, чтобы она не была константой, т.е. 

(ЮЪ) Ф сд, (*) 
где с = const. 
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У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е 1. Заменяя, быть может, п на его делитель п' > 1, мы 
можем считать, что условие (*) выполняется для всех g € 1п и всех I = 
1 , . . . , п - 1 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Во-первых, заметим, что если (/i* )(g) = eg, то (hn)n(g) = 
cng = g, так как (Д*)п = id, и, следовательно, сп = 1. Тогда (Л<п)(<7п) = 
(hn(g))n = #п и, следовательно, дп инвариантна относительно ft*, т.е. инвари
антна относительно группы / i n . Поэтому функция дп поднята с С2 = Хп/Рп- Так 
как функция дп и ее обратная не обращаются в нуль, а на С2 такими функциями 
являются только константы, то дп = const, следовательно, д = const, т.е. д & 1п. 
Это противоречие показывает, что условие (*) выполняется для всех д Е 1п при 
1 = 1. 

Обозначим 
п(д) = min{l e N: (h*J(g) = eg}, 

и пусть 
п' = min{n(g),g Е / п } -

Тогда в силу предыдущего рассуждения п' > 1. Кроме того, существует д € 1п 

такая, что (Л£)п (g) = с#. Как и выше, заменяя # на дп, мы можем считать, что 
с = 1, т.е. # инвариантна относительно (ft*)n . Следовательно, д поднята с Xni, 
где она также принадлежит Int, т.е. Ini ф 0 , и мы можем заменить п на п'. Для п' 
утверждение 1 справедливо по выбору п'. 

1.4.Выбор подходящей функции #. Разобьем компоненты С;, г = 
& + 1 , . . . , 5, на две части. Обозначим 

_ J i E N : f c + 1 ^ 2 ^ S H либо п не делит ггц, либо С; пересекается cl 
~" ^компонентой Cj, для которой rrij не делится на п } ' 

Компоненты Сi, г Е R, либо входят в дивизор ветвления Трп, либо пересекаются с 
этим дивизором. В любом случае, если г Е Д, то прообраз (jpn)~l(Ci) имеет п; 
КОМПОНеНТ -ВгД, . . . , Вг^П{, ЧИСЛО КОТОРЫХ П{ < П. 

Наоборот, обозначим 
U = {ieN:k + l ^ i ^ s , г $ К] 

дополнительное к R множество индексов. Тогда для г Е U компонента С; не яв
ляется ветвлением для Трп и не пересекается с ветвлением. Так как Ci ~ P1 , то 
отсюда следует, что (^п)""1(С'г), г Е U, распадается на п несвязных компонент 
Bifi,..., Bi^n, изоморфных Сi. Напомним, что в силу 1.1 

n + leU. 
Из сказанного вытекает 

У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е 2. Для любого г Е R существует число Г{, 1 ^ Г{ < п, 
такое, что 

(hn)ri{Bij) = Bij, l^j^m. 
Теперь, пользуясь утверждениями 1 и 2, мы можем модифицировать функцию д 

так, чтобы компоненты B{j при г Е R не входили в дивизор (д). Действительно, 
если некоторая компонента Bij, i E R, входит в (д), то, заменяя функцию д на 
(hn)Vi(g)/g, мы получим функцию, дивизор которой не содержит Bij. С другой 
стороны, в силу утверждения 1 функция (h„)Vi(g)/g ф const и,- следовательно, 
принадлежит 1п. Применяя эту процедуру последовательно ко всем компонентам 
Bij с г Е R, мы получим 
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УТВЕРЖДЕНИЕ 3. Если 1п ф 0, то мы можем выбрать д € 1п так (быть 
может, заменив предварительно п на его делитель п' > 1), что компонен
ты Bij с г Е R не входят в дивизор (д). 

Если функция д удовлетворяет утверждению 3, то дивизор (д) не пересекается 
с дивизором ветвления морфизма Трп. Поэтому мы можем разрешить точки нео
пределенности отображения д, делая дополнительные сг-процессы на X, а затем 
рассматривая нормализацию Х п , т.е. можем считать, что ~д является регулярным 
отображением. 

1.5. Инвариантность структуры расслоения д относительно дейст
вия /хп. В этом пункте мы покажем, что группа \хп переводит слои морфизма д в 
слои. Мы считаем, что д выбрано, как в утверждении 3. Тогда носитель дивизора 
(д) содержится в кривой 

п 

геи j=i 

где Си = ^2ieuCi. Рассмотрим связные компоненты кривой Си • Пусть Сух — 
^2i£U Сi - одна из таких компонент. Тогда по определению U прообраз Тр~г (Сцг) 
состоит из п компонент Buxj, j = 1,... ,п, каждую из которых Трп изоморфно 
отображает на Сщ • При этом группа /хп транзитивно действует на множестве 
компонент связности Вщ j,j = 1 , . . . , п. 

Сделаем одно замечание, из которого следует, что носитель дивизора (д) со
держится в Bjjx = W^iPui), где Сих ~ та компонента связности в Си, которая 
содержит кривую Cfc+i-

ЗАМЕЧАНИЕ. ЕСЛИ В - кривая на неособой поверхности X и матрица пересече
ний компонент кривой В отрицательно определена, а д - функция на X, для которой 
в окрестности В носитель Supp(#) С Б , то в окрестности В функция д регулярна 
и не обращается в нуль. Действительно, кривая В может быть стянута в нормаль
ную особую точку, и дивизор функции д в окрестности этой точки по предположе
нию пуст. Поэтому д не имеет ни нулей, ни полюсов в окрестности этой точки. 

Применим это замечание к прообразам компоненты связности C\ji кривой С 
Все компоненты связности Сц{, кроме Сцг, состоят из кривых, полученных при 
раздутии неособых точек. Поэтому матрица пересечений компонент кривой Сщ 
отрицательно определена, если Ck+i <£ Сц{ • То же самое справедливо для любой 
части кривой Сцг, в которую не входит компонента Ck+i. Кроме того, дивизоры 
нулей и полюсов функции д не пересекаются, так как ~д по построению является 
морфизмом. Отсюда следует 

У Т В Е Р Ж Д Е Н И Е 4. (i) Supp(g) С Виг — (^~1(Сс/1), где Сцг - связная ком
понента Си, содержащая C^+i. 

(и) Если g имеет нуль (соответственно полюс) на компоненте Bk+ij, 
то g не имеет полюсов (соответственно нулей) на Bu^j-

(iii) Если Bk+ij <£. Supp(g), то и ни одна компонента из Buuj не входит 
в Supp(g). 

Рассмотрим расслоение g поверхности Хп и связанное с ним расслоение g со 
связными слоями (см. диаграмму (#)) . Кривые на Хп делятся на два типа: те, 
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которые лежат в слоях морфизма #, и те, которые отображаются на Р1 . Если неко
торая кривая Z С Хп не пересекается с некоторым слоем морфизма#, то она сама 
лежит в слое. Пусть связная компонента слоя ~д~1(оо) лежит, например, в Вщ д. 
Группа \1п переставляет Buij, j — 1 , . . . ,п, и при j \ ф J2 дивизоры Вих^х и 
Вих j 2

 н е пересекаются. Поэтому /лп переводит связные компоненты слоя <7_1(оо) 
в связные компоненты некоторого слоя морфизма ~д. Отсюда также следует, что 
fj,n переводит связные компоненты любого слоя морфизма д в связные компонен
ты слоя. Поэтому /хп действует на слоях морфизма д и, следовательно, действует 
на У, и мы получаем накрытие фп: У —> У/цп = Р1 • 

1.6. Исследование ветвления накрытия фп. Пусть связная компонента 
S слоя ^~1(оо) (слой морфизма д) лежит, например, в Вци1- Обозначим фп х 
g(S) = оо £ Р1 . Так как группа fin действует на слоях морфизма #, а также 
переставляет Bultj, j = 1 , . . . ,п, и при j \ ф J2 дивизоры Bjjijx и Bu1j2

 н е пе~ 
ресекаются, то прообраз ,0~1(оо) состоит из п различных точек. Поэтому грп не 
разветвлен над оо. 

Так как д~г • ip"1 (оо) С Хп\ Хп, то из коммутативной диаграммы (#) следует, 
что ограничение д\х=с2 = 9 отображает X на Р1 \ {оо} = С1 . Выберем системы 
координат на X = С2 и на С1 . Морфизм д в этих координатах задается уравнением 
z = д(х, у), где д(х, у) - некоторый многочлен. Отметим, что для любой константы 
с € С из многочлена д(ху у) — ев кольце С[х, у] не может быть извлечен корень 
степени г для любого натурального г > 1, так как морфизм д имеет связные слои. 

Для всех г < к + 1 таких, что га; не кратно п, кривые Bij лежат в слоях мор
физма дп по построению функции д, так как эти кривые не пересекаются с Виг j • 
С другой стороны, ограничение морфизма Трп на Хп совпадает с <рп, который раз
ветвлен только над Dmodn • В силу абсолютной по модулю п связности дивизора D 
все компоненты дивизора Dmo(in должны лежать в одном и том же слое морфизма 
д. Обозначим этот слой через 5 i ,§(5i ) = 1 £ С1. 

Покажем, что морфизм фп:У -> Р1 не имеет ветвления над всеми точками 
z £ Р1 , кроме точки z = 1. Действительно, как упоминалось выше, (рп не раз
ветвлен над оо Е Р1 . Предположим, что <рп разветвлен над точкой z = с, с ф 1 (не 
ограничивая общности, мы можем считать, что z = 0). Выберем локальньш пара
метр г в прообразе точки z = 0 так, что r n i = фп{г)-> г ^ е n i > 1- Тогда для того, 
чтобы морфизм (рп не ветвился над точками из g~x({z = 0}), необходимо, чтобы 
все компоненты кривой, заданной в С2 уравнением д(х, у) = 0, имели кратности, 
делящиеся на п\. Но это означает, что из многочлена д(х, у) можно извлечь корень 
степени rai, что невозможно. 

Для завершения доказательства теоремы 1 осталось заметить, что морфизм 
трп'У -* Р 1 степени deg фп = п > 1 обязан иметь более одной точки ветвления. 

§ 2. Следствие из теоремы 1 

В качестве следствия из теоремы 1 мы получаем, что с точки зрения одномерных 
гомологии при компактификации Хп С Хп существенны только компоненты В{ = 
<р~х (Di), которые лежат на нормализации Хп. 

СЛЕДСТВИЕ (из теоремы 1). Если кривая D удовлетворяет условию Сп, то 
вложение г: Х^ м- Хп индуцирует изоморфизм 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО . Поверхность Хп имеет изолированные нормальные особен
ности в точках Sing Хп и Х% = Хп \ Sing Xn. Мы можем считать, что при компак-
тификации Хп и при разрешении особенностей "добавляется" кривая Е = 
Хп\ Х„, которая является дивизором с нормальными пересечениями на Хп. Тог
да компоненты Ei дивизора Е = Е\-\ \-Es линейно независимы в (Pic Xn) <S> Q, 
так как иначе существует функция д £ С(Хп), отличная от константы и такая, 
что Supp(<7) С Е. Тогда д и д~1 - регулярные функции на Х%. Следователь
но, д и д~г - регулярные функции на Хп, так как Хп — нормальная поверхность и 
Х„ = Хп \ SingXn . Поэтому д = const в силу теоремы 1. Мы получаем доказа
тельство следствия из того факта, что числа Бетти bi(X^) и bi(Xn) совпадают, 
как вытекает из следующего предложения. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е [1]. Пусть Z - гладкая проективная поверхность, и пусть 
Е = Е\ + h Es - дивизор с нормальными пересечениями на Z. Тогда 

h(Z\E)-h(Z) = s-p(E), 

где bi(-) - первое число Бетти, а р(Е) - размерность подпространства в 
(Pic Z) <8> Q, порожденного классами [Ei]. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из точной последовательности вычета Пуанкаре: 

О -> H°{Z,Slz) -+ H°(Z,nz(logE)) -> Н°(Е^, &Ет) -> HX{Z,V}Z), 

где ЕЫ - несвязное объединение кривых Ег,ииз спектральной последовательнос
ти Е\ч = # 9 ( Z , fi^(log E)) =» HP+i(Z \ Е, С), которая вырождается в члене Ех. 

§ 3 . Доказательство теоремы 2, (i) 

Очевидно, что г* - эпиморфизм, так как любой 1-цикл в Хп мы можем сдвинуть 
с дивизора Хп\ Х'п, имеющего вещественную коразмерность 2. 

В силу следствия теоремы 1 мы можем вместо Хп рассматривать Х%, отлича
ющееся от X'n на к кривых 

к 
Х°п\Х'п=[]Ви Bi = 4>-1(Di). 

г = 1 

Укажем к циклов, порождающих кегг*. Пусть L - прямая в С2 , трансверсально 
пересекающаяся с кривой D. Обозначим 7; окружность малого радиуса в L с цент
ром в одной из точек пересечения Di П L. Хорошо известно, что циклы 71, • • •., 7fc» 
соответствующие выбранным петлям, образуют базис в # i ( C 2 \ D, Ъ) и не зависят 
от выбора прямой L. Рассмотрим накрытие (рп: Хп ->- X, и пусть 7i,* = 1, . . •, fc,-
цикл в Hi (Х'п, Z), соответствуюпщй простому обходу в <р~г (L) вокруг одной из то
чек пересечения ср~ 1(L)nBi. 

Л Е М М А 2. Циклы у̂̂ , г = 1 , . . . , fc, линейно независимы в Hi(X'n,Z). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из замечания о том, что при гомоморфизме (</?п)* • 
Hi(Xf

n,Z) -> # i ( C 2 \ D,Z) образ (v?n)*(7;) = пт, где щ - индекс ветвления 
морфизма ipn вдоль кривой В;. 
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ЛЕММ А 3. Если D удовлетворяет условию Irrn , то циклы 7yi порождают 
кегг*. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ясно, что кегг* порождается циклами, "обходящими" ком
поненты Х% \ Х'п. По условию Irrn таких компонент имеется k, Bi = ip~1{Di)^ 
г = 1,..., к. 

§4 . Точная последовательность Милнора 

Рассмотрим бесконечное циклическое накрытие <р = (/?оо • ^оо ~> X1 = С2 \ D 
из диаграммы (2). Если Fi - свободная группа, порожденная монодромией ft, то 
X' — Xoo/Fi. В этой ситуации Милнор [7] рассмотрел точную последователь
ность цепных комплексов 

О -+ С.(Хоо) - ^ С.(Хоо) - ^ С.{Х') -+ О, 

которая приводит к точной последовательности гомологии 

. . . _> Н^Хоо) - ^ > Н^Хоо) - ^ Нг(Х') -+ HoiXoo) -> 0. (5) 

(Мы часто пишем ft вместо ft*, если это не приводит к недоразумению.) 
Для анализа группы Hi(Xoo) мы применим последовательности (5П) для бес

конечного циклического накрытия <Роо,п- Хж -* Х'п, построенные так же, как 
и (5). Если Gn С Fi - бесконечная циклическая группа, порожденная ftn, то 
Х'п = Xoo/Gn, а Г = Х'п/цП1 где /xn = Fi/Gn - циклическая группа поряд
ка п. Обозначим ftn автоморфизм на Х'п, индуцированный ft. Тогда ftn - об
разующая группы /хп, которая соответствует также образующей группы Галуа 
Оа1(ОД,) /С(Х' ) ) . 

Соединим вместе точные последовательности (5П) и (4): 

i 
HliXoo) 

\hn-id 

HiiXoo) 

| ( V o o , n ) . ( 6 « ) 

о • eL iCTi • #i(*A) - ^ Я!(ХП) • о. 

I 
I 
0 

Точнее, мы пока знаем только, что группа 

г=: 
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а при выполнении условия Сп имеем Нв(п) = кег(гп)*. 
Дальше нас будет интересовать структура автоморфизма h = h* в Hi(Xoo). 

Обозначим 

корневое разложение, где Я1(Хоо)^1 = ф л ,г Н^Х^х^ Аналогичные обозна
чения будут применяться для корневого разложения пространства Hi(X'n), соот
ветствующего автоморфизму hn = (/in)*. Ниже нам потребуется легкое упражне
ние из линейной алгебры. 

ЛЕММА 4. Пусть h - автоморфизм векторного пространства V/C. Тогда: 
(i) если в жордановом разложении h имеется только одна жорданова 

клетка с собственным значением А ф О, то для любого п Е N автоморфизм 
hn также имеет только одну otcopdanoey клетку с собственным значением 
Ап; отсюда следует: 

(ii) если h не имеет собственных значений А = О, то размеры и число 
жордановых клеток у hn такие же, как и у h; 

(iii) если h имеет одну otcopdanoey клетку и А / 1, то h — id: V -> V -
изоморфизм, а если А = 1, то dimker(/i - id) = dimV/(h — id)F = 1. 

Обозначим J = J(h) число жордановых клеток автоморфизма ft, a J\ = J A = I , 
J n = JXn=l, ]фХ - числа жордановых клеток с собственным значением А = 1, с 
собственными значениями А такими, что Ап = 1, и с не равными 1 собственными 
значениями соответственно. 

Применим лемму 4 к автоморфизму ftn пространства Н\ (Хоо) в диаграмме (бп). 
Гомоморфизмы (<Роо,п)* и (гп)* в этой диаграмме являются эквивариантными^мо-
нодромии ft в #i(Хоо) соответствует автоморфизм ftn = (ftn)* в Н\(Х'п) uH\(Xn) 
(мы можем считать, что пополнение Хп выбрано так, что ftn регулярно действует 
на Хп). Из леммы 4 следует, что 

dim tfipO = Ji(/ in) + 1 = Jn(h) + 1 (7) 

и каждой клетке оператора ft в Hi(Xoo) в Im(</?oo,n)* С # i ( X ^ ) соответствует 
один собственный вектор оператора Лп в Hi(X'n) с таким же собственным значе
нием. 

§ 5. Доказательство теоремы 2, (ii) 

Пусть выполнены условия Сп(£>) и Irrn(£>). Тогда в силу части (i) теоремы 2 
последовательность (4) точна при п = n(D). 

Мы покажем, что последовательность (4) соответствует корневому разложе
нию оператора hn: 

кегг. = ф C-7 i = Н1(Х'п,С)х=1, Нг(Хп,С) * Н^Х'^С)^-
2 = 1 

Л Е М М А 5. Оператор hn в Hi(Xn,C) не имеет собственных значений X = 1, 

Я 1 ( Х П , С ) = Я 1 ( Х П , С ) ^ 1 . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно рассмотреть двойственное пространство 
Я1(ХП,С) и его инвариантное подпространство # 0 , 1 = #° (Х П ,П^ ). Но ес
ли Н°(Хп, ftir )i ф 0, то на Хп имеется 1-форма и, инвариантная относитель-
но/in- Поэтому ш получается из 1-формы на Xn/(hn) ~ Р2. Поэтому о; = О, 
так как на рациональных многообразиях нет регулярных 1-форм. Следовательно, 
# i ( A n , C ) A = i = 0 . 

Из леммы 5 следует, что 

#i(Xn)A=iCker(zn)*. 

ЛЕММА 6. Если выполнено условие Irrn, т.е. кривые В{ являются непри
водимыми, то 

Яв(п)с#1(Х;) л =1. 
Таким образом, Нв(п) С кег(гп)*, и поэтому всегда 

dimker(in)* ^ к. (8) 

Пусть n, q Е N. Сравним гомологии поверхностей Хп и Х£п. Имеем нераз-
ветвленное накрытие X'qn -> Хп. Мы можем считать, что оно продолжается до 
морфизмаХ^п -+ Хп. Получаем коммутативную диаграмму 

О > kev(iqn)* > Я х ( ^ п ) - ^ h Нг(Хяп) • О 

Ф Ф Ф 

О • k e r ( i n ) . • H^X'J - ^ HipCn) • 0. 

И з описания Н\ {X'qn) и Н\ (Х'п) с помощью точных последовательностей Милнора 
(Ъяп) и (5П) и из леммы 4 следует, что Hi(Xqn) —t Hi{X'n) является эпиморфиз
мом. Отсюда следует, что и Hi(Xqn) —>• Н\(Хп) тоже является эпиморфизмом. 
Это мы получим также с помощью другого рассуждения. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Теорема 2, (И) верна в случае, когда п кратно n{D), т.е. 
п~ Q' n(D). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим диаграмму (9) дляп = n(D). Тогда Jqn(D) — 
Jn ( D ) , и поэтому dimHi(X'qn(D)) = dim#i(X^ (£))). В силу теоремы 2, (i) 
dimker(in(£>))+ = fc, а из (8) следует, что dimker(zgn(D))* ^ к. Поэтому из ди
аграммы (9) следует, что dimker(i9n(£>))* = fc, т.е. 

Нв(п) = кег(гп(£>))* = #i(A^n(D))A=i. 

Пусть теперь п - произвольное натуральное число. В диаграмме (9) возьмем 
q = n(D). Тогда в силу предыдущего предложения для верхней строки в (9) имеем 
dimker(ign)* = к = Л + 1. TaKKaKdim#i(X£n) = Jqn + 1, то dim#i(Xg n) = 
Jqn + 1 — к = Jqn — Ji. Для нижней строки в (9) имеем 

dimker(in)« ^ A;, dimHi(X'n) = Jn + 1. 
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Мы хотим доказать,что dimker(2n)* = fc. Для этого исследуем эпимор
физм Hi(Xqn) -> Hi(Xn). Рассмотрим двойственное отображение (мономор
физм) Hl{Xn) -¥ H1(Xqn)1 соответствующее накрытию Xqn -> Хп. Для 
(ОД)-части, т.е. на голоморфных формах это отображение индуцирует вложение 
Я°(ХП ,П^ ) С H0(Xqn,ft>k? )• Так как Хп = Xqn/fiq, где /ig -циклическая 
группа порядка д, порожденная /in, то Я°(ХП, П^ ) = H°(Xqn, fii_ )̂ « - инва-
риантные голоморфные формы, и Н1 (Хп) = if1(ATgn)/i9 состоит из тех Я1(Хд п)л, 
для которых АЛ = 1. Поэтому 

dim Нг(Хп) = dim Hl{Xn) = Jn-J± = Jn + l-k. 

Следовательно, dim кег(гп)* = Jn -f 1 — (Jn -f 1 - fc) = fc, и теорема 2, (ii) доказана 
для любого п. 

СЛЕДСТВИЕ. Если кривая D удовлетворяет условиям Сп(£>) и Irrn(£>), то 
для любого п 

dim#i(Xn) = Jn-Jx= ry i (A n), (10) 
где r^i(D,n) - число жордановых клеток монодромии h в Hi(Xoo,C) с соб
ственными значениями А / 1, дл# которых Ап = 1. 

Мы переходим к доказательству теоремы 3. Мы хотим сравнить действие опера
тора монодромии h = ft* в Hi(Xoo) с действием оператора монодромии в H\(Y), 
где У - общий слой расслоения Хп —> Sn, близкий к нулевому слою YQ . Для этого 
нам необходимо напомнить, как устроена предельная ССХ для хорошего вырожде
ния кривых [2]. 

§ 6. Монодромия в гомологиях общего 
слоя хорошего вырождения кривых 

В этом параграфе мы временно сменим обозначения. Пусть 7г: X —> S - хоро
шее вырождение кривых над кругом 5, т.е. 7г - проективный морфизм, гладкий 
над S' = S \ {0}, а выроженный слой XQ = 7г-1(0) = С\ + ••• + Ck есть при
веденный дивизор с нормальными пересечениями (дополнительно можно считать, 
что компоненты Ci неособы). Общий слой Xt — n~l{t) есть неособая кривая ро
да g = g(Xt). 

Пусть 
h 

XQ i— XQ = J J Cj 

- нормализация кривой Хо, <? = 9(XQ) = ^2 9i, Г - двойственный граф кривой XQ. 
ССХ в H1{XQ) ВВОДИТСЯ так, что 

0 -> Н1{Т) -> Н1(Х0) -> Н1(Х0) -> 0 

есть точная последовательность ССХ. В частности, если °W. - весовая фильтра
ция, ЯХ(Х0>= °\Уг D °W0 D 0, то°W0 = ЯХ(Г), G r ^ = 0 t tV°W 0 ^ Нг(Х0). 

Пусть г: X -> XQ - ретракция на нулевой слой, a rt: Xt —> Х&- ее ограничение 
на Xt. Пусть 

V = tei((rt)*:Hi(Xt)-*H1(X0)) 
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- пространство исчезающих циклов. Пусть h: Xt —>• Xt - геометрическая монод-
ромия, соответствующая образующей в 7Ti(S"), а М = Л*, Г = (Л,*)-1 - монод
ромии в Hi(Xt) и Я*(Хг) соответственно. В данном случае монодромия полу
проста [2], Т = Ти, и по теореме о монодромии (Г — id)2 = 0, т.е. нильпотентный 
оператор N =: log Ти равен Т — id. 

Весовая фильтрация W. предельной ССХ в Я1(Х4) определяется как весовая 
фильтрация оператора JV, И̂  = W(iV), 

ff^XtJ^WbDWiDWbDO, W0 = TmN, Wx = kerAT = Я 1 ^ * ) ^ 

Последовательность Клеменса-Шмида 

о -•я1(Хо) - ^ я 1 ^ ) А я 1 ^ ) ->Я1(хе) -ю 

является точной последовательностью ССХ, причем морфизмы (rt)* и N имеют 
типы (0,0) и (—1, — 1) соответственно. 

Рассмотрим более геометрическую двойственную картину для гомологии. Име
ем диаграмму 

0 

i 
Hi(X0) 

I 
0 +-#1(Х„) 

I 
#1(Г) 

I 
о 

в которой строка - это точная последовательность Клеменса-Шмида, а столбец 
дает весовую фильтрацию °W. в Hi(Xo), 

Нг(Х0) = °W0 D °W^ D 0, °\¥.г = Нг(Х0), 
С г ° 0 ^ = 0 ^ о / 0 ^ . 1 ^ Я 1 ( Г ) . 

Кроме того, в диаграмме содержится член Hi(X), который нам потребуется ниже. 
Весовая фильтрация W. предельной ССХ в H\{Xt) - это фильтрация нильпо-

тентного оператора N* = М — id, она устроена так: 

# i № ) = W0D W-i D W-2 Э 0, W-2 = ImN* = ker(rt)* = V, 
W_i=ker iV*=#i (X t ) M . 

Hi(X) 

J* 

ЛГ* 

(0,0) 
Я а № ) ^ — #i(X t) <- Я ^ о ) <- 0, 

( i . i ) 
(H) 
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Имеем 

Нг(Х0) = # i № ) / k e r ( r t ) « = W0/W.2, W^/W-2 ^ ° ^ _ i = # i ( X 0 ) , 
Wo/W-г ~ QWQIQW^ ~ # i ( r ) . 

Мы можем выбрать базис (8, 8', 7'? 7 ) в -Hi (^"t) в соответствии с весовой фильт
рацией W. Разобьем базисные векторы на три части: исчезающие базисные век
торы 8, геометрические базисные векторы 8', У и комбинаторные базисные век
торы 7- Сначала выберем базис 8 = (8\,..., Sv) в И^_2 = V. Это исчезающие 
циклы. Затем выберем базис в W-i/W-2 ~ #i(Xo) и возьмем их представители 
в W-i, ((J7,7;) = (<$i> • • •, <̂ > 7i» • • • j 7$) ~ э т о геометрические базисные векторы. 
Наконец, выберем базис в WQ/W-I ~ Hi(T) и возьмем их представители в Wo, 
7 = ( 7 1 , . . . , 7v); это - комбинаторные базисные векторы. 

Очевидно, что двумерным клеткам монодромии М в Н\ (Xt) соответствуют дву
мерные подпространства, которые натянуты на один исчезающий и один комбина
торный циклы. 

Пусть теперь поверхность X С X вложена (или просто отображается) в проек
тивную поверхность X. Обозначим i\ XQ <—>X<-^Xwj:Xt<-^X<-±X соответ
ствующие вложения (отображения). Так как XQ есть гомотопический ретракт X, 
то треугольник в диаграмме (11) коммутативен: г* • (г*)* = j * . 

ЛЕММА 7. Комбинаторную часть базиса 7 в H\(Xt) можно выбрать так, 
что j*(7) = 0 в Hi(X). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (СМ. диаграмму (11)). ССХ в Н\(Х) является чистой веса 
- 1 , Нг(Х) = W-x D W-2 = 0. С другой стороны, г*: ЯХ(Х0) -» Нг(Х) есть 
морфизм ССХ. Поэтому г* строго согласован с фильтрацией и, следовательно, 

fou=u(°W-1H1(X0))=uH1{Xo). 

Комбинаторные векторы получаются из векторов в Н\ (Г). Прообраз 7 такого век
тора в Н\ (Хо) определен по модулю Н ± (Хо) > и мы можем выбрать 7 € Н\(Хо) так, 
что г* (7) = 0. 

СЛЕДСТВИЕ. МОЖНО так выбрать жорданово разложение монодромии в 
пространстве H\(Xt)1 что для подпространства L, соответствующего дву
мерной жордановой клетке, j*(L) = 0 в Hi(X). 

Действительно, можно считать, что L = С • 8 ф С • 7> где $ ~ исчезающий, а 
7 - комбинаторный векторы. Тогда в силу леммы 7 можно считать, что j * (7) = 0, 
aj*(£) = 0, так как j * = г* • (r t)* и(г4)*(5) = 0. 

§ 7. Доказательство теоремы 3 

Пусть Y = Xt — / -1(£)> соответственно Y = Xt = / (t), есть неособый слой 
(близкий к нулевому) морфизма / , соответственно / , из диаграммы (3). Морфизмы 
4>п и </?оо являются неразветвленными накрытиями и слои ср~1(У) и ip^(Y) рас
падаются на компоненты, изоморфные Y. Выбирая точки и Е e^(t) nt G e~x(f), 



О МОНОДРОМИИ И СМЕШАННОЙ СТРУКТУРЕ ХОДЖА 159 

мы можем считать, что Y вложено в Хоо и Х'п в качестве слоев f^{u) и f^x(t) 
так, что коммутативна диаграмма 

Y = У <-> F 

М [j J7 
AQO > Xn

f—>Xn. 

Получаем коммутативную диаграмму для гомологии 

Я! (Г) = #х(У) • Я! (У) 

Осс).| ] i . j j . (12) 
я^Хоо) • Я!(х;) — > ях(хп) . 

г* 

На пространствах #i(Xoo), Hi(X'n), H\{Y) (и # i (y) ) действуют операторы 
монодромии, которые мы обозначаем Л, hn и Т соответственно. Очевидно, что го
моморфизмы (.bo)*, J* и j * эквивариантны, т.е. коммутируют с действием опера
торов монодромии. 

Рассмотрим часть диаграммы (12), соответствующую собственным значениям 
\ф1: 

Ях(У)#1 • H^Y) 
U^y^ j JJ. (13) 

(<Лх>,п)* г* 

Сделаем несколько замечаний. 
1) (joo)*' Hi(Y)±\ -> Hi(Xoo)^:i является эпиморфизмом. Это следует (см., 

например, [3], [4]) из эпиморфности гомоморфизма 

тп(У) -» 7п(Хоо) = N = кег(тп(С2 \ D) -> тг^С1 \ {0})). 

2) На coker(</?oo,n)* = HQ(XOO) (СМ. диаграмму (6П)) монодромия действует 
тривиально. Поэтому ifi(A"oo)^i —> Hi(X'n)^i является эпиморфизмом. 

3) Hi{X'n)^i -^* Hi(Xn) является изоморфизмом в силу (доказательства) те
оремы 2, (ii). 

4) H\(Y) -» Hi(Y) является эпиморфизмом, причем его ядро инвариантно от
носительно монодромии и порождено циклами, которые соответствуют обходам 
вокруг точек Y \ F, "лежащих на бесконечности". Геометрический базис в H\(Y) 
и эти циклы на бесконечности дают разложение Hi(Y)^i = ker ф#х(У), инвари
антное относительно монодромии. На кег монодромия Т полупроста. Это следует 
из того, что вблизи точки пересечения квазисечения морфизма / с компонентой 
кратности m нулевого слоя / (0) "бесконечно удаленные циклы" переставляют
ся, и поэтому Т имеет конечный порядок. 

5) Если на пространстве Hi{Xoo)^i монодромия имеет двумерную клетку L, 
то для любого жорданова разложения монодромии в H\{Y)^i имеется двумерная 
клетка, которая отображается на L. Здесь мы называем клеткой инвариантное 
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подпространство, на котором гомоморфизм в жордановом разложении состоит из 
одной клетки. 

Напомним, что мы хотим доказать, что монодромия h на Hi{Xoo)^\ полупрос
та. В силу леммы 4 из § 4 мы можем вместо h рассматривать hn. В силу теоремы 
Мамфорда о полустабильной редукции [5] мы можем выбрать п так, что нулевой 
слой морфизма Хп -> Sn является хорошим. Мы попадаем в ситуацию § 6, в кото
ром слой Y обозначался Xt (а монодромия в H1(Xt) равна Тп). 

Теперь мы переходим к ключевому месту доказательства. Если на Hi(X00)^i 
автоморфизм hn имеет двумерную клетку L, то в силу замечаний 4) и 5) мы мо
жем считать, что L является образом двумерной клетки L монодромии в Hi(Y). 
Тогда, с одной стороны, в силу следствия из леммы 7 в § 6 мы можем выбрать жор-
даново разложение на Н\ (Y) так, что для двумерных клеток L имеем j+ (L) = 0. С 
другой стороны, в силу (7) каждой жордановой клетке оператора hn в Н\ (Xoo)^i, 
в том числе соответствующей подпространству j*(L), соответствует один ненуле
вой вектор в Hi(X'n)^i ~ Hi(Xn) при гомоморфизме (<Роо,п)*- Это противоречие 
доказывает теорему 3. 

§ 8. О смешанной структуре Ходока в i71(X0 0) 

Мы хотим ввести ССХ в Я 1 (Хоо, Q) так, чтобы гомоморфизмы 

были морфизмами ССХ. Многообразие Х'^ является неособым алгебраическим 
многообразием, поэтому в Н1(Х'п) имеется ССХ, введенная Делинем [2]. Напом
ним, что для определения ССХ на Я 1 (Х'п) мы должны взять неособое проективное 
многообразие Хп Э Х'п такое, что Хп\ Х'п = D есть дивизор с нормальными пе
ресечениями. Весовая фильтрация W. определяет спектральную последователь
ность 

WE™ => НГ+о(Х'п), 

которая вырождается в члене E<i и для которой w.E^ ' + = Hk~l(D ), 
где D есть несвязное объединение /-кратных пересечений компонент дивизора 
D. Из этой спектральной последовательности получаем точную последователь
ность ССХ 

о -> них») -+ н\х'п) -* H°(DW) -• н2(хп), 
причем на Н1(Хп) имеется чистая структура Ходжа веса 1; D - это несвяз
ное объединение компонент кривой D и на H°{DW) имеется чистая структура 
Ходжа веса 2 и типа (1,1). В нашем случае в силу теоремы 2 эта точная 
последовательность есть точная последовательность 

0 -> Нг(Хп) -+ Н1{Х'п) -> 0 С • 7 * -> 0, (4) 

двойственная последовательности (4). Если W. - весовая фильтрация в Я 1 ^ ^ ) , 
Н^К) = W2 D Wx D 0, то Wi = HlQCn), a G r f = W2jWx = 0*L i С • 7*- На 
Нг(Хп) имеется чистая структура Ходжа веса 1, а на G r ^ - чистая структура 
веса 2 и типа (1,1). 
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В нашем случае на Н1(Х'п) действует циклическая группа fin (и группа Fi = Z), 
порожденная монодромией Л* - образом монодромии h* € Fi в /xn = Z/nZ. ft* 
есть изоморфизм ССХ, так как hn - изоморфизм алгебраического многообразия 
Х'п. Из доказательства теоремы 2, (ii) следует, что если ф^ H1{X!n)\i - разложе
ние пространства Нг (Х'п), то 

н\хп) = HHxfot, н\х'пь ~ © с • 7*. 
г = 1 

Поэтому ССХ в Н1{Х'п) расщепляется и является прямой суммой чистых струк
тур Ходжа в Н1(Хп) и в 0 * = 1 С • 7*. 

Рассмотрим диаграмму, двойственную диаграмме (6П): 

I 
Н1(ХЖ) 

| (h*)"-id 

н^Хоо) 

+ я 1 ^ ; ) — • eLiC-т? — • о. 
i 

Я0(Хоо) 

I 
о 

Пусть ф{ Н1 (Хоо )Ai - корневое разложение пространства Н1 (XQO) для монод
ромии h. В силу теоремы 3 если n(D) | п, то 

является изоморфизмом. Поэтому если мы введем ССХ в Я1(ХСЮ) как прямую 
сумму чистой структуры Ходжа веса 1 в i/1(X00)^i, полученной с помощью изо
морфизма (<^оо,п(£>))*>и чистой структуры Ходжа веса 2 и типа (1,1) в Я1(Х00)х, 
то, очевидно, все гомоморфизмы (<£оо,п)* будут морфизмами ССХ и теорема 5 до
казана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. МЫ ввели ССХ в Я1(Х00), потребовав, чтобы все (<р<х>,п)* были 
морфизмами ССХ. Это, конечно, примитивная постановка вопроса. Естественно 
вводить ССХ во всех Нк (Хоо) сразу, функториально, а 1а Делинь, и в более общей 
постановке. Формально фильтрации можно ввести на комплексе дифференциаль
ных форм: ходжева фильтрация - глупая, а весовая - каноническая. Здесь возни
кает ряд вопросов: как быть с бесконечномерностью Нк(Х00), является ли точная 
последовательность Милнора последовательностью ССХ и т.д.? Этому будет по
священа другая работа. 

0 • Н\Хп) 
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