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О плоских алгебраических кривых 
положительной размерности Альбанезе 

Введено понятие размерности Альбанезе плоской алгебраической кривой как 
максимум размерностей образов отображений Альбанезе циклических накры­
тий плоскости, разветвленных вдоль этой кривой. В терминах уравнения кри­
вой найдено необходимое условие для того, чтобы размерность Альбанезе не­
приводимой кривой была равна единице. Доказано, что это условие является 
также достаточным для общей кривой. Полностью описано множество много­
членов Александера неприводимых плоских кривых, имеющих равную единице 
размерность Альбанезе. Также полностью описаны образы отображений Аль­
банезе циклических накрытий плоскости, разветвленных вдоль таких кривых. 

Библиография: б наименований. 

Введение 

Пусть D С С2 - неприводимая комплексная алгебраическая кривая, заданная 
уравнением /(ж, у) = О, где f(x, у) € С[ж, у] - неприводимый многочлен. 

Кривая D (многочлен f(x,y)) определяет циклическое n-листное накрытие пло­
скости фп: Хп -* X = С2, где Хп - нормализация поверхности в С3, заданной 
уравнением zn = /(ж, у). Обозначим Вп = ф~г(В), X' = X \ D, Хп — Хп \ Вп. 
Тогда фп: Хп —> X1 - неразветвленное накрытие. Мы можем построить проек­
тивное пополнение Хп поверхности Хп. Для этого рассмотрим гиперповерхность 
в Р3 , заданную уравнением х^ = х™ • f(xo,xi, #2)? гДе /(жо> #1 > #2) - однородный 
многочлен степени deg / , ассоциированный с / , т = п — deg / . Пусть Хп - норма­
лизация этой поверхности и фп: Хп —> Р2 индуцировано морфизмом фп: Хп —̂  X. 
Разрешая особенности поверхности Хп и точки неопределенности морфизмов, мы 
получаем неособую поверхность Хп D Хп1 где Х% = Хп \ Sing Xn. 

Многочлен f(x,y) определяет морфизм / : С2 -* С1, слоем которого над точкой 
О G С1 является кривая D. Обозначим / ' : X' -» S' = С \ {0} ограничение / 
наХ ' . 

Кроме того, мы будем рассматривать бесконечное циклическое накрытие ф = 
Фоо- Хоо -» X' , соответствующее универсальному накрытию е: U -ч S' проко­
лотой плоскости S' = С \ {0} плоскостью U = С, t — е(и) = е27гги. Получаем 
коммутативную диаграмму 

ф:Хоо - * ^ Х ' - ^ Х ' 

/« f'n ]/ (*) 
e:U • SL > S' 
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wezeS'n = C\{0},t = zn. 
В нашем случае общий слой морфизма / неприводим. Поэтому индуцирован­

ный гомоморфизм /£: 7ri(Xf) -> 7ri(Sf/) = Fi является эпиморфизмом на свобод­
ную циклическую группу Fi (см., например, [2]). Обозначим N = ker/£. Тогда 
ф: Хоо -» X ' - накрытие, определенное нормальным делителем N, 7Ti(X00) = N. 
Имеем изоморфизм Hi(XOQ, Z) = N/N', где iV7 = [iV, iV] - коммутант группы N. 
Точная последовательность 

1 -» iV/AT' -> in(X')/N' -> Fi -> 1 

определяет действие образующей £ группы Fi на N/N' и превращает N/N* в 
Z[£,£ -1]-модуль. Пусть Дг(£) = Д^хэ(£) - г-й многочлен Александера, связанный 
с действием образующей t на N/N'. Определение и свойства многочленов Алек­
сандера можно найти, например, в [2]. Пусть h € Deck(X00/X /) = Fi -накрыва­
ющее преобразование, соответствующее образующей t £ Fi . Мы будем назьвзать 
h монодромией кривой D. Многочлен Александера A(t) — A\(t) совпадает с ха­
рактеристическим многочленом монодромии /i* в iJi(Xoo, С). Как известно (см., 
например, [2]), все корни многочлена Александера A(t) плоской кривой D явля­
ются корнями из единицы. Обозначим n(D) такое наименьшее натуральное число, 
что все корни многочлена Александера A(t) кривой D являются корнями степени 
n(D) из единицы. 

Обозначим q(n) = dimH°(XniQ~ ) иррегулярность поверхности Хп и ап: 
Хп —>• Tq^ - отображение Альбанезе. Напомним, что отображение Альбанезе 
определяется следующим образом. Пусть u i , . . . ,cjg(n) Е Ж°(ХП , 0 ^ ) образуют 
базис пространства голоморфных форм на Хп и <$i,..., <$2g(n) ~ базис (по модулю 
кручения) пространства целочисленных одномерных гомологии на Хп. Интегра­
лы \ ^ 

п * = ( | и j [ « , w ) еС«<"> 
назьшаются периодами. Периоды Щ , . . . , П2д(п) линейно независимы над Е и по­
рождают решетку 

А = {min i 4- • • • + т2д(п)П2 д(п) , m* G Z} 

в С* (п ) . Зафиксируем точку ро € ~Хп. Отображение ап: ~Хп -» TqM = C^ n ) /A, 
определяемое 

\JP0 JpQ / 

называется отображением Альбанезе. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Число 

a(D) = maxd ima n (X n ) 
nGN 

называется размерностью Альбанезе плоской кривой D. 

A priori размерность Альбанезе a(D) плоской кривой D может принимать зна­
чения 0,1,2. Отметим, что для неприводимой кривой D условие a{D) > 0 эквива­
лентно условию deg Д (£) > 0, где A(t) - многочлен Александера кривой D. 

/ 
/ 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Назовем неприводимую кривую D С С2 , заданную в С2 

уравнением f(x, у) = 0, квазиторической кривой, если найдутся такие взаимно 
простые между собой, а также с многочленом f(x, у), многочлены д(х, у), h(x, у) 
и г (ж, 2/), degg(x,y) > 0,degh(x,y) > Ondegr(x,y) ^ 0, а также такие взаимно 
простые натуральные числа а > 1 и Ъ > 1, что выполнено соотношение 

д(х, у)а + h(x, у)ъ = r{x, y)abf(x, у). (1) 

Квазиторическая кривая D называется торической, если в квазиторическом 
разложении (1) многочлен г(х,у) является константой. 

Квазиторическое разложение называется полным, если ни из одной пары мно­
гочленов д(х, у), г(х, у) и h(x, у), г(х, у) нельзя одновременно извлечь в С[х, у] ни­
какого корня степени больше единицы. Числа а и Ь, участвующие в полном ква­
зиторическом разложении для f(x,y), будем называть показателями кривой D. 
Скажем, что уравнение f(x,y) = О, задающее квазиторическую кривую D, об­
ладает единственным квазиторическим разложением, если в ее полном квазитори­
ческом разложении многочлены д{х,у), h(x,y) шг(х,у) определены однозначно с 
точностью до постоянного множителя, предполагая, что а < 6.. 

Название "квазиторическая кривая" возникло из того, что дополнение к кривой 
Еа ъ, заданной в С2 уравнением иа + vb — О, гомотопически эквивалентно допол­
нению к торическому узлу Ка^ в 5 3 (см., например, [4]). Как хорошо известно, 
многочлен Александера торической кривой Еа^ъ равен 

[) (*° - i)(*b - I ) " 

В данной статье будут исследованы плоские неприводимые кривые!) ca(D) > 0. 
Одним из результатов статьи является следующая 

ТЕОРЕМА 1. Пусть неприводимая плоская кривая D с a(D) > 0 задана 
уравнением f(x,y) = 0, и пусть для некоторого п образ отображения Альба-
незе ап(Хп) = Сп одномерен. Тогда 

i) отображение Альбанезе ап определяет некоторое квазиторическое раз­
ложение многочлена f(x,y); 

И) если размерность Альбанезе a(D) = 1, то f(x,y) обладает единствен­
ным квазиторическим разложением; 

in) если f(x,y) обладает двумя различными квазиторическими разложе­
ниями, то размерность Альбанезе a(D) — 2. 

Квазиторическое разложение многочлена f(x,y) определяет (квазиторичес-
кий) пучок кривых Dд-, заданных уравнением 

\ig(x,y)a + \2h(x,y)b = 0, 

А — (Ai : A2) € Р1 , так что D С -D(i:i). Предположим, что общая кривая D-% этого 
пучка является неприводимой. Квазиторический пучок кривых Dj определяет 
рациональное отображение 

ф = xjj{g,h,a,b):W2 -* Р1 , ф ~Х(А) = % . 
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Разрешая точки неопределенности этого отображения с помощью последователь­
ности а-процессов а: Р -> Р2 , получим регулярный морфизм ф: Р —» Р1 . Мор-
физм ф имеет конечное число критических значений Ai , . . . , А& Е Р1 , над которыми 
соответствующие слои^ (А») являются вырожденными, либонетрансверсально 
пересекаются с хотя бы одним из дивизоров: либо сг* (Ь^ )геа, либо с исключитель­
ным дивизором морфизма а, где Loo = Р2 \ С2 - бесконечно удаленная прямая. 

Имеет место теорема, "обратная" теореме 1. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть кривая Dj = D + abDf принадлежит квазиторическо-
му пучку кривых, определяемому квазиторическим разлоэюением уравнения 
f(x,y) кривой D. Тогда 

г) a(D) ^ 1; 
И) если Dj - неприводимая кривая (D' = 0 ) и Ао не является критичес­

ким значением морфизма ф{д,Н,а,Ь), то Q>(D-^ ) = 1. 

Теорема 3 описывает образ отображения Альбанезе циклического накрытия 
плоскости, разветвленного над неприводимой кривой D с a(D) = 1. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть для неприводимой кривой D, заданной уравнением 
f(x,y) = О, a(D) = 1, и пусть Сп = ап(Хп) - образ отображения Альбане­
зе п-листного циклического накрытия плоскости, разветвленного вдоль D. 
Пусть а и Ъ - показатели кривой D для квазиторического разложения мно­
гочлена f(x, у). Тогда 

i) ab = п(Р)\ 
И) если а или Ъ взаимно просты с п, то Сп есть точка] 
Ш) если о! = Н.О.Д.(п,а) > 1 и Ь1 = Н.О.Д.(тг,Ь) > 1, то кривая Сп имеет 

род 
_ а'Ъ' -а! -Ъ' + 1 

9п- 2 

и является циклическим накрытием проективной прямой Р 1 степени п' = 
а'Ъ1', разветвленным над тремя точками {для определенности, над 0,1,оо). 
Порядок ветвления над точкой О равен а', над оо равен V и над 1 равен 

В случае если плоская неприводимая кривая D имеет размерность Альбане­
зе a(D) = 2, но при некотором п образ Сп = ап(Хп) отображения Альбанезе 
n-листного циклического накрытия плоскости, разветвленного вдоль D, является 
кривой, то точно так же, как и в одномерном случае, кривая Сп имеет род 

_ а'Ъ' - а1 - V + 1 
9п- 2 

где а1 тЪ1 - некоторые делители числа п и квазиторических показателей а и Ъ ква-
зиторической структуры, определяемой отображением ап, а сама Сп также яв­
ляется циклическим накрытием проективной прямой Р 1 степени п1 = а'Ъ', раз­
ветвленным над тремя точками 0,1, оо с порядками ветвления а1,Ь' и п ' = а'Ъ' 
соответственно. 

Простыми следствиями из теоремы 3 являются следующие теоремы. 



О ПЛОСКИХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ КРИВЫХ 79 

ТЕОРЕМА 4. Пусть неприводимая плоская кривая D с a(D) — 1 имеет 
квазиторические показатели а иЪ. Тогда многочлен Александера Д(£) кривой 
D равен 

Щ) (*«-1) (*ь_1)-

ТЕОРЕМА 5. Пусть уравнение f(x,y) = О плоской кривой D с a(D) = 2 
обладает квазиторическим разложением с показателями а и Ъ. Тогда мно­
гочлен 

(tab — l)(t — 1) 
(ta-l)(tb-l) 

является делителем многочлена Александера A(t) кривой D. 
Пусть неприводимая кривая D имеет многочлен Александера A (t), deg Д (t) = 2. 

В этом случае согласно [3, теорема 4] q(n) ^ 1 и q(n(D)) = 1. Следовательно, 
a(D) = 1. Отсюда и из теорем 1, 4 вытекает 

СЛЕДСТВИЕ. Пусть f{x,y) = 0 - уравнение неприводимой кривой D, имею­
щей многочлен Александера Д(£), degA(£) = 2. Тогда f(x,y) обладает един­
ственным квазиторическим разложением 

д{х, у)2 + h(x, yf = f{x, у)г(х, у)6, 
и многочлен Александера A(t) = t2 — t -f 1. 

Для достаточно широкого класса плоских (не обязательно неприводимых и при­
веденных) кривых D в [3] была введена естественная смешанная структура Ходжа 
на Й"1(Х00). В частности, если D - неприводимая плоская кривая, то эта сме­
шанная структура Ходжа является чистой и совпадает со структурой Ходжа на 
Н1 (Хп(£>)). Отсюда и из теоремы 3 вытекает 

ТЕОРЕМА 6. Пусть {Dp}p£B ~ алгебраическая деформация плоских кри­
вых размерности Алъбанезе a{Dp) = 1. Тогда соответствующая этому се­
мейству вариация структур Ходжа Я1(Х0 0 ?^) является тривиальной. 

Теоремы 1-5 будут доказываться одновременно, их доказательство содержится 
в первом параграфе и существенно опирается на следующее предложение, доказа­
тельство которого составляет содержание второго параграфа. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1. Пусть а, Ь, с - тройка попарно взаимно простых не 
равных единице натуральных чисел. Тогда в кольце многочленов С[ж, у] не 
существует попарно взаимно простых многочленов р(х,у), q(x,y), r(ж,у), 
s(x,y) ut(x,y) таких, что 

i) degp(x,y) > 0, degq(x,y) > О, deg г (х, у) > О, degs(x,y) > О, 
degt(x,y) ^ 0; 

и) многочлен s(x, у) неприводим; 
ш) р(х,у)а +q{x,y)b = r{x,y)c) 
iv) существует такое А = (Ai : A2) ф (0 : 0), что 

Aip(x, у)а + А2д(х, у)ь = s{x, y)t(x, y)abc. 

В заключение хочу отметить, что мне не известно ни одного примера неприво­
димой плоской кривой D с a(D) — 2. Согласно теореме 1 один из возможных 
подходов для доказательства существования такой кривой состоит в нахождении 
неприводимого многочлена /(ж, у), имеющего два неэквивалентных квазиторичес-
ких разложения. 
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§ 1. Размерность Альбанезе и квазиторическое разложение 

1.1. Рассмотрим бесконечное циклическое накрытие ф = фоо,п' ^оо -* Х'п из 
диаграммы (*). Если Fi - свободная группа, порожденная монодромией ft, то X' = 
^oo/Fi- Пусть Gn С Fi - бесконечная циклическая группа, порожденная ftn. 
Тогда Х'п = Xoo/Gni а X' = X'nliin, где / i n = F i / G n - циклическая группа 
порядка п. Обозначим hn автоморфизм на Xf

n, индуцированный ft. Тогда ftn -
образующая группы /хп, которая соответствует также образующей группы Галуа 
Gal(C(X4)/C(X'))-

В ситуации бесконечного циклического накрытия Милнор [5] рассмотрел точ­
ную последовательность цепных комплексов 

0 ->• С.(Хоо) ^с.садАс.ВД о, 

которая приводит к точной последовательности гомологии 

Я1(Хоо) " ^ HxiXoo) A Hi(X^) -> ЯоСХоо) -> 0. (2n) 

(Мы часто будем использовать ft вместо ft*, если это не приводит к недоразуме­
нию.) 

1.2. Пусть / : Р2 -» 5 = Р 1 - рациональное отображение, соответствующее 
морфизму / : X -> S. Отображение / не определено лишь в точках бесконечно 
удаленной прямой L^ = Р2 \ С2 = / _ 1(оо). Разрешая точки неопределенности с 
помощью <т-процессов а.Х —> Р2 , мы получаем морфизм / = / • а: X -> S. При 
этомХо = / (0) Э D, / (оо) Э LOQ, X' С X С X. Мы можем представлять 
себе, что X = С2 получено из X выкидыванием кривой a ~ 1(L 0 0) , состоящей из 
некоторого числа квазисечений и некоторого числа компонент слоев морфизма / . 
Аналогично определяются морфизмы / n , f'n и / п , и мы получаем коммутативную 
диаграмму 

Фп XnCXn<zXn 

J п In / n 

Ьп С Ъп С Ьп 

•4 ХэХ 

1 

> SDS 

(3) 

^га п 

Пусть F = X t = / ~1{t), соответственно Y = Xt = f (£), есть неоосбыйслой 
(близкий к нулевому) морфизма / , соответственно / , из диаграммы (3). Морфизмы 
Фп и фоо являются неразветвленными накрытиями, и прообразы ф~l (Y) шф^}

1(¥) 
распадаются на компоненты, изоморфные Y. Выбирая точки и £ e^~{t) mt€ 
e~x(t), мы можем считать, что Y вложено в XQO и Х'п в качестве слоев f^x{u) и 
/оо * (*) т а к 5 ч т о коммутативна диаграмма 

Х0 

Y^ Y 

Фоо,п 
> Х^Хп 

г 
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Получаем коммутативную диаграмму для гомологии 

Нг(У) • HX{Y) 

(4) 
tfi(Xoo) • Hx{X'n) — ^ Нг(Хп) 

(Фоо,п)* г* 

На пространствах #i(Xoo), Hi{Xl
n), Hi(Y) (и H±(Y)) действуют операторы 

монодромии, которые мы обозначаем /г, hn и Г соответственно (монодромия Т 
порождается обходом вокруг слоя / _ 1(0)) . Очевидно, что гомоморфизмы (joo)*> 
j * uj* эквивариантны, т.е. коммутируют с действием операторов монодромии. 

Сделаем несколько замечаний. Если В - неприводимая кривая, то: 
1) (joo)* "• Hi(Y) -> Hi(Xoo) является эпиморфизмом. Это следует (см. [2]) из 

эпиморфности гомоморфизма 

тгхОО -* 7ri(Xoo) = N = кег(тг1(С2 \ D) - 4 жг{£1 \ {0})). 

2) Hi (X4) —^ # i (Х п ) является эпиморфизмомв силу [3, теорема 2], а его ядро 
порождается "простым обходом" вокруг кривой Вп = ф~г(В). 

3) Сквозное отображение Ях(Хоо) -> Hi{Xn) является (см. [3]) изоморфизмом, 
если п кратно п(В), и эпиморфизмом в общем случае. Более того, если Н± (XQQ ) = 
0 у i% _ разложение на собственные подпространства, отвечающие собственным 
значением & монодромии h, то H\{Xn) эквивариантно изоморфно @£п=1 V^%. 

4) Инвариантные относительно монодромии Т циклы из Н\ (Y) принадлежат яд­
ру морфизма Hi (Y) -» Hi (Xn). Это следует из эквивариантности диаграммы (4) 
и из точной последовательности Милнора (2i). 

ЛЕММА 1. Пусть В - неприводимая кривая. Тогда для любого п собствен­
ный прообраз ф~1(В) — Вп кривой В отображается отображением Алъба-
незе ап в точку. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для доказательства леммы достаточно показать, что ог­
раничение на Вп любой голоморфной на Хп 1-формы и обращается в нуль на Вп. 
Для этого достаточно проверить, что морфизм г*: Hi{Bn) -> Hi(Xn), индуциро­
ванный вложением, является нулевым. 

Рассмотримморфизмы / и fn. Пусть А С S (соответственно Д п С Sn) -изо­
морфная диску достаточно маленькая окрестность нуля. Обозначим тт: Z -> Д 
(соответственно 7гп: Zn —у Д п ) ограничение / на / (Д) = Z. Сделав несколько 
сг-процессов, мы можем считать, что слои ZQ = 7Г _ 1 (0) , тгп~1(0) являются диви­
зорами с нормальными пересечениями, a Y является общим слоем расслоений на 
кривые ж и 7гп. Обозначим r:Y —» Z$ ограничение на слой Y ретракции Z —» ZQ. 
Так как кривая В входит в слой ZQ С кратностью 1, то циклы из I = г ~г (Hi (В)) С 
Hi (Y) являются инвариантными относительно действия монодромии Т на Hi (Y). 
Из диаграмм (3) и (4), очевидно, следует, что i*(Hi(Bn)) = j * ( / ) , так как огра­
ничение фп на Вп является бирациональным изоморфизмом. Применив сделанное 
выше замечание 4), получаем, что морфизм г*: Hi(Bn) —У Hi(Xn), индуцирован­
ный вложением, является нулевым. 
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1.3. Напомним, что все корни многочлена Александера A(t) плоской кривой 
D являются корнями из единицы и через n(D) обозначено такое наименьшее нату­
ральное число, что все корни многочлена Александера Д(£) кривой D являются 
корнями степени n(D) из единицы. 

ЛЕММА 2. Неприводимая кривая D имеет размерность Альбанезе a(D) = 1 
тогда и только тогда, когда образ с\пт\{Хп^^) является кривой. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. И З [3, теорема 2], применяя точные последовательности 
Милнора (2П), получаем, что в случае неприводимой кривой D первое число Бет­
ти b± (n) поверхности Хп совпадает с числом корней многочлена Александера Д (£) 
кривой D, являющихся корнями n-й степени из единицы. Поэтому для п, кратных 
n(D), иррегулярность q(n) = | deg A(i) и, следовательно, естественные морфиз-
мы 

Фп,П{в): н° (хп(£>)' n]kn(D)) ~> я ° ( Х п ' птп)' 

индуцированные морфизмами <t>n,n(D)i являются изоморфизмами. Поэтому если 
ап(£>) является отображением на кривую С = ^n(D)(-^n(D))) TO Д л я п-> кратных 
n(D), все голоморфные формы на Хп являются поднятыми с С. Следовательно, 
для п, кратных n(D), образ ап (Хп) является кривой. Как известно, отображения 
Альбанезе функториальны, т.е. если F: Z\ —>• Z2 - морфизм алгебраических мно­
гообразий, имеющих иррегулярности q\ и q2 соответственно, то для отображений 
Альбанезе имеем коммутативную диаграмму 

- ^ z2 
а 

у ТЧ2 

Из вышеизложенного следует, что dim ап(Хп) ^ 1 для всех п. 

1.4. В дальнейшем нам понадобится общий факт об отображении Альбанезе, 
вытекающий из теоремы Штейна о факторизации морфизмов, из функториальнос-
ти отображения Альбанезе и из того, что для кривой положительного рода ото­
бражение Альбанезе является биголоморфным отображением на образ. 

ЛЕММА 3. Пусть образ a(Z) отображения Альбанезе алгебраической по­
верхности Z есть кривая. Тогда общий слой а~1(р), p € a(Z), есть неприво­
димая кривая. 

1.5. В дальнейшем мы предполагаем, что образ Сп = ап(Хп) одномерен. 

ЛЕММА 4. Пусть D - неприводимая кривая, и пусть при некотором п 
образ Сп — ап(Хп) отображения Альбанезе п-листного циклического накры­
тия плоскости, разветвленного вдоль D, является кривой. Тогда монодро-
мия hn, действующая на Хп, переводит слои расслоения ап: Хп —у Сп в 
слои. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. На #° (Х П ,ГЦ- ) действует автоморфизм h* Выберем 
базис {u>i,..., tjg(n)} в Н° (Хп, П^- ) из собственных векторов этого автоморфиз­
ма, h^(ujl) — £г • иг, где £г - корни п-й степени из единицы. 

а. 
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Пусть ро - фиксированная точка и р - произвольная точка, принадлежащие 
одному и тому же слою Fc — a^l{c) отображения Альбанезе ап- Тогда 

ГР 

'РО 

где интегралы берутся по произвольным путям в Fc, соединяющим точки ро и р. 
Следовательно, 

rhn(p) 

Г 
ГГЬпКР) ГР ГР 

I ол = / hn(ui) = & / Ui = 0. 
'hn(po) JpQ JpQ 

Поэтому точки hn (ро) и hn (p) также принадлежат одному и тому же слою отобра­
жения ап. 

1.6. Из леммы 4 следует, что действие группы Галуа /хп, порожденной авто­
морфизмом hn, порожает действие группы \хп на Сп (образующую этой группы 
опять обозначим через hn). Получаем коммутативную диаграмму 

U (5) 

Сп -*=-)• Cn/(jtn) ~ P 1 

Кривая Cn/(fJ>n) является рациональной, так как она является образом рацио­
нальной поверхности X ~ Р2 , а морфизм ф: Сп -» Р 1 является циклическим на­
крытием степени, равной некоторому делителю п' числа п. Кроме того, морфизм 
а* : Я 1 (С П ,Е) —> Нг(Хп,Ж) является эквивариантным относительно действия 
группы / i n изоморфизмом. 

1.7. Отметим, что если a(D) = 1 и п — n(D), то deg фп^о) = n(D). Действи­
тельно, по определению числа n(D) в Н1 (XQQ , С) существует собственный вектор, 
отвечающий собственному значению £, где f - некоторый первообразный корень 
степени n(D) из единицы. Эквивариантность изоморфизмов 

Я 1 (Хоо, С) ~ Я 1 {Xn(D), С) и Я 1 (Cn{D), С) ~ Я 1 (Xn(D), С) 

позволяет заключить, что автоморфизм h^,Ds пространства Я 1 (СП (^) , С) имеет 
собственное значение £, являющееся первообразным корнем степени n(D) из еди­
ницы. Следовательно, степень накрытия фп{о) должна быть кратна n(D). С дру­
гой стороны, как отмечалось выше, степень накрытия фп является делителем чис­
ла п. Поэтому deg фп(о) = n(D). 

1.8. Исследуем ветвление морфизма фп. Покажем, во-первых, что над одной 
из точек A G Р 1 морфизм фп имеет ветвление кратности п1 = deg^ n . Действи­
тельно, по лемме 1 кривая В = фп~1(В) лежит в слое морфизма ап над некоторой 
точкой с £ Сп. Морфизм фп ммеет ветвление над D кратности п = deg фп. Отсю­
да и из коммутативной диаграммы (5) следует, что морфизм фп над точкой фп (с) = 
(Ai : A2) € Р 1 имеет ветвление кратности п'. В дальнейшем считаем, что 
(Ai : А2) = (1 : 1). 

Во-вторых, морфизм фп должен иметь по крайней мере еще две точки ветвле­
ния, кроме точки (1 : 1), так как кривая Сп имеет положительный род. Не огра­
ничивая общности, мы можем считать, что это точки (0 : 1), (1 : 0) Е Р1. Пусть 
в первой из этих точек морфизм фп имеет ветвление кратности а, а во второй - Ь. 
Числа а и Ь являются делителями числа пг. 
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1.9. Покажем, что а и Ъ взаимно просты. Действительно, пусть это не так, и 
пусть простое число р является делителем чисел а и Ь. Тогда существуют кривая 
Ср и циклические морфизмы фр: Ср —У Р 1 и фп^р'- Сп —»• Ср, d e g ^ = ри фр 
имеет ветвление кратности р по крайней мере над тремя точками (1 : 1), (1 : 0), 
(0 : 1) € Р1 , и такие, что морфизм фп может быть включен в коммутативную 
диаграмму 

Ср ) Р 1 

Но, так как морфизм ф : Ср —> Р 1 имеет не менее трех точек ветвления кратнос­
ти р, род кривой Ср должен быть больше нуля, что невозможно. Действительно, 
в этом случае среди корней характеристического многочлена автоморфизма hn, 
действующего на Н1 (Сп, Ж), найдется примитивный корень из единицы степени р, 
где р - простое число. Это противоречит теореме 7 из [2], так как характеристичес­
кий многочлен автоморфизма ftn, действующий на Н1 (Сп, Ш), является делителем 
многочлена Александера A(t) кривой D в силу замечания 3) из п. 1.2 и того, что 
ап : Н1 (Сп) -» Н1 (Хп) является эквивариантным относительно действия группы 
1лп изоморфизмом. 

1.10. Поверхность X бирационально изоморфна поверхности X = С2 . Поэ­
тому для завершения доказательства i) теоремы 1 мы можем заменить в диаграм­
ме (5) X на С2 . При этом морфизмы фп и а± заменятся на некоторые рациональные 
отображения фп и а± и мы получим коммутативную диаграмму 

Хп - ^ С 2 

I й1 (50 
Сп 

3)1 

Фп 

Отметим, что так как фп: Хп -> X является проективным морфизмом, то ин­
дуцированное им рациональное отображение фп обладает следующим свойством: 
для любой кривой С С С2 ее прообраз Фпг(С) непуст. В частности, имеет смысл 
говорить о порядке ветвления отображения фп вдоль любой кривой С С С2. 

Отображение а\ определяет пучок кривых Djua, С2, й1~1(А) = Dj. Рассмот­
рим кривую .0(1:0) • Так как точка (1 : 0) является точкой ветвления морфизма фп 

кратности а, а отображение фп разветвлено лишь вдоль £), то кривая -0(I :Q) обя­
зана быть кратной кривой с кратностью, делящейся на а. Следовательно, Dn.Q\ 
задается в С2 уравнением д(х1у)а = 0, где д(х,у) - некоторый многочлен. Анало­
гично, кривая .D(o:i) задаетсяв С2 уравнением ft (ж, у)ь = 0, где ft(x, у) - некоторый 
многочлен. 

Кривая D(i:i) содержит в качестве компоненты нашу кривую D, и точка (1 :1) 
является точкой ветвления морфизма фп кратности п'. Напомним, что п1 кратно 
произведению а • Ь и отображение фп разветвлено лишь вдоль D. Поэтому кривая 
-0(1:1) задается в С2 уравнением /(ж, у) • г (ж, у)аЬ = О, где г(х, у) - некоторый мно­
гочлен (возможно, г(х,у) является константой), взаимно простой с многочленом 
/(ж, 2/). 
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Так как кривая D(ui) является элементом пучка, порожденного кривыми I3(i:o) 
и 12(0:1) > т 0 должно выполняться равенство 

g(x,y)a + h(x,y)b = f(x,y)-r{x,y)ab. 

По лемме 3 общий слой отображения Альбанезе ап является неприводимой кри­
вой. Поэтому общий элемент пучка д(х, у)а + \h(x, у)ъ — 0, совпадающий с об­
разом общего слоя отображения а п , также является неприводимой кривой. Сле­
довательно, degg > 0 и degft > 0, так как а > 1 и Ь > 1. Тем самым часть i) 
теоремы 1 доказана. 

1.11. Перейдем к доказательству теорем 1, И) и 3. Если морфизм фп имеет 
ветвление над какой-нибудь еще одной точкой Ао = (Ai : А2), не совпадающей 
с (1 : 1), (1 : 0), (0 : 1), то рассуждения, аналогичные приведенным в пп. 1.7, 1.8, 
показывают, что найдутся взаимно простое с числами а и Ь число с > 1 и многочлен 
t{x, 2/), deg t(x, у) > 0, такие, что: 

i) Ai0(s, y)a + \2h(x, у)ь = t(x, y)c; 
и) многочлены д(х, у), h(x, t/), t(x, у), /(ж, у) и г (ж, у) попарно взаимно просты, 

так как либо являются уравнениями не совпадающих слоев пучка D-%, либо урав­
нениями разных компонент одного слоя. 

В следующем параграфе будет доказано предложение 1, утверждающее, что су­
ществование таких многочленов д(х, у), Л (ж, у), t(x, у), f(x, у) и г (ж, у) невозмож­
но. Следовательно, во-первых, циклическое накрытие фп: Сп -» Р 1 разветвлено 
только над тремя точками (0 : 1), (1 : 0) и (1 : 1). Во-вторых, морфизму ап соот­
ветствует только одно квазиторическое разложение многочлена f(x,y). 

ЛЕММА 5. Пусть циклическое накрытие ф: С —> Р1 , разветвленное лишь 
в трех точках zi1Z2,z% Е Р1 , имеет в этих точках порядки ветвления а, Ь 
и п' соответственно, где а>1иЬ>1~ взаимно простые числа. Тогда 
degcf) — п' = аЪ и род д(С) кривой С равен 

g(C) = ~(ab~a~b-^l). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим С1 = Р 1 \ { ^ 3 } - Как известно, фундаментальная 
группа 7Г1 (С1 \{zi1Z2}) является свободной и порождается двумя элементами 71 и 
72 ~ обходами вокруг точек z\ и z<i соответственно, а морфизм ф однозначно опре­
деляется эпиморфизмом 7Г1 (С1 \ {z\, £2}) на циклическую группу /i&, переводящим 
7i в элемент порядка а и 72 в элемент порядка Ь. Следовательно, k — oh, так как 
а и Ь взаимно просты. Порядок ветвления в точке z% определяется порядком обра­
за в fjtk элемента 7з € TTI(C1 \ {zi, ^2}), представляющего обход вокруг точки z$. 
Очевидно, что 7з совпадает с произведением элементов 71 и 72- Следовательно, 
п1 = ah. Род кривой С вычисляется по формуле Гурвица. 

1.12. В обозначениях из предыдущих пунктов считаем, что п = n(D). Из 
п. 1.7 следует, что порядок ветвления циклического накрытия фп(£)) н аД точкой 
(1 : 1), равный n ; = deg^n(jp), совпадает cn(D). Отсюда и из леммы 5 следует 
утверждение i) теоремы 3 (по модулю предложения 1). Кроме того, отсюда следует 
доказательство утверждения Ш) теоремы 3 в случае п = n(D). 

Утверждение И) теоремы 3 следует из утверждения i) и из замечания 3) в п. 1.2, 
в силу которого dim Н1 (Хп) = 0, если п взаимно просто с n(D). 
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1.13. Для доказательства утверждения ш) теоремы 3 рассмотрим отдельно 
два случая: либо п является делителем числа n(D), либо не является. 

Пусть n(D) = пк. Рассмотрим коммутативную диаграмму 

-== Фп{В),п -^ 
Лп(П) г л г 

*n(D) (6) 

Оп(£)) > Сп У F , 

в которой на каждом из пространств действуют циклические группы так, что все 
морфизмы в (6) являются эквивариантными относительно этих действий (на Р 1 

действие тривиально). Более того, мы можем считать, что Фпт),п является ото-
—к 

бражением факторизации кривой Сп(£>) на факторпространство Cn(D) / C W D ) } ~ 
_д, _ 

Сп по действию группы, порожденной автоморфизмом / i n m), где /in(£>) - обра­
зующая циклической группы, действующей на Сп(£>), и, кроме того, фп(Е>) = 

Фп ° Фп(П),п' Отсюда легко получить, что degфn = n и морфизм фп разветв­
лен также только над тремя точками, порядки ветвления в которых равны соот­
ветственно а' — Н.О.Д.(а, п), У — Н.О.Д.(Ь,п) и п. Применяя формулу Гурвица, 
получаем доказательство утверждения ш) теоремы 3 в случае, когда п является 
делителем числа n(D). 

Пусть п = nifc, где ni = Н.О.Д.(п(1}),п). Тогда в коммутативной диаграмме 

Хп у ХП1 

Фп,П1 

морфизм фп^П1 индуцирует изоморфизм 0П)П1*: Hi(Xn, Z) -~> Н\{ХП1, Z) в силу 
замечания 3) из п. 1.2. Следовательно, фпП1' Сп -» СП1 является изоморфизмом. 
Таким образом, утверждение ш) теоремы 3 полностью доказано (по модулю пред­
ложения!). 

1.14. Докажем теорему 2, i). Пусть D - неприводимая кривая - задана уравне­
нием /(ж, у) = О, и пусть многочлен f(x,y) = О имеет квазиторическое разложение 
(предполагаем, что оно является полным) 

g(x,y)a + h(x,y)b = r(x,y)abf(x,y). 

Это разложение определяет рациональное отображение Ftt:b '• Хаь —> С3 , заданное 
фущщиями 

д{х,у) Цх,у) 
и—— — v = -~—~, w=^z 

r{x,y)b r(x,y)a 

(напомним, что zab — /(ж, у) на Хаь). Образ Ра^{Хаь) лежит на проективном за­
мыкании поверхности Уаь, заданной в С3 уравнением иа -f vb — wab и являющей­
ся циклическим накрытием плоскости, разветвленным вдоль торической кривой 
Еа^, заданной уравнением иа 4- vb = 0. Очевидно, dim Fa^{Xab) > 0. 
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Легко проверить, что а{Еа,ъ) = 1 и отображение Альбанезе ааь для Yab ото­
бражает У аь на кривую Саъ рода д = \{ab — а — Ъ + 1). Слоями этого отобра­
жения являются рациональные кривые (прообразы кривых из торического пучка 
\\иа + \2Vb = 0 при циклическом накрытии фаЪ: Yаь -* У). 

Покажем, что Fa^{Xab) не лежит в слое отображения Альбанезе ааь для Уаь. 
Действительно, если это не так, то для некоторых значений Ai, A2 на С2 должно 
выполняться тождество 

\ig{x,y)a + \2h(x,y) 6 = 0, 

невозможное по определению квазиторического разложения. Поэтому сквозное 
отображение ааь • Fa,6 отображает Хаь на кривую положительного рода. Следо­
вательно, a(D) > 0 и часть i) теоремы 2 доказана. 

1.15. Докажем утверждение ii) теоремы 1. В обозначениях из предыдущего 
пункта пусть a(D) = 1 и квазиторическое разложение многочлена /(ж, у) опреде­
лено отображением Альбанезе (см. п. 1.10). Из функториальности отображений 
Альбанезе вытекает существование коммутативной диаграммы 

ХаЪ + Yab 

(7) 

С, аЪ ->с, аЬ 

в которой все морфизмы являются эквивариантными относительно действия цик­
лической группы //аб, а Fa?b является изоморфизмом кривых, так как обе кривые 
являются циклическими накрытиями Р 1 степени аЪ и действия циклической груп­
пы Цаъ на этих кривых коммутируют с Fajb-

Пусть многочлен f(x,y) имеет еще одно (полное) квазиторическое разложение 

gi(x,y)ai + M * , * / ) b l =ri(x,y)aibif(x,y). 

Это разложение также определяет рациональное отображение F a i ^ ! : Ха1ьг -» С3 , 
заданное функциями 

и = r^(я:,y)Ьl , 
= hi(x,y) 

ri(x,y)ai' 

Образ Fai fa (Xai 61) лежит на проективном замьпсании поверхности Yai ьг, задан­
ной в С3 уравнением uai + vbl = waibl и являющейся циклическим накрытием 
плоскости, разветвленным вдоль торической кривой Eai fa, заданной уравнением 
uai+vbl = 0, и мы имеем коммутативную диаграмму, аналогичную диаграмме (7), 

Ха lbi 
01'bl> У к 

f x а\Ь\ 
У-а-^Ъ^ (7') 

П a l > b l v п 

Применяя теорему Штейна, мы можем считать, что морфизм аагьг имеет связные 
слои. 
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Пусть п - общее кратное чисел ab и ai&i. Рассмотрим композиции морфизмов 
otab • Фп,аЬ и аа1 ъг • Фп^Ьц задающие две структуры расслоений на кривые на Хп 
над Саъ и Саг ьг соответственно. Если слои одного из расслоений не являются слоя­
ми другого, то должен существовать сюръективный морфизм Хп -> Саъ х Caibi ? 
но это противоречит условию a(D) = 1. Следовательно, слои этих расслоений 
совпадают. Применяя рассуждение из п. 1.10 и предложение 1, получаем утверж­
дение И) теоремы 1. 

1.16. Докажем теоремы 4 и 5. Рассмотрим опять рациональное отображение 
Fa,b из п. 1.14. Как отмечалось во введении, многочлен Александера торической 
кривой Еа ь равен 

w (t° - W> -1) 
и совпадает с характеристическим многочленом монодромии hab, действующей на 
Hl(Yab) в силу замечаний из п. 1.2 (так как п(Еаь) = ab). 

По теореме 3 

<ИтН°(ХаЬЖ ) = д{СаЬ) = \{аЬ - а - Ъ+ 1) = dim#°(F a d , f i i , ). 

Следовательно, вложение F*b:H° (Fa&, П^ ) -> Н° (Хаь, Щр ) является изо-
5 * ab "̂ " ab 

морфизмом. Отсюда следует, что F* ъ: Я1(Уаь,С) -» Я1(Хаь,С) также изомор­
физм. Более того, F* b является эквивариантным морфизмом относительно дейст­
вий циклической группы iiab на Н1 (Хаь) и Н1 {Yab) • Следовательно, многочлены 
Александера кривых DmEa$ совпадают. Теорема 4 доказана. 

Для доказательства теоремы 5 вернемся в п. 1.14. Из инъективности эквива-
риантного морфизма F* ь^: Н° (Yab, ̂ h ) -* Н° (Хаь, 0 ^ ) и из замечания 3 в 

' * ab •**• ab 

п. 1.2 вытекает сюръективность эквивариантного морфизма 
FaM • фоо,аЬ*- ЫХоо) -+ # l ( F a b ) = Я1(Гоо). 

Следовательно, многочлен Александера кривой £7а,ь5 равный 

( t Q b - l ) ( t ~ l ) 
( * a - l ) ( ^ - l ) ' 

является делителем многочлена Александера Д (t) кривой D. Теорема 5 доказана. 
1.17. Докажем утверждение ii) теоремы 2. Пусть нам задан торический пучок 

кривых £) д-, определяемых уравнением 

\1д(х,у)а + \2Цх,у)ь = 0, 

А = (Ai : A2) Е Р1, так что общая кривая Dj этого пучка является непри­
водимой кривой. Этот пучок кривых Dj определяет рациональное отображение 
ф = ф(д,к,а,Ъ): Р2 -+ Р1, ^ ' 1 (А) = % . Разрешая точки неопределенности это­
го отображения с помощью последовательности сг-процессов а: Р —> Р2, получим 
регулярный морфизм ф = ф(д, h, a, b): Р -* Р1. Морфизм V? имеет конечное чис­
ло критических значений Ai,. . . , А& € Р1, над которыми соответствующие слои 
ф (Хг) являются вырожденными, либо нетрансверсально пересекаются с хотя 
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бы одним из дивизоров: либо с cr*(Loo)recb либо с исключительным дивизором Е 
морфизма а, где I/QQ = Р2 \ С2 - бесконечно удаленная прямая. Все слои F-^ мор­
физма ф являются гладкими неприводимыми кривыми для А $• {Ai , . . . , Ад.}, так 
как общая кривая пучка Dj является неприводимой кривой. 

Пусть!) = DJO,\Q = (А0,1 : А0?2) $ { А ь . . . , A*J, и пусть фп: Хп -> ~Х -
нормализация поверхности X = F в поле рациональных функций С(х, y,z), где 

zn = \o,ig(x,y)a + \o,2h(x,y)b, 

а г : Хп —> Хп - разрешение особенностей и фп = фп
шт. Пусть D - замыкание соб­

ственного прообраза кривой D в X = Р . Так как D трансверсально пересекается с 
дивизорами сг* (Loo) и исключительным дифизором Е морфизма а, а фп: Хп —> X 
- циклическое накрытие степени п, не разветвленное вне D U a~1(LOQ) U Е, то 
Хп локально изоморфна нормализации поверхности, заданной в С3 уравнением 
zn = хкут. Поэтому Хп имеет только изолированные рациональные особые точ­
ки и исключительный дивизор г _1(Sing Xn) морфизма г состоит из конечного 
набора рациональных кривых. 

Рассмотрим композиции морфизмов Ф = ф • фп: Хп —У Р 1 и Ф = ф • фп: Хп —У 
Р1 . Слой Ф ~ г (Ао) над точкой Ао состоит из собственного прообраза Вп = ф~ г(В) 
кривой D, а Ф (Ао) состоит из собственного прообраза Вп = фп (D) и некото­
рого числа исключительных кривых морфизма т. 

Отображение Альбанезе ап: Хп -»• Tq^ отображает слой Ф (Ао) в точку, 
так как ап (Вп) есть точка по лемме 1, а все остальные компоненты этого слоя яв­
ляются рациональными кривыми и поэтому также отображаются в точку при ото­
бражении Альбанезе. Следовательно, образ ап{Хп) не может быть двумерным и 
является либо точкой, либо кривой, так как матрица пересечений компонент слоя 
Ф (Ао) не является отрицательно определенной. Утверждение п) теоремы 2 до­
казано. 

§2 . Единственность квазиторического 
разложения для кривой D с a(D) = 1 

2 .1 . Неоднозначность квазиторического разложения может возникать в сле­
дующих двух случаях. Во-первых, возможно, кривая D с a(D) = 1 может быть 
включена в качестве компоненты слоя в два различных квазиторических пучка 
кривых. Во-вторых, один и тот же пучок кривых Dj может иметь две различ­
ные квазиторические структуры. Следующее предложение показывает, что вто­
рой случай на практике не может быть реализован. В п. 1.5 уже было доказано, 
что из этого предложения также следует невозможность реализации первого слу­
чая. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1. Пусть а, Ь, с - тройка попарно взаимно простых, не 
равных единице, натуральных чисел. Тогда в кольце многочленов С[х,у] не 
существует попарно взаимно простых многочленов р{х,у), q(x,y), r(x,y), 
s{x,y) ut(x,y) таких, что 

i) degp(x,y) > О, degq(x,y) > О, degr(x,y) > 0, degs(x,y) > О, 
degt(x,y) ^ 0 ; 

и) многочлен s(x, у) неприводим; 
iii) p(x,y)a+ q(x,y)b = r(x,y)c; 
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iv) существует такое А = (Ai : A2) Ф (0 : 0), что 

\ip(x,y)a + X2q(x,y)b = s(x,y)t(x,y)abc. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В процессе доказательства нам понадобится одномерный 
аналог этого утверждения. 

ЛЕММ А 6. Пусть а,Ь, с - тройка попарно взаимно простых, не равных еди­
нице, натуральных чисел. Тогда в кольце многочленов C[z] не существует 
попарно взаимно простых между собой и с многочленом z — zo многочленов 
p(z), q(z), r(z) u t(z) таких, что 

i) degp(z) > 0, degq(z) > 0, degr(z) > 0, degt(z) ^ 0; 
ii) p(z)a+q(z)b = r(z)c

L 
Hi) существует такое Ао = (Ai : A2) Ф (0 : 0), что 

XlP(zr+X2q(z)b = (z-zo)t(zrbc. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Во-первых, заметим, что Ао = (Ai : A2) Ф (1 : 0), (0 : 1) 
и (1 : 1), так как по условию многочлены p(z), q(z), r(z), t(z) и z — ZQ попарно 
взаимно просты. Во-вторых, 

adegp(z) = bdegq(z) = cdegr(z) > abcdegt(z) + 1 , 

так как в силу условия ii) обязательно должно выполняться одно из равенств: ли­
бо adegp(z) = Ьdegq(z), либо Ъdegq(z) = cdegr(z), либо adegp(z) = cdegr(z) 
(пусть, например, adegp(z) = b deg q(z)), и для всех значений А, за исключени­
ем, возможно, только одного, степень многочлена Xip(z)a + X2q(z)b обязана в этом 
случае совпадать с a deg p(z) = b deg q(z). Значение А, для которого степень мно­
гочлена Xip(z)a -h X2q(z)b меньше a degp(z), очевидно, совпадает с Ао из условия 
ш), так как a degp(z) — 1 не делится нацело на а. 

Пусть adegp(z) = bdegq(z) = cdegr(z) = abcdndegt(z) = e < d. 
Пучок многочленов Xip(z)a 4- X2q(z)b € C[z] определяет морфизм и: С1 С 

Р 1 - > Р 1 , 
v "Х(А) = {z | XlP(z)a + X2q(z)b = 0}. 

Над точкой (1 : 0) морфизм v имеет ветвление в точках {z Е С1 | p(z) = 0} 
порядков ami, где mi - кратности корней многочлена p(z), Ylrn% = ^с^- Анало­
гично, над точкой (0 : 1) морфизм v имеет ветвление в точках {z £ С1 | q(z) = 0} 
порядков ani, где ni - кратности корней многочлена q(z), ^ щ = acd, и над (1 :1 ) 
- ветвление порядков aki, J2 ki = abd. Кроме того, v имеет над точкой Ао ветвле­
ние в точках {z € С1 | t(z) = 0} порядков abcvi, J2vi — е, и в точке оо Е Р 1 \ С1 

порядок ветвления равен abc(d — е) — 1. 
Для морфизма v применим формулу Гурвица, связывающую роды кривой и ее 

образа. Получаем неравенства 

- 2 ^ -2abcd + Y^(ami ~~ l) + Yl(brii ~ *) 

+ ^2(cki - 1) + Y2(abcvt - 1) + abc(d - е) - 2 

^ —2abcd -h (abed — bed) + (abed - acd) 
+ (abed — abd) + (abce — e) + abc(d — e) — 2, 
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т.е. 
О ^ 2abcd — bed — acd — abd — е. 

Имеем d > е, следовательно, 

be -f ас + ab -f 1 > 2abc, 

или, эквивалентно, должно выполняться неравенство 

1 1 1 1 
- + 1 + - + -г > 2 -
а о с аос 

Но даже для минимальной тройки (а, Ь, с) = (2,3,5) (напомним, что а, Ь, с попарно 
взаимно просты) это неравенство не выполняется. Лемма б доказана. 

2.2. Вернемся к доказательству предложения 1. Многочлены р(ж, у) = и, 
q(x, у) = v и г(х, у) = w определяют морфизм ц: С2 -» С3. В силу условия ш) 
образ //(С2) лежит на поверхности Z, заданной в С3 уравнением 

Возвожны два случал: либо dim /i(С2) = 1, либо dim/i(С2) = 2. 

2.3. Пусть dim^(C2) = 1. Кривая С = //(С2) является аффинной рациональ­
ной кривой. Пусть и: С —У С - нормализация. Тогда /х пропускается через г/, 
/z = i/ • Д, где Д: С2 —)> (7. Не ограничивая общности (применив теорему Штей­
на о факторизации), мы можем считать, что Д - морфизм на гладкую аффинную 
рациональную кривую со связными слоями. Имеем вложение г: С —> С1. Компо­
зиция г • Д задается многочленом z = 7(х, у). Если С ф С1, то многочлен 1(х, у) не 
принимает в С2 какое-то значение, что невозможно. Следовательно, С = С1. 

Морфизм Д задается некоторым многочленом z = 3(х, у), &v задается много­
членами и = p(z), v = q(z), w = r{z) ир(х,у) = p{z), где вместо z подставлен 
многочлен ?(#, у) (и аналогично для д(ж, у) и г (ж, у)), и так как ^ = z/ • Д, то, оче­
видно, выполнено тождество И) из леммы 6: p(z)a -f q(z)b = r(z)c. 

Многочлен Aip(#, y)a -f A2#(#, t/)6 = «(ж, 2/)£(ж, ?/)a6c принадлежит подкольцу, 
порожденному в С[ж, у] многочленом z = 7l(x, у). Пусть s(x, y)t(x, y)abc = T(z), и 
пусть 

п 

T(z) = l[(z-zt)k* 
г=0 

- разложение на неприводимые множители в кольце C[z]. Так как s(x, у) и t(x, у) 
взаимно просты, то одно из кг равно 1 (пусть это ко), т.е. z — ZQ = s(x, y)T±(x, у), 
где Т\ (ж, у) - некоторый делитель многочлена t(x, у)аЪс. Так как различные слои 
морфизма Д не имеют общих компонент, то Т±(х, у) = t±(x, у)аЪс для некоторого 
делителя^ (ж, у) многочлена £ (ж, у), t(x,y) — ti(x,y)t2(x,y). Тогда 

n 
T2(z) = l[(z-zl)k*=t2(x,yrbc. 

г=1 

Общий слой морфизма Д неприводим, поэтому Т2 (z) = t(z)abc для некоторого мно­
гочлена t(z) e C[z]. Найденные многочлены p(z), q(z), r(z), t(z) и z — ZQ, оче­
видно, удовлетворяют всем условиям леммы б, что невозможно. Следовательно, 
d i m / i ( C 2 ) ^ l . 
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2.4. Пусть dim/i(С2) = 2. Рассмотрим отдельно два случая: (а,Ь,с) ф (2,3,5) 
(как неупорядоченные тройки) и (а, 6, с) = (2,3,5). 

Пусть (а ,Ь,с)# (2,3,5). 

ЛЕММА 7. Пусть v\Y -¥ Z - морфизм неособых алгебраических поверхнос­
тей, dimz/(F) = 2. Тогда v*(ni(Y)) является подгруппой конечного индекса 
в фундаментальной группе iri(Z). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть С с Z - кривая, над точками которой морфизм v 
вырожден. Тогда и: Y \ v _ 1 (С) —>• Z \ С является конечным неразветвленным 
накрытием. В коммутативной диаграмме 

^(Y^-HC)) -±-Hn(Y) 

m(z\C) >MZ) 

горизонтальные гомоморфизмы являются эпиморфизмами, а левьш вертикальный 
гомоморфизм является вложением на подгруппу конечного индекса. Следователь­
но, z/* (7Г1 (У)) является подгруппой конечного индекса в 7Т± (Z). 

Образ //(С2) = Z С С3, заданный уравнением иа + vb = wc, имеет одну изо­
лированную особую точку о = (0,0,0). Прообраз /i _ 1(о) состоит из конечного 
числа точек, так как многочлены р, q и г не имеют общих множителей. Следо­
вательно, С2 \ v~x(о) односвязно. Тогда по лемме 7 ITI(Z \ {о}) должна быть 
конечной группой. Однако хорошо известно (см., например, [6]), что TT\{Z \ {о}) 
является бесконечной группой в случае, когда а, Ъ и с попарно взаимно просты и 
(а,Ь,с)ф (2,3,5). 

2.5. Для доказательства предложения 1 нам осталось рассмотреть случай 
(а, 6, с) = (2,3,5). В этом случае, не ограничивая общности, мы будем считать, 
что образ /х(С2) = Z задан в С3 уравнением и2 + v3 = 1728га5 (и этим же соот­
ношением связаны многочлены р(х, у), q(x, у) и г (ж, у)). Как хорошо известно (см., 
например, [1], [6]), в этом случае ix\{Z \ {о}) является конечной группой 60-го по­
рядка, а универсальной накрывающей v:Y -¥ Z\ {о} является Y = С2 \ {о} и v 
задается однородными многочленами (см. [1]) 

и = - f e 3 0 + Й°) + 522(£f£2
5 - Ц?£) ~ Ю00(Й°Й° + £°еЛ 

v = -(Й° + g°) + 228(^5e2
5 - $141) ~ 494£%10, 

™ = £ i6(£ i 0 + H ^ 2 5 - £ 2 1 0 ) -

Многообразие С2 \ [х ~~1 (о) односвязно, так как /л ~1 (о) состоит из конечного числа 
точек. Следовательно, морфизм /л: С2 \ /л _ 1(о) -* Z \ {о} поднимается до голо­
морфного отображения 7г: С2 \ (л ~1(о) -» У так, что коммутативна следующая 
диаграмма: 

А* 
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Голоморфное отображение 5г продолжается до голоморфного отображения 
7г: С2 -> Y = С2, так как ц ~~1(о) - конечное число точек. В коммутативной диа­
грамме 

С2 

/ \ 
С2 = Y • Z 

V 

отображения /i и v являются регулярными морфизмами, а 7Г голоморфно, поэтому 
7г также является регулярным морфизмом. Действительно, коммутативная диа­
грамма (8) может быть расширена до коммутативной диаграммы 

W С С2 х ZY С С4 

С2 >Y 

" \ * / " 
Z 

в которой ргх и рг2 являются регулярными морфизмами алгебраической аффинной 
поверхности С2 Xz Y. Голоморфное отображение 7г поднимается до голоморфно­
го сечения q. Образ q(C2) содержится в некоторой неприводимой компоненте W 
поверхности С2 Xz Y. Следовательно, ограничение ргх на W является бирацио-
нальным морфизмом, для которого q является обратным. Поэтому q - регулярный 
морфизм. Следовательно, 7Г = pr2 -q также является регулярным морфизмом. 

2.6. Чтобы привести случай (а, 6, с) = (2,3,5) к противоречию, рассмотрим 
пересечения поверхностей W^, заданных уравнениями \iua + \2Vh = О, с Z и их 
прообразы в У и С2. Непосредственно проверяется, что при А ф (1 : 0), (0 : 1), 
( 1 : 1 ) пересечение Wj П Z = Cj является неприводимой приведенной кривой с 
единственной особой точкой в начале координат. Прообраз v ~1(Cj) задается в 
Y = С2 тем же уравнением Xiua -Ь \2Vb = 0, где umv - приведенные выше одно­
родные многочлены. Следовательно, v ~1 (Cj) распадается на 60 не совпадающих 
между собой прямых, так как Cj - приведенная кривая, a v является неразветв-
ленным накрытием. Пусть 

59 

""1(^%)=UL*. 
г=0 

где L{ - прямые. 
Прообраз 7г_1(Сд ) задается в С2 уравнением s(x,y)t30(x,y) = 0. Следова­

тельно, прообраз одной из прямых Li (пусть это - прямая LQ) задается уравнени­
ем s(x, у) = 0, так как s(x, у) неприводим и взаимно прост с t(x, г/), а прообразы 
остальных прямых Li, г > 0, задаются уравнениями 

ti(x,y)30 = 01 

где 
59 

КХ,У) = Y[U(x,y) 
i=l 

(8) 



94 ВИК. С. КУЛИКОВ 

- некоторое разложение на множители многочлена t(x,y). 
Сделав линейную замену координат в Y = С2 , мы можем считать, что прямые 

L\ и Z/2 в Y задаются уравнениями & = 0, г = 1,2, где & - координатные функции, 
а I/O задается уравнением Ai£i -f А2& = 0 при некоторых Ai и А2. В этом случае 
морфизм 7г задается уравнениями 

6 =*!(*, X/)30, &=*2(Ж,»)3 0 

*(*,у) = \ih(x,y)30 + A2t2(x,y)30 . 

Но это невозможно, так как s(x,y) является неприводимым многочленом. Предло­
жение 1 доказано. 
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