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О ТЕОРЕМЕ ЛЕФШЕЦА

Д Л Я ДОПОЛНЕНИЯ К КРИВОЙ В Р 2

Пусть Е - неприводимая плоская кривая над полем комплексных
чисел С v : Е^*Е<=Рг - морфизм нормализации, и пусть D - произволь-
ная кривая в Р2, E&D. Центральным результатом является теорема о
том, что если Е н D. пересекаются трансверсально, то v. :ni(£\v~'(^n
ПД))->л(Рг\£») является эпиморфизмом.

0. Пусть Х<=Рп — неособая проективная поверхность и D<=X — кривая
на X. Как хорошо известно, теорема Лефшеца о гиперплоском сечении
утверждает, что для общего гиперплоского сечения Е^Х естественный го-
моморфизм фундаментальных групп

i.: МБ\(ВПВ))-+п,(Х\В)

является эпиморфизмом.
М. Нори в [5] обобщил эту теорему Лефшеца на случай, когда Е<=Х —

нодальная кривая, т. е. кривая с простейшими двойными особыми точка-
ми. Один из его результатов состоит в следующем. Пусть v : Е-+Е — нор-
мализация кривой Е, i: ECZX — вложение и \?=i°v : Е-*-Х. Теорема Нори
утверждает, что если индекс самопересечения (£2)д>2г, где г —число осо-
бых точек но дальней кривой Е, и кривые Е и D пересекаются трансвер
сально, то образ х.я,(Е\х~1(ЁПВ)) при гомоморфизме нормализации

есть подгруппа конечного индекса в ni(X\D). Кроме того, в [5] приведен
пример неособой поверхности X и нодальной кривой Е с r=4z(W)x осо-
быми точками, для которой образ v,n{(E) является подгруппой бесконеч
еого индекса в я, (X).

Из результатов Нори следует, что в общем случае для произвольной
неприводимой кривой Ё^Х индекс образа G=!9.ni(E\v~l(EuD)) в
nt(X\D) должен зависеть от типа особых точек кривой Е, их числа и от
индекса самопересечения кривой Е на поверхности X.

Центральным результатам данной статьи является утверждение о
том, что в случае Х = Р 2 группа G не зависит ни от числа особых точек
кривой Е, ни от их типа, т. е. имеет место следующая

ТЕОРЕМА 1. Пусть Е и D такие кривые в Р2, что
I) E — неприводимая кривая*
и) Е не является компонентой кривой D;
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iii) для каждой точки x^EUD кривые Е и D неособы в этой точке
и пересекаются в ней трансверсально.

Тогда гомоморфизм нормализации

является эпиморфизмом.
С л е д с т в и е 1. Пусть f: F-»-P2 — конечный морфизм нормальной

поверхности Y на Р2, неразветвленньгй вне кривой ZJcrP2, и пусть кри-
вые D и /?с=Р2 удовлетворяют условиям теоремы 1. Тогда /~'(22) явля-
ется неприводимой кривой.

Теорема 1 непосредственно следует из аналогичного утверждения
(теорема 2 в п. 5) в аффинном случае (см. п. 6).

1. Пусть Е — неприводимая кривая С2 и Z)czCz — произвольная кри-
юая, не содержащая Е в качестве своей неприводимой компоненты. Пусть
Р г — пополнение Сг до проективной плоскости, £„=Р г\С г, и пусть В и
1) — замыкания кривых Е и D вТ?г.

Обозначим через /„,х~-действительный луч в С2, выходящий из точ
«и о и проходящий через точку хеС2. Выберем в С2 точку о так, что о и
кривая C=DUE находятся в общем положении, т. е. выполнены следую
щие условия.

1) Число точек пересечения (без учета кратности) любого луча l0, x

и римановой поверхности С не превосходит трех.
2) Существует лишь конечное число лучей 10,х, пересекающих С ров-

но в трех точках.
3) Для почти всех точек х^С, кроме точек, принадлежащих конеч-

ному числу вещественных алгебраических кривых, 10,хОС={х).
4) Для каждой точки ssSingC пересечение /„, ,f\C={s).
5)' Если луч 10, х касается С в точке х, то 10,хС\С={х}.
6) Если луч 1о, х пересекает С в точках ж и у, хФу, то касательные

пространства TjC и ТУС не параллельны.
7) Пучок комплексных прямых, проходящих через точку о, является

пучком Лефшеца, т. е. для индекса пересечения (L, С)х каждой пря-
мой L из пучка и кривой С в каждой точке х^ЬПС выполнено условие

(L, С)ж<2, если х — неособая точка,

(L, С)х=цх, если # е Sing С,

где цх — кратность особой точки х на кривой С. Кроме того, прямые L
из пучка, проходящие через точки x^Cf\Lx, пересекают трансверсаль-
но С в этих точках, если хФ Sing С.

Согласно лемме 1 из [4] для кривой С—E\)D Всегда найдется точка о,
находящаяся с С в общем положении. Выберем в С2 систему координат
так, что точка о является началом координат. Пусть f(zu z 2 )=0 — не-
нриводимое уравнение кривой Е в выбранной системе координат и
g{zt, z2) = 0 — уравнение кривой D.

Для любого' теС=С\{0} обозначим через Ех кривую в С2, заданную
уравнением

/(тг,, tz 2 )=0. (1)
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2. В дальнейшем нам понадобятся некоторые факты об автоморфиз-

мах й,, „ , , : Сг-»-Сг аффинной плоскости Сг, определяемых линейными пре-

образованиями вида

(2)

w2=t«z2,

где fe=C, p, ф=Ъ.
Назовем автоморфизм й:С2-»-С2 автоморфизмом типа (р, q), если

найдутся такие координаты {zu z2) в С2 и число t^C", что в этих коор-
динатах h задается линейным преобразованием (2). Такие координаты в
дальнейшем будут называться правильными координатами для автомор-
физма h. '

Пусть о : Х-»-С2 — 0-процесс с центром в точке о = ( 0 , 0)«=С2. Обозна-
чим Ьа=а~*(о). Напомним, что поверхность X —это квазипроективная
поверхность в Р'ХС2, заданная в координатах (yt: y2, z,, z2) уравнением

а о—рт2\х, где рг г : Р'ХС 2-^С 2 — проекция. Поверхность X покрывается
двумя открытыми картами C r

i=Xn {у^О}, i = l , 2, изоморфными С2 с ко-
ординатами Zi=z{, Xj^yjyt, где Ш = { 1, 2}\{i}, и в этих координатах ото-
бражение а \и, задается уравнениями

Имеет место следующая простая
ЛЕММА 1. Пусть а: Х-+Сг — а-процесс с центром в точке о = ( 0 , 0) ,

являющейся началом координат правильней системы координат (zt, zz)
для автоморфизма h : С2-*С2 типа (р, q). Тогда

1) автоморфизм h поднимается до автоморфизма Н:Х-*-Х так, что
диаграмма

н
X—* X

•1/1-
• С 2 — * С 2

коммутативна;

2) для карты U^X, определенной выше, H(Ui)=U{ и в координа-

тах (z{, Xj) автоморфизм H\Ut есть автоморфизм типа (/>,-, qt), где р1=/>,

3)

4) пусть x&La — неподвижная точка автоморфизма Н; тогда если

q, то х — начало координат системы координат (xt, x^) в одной us

карт Ui, i = l , 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о этой леммы состоит в непосредственной про-

верке того, что Н—Ж\х, где Ж — автоморфизм Р'ХС2, определяемый ли-
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нейным преобразованием'

U?! = t VZX •

удовлетворяет всем свойствам 1)— 4^.
Рассмотрим автоморфизм ft,: С2-*Сг типа (1,1):

wi=tzi

Легко видеть, что
А, (Ят) =£,-.,. (4);

З а м е ч а н и е 1. Очевидно, что если

— линейная замена правильной для автоморфизма h, типа (1, 1) систе-
мы координат, то координаты (zu z2) также являются правильной систе-
мой координат для А,.

З а м е ч а н и е 2. Автоморфизм А< типа (1,1) продолжается до авто-
морфизма й\: Р2-»-Р2,

А",: (х„: Xi: хг)-> (х0: txt: tx2),

при этом каждая точка х^Ь„=Т*2\Сг={х<,=0} является неподвижной точ-
кой автоморфизма Ht.

Пусть Vi={a:i:5fe0} — аффинная карта в Р2, Fi—С2 с координатами у 4 =
=хо/хи уг=хг/х1. Очевидно, что ftt{Vi)=Vi и S«|v, является автоморфиз-
мом типа (—1,0).' '

3. Для кривой Е существует такая последовательность о-процессов

с центрами в точках в
(
еХ(-,, что:

1) aie( П Tl7-i(̂ )) П 4*-i(A), где TI
J
_

1
=O

1
°..."О,-,, если i>l, и т]

0
=

тес*

= id, т ] ^ (Ех) —собственный прообраз кривой Ех, а ц*_г (А) —полный
прообраз множества А = ( f] Ёх) f\ Lx;

тес*

2) ( П Пп1(^))ППп*(^) = 0 .
tec*

Действительно, в обозначениях п. 2 рассмотрим автоморфизм ht: С2-*-
-*С2 типа (1,1), для которого система координат (zt, z2) на С2 являет-
ся правильной. Автоморфизм ft, продолжается до автоморфизма й,: Рг-*-
-••Р2. Сделав, если надо, линейную замену координат в С2, мы можем счи-
тать, что точка ai^A, с центром в которой надо делать о-процесс, имеет
координаты ( 0 : 1 : 0 ) . В этом случае a^Vt и Vt изоморфно С2 с коор-
динатами (г/i, уг), и в этих координатах ot== (0,0).
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По замечаниям 1 и 2 в п. 2 ограничение %t\v, является автоморфиз-
мом типа (—1, 0). По лемме 1 автоморфизм Ъ, поднимается до автомор-
физма Я,,, : Х,-*Х,, причем Я,, {(а,~*(Ех))=аГ*(Е1-и)- Поэтому если

тес*

содержит точку х, то х — неподвижная точка автоморфизма Я,,,. В этом
случае из леммы 1 следует, что если о 2 : Хг-*Хг — о-процесс с центром
в az=x, то автоморфизм Я,,, поднимается до автоморфизма Я<, 2 : Хг-*Хг.
Продолжая эти рассуждения по индукции, получаем, что для любого i
автоморфизм й, поднимается до автоморфизма Н,^:Хг-*Хи причем
fft.i{i\i~%(E-,))=i\~i(Erii)- Поэтому доказательство того, что последова-
тельность о-процессов (4) с центрами в точках, принадлежащих

( Г) ЦТ1 (Ёх)) Л ^i* (^«)> будет конечна, вытекает из следующих за-
тес*

мечаний.

1)'Пусть « , £ ( П 11г~-1 (Ёт)) П Лг-i(^оо); тогда кратность ц ((т) точ-
тес*

ки а, на кривой IJT^ (ЕХ) не зависит от т, так как для любых t i , т 2

е С "
кривые VitlxiExi) и vfi^iEt,) могут быть переведены друг в друга авто-
морфизмом Я,_,_,, где <=Т|Т2~'.

2) Индексы пересечений

(гй-1 <£t,), Vuli (Eri))Xi_t и (ЛГ'(ЯГ,),. П г ' ( £ п ) ) х г

связаны соотношением

где ц.,=ц,(т).
О п р е д е л е н и е . Назовем кривую Е С-эквивариантной на беско-

нечности, если последовательность о-процессов (4) для кривой Е удов-
летворяет дополнительному условию:

3) кривые г\,г1(Ех) являются гладкими в точках Цп~ЧЕх)^Цп"{Ьсс)
* трансверсально пересекают r\,,'(Lx) в этих точках.

З а м е ч а н и е 3. Легко видеть, что если кривая Е неособа в точ-
ках же/гл/у,», то Е является С*-эквивариантной на бесконечности.

4. Пусть т^С* таково, что Ех не является неприводимой компонен-
той кривой D. Тогда определено число

(Ех, D) c*= £ (Ех, D)x,

где (Ех, D)x — индекс пересечения кривых Ех и D в точке х.
Обозначим TD={T^C'\EX<£D) И M=max(Ex, D)&.

Пусть Т{Е, /)) = {теС*|(£т, D)C-^M} и Г„(£, Д) -подмножество тех
D), для которых в каждой точке x^ExuD индекс пересечения

(Ех, D)x равен 1, т. е. для которых кривые Ех и D неособы в каждой
точке x^ExuD и пересекаются в этих точках трансверсально.

ЛЕММА 2. 1) Т(Е, D) является непустым открытым по Зврисско-
му подмножеством, в С
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2) Если точка о находится в общем положении с кривой C—EUD, то
ТЙ(Е, D) является непустым открытым по Зарисскому подмножеством
eT(E,D).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства утверждения 1) рассмот-
рим в произведении Р2ХС*=#? поверхности 3)=БХС, &=Ь„,ХС* и по-
верхность <& — замыкание в 2В поверхности S^C2XC, заданной урав
нением

/(TZ,, xz2)=0.

Пусть 8/i=XtXC' и cr,=0iX id : SBc^-SBi-^ где X, — поверхности из по-
следовательности о-процессов (4) для кривой Е. Легко видеть, что б% —
моноидальное преобразование с центром в кривой а(ХС*.

Обозначим т[п=СТ|о.. .°5п. Из свойств 1) и 2), которым удовлетворяет
последовательность (4), следует, что s4-=%ri(2))ftf\,ri(<S)ftr[n''(!£) яв-
ляется конечным множеством.

Пусть

m = m i n V (Ех, D)X = (E, Б)Р*—М.
же£о„

Тогда

Т(Е, £>) =

Поэтому, очевидно, множество TD\T(E, D) совпадает с множеством тех
значений т, для которых r\n~

i(D)ui]n-
i(E-,)(\i]n'(L<x,)¥

!0. Следовательно,
TD\T(E, P)=TDup(&), где р=рг2«ттп и рг2: Р2ХС*-*С" - проекция.

Для доказательства утверждения 2) обозначим через S=3)u& кри-
вую в 85п и рассмотрим ограничение p\s—q морфизма р:3?п-*С° на кри-
вую S. Покажем, что степень deg q морфизма q равна М.

Очевидно, что для х^Т(Е, D) прообраз <г'(т) совпадает с пересече-
нием DWEX. Кроме того, легко видеть, что из свойств 2), 4) и 6) общего
положения, которым удовлетворяют точка о и кривая C=EUD, выте-
кает, что для всех теК+={т<=С|1тт=0, R e t > 0 } кривые Е% и D пере-
секаются трансверсально в каждой точке из DOEX. Следовательно, для

?, Z))DR+

Пусть BczC — множество точек, над которыми морфизм q разветвлен,
Из вышеизложенного следует, что Т0(Е, D)=T(E, D)\В — непустое
открытое по Зарисскому подмножество в Т (Е, D).

5. Обозначим через v t : Ех

п-*ЕХ морфизм нормализации и 57t=i,°Vt:
£,"-*С2, где U : Е%ОСг — вложение.

ТЕОРЕМА 2. Пусть кривые E,D и точка о в С2 таковы, что:
1) точка о находится в общем положении с кривой EUD;
2) Е — неприводимая кривая, ЕФЭ;
3) Е является С'-эквивариантной на бесконечности.
Тогда если для любой неприводимой компоненты D{ кривой D индеке

894



пересечения. (E,Di)ci>0, то гомоморфизм нормализации

является эпиморфизмом для всех х^Та{Е, D).
Аналогично следствию 1 из теоремы 2 непосредственно вытекает
С л е д с т в и е 2. Пусть Е и DcrC2 удовлетворяют условиям теоре-

мы 2, и пусть /: У-*С2 — конечный морфизм нормальной поверхности Yr

неразвет в ленный вне D. Тогда для любого х^Т0(Е, D) кривая /~'(Ег)
неприводйма.

Приведенные ниже примеры показывают, что если для С*-эквивариант-
яой на бесконечности кривой Е и кривой D не выполнено одно из усло-
аий теоремы 2, то гомоморфизм нормализации уже не обязан быть эпи-
морфизмом.

П р и м е р 1. Пусть Е и D ~ параллельные прямые в С, ЕФБ.
Тогда, очевидно, 1^Г0(£, D), а гомоморфизм v4. является вложением
тривиальной группы в группу, изоморфную Z.

П р и м е р 2. Пусть D — кривая в Р г с тремя каспидальными осо-
быми точками, deg В=4, и пусть L» и Е — прямые, проходящие через
одну из особых точек кривой D — точку а, причем (Е, D)x—3. Пусть
С*=Р*\ £,«,..Имеем • ,

т. е. 1^Го(Е, D). В нашем случае E\(Ef\D) есть действительная плос-
кость без одной точки, поэтому ni{E\(EViD))^Z.

С другой стороны, известно [6], что л,(P2\D) — некоммутативная
группа. Поэтому nt(C2\D) также является некоммутативной группой,
гак как естественный гомоморфизм ni(C2\D) -*л1(Рг\В) является эпи-
морфизмом. Следовательно, гомоморфизм нормализации у,.:л,(2?\
\(£'П1)))->л1(Сг\/)) не является эпиморфизмом.

6. Покажем, что из теоремы 2 следует теорема 1. Действительно, для
кривых Ё и В<=-Рг, удовлетворяющих условиям теоремы 1, выберем пря-
мую L«<=P2, пересекающую кривую C=EUD в deg D+ deg E различных
точках. Пусть С2=Рг\£,»,и пусть D=DUC\ Е=ЕПС2. Выберем в Сг точ-
ку о, находящуюся с кривой C=EUD в общем положении.

В силу выбора прямой- L*. индекс пересечения

(E,D)C>= deg Е-deg В

максимален. Следовательно, 1<^Т0{Ё, D).
Согласно замечанию 3 в и. 3 кривая Е является С*-эквивариантной

яа бесконечности. Следовательно, по теореме 2 гомоморфизм нормали-
зации

является эпиморфизмом. В коммутативной диаграмме
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-естественные гомоморфизмы а и р , индуцированные вложениями, также
являются эпиморфизмами. Следовательно, v. должен быть эпиморфиз-
мом.

7. Доказательство теоремы 2 вытекает из следующих трех лемм.
ЛЕММА 3. В условиях теоремы 2 для любых т,, x2*=Ta(Er D) суще-

ствуют С*-диффеоморфизмы А(т,, т 2 ) : Сг\£>—С2\£> и g(x,, Хг):Ег,
п\

такие, что диаграмма

D)En\?AEMD)

1
коммутативна.

ЛЕММА 4. В условиях теоремы 2 для любого т&Тв(Е, D) гомомор-
физм •

i,.: я, (Ят\(£ТГШ)) —пг {C2\D),

индуцированный вложением U '• Ех\ (Exf\D) —-C2\D, является эпимор-
физмом.

ЛЕММА 5. В условиях теоремы 2 для х^Т0(Е, D)UR+, т>1, имеет
место равенство

Доказательству этих лемм посвящены mi. 8—11.
З а м е ч а н и е 4. Легко видеть, что приведенные ниже доказатель-

ства лемм 3 и 5 нигде не используют условие С-эквиварнантности на
бесконечности кривой Е, т. е. леммы 3 и 5 справедливы и без этого
условия.

8. Множество Т0(Е, D) является связным множеством. Поэтому для
доказательства леммы 3 достаточно показать, что для любой точки т»^
^ТЛ{Е, D) найдётся такой диск Дв(тв) = {теС||т-т0 |<6}с:7'0(£:, D), что
для любого теД 4(т 0) существуют требуемые диффеоморфизмы А(т0, т)̂
и £(то, т).

В обозначениях п. 4 многообразие 85„ по своему определению явля-
ется тривиальным расслоением над С". Обозначим эту тривиализацию
через ф: 8Рп^ХпХС°. Наряду с этой тривиализацией существует еще
одна тривиализация многообразия #?„. А именно, в С2ХС=£&* с коорди-
натами г,, 2г, т положим

W,—TZi, W2*=XZi, t=X.

Координаты u»i, wz, t определяют новую тривиализацию tj)o: 3?
которая по лемме 1 продолжается до тривиализации ^ : Й?«2^Х„ХС*. Для
этой тривиализации имеем

• It :* - ч;1 (^.) х с* <=-* хп х с*.
Обозначим ®Зп<=р-1(Та(Е, D)), где р:Я?„-»-С* — проекция. Пусть

¥=р~*(х(,)г*Хп, и пусть В—&Т\8вп, &)=Ж>$\$8п. По определению множе-

ства Т„(Е, D) дивизоры 3) и & пересекаются трансверсально и &
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,{E, D). а ограничение p 1g n S : f fl 2J -• Уо (Я, Я) мор-
физма р на кривую £ГП<2) является локальным изоморфизмом. В коорди-
натах г,, г2, г в SB^BS" дивизоры Й" и 2) задаются уравнениями
/(т2„ тг г )=0 и g(z4, г г ) = 0 соответственно.

Пусть х, — точка из ¥п(&пЗ)), i<i<M—(EXn Z))c». Обозначим « =
=^/(TZ,, TZJS) И p=g(z (, Za). Тогда функции и, w, т являются локальнымв
координатами в некоторой окрестности 1)^Шп, содержащей точку х,. Мы
можем считать, что

Обозначим этот биголоморфный изоморфизм через ф 4 : f i ^ Д*:* »=
Дв^хДв.. Ограничение р|1?г совпадает с ргг°ф{, где pr* t А/=-
Ae

 а х Ав, —*" Ав{ — проекция на второй сомножитель. Обозначим V(~
q>r4Ai//). где

A?/s » . {(u, i>, т ) € А^| | и |

Выберем в S?n открытое множество £/м+( такое, что

а) UM+I ГКО м) = '0» гД е F4 —замыкания построенных выше откры-

тых множеств V,-;
б) Uu

Очевидно, такое множество {/«г-н существует. Боаее того, мы можем
считать, что

• фд*+1-=1> I и м + 1 . : Uun ^ (UM+i П Y) х А С Х„ х С»,

где А — некоторый диск с центром в точке т0 радиуса 6м+*.

Выберем в 92п открытое, компактно вложеяное в UM+i (уменьшив,
если надо, бм + 1) подмножество Vu+i такое, что

1) все особые точки кривой ^„-'(.Е,,) а точки г\п~*(Еъ){\3? ле*
жат в Vu+t;

_ м

2) замыкание FM+i не пересекается с U С 4̂;
3) фм+1|у*,»,-*(^ммПК)ХА,/2, где Д ш - д и с к радиуса 7a6«+f.

Наконец, мы можем выбрать открытое множество UM+^SS» такое,
что .

б) Фм+s = ф | и м + 2 : С̂ м+2 ^ (^м+2 П у ) X А С Жп х С*, где А - неко-

торый диск с центром в точке х0 радиуса бм+г',
М+2

в) Y С U Ui. , .

Выберем в й?„ открытое, компактно вложенное в 'иы*г подмножест-
во Ум+г (уменьшив, если надо, Ьм+г) такое, что
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М+1

1) Ум+г содержит все особые точки кривой (3) \J X) f] Y \ ((J((J

2) M 1

3)' фж+ilv**: У*м.»-*(У*#+*ПК)><ДШ, где Д, / 2-Диск радиста 7Aw«-
Уменьшив определенные выше множества ^(соответственно F<), мы

можем считать, что 6j=26 для K i < M + 2 . Пусть т, удовлетворяет не-
равенству |т4—toj<6.

Отметим, что определенные выше тривиализации

определяют биголоморфные отображения

Ъ (̂ о. «i): ^ П P-1 (4) ^Vif] p~l (тх)

такие, что Н«(т0, %^\ct : C t , ^ * С Т , являются биголоморфными отображе-
яиями соответственно для Сх=Угп(2)и2?)пр-*(%), либо для С т =

-=У,ПЛ„-'(ЯО.
Обозначим через Я={теС|т=«Т|+(1-*)т 0, <s(0, 1]} отрезок в

д
Т0(Е, D), соединяющий точки т0 и т4. Пусть Z=p~l{^), и пусть ~щ —

векторное поле на К — дифференцирование по t. Тривиа шяацпи ф*: J7»^?
д

^(С/{ПУ)ХД2в позволяют однозначно поднять векторное поле -=т- до вев

д ( д \ д
торных полей -Qf- на V.t(\Z. Имеем р* \-Qf-j == ~^ '•> кроме того, если

х^и( — неособая точка многообразия Z()(£?U2)(I3?), то -™т №• лежит

в касательном пространстве к этому многообразию.

Пусть р, — разбиение единицы в U = \J Uu подчиненное покры-

тию {Ui}l<{<M+t, т- е.
1) все р( являются С°°-гладкими функциями в U;
2) P i > 0 на Vi и р {=0 на U\U,;

• • 3) Pi\v, = U

М+2

4)

Рассмотрим гладкое векторное поле -^= на Z такое, что -^= (х) =

— V p » ^ ) ^уг (х) в каждой точке z^Z, где суммирование производит-

ся по тем i, для которых х<=£/(. Очевидно, в каждой точке x(=Z выпол-

"^JT (X)J =-Qf(P (x))- Следовательно, интегральные

д
линии векторного поля -щг определяют С~-диффеоморфизм к(%щ т,) г
: Р~' (to) -*-р"1 ( t i) , удовлетворяющий следующим условиям:
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а)
б)
»)
Пусть | ( т 0 , тх) = Л(тв, Ч)IЧ^ПЁТ.) — диффеоморфизм кривой

Л»~1(Ж.) на кривую.Г\П~Г(ЕТ,). Тогда, так как h(r0, лг)\ уй+1пр-!(т.) ~" б я *
голоморфное отображение и все особые точки кривой i\n~

%(E-,,) лежат в
Vu-i-i, то £ (то, т4) поднимается до диффеоморфизма g(x0, rt) : 2?ТО"-^2?ТД
Леммма 3 доказана. .,

9. Пусть / : В-*-С — морфизм гладкой поверхности В на гладкую кри-
вую С. Скажем, что / является почти гладким морфизмом, если на каждом
слое /-' (с) найдется точка, в которой / является гладким морфизмом.

Для доказательства леммы 4 нам понадобится следующая
ЛЕММА 6. Пусть / : В-+С — собственный морфизм гладкой поверхно-

ети В на гладкую кривую С со связными слоями. Пусть D^B — произволь-
ная кривая такая, что f=f\B\o : B\D-*C является почти гладким морфиз-
мом, и пусть Fo=f~l(co) такой слой, что Fo и D не имеют общих компонент,
и та"кой, что для любой точки x^Df\F0:

а) морфизм f является гладким в точке х;
б) кривая DnA неособа в точке х и пересекается с Fo трансверсально в

этой точке.
Тогда последовательность

является точной.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Хорошо известно (см., например, [5, , лем-

ма 1.5]), что для общего слоя F=f~l(c) морфизма / и кривой D, удовлет-
воряющих условиям леммы 6, последовательность

n1(C)-^i (6)

является точной. Кроме того, если о: В-+В — о-ироцесс с центром в точке,
то о.: ni(B)-*ni(B) является изоморфизмом. Следовательно, сделав, если
надо, несколько о-процеесов с центрами в точках х, хе/>, мы можем счи-
тать, что слой F o является (неприведевным) дивизором с нормальными
пересечениями.

Пусть Fo= \ Ri + у njSj — разложение дивизора Fo на неприво-
димые компоненты, где Я(¥=В.} при ЬФ], Ri

!^Si и B J > 1 . Кривые Rt в S} яв»
ляются гладкими кривыми. По условию леммы кривая D не пересекается
с кривыми Sj.

Пусть ДСС — окрестность точки с0, изоморфна^ диску {|*|<1}, такая»
что'/: /"*(A)\i!'o->A*=A\{0} является гладким морфизмом и /~'(А)ГШ
распадается на d непересекающихся сечений Д морфизма / над &, где
d==(D, F)B. Обозначим W=f-%(A).

По теореме Мамфорда о полу стабильной редукции [2] морфизм / : W-&
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Л можно включить в коммутативную диаграмму

WW

1 I'
А 4 Д

в которой g: W-+&x — собственный морфизм гладкой аналитической по-
верхности IF на диск A X = { | T J < 1 } , все слои которого неособы при хФО,
a g~l(0) является приведенным дивизором с нормальными пересечения-
ми; q : Д*->-Д задано уравнением t=xn для некоторого ne=N; р : W-+W' —
аналитическое отображение на W, неразветвленное вне Fo, и в общей точке
каждой кривой R(<=F0 порядок ветвления отображения д равен п.

Прообраз p'HF) распадается на п непересекающихся кривых, изо
морфных F, p-i(F)—Fi+.. .+Fn. Легко видеть, что р~'(Д) являются се-
чениями отображения g над А,.

Пусть а; —гладкая точка дивизора Fa, жеД, и x&D, и пусть х=/»~*(ж).
Так как ограничение р\Р-чщу: р~ЦЯ{)-*-Л{ является изоморфизмом и #"'(0)
является связным множеством, a p|g-'(») : f~l(0)~*"̂ '».f<«« е С 1 Ь отображение
на все ô.rcd, то, легко видеть, что

является эпиморфизмом.
Известно (см., например, [1]), что g~i(0) является строгим деформа-

ционным ретрактом пространства W, причем ограничение rt соответствую-
щей ретракции r:W-*g~l(0) на слой Ft обладает следующими свойст-
вами:

а) rt: /?i\rr1(f)-<-g~ l(0)\7' является диффеоморфизмом, где Т — мно-
жество двойных точек дивизора с нормальными пересечениями g~l(0);

б) для любой точки уе~Т слой г,"1 (у) диффеоморфен окружности.
Более того, ретракция г может быть выбрана таким образом, что

г(/»-'(г)<))=/'"1(Д)ПГ"1(0) суть точки для всех i, l*Si<d.
Легко видеть, что гомоморфизм

г.: ni(FMp-t(D)nFl),g)-*ni(g-t(O)\(g-i(O)Up-i(D)),x)

является эпиморфизмом, где y=rl~
l(x).

Обозначим через Я,=г"'(ж} путь на W, соединяющий точки х и у. Тог
да ii—p(k) —путь, соединяющий точки х=р(х) и у—р(у). Пусть

х)

— гомоморфизм фундаментальных групп, сопоставляющий замкнутой пет-
яе fc:F\(Df\F), начало и конец которой есть точка у, замкнутую петлк>
1*7Ц-|<=В\Д начало и конец которой ееть точка х.

Очевидно, мы можем считать, что и в (6) совпадает с i(]i). Поэтому и»
коммутативной диаграммы

Щ (F, \ (р-» (D) П Л) . У) " ^ «г ( Г 1 (0) \ ( Г 1 (0) П Р-1 <Р))> «)

Щ(Р\(*> П П 9)^- n1{B\D, х) -£- nt(F9\(F9
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в которой Го и а — зшшорфизмы, а р. - изоморфизм, и из точной последи
вательности (6) следует лемма 6.

10. Докажем лемму 4. Пусть х0<=Т0(Е, D)DR+. Из леммы 3 следует, что
лемму 4 достаточно доказать для кривой Ех„.

Из условий 4) и 6), которым удовлетворяют начало координат о и кри-
вая C=D\JE, следует, что существует х^Тк(Е, Z?)flR+, Xo^ti, такое, что

i) En и Е-,, пересекаются трансверсально;

Кривые г\п~*(Ё%1,) и 1\п~*(Ех,) (в обозначениях п. 3) линейно эквива-
лентны в Хп; следовательно, пучок кривых в Х„, определяемый кривыми
ц„~*(ЕХ(1) и Tjn~

l(-^t,)f задает рациональное отображение ~.g:Xn--~~*''P1,
В(^[п~1{Ё.ха))—Рв. Базисные точки отображения f — это в точности точки
из i\n~t(EX{,)fi'(\n''

l(E%!). Но по построению Хп кривые ^«""'(ii',,,) м %"'(/?*,)
могут пересекаться только в 11„~'(Сг)^Сг. Возможны два случая:

Рассмотрим аервый случай. Из условия И) следует, что базисные точ,-
ки отображения g не лежат на кривой D, и из i) следует, что каждая ба
эисная точка х{ отображения g разрешается одним о-процессом. Пусть
о : Хп-*-Хп — композиция о-процессов с центрами в точках из ЕипЕи. Тог
да в коммутативной диаграмме

о
х, — х , • •

>х/-
pi

/ является морфизмом. Кривая а~г(Х{), где х&Ех,пЕ-,„ является сечением
морфизма /. Поэтому / — почти гладкий морфизм. Кроме того, из усло-
вия Н) и из условий теоремы 2 следует, что для любого />еР* неприводи-
мая компонента слоя gT*(P)> проходящая через точку х{, не содержится
в D. Отсюда следует, что морфизм /, кривая о"'(цп~

1 (D)Ur\n'(£«)) и слой
1~\(Р«) = 0 ~ 1 (Лп"' (Его)) удовлетворяют условиям леммы 6. Отсюда, учиты-
вая, что Я|(Р') — тривиальная группа, получаем доказательство леммы 4
в случае {Ех„ Еи)с'>0.

Пусть (#,„, Е-11)с'=0. В этом случае g: Х„-*Р* является морфизмом,
rjn~' (Ёп) — слой этого морфизма, и для любого теС*

Следовательно, для всех те=С кривые цп~
1(Ех) являются слоями морфаа-

u&g.
Морфизм g в аффинной части ^ „ " ' ( С 2 ) ^ ^ задается уравнением

. (7);

где [к : ц ) е Р ' , а те — любое фиксированное число из С, т о ^ 1 .
N

Пусть / (zv zg) = У, /»(zi» zi) — разложение многочлена /, deg f~N,
i=o

яа однородные составляющие, и пусть t—]xlk — координата на
Обозначим через /={ie{ l , 2 , . . . ,N) |/,(г„ гг)Ф0). Тогда слой §
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над точкой ШС задается уравнением

V{zv z2)^0 (8)y<fi(v %)
ш ш

ш для почти всех f«=C слои g~l(t)f\C2 совпадают с кривыми Еч>),
каждая нз которых задается уравнением

Ш

Так как f(zt zz) — неприводимый многочлен, то отношения

(9)

не должны зависеть от i, т. е. Ci(t)=c(t) для всех i^I. А так как /o(zlt 22) =
=/(,^=0, то с(£)=1—£. Следовательно,

яГТЯГ

так как ЛГе/. Учитывая (9), отсюда следует, что /={1, N} и .

/(*!, *.)=/.+/*(«„**).• (Ю),

Подставляя (10) в (8), получаем, что отображение g задается уравне-
нием

(i-*)/o+(ToN-*)/N(z,,z2)=o. ( H I

Следовательно, все слои морфизма g : Xn-^Р1, за исключением ^~' ( 1 : 1)
и g~ '( l : T O

W ) , являются гладкими кривыми.
Слой g~l(i : i)=F(H) в аффинной части т1„~'(Сг) задается однородным

уравнением fN(zt, z 2)=0. Следовательно, F ( 1 : 1 ) является объединением ко-
нечного числа прямых Rt,..., Rm, проходящих через начало координат,
F (i : ) >=&,/?,+ . . . +kmRm, &,-Ь . . . +km=N. Отметим, что прямые Rt не явля-
ются компонентами дивизора D, так как 0&D.

Слой g~*(i : Tow)=F«, не пересекается с аффинной частью ть'ЧС*).
Пусть C S - P ' M d : * , * ) } , и пусть Y-fX,\F». Тогда g=g\r : Y-+C1 имеет
один вырожденный слой —это F(i:i). Выберем на С 1 =Р 1 \{(1 : То*)} коор-
динату и таким образом, что и=0 в точке (1 : 1).

Если для дивизора F^A) все Л«>1, сделаем о-процесс о : Y-+Y с цент-
ром в начале координат аффинной части ^„"'(С2) и применим теорему
Мамфорда о полустабильной редукции к морфизму g: F-*C, где g=g°e.
Получим коммутативную диаграмму

4 , 1 '
(V—-с1

в которой морфизм q задается уравнением u=v' для некоторого seN, где
v — координата на прямой С,1, а иорфизм h удовлетворяет условию: ве®



слои, кроме слоя А"*(0), являются гладкими кривыми, а слой *~'(0) ЯР
ляется приведенным дивизором с нормальными пересечениями. Прообраз
Р~* (i\n~* (E4t)) слоя т)„-'(^«) морфизма | распадается на «кривых,

причем все F, являются слоями морфизма к.
Легко видеть, что морфизм h, кривая p~t(i\n~i(D)\Ji\n'(I'»).) и слой

удовлетворяют условиям леммы 6. Следовательно,

является эпиморфизмом.
Ограничение

Ъ: F1\(F,n

морфизма h на Ft\{Fir\p-i(r\n-
i{B)\Jr\n''(L«,))) является изоморфизмом.

Рассмотрим ограничение ,

морфизма h на Z\p~i(i]n~
i(D)Uit\n''(L<a)). Пространство Y\(i\n

=i(D)U.
ицп°(Ьт)) изоморфно C2\D, и, как хорошо известно, фундаментальная
группа я« (Сг\О, х) порождается геометрическими образующими, т. е. пет-
лями f вида: петля у состоит из пути" I, соединяющего точку а: с некоторой
точкой у, лежащей вблизи кривой D, обхода по окружности Г вокруг D,
у^Т, и возвращения назад в точку х по пути I в обратном направлении.
Очевидно, мы можем считать, что эти геометрические образующие не не-

гп.

ресекаются с U Я*. Поэтому, так как морфизм h неразветвлен вне

U Bi и Ri&D, описанные выше геометрические образующие однозначно

поднимаются до замкнутых петель в Z\/>-1(Tjn~s(£))Ui«*(2^})* выходящих
из точки ж s i " 1 (ж). Следовательно,

является эпиморфизмом и лемма 4 в случае (£*„, /Jt,)c»=0 следует из ком
»й диаграммы

Ех,))

11. Для доказательства леммы 5 нам понадобятся некоторые резуль-
таты статьи [3]. А именно, пусть в терминах из [3J

SB=z{ (su 2 S)eC sI3fsK+, *<1, такое, что g(tzu tzz) =0}

— тень от кривой D,

ID-+SDUD
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— множество невидимых точек на D (черта означает замыкание),

SID={{zu z2)sC2j3feR+, t<l, такое, что (tzt, tzz)^ID)

— тень от множества невидимых точек.

2?\/£>=Ди .. .[)Dn

— разложение D\ID на связные компоненты,

5Д={(г„ г г )еС 2 | 3feR+, t<\, такое, что (tzu tzz)^Di)

— тень от Д .
Множества Ki—SD(\SID называются стенками. Каждая стенка Kt рас-

сматривается как двусторонняя действительная гиперповерхность в С*,
одна из сторон которой выбрана в качестве положительной стороны.

Одним из основных результатов статьи [3] является непредставление
фундаментальной группы я 4 (С2\ Д о), отождествляющее стенки Kt с об-
разующими группы я , (С*\Д о) (подробности см. в [3]).

Пусть Tf: [0,1]-*C2\Z) — петля в С*\Д выходящая из точки о=к(0) =
~"((1), такая, что

2) ^ пересекается с SDXS1D трансверсально по конечному числу то-
чек.

Двигаясь по петле ч в положительном направлении, получим после-
довательность стенок

€ которыми пересекается петля f, где те,=±1 в зависимости от того, с ка-
кой стороны петля if пересекает стенку К1}. Последовательность (12) на-
зывается типом петли f. Из [3, теорема 1] следует, что если типы петель
Ifi и ifs совпадают, то ^i=1(2 как элементы из n t (С2\Д о).

Вернемся к доказательству леммы 5. Рассмотрим множество It г—SDuE.
Множество /, г задается уравнениями

/(z,,z2)=0
(13)

g(tzutz2)=0,

Из условия 6) общего положения, которому удовлетворяют точка о и
кривая DUE, следует, что для фиксированного t система (13) имеет ровно
( Д Et-t)c* решений. Для t~^T0(E,D) это число равно М. Следовательно,
система (13) определяет М вещественных кривых ft{t),..., fui^^E, точ-
ки которых параметризованы при помощи переменной t. Из условий 4) —6)
общего положения следует, что f«: Т„(Е, D)(\{t<=R+\t<i}-*-E\SingE яв-
ляется гладким погружением. А из условия 2) общего положения следует,
что кривая /i j=Ufi может иметь не более чем конечное число особых то-
чек. Обозначим множество особых точек кривой/,% через 5,г={ж,,... ,xk).
Локально вблизи каждой точки х,е6\ г кривая / ( г выглядит следующим
образом: существует ровно две кривых Хмп(О и 1f*«<)(*) (быть может,
МО—МО) и Д в а значения ti—tt(Xi) и tt=tt(x,), иФЬг, таких, что «,-•
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*=Т>.('> ('»)=КЙ(«) (**) • Обозначим

S(E, D)=*{teR.,.\3L$t&St г такая, что *=*Дх,К где /—1 или 2}.

Пусть
r = m i n ^ ,, (14)

где минимум взят по всем t^S{E, D) U (R+\7\, (Е, D)).
Рассмотрим кривую Ех„ TOSR+.- ДЛЯ ЭТОЙ комплексной кривой мы так-

же можем определить вещественную кривую Il2(xo)=SDuE%t=yl(t)U , , .
. ••.Uiyv(O и множество точек S(EW Z>)<=R+, аналогичное множеству
S(E,D). В координатах (г,, гг) кривая /13(то) определяется уравнениями

/(то2„тГ1г2)=О

У т в е р ж д е н и е . Пусть т<>>Т~1.,Тогда

2) для 1 < К . ¥ значения yi(t) определены для всех Ш(0,1);
3) lim y

t » i . .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Автоморфизм h=hXo>i>i аффинной плоскостит

определение которого дано в п. 2, отображает согласно (5) кривую £,„ в Е.
Из (15) и (13) следует, что после перенумерации кривых "(i(t) (если *э
необходимо)

Так как х»~Н<Т для 0 < t < l , то h(It 2(т 0)) — гладкая кривая. Следова-
тельно, / ! г(то) — гладкая кривая и из определения числа Т следует, что
значения v>(W определены при всех Ш(0,1)'.

Заменив в (15) условие t<i на 2<1+е<Гт0, где е>0, легко получить,
что Y,: (0, 1) -*ЕМ продолжаются до гладких отображений yiit;: (0,1+е) -*•

м _
-<"Ки,-для всех I, причем кривая U 7/. f также не имеет особых точек.

Кривые Y*(') являются «кусками» вещественных алгебраических кри-
вых на римажжой поверхности Ех„. Отсюда и из утверждения следует, что
множество £,,,\(/, 2(To)USing.EIO) является линейно связным множеством,
т. е. любые две точки х и ye£t0\(7ia(Ti))USing£t0) можно соединить глад-
ким путем в j£iro\(/Jj(To)USmg£'T(1). В частности, для точки х<=Е%„\ (It 2(T 0)U

USing/?,,,) и любого i, i^i^M, найдется гладкая петля 1\:[0, 1]-*
''-+EU\ (Sing £t0U (EXauD)), Г( (0) =Ft (1) =ж, такая, что

1) 1\ пересекается с yt только в одной точке, и это пересечение транс-
версально;

2) Г|Пyj=0 для всех ]Фц
3) (1\ \<)==1* гД е (Г» yt) —индекс пересечения кривььх Г, и yt на ри-

мановой поверхности Е1о.
Отметим, что так как IVnSiiig E,>—0, то петля Г, однозначно поднима-

ется на Еи" до замкнутой петли Г,.
Для завершения доказательства леммы 5 выберем на множестве

Fr,\(SingE ts>[il,з(to)) точку х так, что луч lofi пересекает Е^ только в од-
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ной точке. Отрезок [/<>,*] ̂ о,*, соединяющий точки о н а ; , определяет гомо-
морфизм

4 . : я,(£«Л(ДПЯТ 0), х) - я , ( С 2 \ 0 , о),

сопоставляющий каждой петле f, выходящей из точки х, петлю £*. ( f ) , вы-
ходящую из о и состоящую из отрезка [/о>х1, петли f и отрезка [1ОА] в об
ратном направлении.

Дляь каждого Tfejli(^t<,\(DDE,,), x) выберем представляющую эле-
мент 1 петлю у : [0,1)-*-£1о\(£)П£То) так, что \ пересекает / 1 г ( т 0 ) по ко-
вечному числу точек хи ..., хк и эти пересечения трансверсальны. Пусть
{уит\ •. •, У^т") —последовательность из кривых у,<=/, , ( т 0 ) , с которыми
пересекается у в порядке увеличения параметра на у, а т ^ = (у» Tfy)*,—~
индексы пересечения в точках г,. Очевидно, петли i».(\) и гх-(Г,-,'"'• • •
. . . r < f c

m b ) имеют один и тот же тип. Следовательно, так как петли Г* под-
нимаются до замкнутых петель на Еи

п при отображении нормализации
v t 0 : Еи

п-*-Еъ, то Iin(jVv t 0 ).=Im ix: Лемма 5, а вместе с ней и теорема 2 до-
казаны.
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