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Введение 

Пусть К — конечнопорожденное поле над полем комплексных чисел 
С. Поле К может быть реализовано как поле рациональных функций 
С(Х) некоторого неособого полного алгебраического многообразия X. 
Если степень трансцендентности d=deg Тг/(/С поля К над С равна 1, 
то такое X определено однозначно с точностью до изоморфизма. В слу
чае d>\ для К существует уже бесконечно много не изоморфных меж
ду собой полных, неособых многообразий X с полем рациональных 
функций С(Х)^/С, которые называются моделями поля К. Говорят, что 
модель Xf доминирует модель X, если существует бирациональное регу
лярное отображение / : Х'-+Х. Модель называется относительно мини
мальной моделью поля К, если она не доминирует никакой другой мо
дели поля /С, не изоморфной ей. Легко показать, что всякая модель 
доминирует некоторую относительно минимальную модель. Возникает 
вопрос о единственности относительно минимальной модели данного 
поля К, т. е. для каких К существует абсолютная минимальная модель? 
Данная статья является попыткой ответить на этот вопрос. 

В дальнейшем моделью поля К мы будем называть пару (X, ф), где 
X — компактное, неособое комплексно-аналитическое многообразие раз
мерности d=deg7r К/С и ц) : С(Х) ^ К—изоморфизм над С поля ме-
роморфных на X функций и поля К. Любые две модели (Хи ф4) и 
(Х>, ф2) поля К естественным образом бимероморфны и бимероморфное 
отображение fi>2: Xl~+X2 определяется изоморфизмом /*1,2 = ФГ1оф2 полей 
мероморфных функций С(Х^ и С(Х2). 

Будем говорить, что точки х{^Х{ и х2^Х2 моделей Х1 и Х2 поля К 
строго эквивалентны, если либо fit2, либо /2Д являются голоморфными 
отображениями и' при этом, соответственно, либо fi,2(#i)=#2, либо 
/2,1(̂ 2) =Xi. Распространим введенное понятие строгой эквивалентности 
до отношения эквивалентности. Точки х^Х и y^Y моделей (X, ф;, 
(У, г|:) будем называть r-эквивалентными (х~у), если существует 
диаграмма 

Х2ЕЕ Х2 —^— . . . Хп-1 ЕЭ Xn-i 

M l , 2 К / 1 - 1 , Я 

х = х1 ЕЕ: Х1 = X Y = Хп ЕЗ хп = у 

в которой каждое fit i+i определяет строгую эквивалентность точек х^ 
^Х{ и xi+i^XHi. Диаграмму такого вида мы будем называть пере
стройкой, а п — длиной перестройки. 

Очевидно, если для данного поля К существует абсолютная мини
мальная модель (Х0, ф0), то для любых r-эквивалентных точек х^Х{ и 
х2^Х2 их образы fi,0(#i) и f2,o(x2) совпадают в Х0. 

726 



Цель данной статьи —исследовать введенное выше понятие /--экви
валентности точек. 

В первом параграфе статьи вводится понятие минимального объекта 
поля К, обобщающего понятие абсолютной минимальной модели поля /С. 
Минимальный объект (Я?к, Оцск) поля К является кольцованным про
странством: топологическое пространство SB K как множество состоит из 
классов х г-эквивалентных точек моделей поля К, на SB K вводится то
пология Зарисского, ростки 0~ пучка бтк над точками x<=SBK состоят 
из функций из К, голоморфных во всех точках класса х. 

Для неособой компактной кривой X минимальный объект поля С(Х) 
совпадает с ней. 

В случае поверхностей есть три возможности: 
0) Если X — рациональная поверхность, то SBc{X)—точка. 
1) Если я : Х-+С — линейчатая иррациональная поверхность, т. е. 

л — морфизм на неособую кривую С рода g"(C)>0 с общим слоем — 
рациональная кривая, то SBc{X) совпадает с кривой С. 

2) Если X отлична от поверхностей, рассмотренных выше, то 
£&C(X)=XQ, где XQ — минимальная модель (в обычном смысле) поверх
ности X, т. е. XQ — неособая полная поверхность, не содержащая исклю
чительных кривых первого рода. 

В трехмерном случае все обстоит уже гораздо хуже: минимальный 
объект SB K не обязательно является алгебраическим многообразием и, 
более того, естественное отображение лх : X-+SB к алгебраической мо
дели X на минимальный объект может быть даже не непрерывным 
отображением (см. пример 3.3). 

Основным результатом статьи является теорема о том, что в трех
мерном случае множества r-эквивалентных точек, лежащих на модели 
Ху совпадают с максимальными связными объединениями рациональ
ных кривых, лежащих на X, т. е. в трехмерном случае г-эквивалентность 
совпадает с ^-эквивалентностью, введенной Ю. И. Маниным ([6]). Кро
ме того, описаны трехмерные модели X, для которых SBz (Х) являются 
алгебраическими многообразиями. 

§ 1. Минимальный объект поля К 

1.1. Пусть U.X — несвязное объединение всех моделей поля К. Обоз
начим через SB=SBK=\lXI{r} фактор-множество по отношению г-экви-
валентности. Класс эквивалентности точки х^Х будем обозначать че
рез х и называть г-минимальной точкой поля К. Мы введем на множе
стве SB структуру кольцованного пространства {SB, О so) и будем 
называть его минимальным объектом поля К. 

Пусть Ох, о: — кольцо мероморфных на X функций, голоморфных в 
точке X G I . Ввиду изоморфизма ф : С(Х)->К кольцо Ох, х вложено в К. 

Г.2. О п р е д е л е н и е . Кольцом регулярных функций в г-минималь
ной точке x^SBк называется кольцо Q-= Q Ох.х* 

х^х 
1.3. О п р е д е л е н и е . Следом г-минимальной точки x^SBK на мо

дели X называется множество 
Тглх = { X G ! | х е х } . 

Из теоремы Хиронаки следует, что 1хххФ0 для любого x^SBK и 
любой модели X поля К. Таким образом, минимальный объект SB полу-
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чается из любой модели X отождествлением /--эквивалентных точек. 
Обозначим через лх : Х-+$вк естественное отображение, переводящее 
х е ! в х, содержащее х. 

1.4. ЛЕММА. Пусть X — модель поля К и X G ^ K . Тогда О- совпа
дает с Отт - — кольцом мероморфных на X функций, голоморфных в 
каждой точке из ТгхХ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, кольцо OlT - содержит (У- Что
бы доказать обратное включение, рассмотрим любую точку у^х, при
надлежащую некоторой модели У поля К По теореме Хиронаки биме-
роморфное отображение / : X-+Y может быть разрешено, т. е. сущест
вуют такая модель Z поля К и голоморфные отображения g: Z-+X и 
h: Z-^Yy что f=hog~\ Согласно определению /--эквивалентности 
g-^Tvxx) =Trzx = h-i(TrYx). Следовательно, 0TTXX = ®JTZX = GTTYX> 
так как g и h — голоморфные бимероморфные отображения неособых 
компактных комплексно-аналитических пространств. В частности, лю
бая функция из OjT - принадлежит 0Y,y, если у^х. 

1.5. О п р е д е л е н и е . Пусть Y — любое подмножество компактного 
комплексно-аналитического многообразия Z. Точки zi и z2^Y называ
ются аналитически связанными в У, если найдется связное {быть может, 
приводимое) замкнутое подмногообразие VczZ такое, что г 1 } 2 2 е ^ с У . 
Подмножество YczZ называется аналитически связным, если любые две 
точки zu z2^Y аналитически связаны в У. 

1.6. ЛЕММА. Пусть X — модель поля К и х^9вк. Тогда след lvxx 
аналитически связен в X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любых х, у^Ттхх рассмотрим пере
стройку 

х2 GE A 2 ~f~ • • • -л/г-i ЕЭ Xn-i 
h,2\ \fn-i,n 

х = х1<=Х1 = Х Х = Хп^хп = у 
определяющую /"-эквивалентность точек х и у. Очевидно, мы можем счи
тать, что среди двух последовательных звеньев 

перестройки стрелки отображений направлены в разные стороны, т. е. 
либо fi~iti и fi+lti — голоморфные отображения, либо /\г_! и / м + 1 голо
морфны. Действительно, если это не так, то можно уменьшить длину 
перестройки, исключив из нее модель Х{ и рассмотрев композицию 
fi-iii+i=fi>i+iofi-l>i, определяющую строгую эквивалентность точек xi^.i 
и xi+i. 

Для подмножества MiczX1 определим его образ МпаХп относитель
но перестройки. Множество Mi определяет множество M2czX2 следую
щим образом: если /1>2 голоморфно, то М2=/12(М1), если /2>1 голоморфно, 
то M2=f\~\ (М4). Аналогично можно определить М3аХ3 (являющееся 
образом или прообразом множества М2) и т. д. В итоге получим мно
жество МпаХп, которое будем называть образом множества Мх отно
сительно перестройки. 

Пусть TiCzTvxi х — максимальное подмножество точек, аналитически 
связанных с х{ в Ттх£ х. Нам надо доказать, что Т1=Тп. Заметим, что, 
если fiii+i : Xr*Xi+1 —голоморфное отображение, то f7}+i (7\-+1) = 7V По-
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этому, переходя по звеньям перестройки, получим что ТпаХп является 
образом множества TiczXi относительно перестройки. 

С другой стороны, если в нашей перестройке есть звено вида 
Xi-i -г Г - * Х{ < г; ~ Af+i, 

li-l,i h+l,i 

в котором fi-iti и fi+i, i — голоморфные отображения, то по теореме Хи-
ронаки существуют модель Xt и голоморфные отображения Д i-i : Xt~>-
~^Xi-{ и Д t+i : Xt-+Xi+l такие, что диаграмма 

коммутативна. Следователньо, fi,i+iof7}-i(Ti-i) = Ti+[. Заменяя пере
стройку Хь . ., Х{-и Хи Xi+U ...,Хп перестройкой X,, Х{-иХиХ{+19. . . 
. . . , Хп, получим, что образ множества 7\ относительно новой перестрой
ки также совпадает с Тп. 

В новой перестройке Хи .. ., Хи . . ., Хп (если либо />2, либо i<n—1) 
можно уменьшить ее длину по крайней мере на 1, так как в этих слу
чаях, соответственно, либо fi-it i-2°fi, *-i — голоморфное отображение, 
либо fi+iti+2°fi,i+i — голоморфное отображение. Применяя эту процеду
ру несколько раз, получим новую перестройку 

состоящую из двух звеньев. Так как на всех промежуточных шагах 
образ множества Ti относительно перестройки совпадал с Тп, то и в 
этом случае Tn=f0 no f^0(TJ. Но f0,n°filo— тождественное отображе
ние, следовательно, Т1=Тп, т. е. у^Тп=Т^х и х и у аналитически свя
заны в Ттхх. 

1.7. ЛЕММА. О- —локальное целозамкнутое кольцо. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, О-—целозамкнутое кольцо как 

пересечение целозамкнутых колец. 
Покажем, что множество необратимых элементов в О- является 

идеалом. Для этого докажем, что для любой h^O-czK и любых х, у 
из х значения h{x) и h(y) совпадают. Пусть r-эквивалентность точек 
х и у определяется перестройкой длины п. 

В случае я=1 , т. е. х^Х и y^Y строго эквивалентны, пусть, для 
определенности f : X-+Y — голоморфное отображение. Тогда x^f~i(y)cz 
cz7rxx по определению перестройки. Отображение / индуцировано 
отождествлением полей С(Х) и С(7) с полем /С. Следовательно, h=hx<= 
<=С(Х) совпадает с f*hY — прообразом функции АуеС(У). Кроме того, 
/ — собственное отображение неособых многообразий, ft^^ и 

^~1(y)czTrxx, поэтому hY голоморфно в точке у и h(x)=hx(x)=f*hY(x) = 
=hY(f(x))=hY(y)=h(y). 
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В случае п>\ пусть x = xi<=Xl и у = хп^Хп. Тогда по доказанному 
h(xi)=h(x2)=.. .=h (хп), где х{ — точки, участвующие в определении 
перестройки. 

Итак, h(x)=h(y) для любых х и у^х. Если h(x)¥=0 для некоторой 
х^х, то h обратима в О-. Следовательно, множество необратимых эле
ментов в О-

m- = {h^0-\h(x) = O для любой ХЕЕХ} 

является идеалом. 
1.8. Введем на SB K топологию. Пусть А — конечнопорожденное над С 

подкольцо поля К. Обозначим UA={x^SyK\Acz0-}. Возьмем совокуп
ность множеств вида UA в качестве базы открытых множеств на SB к. 
Легко видеть, что пересечение конечного числа базисных множеств 
снова будет базисным множеством и что Uc=S?K. Следовательно, наш 
выбор открытых множеств действительно определяет топологию на SB к* 

1.9. О с н о в н о е о п р е д е л е н и е . Кольцованное пространство 
{SBK,0 зск) называется минимальным объектом поля К, где SB'к — то
пологическое пространство, определенное в 1.8, а 0&к—пучок колец, 
сечения которого над открытым множеством UcuSBK равны по опреде
лению 

T(U,G#K)= П <5j. 

1.10. П р е д л о ж е н и е . 1) Пусть X — неособая полная кривая, тог-
даа?с(Х)=Х. 

2) Пусть X—рациональная поверхность, тогда Хс(Х)— точка. 
3) Пусть X — иррациональная линейчатая поверхность, т. е. сущест

вует морфизм я: Х-+С на неособую кривую С рода g(C)>0 с общим 
слоем — рациональная кривая. Тогда ^с(Х)=С. 

4) Пусть X — поверхность, не являющаяся рациональной или линей
чатой поверхностью. Тогда S6^{X) совпадает с минимальной моделью по
верхности X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) следует из единственности неособой пол
ной кривой с данным полем рациональных функций. 

Пусть л: Х-^С — линейчатая поверхность и L0 — невырожденный 
слой над точкой о^С. Покажем, что все точки слоя L0 г-эквивалентны 
между собой. Пусть х, y^L0. Выберем точку z^L0, не совпадающую с 
х и у. Пусть fi\Xi-^X — моноидальное преобразование с центром в z 
и Lo — собственный прообраз кривой L0. Тогда {L0

2)x =—1. Следова
тельно, существует моноидальное преобразование /2: Xi-^X2, стягиваю
щее L0. Пусть xi=fi-l(x), xz=fl~i(y) и x3=f2(xi)=f2(x2). /?-эквивалент-
ность точек х и у задается перестройкой 

(X, х) £ (Хи хг) ?2 (Х2, х8) Д (*i, *я) ± (Х> У)-

2) следует из того, что рациональная поверхность X бирационально 
изоморфна квадрике Q=P1XP1 , на которой есть две различные струк
туры линейчатой поверхности. 

3) следует из того, что на относительно минимальной модели линей
чатой поверхности все слои невырождены и любое бирациональное 
отображение иррациональной линейчатой поверхности сохраняет струк
туру линейчатой поверхности. 
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4) следует из того, что в этом случае существует абсолютная мини
мальная модель Х0, которую доминирует любая бирационально изо
морфная ей модель X ([1]). 

1.11. Из предыдущего пункта видно, что для алгебраических моделей 
X, dimcX<2, минимальный объект 95с{Х) является алгебраическим мно
гообразием, а естественное отображение пх : Х-+%?С(Х) является мор-
физмом. К сожалению, если dimcX>2, то уже не всегда 8£с{Х) — алге
браическое многообразие и, более того, лх : Х-+Ввс(Х) не всегда явля
ется непрерывным отображением. В § 3 мы опишем те трехмерные 
модели X, минимальные объекты которых являются алгебраическими 
многообразиями, и приведем пример, когда это не так. 

§ 2. След r-минимальной точки трехмерного многообразия 

В дальнейшем dimc^=3. 
2.1. ЛЕММА. Пусть L ^ P 1 — неособая рациональная кривая, лежа

щая в неособом многообразии X, и пусть нормальное расслоение кривой 
L в X Nx/L= 0Pi(— l ) 0 0pi(—1). Тогда все точки кривой L г-эквива-
лентны в X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть \\Z-+X— моноидальное преобразова
ние с центром в L, f~l(L) = V. Как хорошо известно, в случае Nx/L= 
= 0pi(— 1) фОрг (—1) поверхность У^Р4хР4 , т. е. на V есть две струк
туры линейчатой поверхности, одна из которых совпадает с f\v : V-+L~ 
^ Р 1 , а относительно другой структуры слои первой структуры являют
ся сечениями. Пусть L4 — слой первой линейчатой структуры и L2— 
слой второй структуры. Нормальное расслоение NZ!V=0V(—Li—L2) и 
по критерию Мойшезона V может быть стянута на кривую вдоль слоя 
L2 в категории алгебраических пространств, т. е. существует моноидаль
ное преобразование g : Z-^Y неособого алгебраического пространства У 
с центром в рациональной кривой L3czY, причем g~l(L3) = V и L2 явля
ется слоем отображения g. 

Пусть х{ и х5— произвольные точки на LczX. Обозначим через х2= 
=f~l(Xi)nL2, xL=f-l(x5)OL2 и x3=g(L2). Тогда перестройка 

(X, Xl) J- (Z, х2) Л (У, х3) «. (Z, xj X (X, хъ) 

определяет /--эквивалентность точек хх и х5. 
2.2. ТЕОРЕМА. Пусть LczX — рациональная (быть может, особая) 

кривая, лежащая на трехмерной модели X. Тогда все точки кривой L 
^эквивалентны между собой в X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению r-эквивалентности, любая 
точка r-эквивалентна любой точке из своего прообраза при голоморф
ном бимероморфном отображении. Поэтому если мы покажем, что су
ществует такое голоморфное бимероморфное отображение / : Y^+X и 
кривая L'czY, изоморфная Р1 и такая, что 

1) l(U)=L, 
2) tfWL.^0P1(-i)e0pi(-i), 

то все точки кривой L будут /--эквивалентны между собой в X. 
Приступим к построению отображения f. На каждом шаге построе

ния мы будем строить голоморфные бимероморфные отображения 
ft: Xi-^Xi-i и выбирать рациональные кривые LiCiXi такие, что fi(Lz-) = 
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=£*_! (здесь LG=L и Х0=Х). Кривая Ln будет иметь нужное нам нор
мальное расслоение. 

Ш а г 1. Разрешим особые точки кривой L последовательностью мо-
ноидальных преобразований /4 : Xi-^X с центрами в этих точках. Кри
вая L4 совпадает с собственным прообразом кривой L. 

Ш а г 2. По лемме Чао для алгебраических пространств существует 
голоморфное бимероморфное отображение f2 : X2-^-Xi неособого проек
тивного многообразия Х2. Если d\mcf2~l{x)=0 ДЛЯ общей точки х кри
вой Lu то в качестве Ь2 возьмем кривую, накрывающую L}. Очевидно, 
L2—рациональная кривая ввиду теоремы о связности слоев бимеро-
морфкого голоморфного отображения неособых пространств. Пусть 
d\mcf2~l(x) = l для общей точки x^Lt. Покажем, что существует неосо
бая рациональная кривая L2<=X2, накрывающая L^ Действительно, по 
теореме Хиронаки мы можем разрешить точки неопределенности обрат
ного отображения \2~1 : Х]—^Х2 последовательностью моноидальных пре
образований с неособыми центрами. Так как /2

-1 неопределено в точках 
кривой Lu то на каком-то шаге разрешения мы должны раздуть собст
венный прообраз кривой L4. При раздутии вклеится рациональная по
верхность V, которая накрывает кривую Lt. Следовательно, ее образ V 
в Х2 не может быть точкой и f2 отображает V на LY. Если dimcV=l, то 
V — искомая кривая. Если dimcV=2, то в качестве L2 можно взять об
раз любого сечения линейчатой над L^ поверхности V, в общей точке 
которого определено отображение в Х2. 

Ш а г 3. Выберем гиперплоское сечение £\ проективного многообра
зия Х2, содержащее L2, и другое сечение Е2 той же степени, не содержа
щее L2. Гиперплоские сечения Ei и Е2 определяют рациональное отоб
ражение ф2: Х2->Р\ Пусть /3•' Х3-*-Х2— композиция моноидальных пре
образований с неособыми центрами, разрешающая точки неопределен
ности отображения ср2. Кривая L3 есть собственный прообраз кривой L2. 

Итак, кривая L3 лежит в слое S3 морфизма ф3 : Х3~^Р1. Все следую
щие fi : X{-^Xi-i являются композициями моноидальных преобразований 
с неособыми центрами, лежащими в слоях морфизма фг-1=фзс/4°- . .°A--i-
Прообраз слоя S3 будем обозначать через 5г-с:Х{. 

Ш а г 4. fi'.Xc+Xz — моноидальное преобразование с центром в L3, 
a V=f/k~l(L3) является неособой линейчатой над Ь3 поверхностью, т. е. 
расслоена над L3 со слоями, изоморфными Р1. Выберем такое сечение 
L4 линейчатой поверхности V, что индекс самопересечения (Ь^)у=п^0 
и L4 не лежит на других компонентах слоя 54. 

Ш а г 5. Выберем п+l точку на кривой L4. Пусть f5:X5-+XA — ком
позиция моноидальных преобразований с центрами в этих точках и 
L5 — собственный прообраз кривой L4, a V — собственный прообраз по
верхности V. Хорошо известно, что композиция моноидальных преоб
разований /5 индуцирует морфизм f/ : V-+V, являющийся также ком
позицией /2+1 моноидального преобразования на У с центрами в этих 
точках. Каждое моноидальное преобразование неособой поверхности с 
центром в замкнутой точке х понижает на единицу индекс самопересе
чения неособой кривой, лежащей на поверхности и проходящей через х. 
Следовательно, (L4

2)^ = — 1. 
Ш а г 6. Пусть f6 : Х6-+Х5— моноидальное преобразование с центром 

в кривой L5, Vj — собственный прообраз поверхности V, V2==f6-i(L5). 
Так как L5aV, то /6 |v ; Vi->V/—изоморфизм и V4 пересекается транс-
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нереально с V2 вдоль кривой ( / e l r , ) " 1 ^) . Обозначим L6=(fs\v1)"1(Lb) = 
= K1f]l/

2. Поверхности 1Л и У2 лежат в слое S6 морфизма ф6 : Ag-vP1 И 
L6 не лежит на других компонентах слоя S6. 

Пусть k={L6
2)V2. Тогда нормальное расслоение NX6/Lr= Ор^(—1) © 

@Qpi(k). Действительно, L6czViCzX6, i=l,2. Поэтому A/rtyi.e вложены 
в NX6/Le. Ввиду трансверсальности пересечения \\ и V2 вдоль неособой 
кривой L6 естественный гомоморфизм NVI/LS@NV2:L^NX6/L6 локально три
виальных расслоений ранга 2 является вложением в каждой точке кри
вой L6, а значит, и изоморфизмом. Но AV,/L5—^L^OV^Le) и так как 
(L6

2)v. = — 1 , то NVx/h~.0vi (—1). Аналогично, NV2/L~.0vi (k). 
Ш а г 7. Если (L6

2)V2^Q, то выберем неособую кривую LczVu транс-
версально пересекающую LQ и такую, что (L6, L)Vx> (LG

2)V.2. Сделаем 
мокоидальное преобразование f7 : А7->А6 с центром в кривой L. Обозна
чим через L7 собственный прообраз кривой L6, а через 1Л и К2 вновь 
обозначим собственные прообразы старых поверхностей Vu I/2czA6. Так 
как старые Vi и У2 пересекались трансверсально, a LczVt трансверсаль-
но пересекалась с L6, то f7\v2 является композицией (L6, L)Vl моноидаль-
ных преобразований с центрами в точках пересечения кривых L и L6. 
Следовательно, (L7

2)y2<0. Кроме того, (L7
2)Vl =— 1, так как f7|Vl—изо

морфизм. Слой S1=yi, aiVh где V{ и V2 — рассмотренные выше поверх
ности, Vi и V2 неособы и трансверсально пересекаются вдоль L7. Кри
вая L7 не лежит на других компонентах слоя 57. 

Для вычисления нормального расслоения кривой L-ciXi нам понадо
бятся следующие две леммы. 

2.3. ЛЕММА. Пусть ср : А-^Р1— морфизм неособого полного трех
мерного алгебраического многообразия X на прямую Р1, и пусть в слое 
S^^jOttVi этого морфизма неособая кривая L=Vif]V2 не лежит на 
других компонентах слоя S. Предположим, что V± и V2 неособы и пере
секаются трансверсально друг с другом. Тогда 

а2 (L2)Vl + a, (L\, = - 2 «,- (L, Vt)x. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Индекс пересечения (L, 5 ) х =0 , так как S — 
слой морфизма. Следовательно, 

«1 (£, Vi)x + «2 (£, ^ Ь = - 2 «•• (£, ^)х. 

Но (L, y i ) i = ( ^ 1 , У2, K1) i=(L2)Va, так как V£\V2=L и К4 с 1/2 пересе
кается трансверсально. Аналогично, (L, V2)x=(L2)Vr 

2.4. ЛЕММА. Пусть f : А'-^А— моноидальное преобразование с цен
тром в неособой кривой LczX, U— сечение линейчатой над L поверх
ности Vf=f~l(L). Пусть D — поверхность в А, не содержащая L, и D' — 
ее собственный прообраз. Тогда 

{L,D)X={L',D')X,. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть x^LczX и сечение V проходит через 
x'^f~l(x). Сравним индексы пересечения поверхностей D и D' с кри
выми L и U (соотв. в точках х и хг). Мы можем выбрать такие локаль
ные параметры vu v2, v3 в точке х и ии и2, и3 в х', что / : А/->А в окрест
ностях точек х и х' задается уравнениями vi=uu v2=Ui'ii2, v3=u3. При 
этом vi==v2=0 будут локальными уравнениями кривой LczX, а ^ = 0 — 
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локальное уравнение поверхности V и слой f~l(x) задается уравнения
ми и1=0 и и2=0. 

Пусть D в окрестности точки х задается уравнением h(vi,v2,v3)=0. 
Тогда в локальном кольце 0™tX функция h может быть представлена в 
виде /1=1^(1^, и2, v3)+v2g2(vl9 v2, v3)+v3

h-r(viy v2y v3), где gur^OftX и 
r^mx , a k=(L,D)x — индекс пересечения L и D в точке #. В окрестно
сти точки х' поверхность D' задается уравнением 

Ограничение дивизора Z)' на V задается уравнением и3
р1=0, так как 

r€fcmx. Следовательно, в окрестности слоя /_1(л:) пересечение (D\ V')X' 
равно k-f-^x). Слой f~l(x) пересекается с сечением V трансверсально 
в одной точке, поэтому (Z/, D')X' =k и лемма доказана. 

Ш а г 8. Итак, на Хч есть две поверхности Vi и У2, пересекающиеся 
трансверсально вдоль ^пивой L7=l /

inV2 , (L7
2)Fl=—1, (L7

2)V2=—р<0. 
Если р=1 , то теорема м^казана. Пусть р > 1 . Чтобы понизить р на еди
ницу, сделаем моноидальное преобразование f8: X8-+X7 с центром в кри
вой L7. Пусть /8

_1(L7)==]/. Обозначим вновь через Vi собственный про
образ старой V± (изоморфный новой Vu так как /8 раздувает дивизор, 
лежащий на старой ViczX1). Пусть Ls=Vir\V. Тогда L8 — неособая кри
вая, f8|Vl(L8)=L7, /8|v, — изоморфизм и поэтому (LS

2)V:=—1. Кроме 
того, Vi и V пересекаются трансверсально вдоль L8, L8 не лежит на дру
гих компонентах слоя S8, отличных от Vj и У, и не пересекается с соб
ственным прообразом старой поверхности V2czX7. Так как слой 57 имел 
кратность «! + а2 вдоль кривой L7, то S8=(ai + a2)V+ 2 а*^- По л е м " 
ме 2.3 

(ах + а2) (L;)Vl + ах (Ll)v = — 2 а*' (̂ 8> ^ К 

И 

а2 (̂ ?)vx + ах (L7)y2 == — 2 а ; (̂ 7» ^)х7. 
l > 3 

По лемме 2.4 правые части этих равенств совпадают, так как L8 не пере
секается с прообразом старой V2. Следовательно, 

К + а2) (Ll)Vl + ax (Lg)v = a2 (L7)Vl + ax (L7)vV 

Но (L8
2)v,= (L7

2)Vl=—1. Поэтому (L8
2)y—1 = (L7

2)V2, т. е. мы повысили 
индекс самопересечения кривой L{ на соседней с У4 компоненте слоя Sb 
пересекающейся с V{ вдоль кривой Lt. А так как (L7

2)v,=—р<0, то пос
ле аналогичных раздутий /9, . . . , fp±6 раздутию f8 мы получим нужную 
нам кривую Lp+6, нормальное расслоение которой в Xp+Q есть NXp+Q/L ^ 
^ ©pi (— 1) ф ©pi (— 1). Теорема доказана. 

2.5. Усилим лемму 1.6. Для этого введем следующее 
О п р е д е л е н и е . Пусть Y — подмножество модели X. Точки хиx2^Y 

называются рационально связанными в Y, если существует конечная по
следовательность рациональных (быть может, особых) кривых Lu . . . 
. . . , Ln, соединяющая х^ и х2 в У, т. е. такая, что 

а) baY, 
б) x^Liy x2£ELn, 
в) LP\Li+i¥=0. 
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Подмножество Y называется рационально связным в X, если лю
бые две точки xiy x2^Y рационально связаны в Y. 

2.6. П р е д л о ж е н и е . Пусть X —модель и х — г-минимальная 
точка поля К. Тогда любые две точки хи х2^.1ххх рационально связаны 
в 1гхх. 

2.7. ЛЕММА. Пусть f : Xi->X — бимероморфное голоморфное отобра
жение моделей поля К> и пусть YczX — рационально связное подмноже
ство в X. Тогда /-1(У) рационально связно в Xla 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 2.7. Из теоремы Хиронаки следует, 
что существует диаграмма 

Z 

f х 
Xj +• X 

в которой h — композиция моноидальных преобразований с неособыми 
центрами. Заметим, что образ g(L) любой рациональной кривой L есть 
рациональная кривая, либо точка. Поэтому образ рационально связно
го множества является рационально связным. А так как g(ft-1 (У)) = 
==?"1(Ю> т о достаточно доказать, что Л-1 (У) рационально связно. Для 
этого достаточно доказать, что прообраз рационально связного множе
ства при моноидальном преобразовании с неособым центром является 
рационально связным. 

Пусть h : Z-^X—моноидальное преобразование с неособым центром 
СаХ. Рациональная связность прообраза /1_1(У) рационально связного 
множества YczX очевидна ввиду того, что: 

а) Прообраз h~x{x) замкнутой точки х<=С при моноидальном преоб
разовании h есть проективное пространство, которое, очевидно, рацио
нально связно. 

б) Прообраз Ьг1(Ь) рациональной кривой LczC есть рациональное 
многообразие (проективизация нормального расслоения), которое так
же рационально связно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 2.6. Образ при голоморф
ном бимероморфном отображении fiy i+l : Xr-^Xi+l рационально связного 
множества будет рационально связным. Отсюда и из леммы 2.7, заме
няя слова «аналитически связно» в доказательстве леммы 1.6 на слова 
«рационально связно», получим доказательство предложения 2.6. 

2.8. О п р е д е л е н и е . Пусть ^ е ! Максимальное подмножество Rx 
в X точек, рационально связанных с точкой х, называется рациональ
ным замыканием точки х в X. 

Следствием теоремы 2.2 и предложения 2.6 является следующая 
2.9. ТЕОРЕМА. Пусть X — модель и х — r-минимальная точка полк 

К. Тогда для любой х^.Ттхх Trxx=Rx. 

§ 3. Минимальные объекты трехмерных алгебраических многообразий 

3.1. Согласно теореме 2.9 понятия г-эквивалентности и рационально
го замыкания точки очень близки друг к другу. Поэтому в дальнейшем 
нам понадобится следующее утверждение. 

735 



П р е д л о ж е н и е . Если все точки неособой поверхности S рацио
нально связаны между собой, то S — рациональная поверхность. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно критерию Кастельнуово — Энрикве-
са ([1]) нам достаточно доказать, что иррегулярность q(S) и все крат
ные роды Pn(S) при /7>0 поверхности 5 равны 0. 

Покажем прежде всего, что если все точки поверхности S рацио
нально связаны между собой, то на S лежит несчетное множество ра
циональных кривых. Действительно, пусть CczS — произвольная кри
вая рода g(C)>0. Как множество кривая С состоит из континуума то
чек. С другой стороны, через любую точку кривой С проходит рацио
нальная кривая, не совпадающая с С и поэтому пересекающая С в ко
нечном числе точек. Следовательно, рациональных кривых, лежащих 
на S, есть несчетное множество. 

Покажем, что иррегулярность q(S) поверхности 5 равна нулю. Дей
ствительно, если q(S) >0, то образ поверхности S при отображении 
Альбанезе есть кривая или поверхность, лежащая в абелевом много
образии, и в этих случаях все точки поверхности S не могут быть ра
ционально связанными между собой. 

Докажем, что при /г>0 все кратные роды Pn(S)=0. Для этого нам 
достаточно найти линейчатую поверхность, накрывающую S. Так как 
q(S)=0, то группа Пикара Pic S является подмодулем конечно порож
денного над Z модуля H2(S, Z). Поэтому найдется такая линейная си
стема \С\ на S, в которой несчетное подмножество элементов Сх явля
ются рациональными кривыми. Если общий элемент системы \С\ ра
ционален, то по лемме Нетера [1] S—рациональная поверхность. 

Пусть род общего элемента из \С\ больше нуля. Рассмотрим ZczSx 
>/pdim!ci — подмногообразие, определяющее линейную эквивалентность 
кривых Сяе=|С|', 7te=Pdim|CI=y, q{p-i(K))=CK^\C\J где p=pr 2 | z и q= 
=pvl\z. Покажем, что существует такое подмногообразие VczY, dim V^ 
>1, что для любого X<=V прообраз р_1(^) есть рациональная кривая. 
Для доказательства существования такого V достаточно показать, что 
если g(Ck)>0 для общего слоя Сл^р_1(Л), то найдется подмногообра
зие YiczY такое, что dim y i<dim У и над несчетным множеством точек 
X^Yt слои Ск являются рациональными кривыми. 

Представим подмногообразие singZ особых точек многообразия Z 
в виде singZ=Z1(JZ°, Z°f)Zi = 0, где Z1 — объединение всех подмного
образий AczsingZ, для которых dim D{= dim p(Di)+ 1. Очевидно, 
p(Zl)^Y. В случае, когда несчетное множество рациональных кривых 
Сх принадлежит Z1, в качестве Yt можно взять p(Z{). Пусть в Z1 лежит 
не более чем счетное множество рациональных кривых Ск. Тогда несчет
ное множество рациональных кривых Ск лежит в Z\Z\ Пусть v: Z—>-
->Z — нормализация и р = р0\\ Рациональные кривые CV, не принадле
жащие Z1, пересекаются с singZ лишь в конечном числе точек. Поэто
му несчетное множество слоев морфизма р являются рациональными 
кривыми. Если несчетное множество рациональных слоев морфизма р 
пересекается с singZ, то в качестве Yi можно взять p(singZ). Если с 
sing 2 пересекается не более чем счетное множество рациональных сло
ев морфизма р, то несчетное число слоев морфизма р: Z\singZ-^~ 
-+Y\p(sing Z) являются рациональными кривыми и поэтому являются 
вырожденными слоями. Следовательно, в качестве У* можно взять за-
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мыкание в Y подмногообразия в Y\p (sing Z), над точками которого 
морфизм р: Z\sing Z-^Y\p (sing Z) не гладок. 

Для доказательства предложения осталось заметить, что если L — 
любая кривая, лежащая в V, то p~Y{L)—линейчатая поверхность и 
q: /?_1(L)->S — накрытие, так как разные слои р _ 1 Ш отображаются в 
различные элементы СК^\С\. Все кратные роды линейчатой поверхно
сти равны нулю, следовательно, все кратные роды поверхности 5 
Pn(S) = 0 при /г>0. Предложение доказано. 

3.2. Очевидно, необходимым условием того, чтобы минимальный 
объект <̂ C(X) модели X был алгебраическим многообразием, является 
условие: 

*) Для всех г-минимальных точек x 6 f c ( i ) поля частных колец 
О- совпадают между собой. 

В случае выполнения условия *) обозначим через C{S6) поле част
ных кольца 01, a te i^ . 

К сожалению, условие *) выполнено не всегда. 
3.3 П р и м е р . Исследуем минимальный объект модели X=SxCy 

где S — поверхность типа КЗ, на которой лежит бесконечное множество 
рациональных кривых, а С — кривая рода g"(C)>0. Поверхность типа 
КЗ с бесконечным числом рациональных кривых существует (см., напри
мер,. [2]). Заметим, что из доказательства предложения 3.1 и того, что 
q(S)=0, следует, что на 5 лежит лишь счетное множество рациональ
ных кривых. Обозначим их через Lu feN, и пусть R = \J L{. Тогда R — 
= U^a, где Ra — рациональное замыкание точки a e S и объединение 
берется по тем а, для которых Ra содержит кривую. Заметим, что R^ 
фЗ. 

Покажем, что число различных Ra конечно. Действительно, рацио
нальные кривые являются ненулевыми циклами конечнопорожденной 
решетки H2(S, Z) с невырожденной формой пересечения. Следователь
но, если различных Ra — счетное число, то, выбирая кривые LaidRan 
получим, что для некоторого п кривые Lai, . . . , Lan линейно зависимы 

п 

над Z. Пусть ^ aiLa.=0, at(=Z и не все а{=0. Перенося члены с отри-

цательными а* в другую часть равенства, получим, что {1, . . . , п} = 
= Ы^М2, NiClNi=0 и 2 W-a;= 2 biLac, где й*=±а*. Рациональ-

ные кривые из различных Ra не пересекаются между собой. Следова
тельно, (La., L a . ) s = 0 при ьФ\. Поэтому (L2)s = 0 для L = 2 bcLar 

т. е. L определяет пучок эллиптических кривых на S ([1]). Применяя 
еще раз условие (Lai, L a / ) s = 0 при ьф], получим, что все La / лежат в 
вырожденных слоях пучка | L \. Но таких слоев — конечное число. Сле
довательно, различных Ra — конечное число. 

Пусть RaQ состоит из бесконечного числа рациональных кривых. Ис
следуем это Rao=R0. Покажем, что существует такой дивизор D = 

= 2 а£и где а^О и почти все аг=0, что (Z)2)S>0. Используя бес-

конечность кривых LiCzR0, при помощи рассуждений, аналогичных при-
п 

веденным выше, можно показать, что найдется дивизор D{= V biLu 
t = i 
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LiCzRo, такой, что Dt определяет подвижную линейную систему без не
подвижных компонент. Следовательно, (ZV) s ^0 . Если (Z)1

2)s>0, то 
D=Dt. Если (Di

2)8 = 0, то B0=Ro\{компоненты вырожденных слоев 
пучка JAI} состоит из бесконечного числа кривых и поэтому опять 
можно найти дивизор D2= 2 ^ такой, что (Д>2)5^0. Так как кри-

_ L£dKo 

вые LiCzR0 не лежат в вырожденных слоях пучка |£>i|, то (Du />2)s>0. 
Следовательно, индекс самопересечения дивизора D=Dl-fZ)2 равен 
(Z)2)s= (Z)1

2)S + 2(Z)1, D2)s + (Z)2
2)s>0. В качестве следствия получаем, 

что дивизор Z) на 5 является обильным по модулю «2-кривых» дивизо
ром ([1]). Поэтому любая рациональная на 5 и регулярная во всех 
точках дивизора В=^а{Ь( функция является константой на всем 5. 

На модели X=SxC рациональное замыкание Rx точки х имеет один 
из двух типов: 

1) /?*=*, если проекция на S prs(x)e£R, 
2) если prs(x) принадлежит некоторому Ra, то 

Действительно, любое Rx проектируется на С в точку, так как g(C)>0. 
Поэтому Rx лежит в слое проекции ргс, изоморфном поверхности 5, и 
либо есть точка, либо совпадает с некоторым Ra. Отсюда следует, что 
если Rx=x, то поле частных кольца 0-, х<=х, совпадает с C(SxC). 

Пусть о^С и S0=prc~i(o). Рассмотрим x<=prs
_1 (RaQ)f"\S0=Rx. Тогда 

любая функция из 0~, . ге^, должна быть регулярна на pr8~~l{RaQ)r\SQ* 
В частности, она должна быть регулярна на prg(D)[~)S0. Но любая ра
циональная на S0 и регулярная в точках дивизора D функция является 
константой на S0. Следовательно, поле частных кольца 0- изоморфно 
ргс*(С(С)) & С(Х) и условие *) для модели X=SxC не выполнено. 
Кроме того, отсюда видно, что естественная проекция пх'. Х-+86 в на
шем примере не является непрерывным отображением в топологии За-
рисского. Действительно, пусть х^Х — точка типа 1), и пусть / е 
epr s*(C(5) )czC(X) — функция, регулярная в х и / ^cons t на D. Рас
смотрим открытое множество Uf= {x^gtf\f^0^}. Так как f^const на 
£>, то точки х, представители х которых лежат в рг"1 (Rac), не принад
лежат Uf. Следовательно, Ях_1(^/) лежит в дополнении к счетному чис
лу поверхностей pr^1(Li) прообразов кривых LiCiRaQ и поэтому не явля
ется открытым множеством на X в топологии Зарисского. 

3.4. В дальнейшем предполагаем, что условие *) выполнено. Выяс
ним, когда минимальный объект !%? = %?с{Х) модели X является алгеб
раическим многообразием. 

О п р е д е л е н и е . Пусть х — нормальная особая точка многообра
зия X и р: Х'-+Х — какое-нибудь разрешение особенностей. Особен
ность х^Х называется квазирациональной особенностью, если р~1(х) 
рационально связно в Х\ 

Согласно лемме 2.7 понятие квазирациональности особенности не 
зависит от разрешения. 

3.5. ТЕОРЕМА. Минимальный объект gg = geC{X) трехмерной моде
ли X является алгебраическим многообразием тогда и только тогда, 
когда X есть многообразие одного из следующих типов: 

0) Все точки х^Х рационально связаны между собой. В этом слу
чае $&'— точка. 
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1) X может быть расслоено над неособой кривой С на рациональные 
поверхности и расслоение я: Х-^С не имеет рациональных квазисече-
ний. В этом случае 95— С. 

2) X является расслоением на коники над алгебраической поверх-
ностью S, имеющей лишь квазирациональные особенности, и на S нет 
рациональных кривых. В этом случае 9?=S. 

3) X бимероморфна алгебраическому многообразию Х0, имеющему 
лишь квазирациональные особенности, и на Х0 нет рациональных кри
вых. В этом случае 95 = Х0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность условий 0) и 3) сразу следует 
из теоремы 2.9. 

Из доказательства теоремы 3.1.3 в [4] о вырожденных слоях вырож
дения рациональных поверхностей и из леммы 2.7 о рациональной связ
ности прообраза рационально связного множества следует рациональ
ная связность вырожденного слоя вырождения рациональных поверхно
стей. Отсюда и из теоремы 2.9 следует достаточность условия 1). 

Для расслоения на коники я: X-+S согласно теореме 1.13 в [3] су
ществует коммутативная диаграмма 

хгл»х 
nit i я 
5xT S 

в которой Хи Si — неособые полные многообразия, р — бирациональ-
ный морфизм, q— бирациональное отображение и .я4: Xir-+S1— плоское 
расслоение на коники. Так как на S нет рациональных кривых и все 
особенности многообразия S квазирациональны, а nt: Xf+Si — плоское 
расслоение на коники, то рациональное замыкание Rx точки x^Xi сов
падает с прообразом яг1(р~1(я1ор(л:)). Отсюда и из теоремы 2.9 следу
ет достаточность условия 2). 

Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть d^ = deg Тг С {95) 1С Тогда О ^ с ^ ^ З . 
С л у ч а й dzv=Q тривиален. 
В случае d&^O заметим, что С{95)С^С{Х)9 и поэтому существует 

рациональное отображение я: Х*-*~95. Из определения структуры коль
цованного пространства {95, Osc) следует, что для алгебраического X 
это я совпадает с естественным отображением факторизации лх: Х->95 
по отношению r-эквивалентности и является морфизмом. Согласно тео
реме 2.9 все слои морфизма я являются рационально связными много
образиями. 

Пусть i e f — особая точка многообразия 95. Покажем, что х — 
квазирациональная особая точка. Действительно, пусть р: 95-^-95 и 
т: Xi-+XXs?95 — разрешения особенностей многообразий 95 и ХХ&95* 
Обозначим т1==рг1от, Тг^рГзот. Любые две точки хи х2^х^{р~1{х)) = 
= TrXlx рационально связаны в ТгХ]х. Следовательно, любые две точки 
из р~*{х) также рационально связаны и поэтому х— квазирациональ
ная особая точка (напомним, что х — нормальная точка многообразия 
95 ввиду леммы 1.7). 

С л у ч а й d&?=l. Согласно лемме 1.7 все кольца 0- целозамкнуты 
и поэтому 95 является неособой кривой. Общий слой морфизма я явля
ется рациональной поверхностью ввиду предложения 3.1. 

С л у ч а й dsc=^l. В этом случае общий слой одномерен и согласна 
теореме 2.9 является рациональной кривой. Покажем, что на 95 нет ра-
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циональных кривых. Действительно, если бы на SB была рациональная 
кривая L, то я - 1 (£) — рациональная линейчатая поверхность, все точ
ки которой рационально связаны между собой, и по теореме 2.9 эта по
верхность должна отображаться в точку. 

С л у ч а й dsc=3. Ввиду рациональной связности слоев морфизма я, 
п: X-+SB является бирациональным отображением для любой алгебраи
ческой модели X. Необходимость условия, что на SB нет рациональных 
кривых, следует из теоремы 2.9. 

3.6. Очевидно, все четыре типа многообразий из теоремы 3.5 суще
ствуют. В качестве примера многообразий типа 3) можно взять любое 
разветвленное накрытие абелева многообразия. 

В качестве следствия из теоремы 2.9 получаем следующую теорему. 
ТЕОРЕМА. Минимальный объект трехмерного унирационального 

многообразия есть точка. 
3.7. В заключение напомним гипотезу, принадлежащую Севери 

([5]). 
Г и п о т е з а . Минимальный объект модели X есть точка тогда и 

только тогда, когда X — унирациональное многообразие. 
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