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Beitrige zur Analysis situs.
Von Ernst Steinitz.

I

Wihrend bei Euklides von den allgemeinen Begriffen Linie und
Fliache ausgegangen wird und sodann erst Gerade und Ebene als spezielle
Linien und Flichen charakterisiert werden, ist es in den modernen Systemen
fiblich, die Gerade und die Ebene direkt, und zwar dls Grundbegriffe, einzu-
fithren, jene allgemeinen Begriffe aber in der axiomatischen Grundlegung tiber-
haupt nicht zu verwenden. Und man ist vielfach geneigt, eine solche Verwendung
schlechthin als unzulissig zu erkliren. Indessen haben gerade die vielen
Untersuchungen, welche in neuester Zeit iiber die Grundlagen der Geometrie
angestellt worden sind, immer deutlicher hervortreten lassen, da8 es nicht
angiingig erscheint, apodiktisch zu erkliren: dieser Begriff ist ein Grund-
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begriff, jener ist es nicht, oder: dieser Satz ist Axiom, jener muf
bewiesen werden, sondern da man verschiedene Systeme von Grundbegriffen
und Axiomen aufstellen kann, derart, daB ein Begriff oder Satz in dem einen
System zu den Grundbegriffen bzw. Axiomen zihlt, in dem andern nicht. So
wird man auch nicht von vornherein ein System von der Hand weisen konnen,
das mit Linien und Flichen als Grundbegriffen operiert. Man wird viebmnehr
su priifen haben, ob die iiber diese Begriffe in Form von Axiomen gemachten
Aussagen widerspruchsfrei sind. Ist das der Fall, und ist man tiberdies geneigt,
die Ubereinstimmung mit der Anschauung zuzugestehen, so ist an der Zuldssig-
keit des Systems kein Zweifel mehr. Sein Wert kann nur nach seiner Leistungs-
fihigkeit eingeschiitzt werden.

Nun gibt es in der Tat eine geometrische Disziplin, fir welche die Ver-
wendung der Allgemeinbegriffe Linie und Fliche von Anbeginn ein Be-
diirfais ist: die Analysis situs. Fir sie erweist sich der gewdhnliche Aufbau
der Geometrie als unzweckmiBig, weil sechon die primitivsten Tatsachen, die
demjenigen, der, nicht gewohnt, sich an Definitionen zu halten, nur mit der
Anschauung operiert, ganz selbstverstindlich erscheinen, sich aus den iiblichen
Axiomen nur sehr mithsam ableiten lassen. Man denke z. B. an den Jordan-
schen Satz. Tatsichlich haben sich auch so hervorragende Mathematiker wie
Riemann keineswegs gescheut, bei der Bearbeitung der Analysis situs auf
die Anschauung zu rekurrieren. In neuerer Zeit ist vielfach der Versuch ge-
macht worden, dies durch analytische Behandlung zu vermeiden: dabel werden
die groften Schwierigkeiten dadurch umgangen, dafl man bei den definierenden
Funktionen auBer der Stetigkeit wenigstens noch Existenz und Stetigkeit der
ersten Ableitungen voraussetzt. Aber wer sich mit Problemen der Analysis
situs beschiftigt hat, wird sich kaum des Gefiihls erwehren konnen, daf bei
derartiger Behandiung Begriffe herbeigezogen werden, die dem Wesen der
Yache fremd sind. Bs ist mir auch kein TFall einer konsequenten analytischen
Durehfiihrung bekannt. Meines Frachtens ist das Verfahren Riemanns nur
insofern erginzungsbediirftig, als Riemann stillschweigend mit einer Gruppe
von Axiomen operierte, die weder von ihm noch vor ihm irgendwo ausdriick-
lich postuliert waren.

Es ist deshalb gewill als ein Tortschritt zu begriiBen, dal der Artikel
iiber Analysis situs in der Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften®)
ein Axiomsystem bringt, welches fir den Aufbau dieser Disziplin, wenigstens
im dreidimensionalen Raum ausreicht. Dadurch werden natiirlich die wichtigen
und schwierigen Probleme, welche die Analysis situs im Rahmen der gewdhn-
lichen Geometrie darbietet, weder geldst noch aus der Welt geschafft; aber es
ist die Moglichkeit gegeben, eine Analysis situs als selbstindige Disziplin in
voller Strenge weiterzufiibren, ohne die Erledigung jener Fragen abwarten
zu miissen.

Als Grundbegriffe oder Elemente haben wir in der Analysis situs zunichst
den Punkt, die Strecke (worunter man sich eine zwei Punkte verbindende,
sich selbst nicht schneidende Linie vorzustellen hat), das (einfach zusammen-
hingende) Flichenstick, das (einfache, kugelartige) Raumstiick. ) Wir wollen

1) Enzyklopadie, III AB3S. Analysis situs von M. Dehn und P. Heegaard.

2) Die Ausfilhrungen dieses Abschnitts haben lediglich den Zweck einer Bin-
leitung. Von einer strengen Scheidung rein kombinatorischer und anschaulicher
Betrachtungen ist deshalb abgesehen.
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diese Elemente gemeinsam als Zellen bezeichnen und als Zellen Oter, 1ter, 2icr,
3ter Dimension unterscheiden. Thnen schliefien sich die Zellen nicr Dimension
an. FRine Zelle ist vorzustellen als eine Punktmenge, und wir haben an ihr
innere Punkte und solche der Begrenzung zu unterscheiden. Eine Zelle nter
Dimension hat zur Begrenzung eine sphdrische Mannigfaltigheit von n — 1
Dimensionen, welche sich in verschiedener Weise aus (» — 1) - dimensionalen
Zellen aufbauen 1iBt. Bs geniigen zwei solche Zellen, die alsdann ihre gesamte
Begrenzung gemein haben. — Zelle und sphiirische Mannigtaltigkeit sind die
einfachsten Reprisentanten berandefer und (in sich) geschlossener Mannigfaltiy-
keiten.

Zum allgemeinen Begriff der #-dimensionalen Mannigfalligkeilen gelangt
man, indem man sich dieselben in niher zu definierender Weise aus %-dimen-
sionalen Zellen als Polyeder aufgebaut denkt. Als Elemente des Polyeders
gelten seine n-dimensionalen Zellen, die (n — 1) - dimensionalen Zellen, aus
denen sich die Begrenzungen der n-dimensionalen zusammensetzen, die (n — 2)-
dimensionalen Zellen, welche die Begrenzungen der (n — 1)- dimensionalen
bilden usf., endlich die Punkte, welche die Strecken oder Kanten begrenzen.
Zwei Elemente a, b verschiedener Dimension sollen inzident heiBen, wenn das-
jenige von kleinerer Dimension zur Begrenzung des andern gehdrt; bei gleicher
Dimension sei Inzidenz gleichbedeutend mit Identitdt. Das Symbol (a,b) werde
gleich 1 oder O gesetzt, je nachdem a und b inzident sind oder nicht.

Nicht jeder Zellenbau gilt hier als Polyeder und damit als Mannigfaltig-
keit. Die Vorstellung, es sei moglich den Aufbau einer »-dimensionalen
Mannigfaltigkeit so zu vollziehen, dafl irgendein gegebener innerer Punkt von
ihr innerer Punkt einer Zelle wird, fiihrt zu einem Gesetz, das wir als ersfes
Dualititsgesetz bezeichnen wollen. Es laufet:

Zu jedem geschlossenen n-dimensionalen Polyeder P existiert ein reziprokes
9’ derart, daB ein-eindeutig den k-dimensionalen Zellen von  die (n — k)-
dimensionalen von P’ und inzidenten Zellen wieder inzidente entsprechen.')

Bei einer geschlossenen Mannigfaltigkeit IR™?*) gehort jede (n — 1)-
dimensionale Zelle der Begrenzung zweier, bei einer berandeten der Begrenzung
zweier oder einer n-dimensionalen Zelle an. Die (» — 1)-dimensionalen Zellen
der zweiten Art nebst den mit ihnen inzidenten Zellen geringerer Dimension
heiBen Randzellen; sie bilden die Begrenzumng oder Berandung der IR™. Diese
Berandung besteht aus einer oder mehreren geschlossenen =Y,

Bins der wichtigsten Probleme der Analysis situs ist die Aufstellung der
verschicdenen Typen von Mannigfaltigkeiten nter Dimension. Gewdhnlich
definiert man: Zwei Mannigfaltigkeiten heiBen homdomorpl (iquivalent) oder
von gleichém Typus, wenn sie sich cin-eindeutig und stetig aufeinander ab-
bilden lassen. Geht man jedoch von der rein kombinatorischen Auffassung
der polyedrischen Mannigfaltigkeiten aus, als Systemen, welche durch die
zwischen ihren Elementen bestehenden Inzidenzen bestimmt sind, so ist natiir-
lich von der Einfithrung des Stetigkeitshegriffs Abstand zu nehmen. Die De-
finition des Hom&omorphismus mub also anders gefaBt werden. Dies geschieht

1) Ein zweites, wohl zuerst von Poincaré bewiesenes Dualititsgesetz sagt
aus, dab reziproke Polyeder stets hom&omorphe Mannigfaltigkeiten reprisentieren.

2) Ein oberer in Klammern gesetzter Index bezeichnet hier und im folgenden
stets die Dimension. :

4*
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bei Dehn-Heegaard mittels des Begriffs der ,internen Transformation® oder,
wie wir auch sagen konnen ,Zellieilung”. Eine Strecke sB — a®d® wird
durch Einfithrung eines inneren Punktes ¢ in zwei Strecken a(®¢© und ¢©p©
»geteilt .« Um zur Teilung einer #-dimensionalen Zelle a{®(n > 1) zu gelangen,
hat man zunichst eine (» — 2)-dimensionale sphirische Mannigfaltigkeit R, 4
(im Falle n = 2 ein Punktepaar) anzunehmen, deren Elemente mit a® inzi-
dieren. Durch &, _, zerfallt die Begrenzung von a®™ in zwei Teile 8, _; und
87—1. Durch Einfithrung einer neuen (% — 1)-dimensionalen Zelle ¢~ wird
jetzt a™ in zwei Zellen a{® und a{” ,geteilt", von denen die eine durch 3, _;
und ¢®~Y, die andere durch B,.y und ¢~ begrenzt wird. Haben wir nun
zwei Polyeder P, und Py, so stellen beide homdomorphe Mannigfaltigkeiten
dar: Erstens, wenn sie isomorph sind, d. h. wenn eine ein-eindeutige Beziehung
zwischen ihren Elementen gleicher Dimension mdglich ist, bei welcher inzi-
denten Elementen wieder inzidente entsprechen; zweitens, wenn sie durch
interne Transformationen in isomorphe Polyeder #ibergefiihrt werden kinnen.
Dies ist die Definition des Homdomorphismus bei Dehn-Heegaard; daB sie
mit unserer Anschauung iibereinstimmt, miissen wir als Axiom hinnehmen. 1)

Fir die wichtigsten Fragen der Analysis situs ist die polyedrische Dar-
stellung nur Mittel zum Zweck. Es werden uns hauptsichlich solche Eigen-
schaften interessieren, welche dem Typus als solchem zukommen, also von der
Jjeweiligen polyedrischen Darstellung unabhiingig sind, mithin bei internen
Transformationen ungeiindert bleiben und deshalb auch Invarianten genannt
werden. Unser Ziel wird sein, fiir die Mannigfaltigkeiten von » Dimensionen
ein volles Invariantensystem aufzustellen, d. h. ein System von der Beschaffen-
heit, daB die Ubereinstimmung zweier Mannigfaltigkeiten in den Invarianten
des Systems notwendig und hinreichend fiir den Hom8omorphismus ist. Die
drei Invarianten, welche bereits bei zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten auf-
treten, sind: die Charakteristik, die Zahl der Rinder, das Verhalten der In-
dikatriz. .

Die Charakteristik C, die bekannte Zahl ¢ 4 f — % der gewdhnlichen
Polyedertheorie, kann fiir (polyedrische) Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimen-
sion definiert werden durch die Gleichung

(1) 0 == 1,

wo sich die Summe tiber alle Elemente ¢ der betrachteten Mannigfaltigkeit I
erstreckt und das Symbol [a] die Dimension von a bezeichnet. Nach dem ge-
wohnlichen Eulerschen Satz ist C fiir sphirische Mannigfaltigkeiten zweiter

1) Es kommen hier die Zerlegungsaxiome (a.a.O. S. 168/169) in Betracht.
Die unter a) angefiihrten Axiome, durch welche die fiir den HomBomorphismus
angegebenen Bedingungen als hinreichend charakterisiert werden, diirfte wohl
jeder ohne weiteres als der Anschanung gemiB anerkennen. Die Aufstellung des
Axioms b) hingegen, aus welchem die Notwendigkeit der Bedingungen folgen
wiirde, scheint mir doch — namentlich, wenn man zu hoheren Dimensionen auf-
steigh, aber auch schon im dreidimensionalen Gebiet — gewagt. Seine Wider-
spruchslosigkeit gentigt natiirlich nicht. Ich habe mich noch nicht davon iiber-
zeugen konnen, ob man nicht doch genotigt sein konnte, fir » > 3 eine allge-
meinere Zellteilung dem Begriff des Homdomorphismus zugrunde zu legen. Ich

komme bei anderer Gelegenheit auf diesen Punkt zuriick, welcher eine ausfiihr-
lichere Erdrterung erfordert.
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Dimension gleich 2, und die bekannte Verallgemeinerung fiir spharische
Mannigfaltigkeiten von % Dimensionen besagt, daB C gleich 2 oder 0, je nach-
dem n gerade oder ungerade ist. Hat man daher eine beliebige 0™, und ist
a irgend ein Element derselben, so ist die tiber die Elemente b der Begrenzung

von & erstreckte Summe % (— 1)1 gleich 1 — (— 1)l Erstrecken wir die
)

Summe aber auch noch iiber das Element a selbst, so tritt noch (— 1)t hinzu,
und wir erhalten > (— 1)P = 1. Mit Hilfe des Symbols (a, b) (s. 8. 31)
b

Kounen wir dieser Gleichung die Form

(2) Sa,b) - (— 1) =1 (1 £ fa)

b

geben, wo sich die Summe iiber alle Elemente b von IR erstreckt, welche
der Bedingung [0] < [a] geniigen. Wird (2) mit (— 1) multipliziert, so

ergibt sich
S(a, b) - (— D+ =S (— 1), (11 £ (4D
a,b : a

also wegen (1)

(3) ¢ =(a,b) - (— 1)+, : (91 < [a)
a,b

Hier erstreckt sich die Summe iber alle Elementenpaare «, b, wobei a auch
— b sein kann, aber zwischen a, b und b, @ nicht unterschieden wird. Glei-
chung (3) gilt fiir jede Mannigfaltiglkeit gRev. st IR geschlossen, so erhdlt
man nach dem ersten Dualitiitsgesetz unmittelbar eine zu (2) analoge Gleichung

Sayb) - (— 1 =1 (La] 2 8]

a

Summieren wir diese fir jedes Element b von M giiltige Gleichung nach
Multiplikation mit (— 1)} iber &, so erhalten wir nach einfacher Umformung

(— 1) - (g, b) - (= D)+ =(— 1) =C. OE0)
a, b b

Die Vergleichung mit (8) ergibt
¢=(—1)-C,

also fiir ungerades n ¢ = 0. D.h jede geschlossene Mannigfaltigheit ungerhder
Dimension hat die Charakteristik O, ein Satz, der wohl zuerst von Poincaré
fiir » = 3, von Dehn-Heegaard allgemein bewiesen wurde. — Bezeichnet
man mit «,, die Anzahl der Inzidenzen von je einem Element p-ter und einem
g-ter Dimension, wobei o, = & die Anzahl der Elemente A-ter Dimension wird,
<0 kann man den Gleichungen (1), (3) die Form geben

(4) c =§(— 1)*e, =§(— 1)P+9ap.q. @<n

Die sphiirischen Mannigfaltigkeiten ungerader Dimension gind also durch ihre
Charakteristik in keiner Weise vor andern geschlossenen Mannigfaltigkeiten
ausgezeichnet. Bei den Mannigfaltigkeiten gerader Dimension verhilt es sich
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anders, doch gibt es auch hier, wenn die Dimension = 4 ist, nichtsphirische
Mannigfaltigkeiten mit der Charakteristik . Im Falle n = 9 hingegen
kommt die Charakteristik 2 ausschlieBlich den sphiirischen Mannigfaltigkeiten
zu; alle andern, geschlossene wie berandete, haben eine Charakteristik < 2.
Hierauf beruht die dominierende Stellung, welche der Eulersche Satz in der
Theorie der gewdhnlichen Polyeder einnimmt.

Bei dem Begriff Indikatrix hat man zunichst die Zelle zu betrachten.
An jeder Zelle kann man zwei Indikatrizen unterscheiden. Bei der Strecke ist
Indikatrix gleichwertig mit Richtungssinn, bei der Flichenzelle mit Um-
laufssinn. Wir kénnen auch sagen: der Flichenzelle erteilen wir eine he-
stimmte Indikatrix, indem wir jeder ihrer Begrenzungsstrecken eine bestimmte
Indikatrix erteilen, und zwar so, daB ein Punkt, in welchem zwei Strecken
aneinander grenzen, bei der einen als Endpunkt, bei der andern als Anfangs-
punkt erscheint. Ebenso erteilen wir einer dreidimensionalen Zelle eine be-
stimmte Indikatrix, indem wir jeder der begrenzenden Flichenzellen eine be-
stimmte Indikatrix erteilen, wobei das (M5biussche Kanten-) Gesetz zu befolgen
ist: Jede Kante s = 430 erhult in der Indikatrix der einen von ihr be-
grenzten Flichenzelle die Richtung (Indikatrix) a®p©®, in der Indikatrix der
andern die Richtung 5©a(®. In gleicher Weise 1iBt sich die Indikatrix fiir
Zellen hiherer Dimension definieren, da ja das Mébiussche Gesetz sich ohne
weiteres verallgemeinern liBt. Es wird hiernach auch klar sein, wie man die
Fortsetzung einer fiir eine Zelle a( einer SN gegebenen Indikatrix auf einem
von a® ausgehenden und von Zelle zu Nachbarzelle fortschreitenden Wege zn
verstehen hat. Machen wir einen geschlossenen Weg, so kann es sein, daB
die Indikatrix am Ende mit der am Anfang iibereinstimmt, oder daB heide
entgegengesetzt sind. Fithren alle geschlossenen Wege zur Ausgangsindikatrix
zurlick, so konnen wir fiir die ganze I swei Indikatrizen auseinanderhalten.
Andernfalls haben wir einc MM mit umkehrbarer Indikatrix; die beiden In-
dikatrizen gehen ineinander iiber wie die verschiedenen Zweige einer analy-
tischen Funktion.?) Hinsichtlich des Verhaltens der Indikatrix hat man also
zwel verschiedene Arten von Maunigfaltigkeiten zu unterscheiden.

Die Lehre vom Homdbomorphismus  zweidimensionaler Manwigfaltigheiten
gipfelt in dem Nachweis des Satzes, daB fir diese die Charakteristik, die Zahl
der Rinder und das Verhalten der Indikatrix das volle Invariantensystem
darstellen. Bei Mannigfaltigkeiten von mehr Dimensionen ist dies nicht mehr
der Fall. Schon Riemann und Betti haben es unternommen, weitere In-
varianten aufzusychen. Poincaré, der in dieser Richtung weiter arbeitete,
fiigte zu den , Betlischen Zalden< (die bei ihm nicht ganz dieselbe Bedeutung
haben, wie bei Betti) noch andere Invarianten unter dem Namen Torsions-
koeffizienten hinzu, ohne daB dadurch die Lehre vom Hom&omorphismus auch
nur fiir dreidimensionale Mannigfaltigkeiten erledigt wiirde.

Auf diese Untersuchungen, welche auf die rein arithmetische Theorie der
Elementarteiler fithren und sich mittels derselben verhiltnismiBig einfach er-
ledigen lassen, soll hier nicht eingegangen werden.

1) Jedoch treten keine Verzweigungselemente auf, Wollen wir in diesem
Punkte den Vergleich aufrecht erhalten, so diirfen wir nicht Funktionen auf der
Kugel betrachten, sondern gewisse Funktionen auf Riemannschen Flichen hoheren
Geschlechts.
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II.

Dagegen soll ein Punkt ausfihrlich erdrtert werden, der an die voran-
gegangenen Betrachtungen tiber die Indikatrix ankniipft.

Bei den Flichen in unserem Raum erkennen wir leicht, daf die ein-
seitigen eine umkehrbare, die zweiseitigen eine michtumkehrbare
Indikatrix haben. Stellen wir uns vor, daB wir auf der Fliche gehen und
dabei jeder Zelle, die wir passieren, diejenige Indikatrix beilegen, welche einer
Drehung linksum entspricht; dann ist leicht zu sehen: einmal, daf dem Kanten-
gesetz gentigh wird, sodann, daf bei Zuriicklegung eines geschlossenen Weges
die Seite zugleich mit der Indikatrix erhalten bleibt oder gewechselt wird.

Der springende Punkt in dieser Betrachtung ist die Moglichkeit, zwischen
einer Drehung linksum und einer Drehung rechtsum zu unterscheiden. In
dieser Moglichkeit driickt sich die Tatsache aus, daB die Indikatrix unseres
Rawmes nicht umkehrbar ist. Wir machen also bel unserer Deduktion
von einer Rigenschaft unseres Raumes Gebrauch, dic nicht allen
Mannigfaltigkeiten, auch nicht allen dreidimensionalen, zukommt.

Die Nichtbeachtung dieses Umstandes ist die Quelle eines Fehlers ge-
worden, der sich fast durch die ganze Literatar zieht. Immer wieder trifft
man die Behauptung, die ,Seite driicke nicht eine Bezichung einer YN~
su einer sie enthaltenden 9R™ aus, sondern sei eine innere Eigenschaft der
gR-9.  Offenbar faBt man den Sachverhalt so auf, als stelle der Begriff In-
dikairiz die exakte Formulierung fiir den Begriff Seife dar, fir welchen die
gewdhnlich mittels der Normalen gegebene Definition allerdings unzulénglich
st Das Irrtiimliche dieser Auffassung wurde meines Wissens nur von D yek
erkannt. In einer im Jahre 1888 erschienenen Arbeit heillt es (Mﬁth. Ann.
Bd. 32, S. 474) in bezug auf Einseitigkeit und Zweiseitigkeit: sDiese
letztere Eigenschaft ist indessen — wie ich bei anderer Gelegenheit aus-
fiihren will — nur eine Lageneigenschaft der Flichen in unserm
dreidimensionalen Raum, und sie kann verloren gehen, sofern wir
von dieser Lage absehen

Dyck ist indessen nicht mehr hierauf zuriickgekommen, und seine Be-
merkung ist offenbar nicht richtig verstanden worden, da sich niemand daran
gekehrt hat, obwohl seine Arbeit wohlbekannt ist. Ich selbst bin vor einigen
Jahren bei Untersuchungen iiber ein spezielles einseitiges Polyeder') den Irr-
tum gewahr worden, und zwar an folgendem Beispiel. Bezeichnet man mit
z, &=0,...n die homogenen Punktkoordinaten im projektiven Raum RO, so
stellt die Gleichung 'z, = 0 eine lineare M- — sie heife A — dar,
welche in R einseitig ist. Wendet man auf U die Transformation y, = | 2, |
(k=0,...n) an, wo die Striche den absoluten Wert bezeichnen, so geht % in
eine homdomorphe Mannigfaltigkeit B iiber. (Die Beziehung zwischen A und B
ist in den einzelnen Teilen, in welche U durch die linearen Mannigfaltigkeiten
#, = O zerschnitten wird, kollinear und, wenn wir die M- D'wf =0 als
Fundamentalmannigfaltigkeit einer projektiven MaBbestimmung withlen, sogar
kongruent.) Fir n =3 wird B das cinseitige Heptaeder (und zwar, wenn
man das Koordinatentetraeder regulir und 9 als unendlich ferne Ebene an-
nimmt, das spezielle Heptaeder, welches in der zitierten Arbeit den Ausgangs-

1) Crelles Journal, Bd. 130, 8. 28111
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punkt bildet). Dagegen ist B fiir jedes gerade » zweiseitig. Die Tatsache,
duf alsdann con den beiden homdomorphen Manwigfaltigheiten U, B die eine
ein-, die andere zweiseitig ist, mag fiir den ersten Augenblick befremden, er-
scheint jedoch ganz trivial, wenn man beachtet, daB sie ja schon bei
Linien auf Flichen in unserem Raum vorkommt. Haben wir nimlich in
unserem Raum eine einseitige Fliche § und auf dieser eine geschlossene
Linie 1, lings deren sich die Seite von § umkehrt, so ist auch ! innerhalb
emseitig; d. h. man gelangt, wenn man in der Fliche § an einem Ufer von !
entlang geht, nach einem Umlauf auf das andere Ufer. Aber die Linie 1 ist
mit andern geschlossenen Linien von § homdomorph, die auch zweiseitig (in §)
sein kénnen. Ferner kann man durch I zweiseitige z. B. kugelartige Flichen
legen, dann ist ¢ auf diesen zweiseitig. So ist auch die Gerade der projek-
tiven Geometrie einseitig in der Ebene, zweiseitig auf dem Hyperboloid.
Mit einem Wort, nicht die Linic an sich ist ein- oder zweiseitig, sie ist es nur
in ihrer Beziehung zur Fliche. Dasselbe nun begegnet uns bei Mannigfaltig-
leiten jeder beliebigen Dimension.

Natiirlich muB man zunichst eine Definition des Begriffs Seite
haben. Eine solche erhilt man aber sehr leicht, wenn man von dem poly-
edrischen Aufbau der Mannigfaltigkeiten ausgeht. Nehmen wir, um einen be-
stimmten Fall vor Augen zu haben, eine Fliche IM(® innerhalb einer IM®.
An eine Flichenzelle ¢® von M) grenzen dann zwei raumliche Zellen
a® und »®, und wir kénnen zunichst inbezug auf die Zelle ¢® von einer
u®-Seite und einer b®-Seite sprechen, Ist jetst ¢{? eine ¢® benachbarte
Flichenzelle von M @), in welche man von ¢® nach fjberschreitung der Kante
s gelangt, so haben wir an ¢’ angrenzend wieder zwei riumliche Zellen
a®, b®.  Die raumlichen Zellen, welche die Kante s( enthalten, bilden einen
Zyklus &, welcher durch die Flichenzellen ¢, ¢{ in zwei Gruppen 2 und
B zerrissen wird derart, daf man, wenn ein Heraustreten aus dem Zyklus §
und ein Uberschreiten der Zellen ¢® und ¢ nicht gestattet ist, aus 9 nicht
nach B gelangen kann. Von den rdumlichen Zellen a®, b® gehort die eine
zu U, die andere zu B; dasselbe gilt von a{® und . Die beiden Gruppen
A und B reprisentieren ,dic beiden Seilen der MM an der Stelle (Kante) sV
Es mégen etwa a® und a® zu %, 0™ und P zu B gehoren. Dann sagen
wir: ,Von der a®- (baw. 0®)-Seite von ¢ gelangt man nach Uberschreitung
der Kante s\ auf die a®- (bzw. b»)-Seite von ¢®. Durch diese Festsetzungen,
welche sich leicht ganz allgemein fassen lassen, wird der Begriff ,Seite®
(»,Fortsetzung der Seite) in einer Weise definiert, die offenbar vollkommen
den Vorstellungen entspricht, welche man gewthnlich mit diesem Begriff ver-
bindet.

Nun gelangt man aber auch sehr leicht zu dem nachstehenden Theorem,
welches die Beziehungen von Seite und Indikatrix fiir eine M ™ und
eine in ihr gelegene IM™~D angibt. In bezug auf eine geschlossene Linie I
einer IM™~ D, konnen wir fragen: erstens nach dem Verhalten der Seite von
M ~1, zweitens nach dem Verhalten der Indikadrix der IR*~Y, drittens (da
die Linie / ja auch innerhalb der IR™ verliuft) nach dem Verhalten der Indi-
katrix der M™. Es ergibt sich:

Wenn beim Durchlaufen der Linie I sowohl die Indikatriz von ME—Y
als auch die von M™ erhalten bleibt, so fiihrt I sur Ausgangsscite zuriick. Das-
selbe tritt ein, wenn beide Indikatrizen sich umkehren. Wenn dagegen eine von
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beiden Indikatrizen erhalten bleibt, die andere sich umkehrt, so gelangt man
nach Durchlavfen von 1 auf die entgegengesetzte Seite der M~ 1.1)

An diese Uberlegungen schlieBen sich eine Reihe weiterer Fragen an, von
denen einige hier besprochen werden sollen. So liegt es nahe, nachdem in
der ,,Seite” cine Beziehung zwischen einer M =D wund einer M™ erkannt ist,
analoge Beziehungen zwischen Mannigfaltigkeiten zu suchen, bei denen die
Dimensionsdifferenz > 1 ist. Solche sind in der Tat vorhanden. Haben wir
z. B. in einer M® eine Linie, so konnen wir diese an jeder Stelle in dem
einen oder andern Sinne umkreisen; und wenn wir uns fiir einen bestimmten
Sinn entschieden haben, so kdnnen wir ihn lings der Linie kontinuierlich fort-
setzen. Ist die Linie geschlossen, so entsteht die Frage, ob nach voll-
zogenem Umlauf der Sinn der Umkreisung mit dem urspriinglichen
iibereinstimmt oder nicht. Wie mit einer Linie innerhalb einer IM®), so
verhilt es sich allgemein mit einer M~ 2 innerhalb einer IMM™: an jeder
Stelle kénnen wir die M~ in zweierlei Sinne umkreisen Es entspricht dies
dem Umstand, daB die »-dimensionalen Zellen, welche mit einer (n— 2)-di-
mensionalen der I~ inzidieren, einen Zyklus bilden. Wir haben hier offen-
bar cine ganz #hnliche Erscheinung, wie bei der Indikatrix einer Flichenzelle,
nur dafl diese durch einen Zyklus von Elementen geringerer Dimension be-
stimmt wird, wihrond bei der Betrachtung der M™~? innerhalb einer M™
der Zyklus von Elementen héherer Dimension gebildet wird. Dementsprechend
stellen wir dem bisherigen Begrift der Indikatrix, fir den wir zur Unter-
scheidung bisweilen die Bezcichnung ,unferc Indikatriz” gebrauchen, den Be-
griff ,obere Indikatriz® gegeniiber. Wir wollen ferner die Indikatrix, welche
wir bei der n-dimensionalen Zelle kennen lernten, eine n-dimensionale (untere)
Indikatriz nennen und diese Bezeichnungsweise entsprechend bei der oberen In-
dikatrix verwenden. Dann kénnen wir an jeder Stelle einer M —», die inner-
halb einer I liegt, (in bezug auf die M) zwei entgegengesetzte obere In-
dikatrizen k" Dimension unterscheiden. Der Begriff Seite fallt nunmehr
unter den Begriff obere Indikatrix: es ist Seile = obere Indikatrix erster
Dimension. Als Verallgemeinerung unseres obigen Satzes fiir eine innerhalb
einer M ™ liegende WM ~# ergibt sich nun leicht: Nach Durchlaufung einer
geschlossenen in der M™% gelegenen Linic 1 bleibt dic obere Indikairiz der
ME=h (in bezug auf die M™) erhalten, oder sie kehrt sich wm, je nachdem bei
diesem Umlauf dic (unteren) Indikatrizen von IM®=P wnd MO gleiches oder
verschiedenes Verhalten zeigen.

1L

In Brginzung unserer bisherigen Betrachtungen seien hier diejenigen
Eigenschaften polyedrischer Mannigfaltigkeiten aufgestellt, welche
fiir eine abstrakte Begriindung der zuletzt angegebenen Sitze aus-
reichen:

1. Bine polyedrische Mannigfaltigkeit ist ein endliches System
von Elementen.

2. Jedem Element a wird eine Dimension [a] zugeschrieben;
dieselbe ist gleich einer der Zahlen 0, 1,... %

1) Auf diesen Satz bezieht sich die Bemerkung auf S. 283, Zeile 13 meiner
oben zitierten Arbeit.



et

38 Sitzungsherichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft.

3. Zwei Elemente ¢, b heiBen entweder inzident (in Zeichen
(a,0) = 1 oder (b, a) = 1) oder nicht inzident ((a, b) = O oder (@, a) = 0).

4. Ist [a] = [B], so ist dann und nur dann (a,b) = 1, wenn @ — b
ist; ist (a,0) = 1, (b,¢) = 1, [a] = [b] > [c], so ist (a,¢) = 1.

5. Jedes Element erster Dimension (Strecke) ist mit zwei Ele-
menten 0'" Dimension (Ecken), jedes Element (n — 1)** Dimension
mit ein oder zwei Elementen #'*" Dimension inzident.

Hieran schlieBt sich die S. 31 gegebene Definition der Randelemente.
6. Ist (a,0) =1, [a] =[] + 2, S0 gibt es genau zwei Elemente z,
welche den Bedingungen [z] = [b] + 1, (a,2) = 1, (b,2) = 1 geniigen.

Unter einem Weg verstehen wir eine geordnete Folge von Elementen
@y, dy, . . . a, derart, daB (a;,a;) = 1, (ay,a5) = 1, .- (@ 1,4,) = 1 ist. Be-
zeichnet & ein Teilsystem von SR™ oder auch das ganze System, so heift ©
zusammenhingend, wenn zu je zwei Elementen a,b allemal ein Weg mit a als
Anfangs-, b als Endelement gefunden werden kann. Dann schlieBen sich an
die bisherigen Bedingungen die folgenden:

7. M™ ist ein zusammenhingendes System.

8. Ist [a] > 2 (bzw. [b] <n-—2), so existieren Elemente (d. h. es
existiert wenigstens ein Element) #, welche den Bedingungen [z] < a,
(a,2) =1 (bzw. [#] > b, (b,%) = 1) gentigen, und diese Elemente hil-
den ein zusammenhingendes System.

Im Falle # = 2 stellen die unter 1. bis 8. gemachten Angaben ein voll-
stindiges System von Grundbegriffen und Axiomen dar. Ist n > 2, so
schlieBt sich der Bedingung 8. zuniichst die folgende an:

9. Ist (a,b) = 1, [a] > [b] + 3,50 existicren Elemente , welche
den Bedingungen (a,2) = 1, (b,x) = 1, [a] > [x] > [b] geniigen: die-
selben bilden ein zusammenhingendes System.?)

Wir fiihren nun einige weitere Bezeichnungen ein. Ein Weg ay,a5...a,
bei welchem das letzte Element ¢, mit dem ersten @, tibereinstimmt, soll auch
als geschlossener Weg gelten konnen. Dann ist p — 1 die Zahl seiner Elemente,
und wir unterscheiden den Weg von den Wegen nicht, welche durch zyklische
Vertauschung aus ihm hervorgehn. — Sind zwei FElemente a, ; und @,
eines geschlossenen Weges w mit einander inzident, so ergibt die Fortlassung
des Elementes a, einen neuen geschlossenen Weg ’; « und #«’ heiBen Nach-
barwege. Den (einmaligen oder wiederholten) Ubergang aus einem Wege zu
einem benachbarten, bezeichnen wir als stetige Variation des Weges; Wege, die
durch stetige Variation aus einander hervorgehen, werden auch als homotop
bezeichnet. Ein einzelnes Element soll auch als geschlossener Weg angesehen
werden diirfen. Alle geschlossenen Wege, welche sich auf ein einziges Element
zusammenziehen lassen (hierher gehoren z. B. alle, welche aus zwei oder drei

1) Nunmehr ist es leicht, auch die fiir I¥'® vorauszusetzenden Eigenschaften
vollstindig anzugeben. Formal am einfachsten gelangt man hierzu, wenn man
den bisherigen Bedingungen noch die folgenden hinzufiigt: Im Falle fa] = 3 soll

Dla,b) - (— 1) — 1, im Falle [a] =0 soll @b (— D =0 oder = — 1
b

sein, je nachdem & Randelement ist oder nicht.
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Elementen bestehen), sind (wie aus 7. folgt) unter einander homotop. Wir
sagen: sie sind homotop O.

Bin System von Elementen der M soll Inezidenzgruppe heiflen, wenn
es entweder nur aus einem einzigen Element oder aus mehreren Elementen
besteht, die alle mit einander inzident sind. PBine Inzidenzgruppe kann hochstens
n + 1 Elemente enthalten; sie heit fofal, wenn sie so viele enthiilt, sonst
partiell. Zwei totale Inzidenzgruppen sollen benachbart heiBlen, wenn sie % Ele-
mente gemein haben, sich also nur in einem unterscheiden. Ein System o
totaler Inzidenzgruppen nennen wir susammenhingend, wenn man von irgend
einer zugehorigen Inzidenzgruppe ausgehend und immer zu Nachbargruppen
(innerhalb 6) fortschreitend zu jeder andern Gruppe von ¢ gelangen kann.
Die totalen Inzidenzgruppen, welche eine gegebene partielle enthalten, bilden,
wie aus den Bedingungen 1. bis 9. gefolgert werden kann, allemal ein zu-
sammenhingendes System.

Wir kommen nun zur Indikatriz. Nach den frilheren Erklirungen hitten
wir einem Element a™ eine bestimmte Indikatrix dadurch zu erteilen, dafl
wir ein mit a® inzidentes Element a*~Y wihlen und diesem eine bestimmte
Indikatrix geben. Dies geschieht aber wieder, indem ein mwit at"=Y inzidentes
Flement a*® gewihlt wird usf. SchlieBlich steigen wir so bis zu einer
Strecke* a® herab, deren Indikatrix nun durch die Angabe einer ihrer Ecken
al®, (wir wollen ein fiir allemal festsetzen) derjenigen bestimmt wird, die als
Anfangspunkt gelten soll. So wiirde also die Indikatrix von a™ durch eine
totale, ™ enthaltende Inzidenzgruppe bestimmt werden. Die Méoglichkeit aber,
nach dem frither angegebenen Prinzip zwei Indikatrizen von a auseinander
su halten, 148t sich (wenn 2 > 3) nicht aus den Daten 1. bis 9. ab-
leiten, sondern ist als weitere bei der Definition der Mannigfaltigkeiten vor-
auszusetzende Eigenschaft zu formulieren. Indem wir gleich die duale Eigen-
schaft hinzufiigen, sprechen wir die neue Bedingung so aus:

10. Die totalen Inzidenzgruppen, welche ein gegebenes Ele-
ment a® bzw. a® enthalten, zerfallen in zwei Klassen derart, daf
je zwei benachbarte allemal verschiedenen Klassen angehoren.

Ist nun a ein Element von M, dessen Dimension > 0 und < » ist,
so gehoren zu a zwei Systeme a, und @, partieller Inzidenzgruppen, die so
definiert sind: a, (bzw.a,) besteht aus denjenigen Inzidenzgruppen von je
[¢] + 1 (bzw. n — [a] + 1) Elementen, welche das Element a und auBerdem
nur Elemente enthalten, deren Dimension < [a] (bzw. > [a]) ist. Aus 10.
folgt leicht, daB auch jedes der Systeme «, und «, in zwei Klassen a, und
@y (baw. @, und a;) zerfillt, derart, da benachbarte Gruppen, d. h. solche, die
sich nur um ein Element unterscheiden, verschiedenen Klassen angehoren. )
Wir nennen o, und @ die beiden unteren, a, und a, die beiden oberen Indi-
katrizen des Elementes a. Jede totale, a enthaltende Inzidenzgruppe ,,gehort
su einer der Indikatrizen a,a, insofern als nach Weglassung derjenigen
ihrer Elemente, deren Dimension > [_a ist, eine zu a, oder a, gehorige In-
zidenzgruppe zuriickbleibt. Analoges gilt fiir a, und ay. — Als weitere Folge

1) Im Falle, daB [a] = n —1 und @ ein Randelement ist, besteht a, aller-
dings nur aus einer einzigen Gruppe, doch empfiehlt es sich, auch in diesem Kalle
zwei Klassen @/ und a zu zihlen, von denen allerdings eine leer ausgeht. Ahn-
liche Festsetzungen sind im Folgenden zu beachten.
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der bisherigen Annahmen ergibt sich dann ganz allgemein: Diejenigen totalen
Inzidenzgruppen, welche eine gegebene partielle enthalten, zerfallen in zwei
Klassen derart, daB benachbarte Gruppen verschiedenen Klassen angehoren.

Besteht die partielle Inzidenzgruppe aus einem einzigen Element a, so
bezeichnen wir die beiden Klassen auch als »die beiden Indikatrizen der Manmnig-
faltigkeit M an der Stelle a”. — Wie man sogleich sieht, stimmen im Falle
[@] = n baw. [a] = O die beiden Indikatrizen von MM™ an der Stelle @ mit
den beiden unteren bzw. oberen Indikatrizen des Elementes g iiberein; im
Falle n > [a] > O repriisentieren diejenigen totalen Inzidenzgruppen, welche
(zugleich) zu a), und @, oder zu g, und a gehdren, die eine, diejenigen,
welche zu ay, und a) oder zu af und « gehoren, die andere Indikatrix von
M) an der Stelle a.

Es seien mun g und b irgend zwei inzidente Elemente, a’, ¢ bzw. v, v
die beiden Indikatrizen von IR™ an der Stelle ¢ bzw. b, endlich seien ¢" und
¢’ die beiden Klassen, in welche das System der totalen, ¢ und b zugleich
enthaltenden Inzidenzgruppen von ™ zerfillt. Dann gehoren die Gruppen
der Klasse ¢’ samtlich zu einer und derselben Indikatrix von « und ebenso
simtlich zu einer und derselben Indikatrix von b. Nehmen wir an, sie ge-
hérten zu den Indikatrizen ¢’ und ', dann besteht ¢ (bzw. ¢”) aus den-
jenigen totalen Inzidenzgruppen, welche sowohl zu « als auch zu b’ (bzw,
sowoh] zu @” als auch zu 0”) gehoren. Wir sagen: der Weg voh a nach b
tihrt die Indikatrix ¢’ in V', die Indikatrix ¢” in b” dber. Damit ist die
Fortsetzung der Indikalriz definiert. — Die eingefithrten Bezeichnungen recht-
fertigen sich durch den leicht zu beweisenden Satz: Wenn auf dem ge-
schlossenen Wege w die Indikatrix sich umkehrt (bzw. nicht um-
kehrt), so gilt dasselbe fiir alle Wege, die aus w durch stetige
Variation hervorgehen.

Lassen sich alle totalen Inzidenzgruppen der IR™ so in zwei Klassen
einteilen, dal benachbarte allemal verschiedenen Klassen angghéren, so haben
wir eine M) mit nichi wmbehrbarer Indikatriz. Andernfalls gibt es Wege,
auf denen sich die Indikatrix umkehrt. In diesem Falle kénnen wir die Tn-
dikatrizen @', «”, welche « an den verschiedenen Stellen @ besitzt als Ble-
mente einer neuen Mannigfaltigkeit MM( anffassen, indem wir festsetzen,
daBl allgemein [a’] = [¢”) = [a] und (4’,0") dann und nur dann — 1 sein
soll, wenn (a,b) = 1 ist und tiberdies der von a nach b fithrende Weg die
Indikatrix o’ in die Indikatrix b’ tberfithrt. Die Mannigfaltigkeit (") hat
stets eine nicht umkehrbare Indikatrix und ihre Charakteristik ist doppelt so
groB wie die von IR™. — Wichtig wird dieser Verdoppelungsproze8 dadurch,
daB er, auf zwei homdomorphe Mannigfaltigkeiten SR, B angewendet, stets
wieder zu zwei homdomorphen Mannigfaltigkeiten I, B fahrt, sodab also
Jedem Typus mit umkehrbarer Indikatrix ein solcher mit nicht umkehrbarer
entspricht.!) Dieses Entsprechen ist bei den geschlossenen Flichen (IMM®) ein

1) Der Beweis fiir diese letzte Behauptung kann natiirlich, wenn » > 2, nicht
auf Grund der Eigenschaften 1. bis 10. erbracht werden, da schon die Definition
des Homdomorphismus noch auf weiteren Eigenschaften beruht. Im tibrigen be-
gegnet man beim Beweise natiirlich keinen weiteren Schwierigkeiten als denen, die
der Definition des Hom&omorphismus im Wege stehen. Vgl. S.32 Anm. DaB, falls
M) und ™ durch die Dehn-Heegaardschen internen Transformationen aus-

einander ableitbar sind, dies auch fiir 2)')2(1") und EBY') gilt, ist leicht zu sehen.
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ein-eindeutiges, da hier die verschiedenen Typen durch die Charakteristik voll-
stiindig auseinander gehalten werden, und diese bei den Typen mit umkehr-
barer Indikatrix alle Werte <X 1, bei den andern alle graden Werte < 2, also
die doppelten jener annimmt. ‘

Es sei MY (v =n —k, 0 <k < n) eine in der M™ gelegene Mannig-
faltigkeit; d. h. es sei IM®) ein Teilsystem von IN™, bestehend aus Elementen
0% bis v** Dimension, welche den Bedingungen 1. bis 10. geniigen, wofern
man darin » durch v, ™ durch M ersetzt.t) Es sei ferner w ein geschlossener,
aus Elementen von I bestehender Weg, und es seien @ und b zwei auf-ein-
ander folgende Elemente von w. An der Stelle a besitzt ™ zwei Indika-
trizen «, a”, ebenso M) zwei Indikatrizen a], ;. Es bezeichne % das System
derjenigen totalen Inzidenzgruppen, welche eine in bezug auf IR®) totale Inzi-
denzgruppe mit dem Element @ enthalten. Dann zerfillt U in vier Klassen:
a'ay, d'a), a"a), a’a, welche so definiert sind: eine Inzidenzgruppe aus A
z8hlt zur Klasse a’'a;, wenn sie selbst zur Indikatrix ¢’ und die in ihr ent-
haltene, in bezug auf MM totale Inzidenzgruppe zu a, gehort, usf. Diese
vier Klassen fassen wir zu zwei und zwei zu Doppelklassen, niimlich a’a; + a”a’|
und a'a] + a”a; zusammen. Zwei benachbarte Inzidenzgruppen aus U ge-
horen zu derselben oder zu verschiedenen Doppelklassen, je nachdem die Di-
mension der Elemente, in denen sie sich unterscheiden < v oder >> v ist. Ist
daher a irgend ein v-dimensionales mit @ inzidentes Element von IR, so ent-
sprechen seine beiden oberen Indikatrizen af, und a, den beiden Doppelklassen
in der Weise, daf alle a enthaltenden Inzidenzgruppen aus %, welche zu a; ge-
horen, in der einen, alle, welche zu a, gehoren, in der anderen Doppelklasse
enthalten sind. Hiernach sprechen wir von den beiden oberen Indikatrizen
von MM in bezug auf ™ an der Stelle @ und bezeichnen dieselben durch
die’ Doppelklassen a’a) +a”a; und o'a] + o”a), indem wir unter der Be-
zeichnung ,,obere Indikatrix a'a; + a”a;“ dicjenigen oberen Indikatrizen der
mit a inzidenten v-dimensionalen Elemente von IM*) zusammenfassen, welche
der Doppelklasse a’a; + a”a] entsprechen. Wenn beim Fortschreiten vom
Element a zum folgenden Element b des Weges w die Indikatrizen a', a”, a;,
a; bzw. in ¥, b", b;, b} tibergehen, so sagen wir: die obere Indikatrix (Doppel-
klasse) a’a; + a”a; geht in die obere Indikatrix (Doppelklasse) b'b; + b"d"
iiber. Wesentlich ist dabei, daf ein v-dimensionales Element ¢, welches mit
a und b zugleich inzident ist, in a’a; + a”a] allemal dieselbe obere Indikatrix
wie in b'b; + b”b] hat.

Unser oben (8. 37) tiber das Verhalten der oberen Indikatrix von IR
beim Durchlaufen eines geschlossenen Weges ausgesprochener Satz erscheint
hier als unmittelbare Folge der letzten Definitionen und hat bei dieser Fassung

1) Der obigen Erklirung sufolge wiirde ) in R singularitiitenfrei sein.
Diese Voraussetzung ist fiir das folgende unnotig und nur der groBeren Anschau-
lichkeit wegen gemacht. Man kann allgemein M als die Abbildung einer

(dqren Elemente von denen der MM™ verschieden sind) auf die M auffassen, wo-
bei folgende Regeln festzuhalten sind (vgl. Enzyklopadie III AB 3 Nr. 6): Jedem

Element von ) entspricht ein Element derselben Dimension von M™; inzidenten
Elementen von $*) entsprechen inzidente von IR(™;zwei versehiedenen Elementen
von ), welche mit demselben v-dimensionalen Element inzident gind, entsprechen
verschiedene FElemente von J0R(*).



die Eigenschaften 1. bis 10. der ™ zur alleinigen Voraussetzung, gilt daher
nicht nur fir Mannigfaltigkeiten (da diese durch die Eigenschaften 1. bis 10,
nicht vollstindig charakterisirt sind) sondern auch fiir allgemeinere Komplexe.

Wollen wir aber — indem wir uns jetzt auf den Fall v — n — 1 be-
schriinken — nachweisen, da8 sich der Begriff ,0bere Indikatriz der Jn—1x
nach der jetzigen Fassung mit dem Begriff ,.Seite deckt, falls wir die Seite
wie friither (8. 36) definieren, so miissen wir noch von einer weiteren
Eigenschaft der J¥™ Gebrauch machen, die es zum Ausdruck bringt,
daB tiberhaupt an jeder Stelle der MY zwei Seiten unterschieden
werden kénnen. Behalten wir unsere letzten Bezeichnungen bei, so wird
jedem mit a inzidenten (% — 1)-dimensionalen Element a von ™Y durch
die Doppelklasse a’a; + a”’a; eine bestimmte obere Indikatrix und damit ein
bestimmtes der beiden mit a inzidenten n-dimensionalen Elemente zugeordnet.
So entspricht der Doppelklasse a'a; + a”a; ein System T’, bestehend aus
einem oder mehreren Elementen von #- Dimensionen. 1) FEin analoges System
Z” entspricht der Doppelklasse a’a] + a”a;. Bezeichnet & das System der-
Jenigen mit ¢ inzidenten Elemente von MN®™), welche nicht zu IR~V gehsren ),
so sind T und T Teilsysteme von &. Auf Grund der Eigenschaften 1. his
10. 1Bt sich nun leicht beweisen, daB die Elemente von T’ (ebenso die von
T") innerhalb & mit einander zusammenhéngen. Da ferner jedes Element
von © mit gewissen Elementen von ¥’ oder T inzident ist, so folgt, daB das
System ©, sofern es nicht zusammenhiingend ist, nur in zwei Systeme & und
®" zerfillt, deren jedes zusammenhiingend ist und von denen das eine T, das
andere T” enthilt. DaB & aber wirklich zerfillt, ist hier als neue,
von 1. bis 10. unabhingige Eigenschaft der Mannigfaltigkeiten
einzufithren. & und &” repriisentieren die beiden Seiten wvon M"Y an
der Stelle a, sic entsprechen den beiden oberen Indikatrizen. Sind ferner U’
und 1" die beiden Seiten von M~ an der folgenden Stelle b des Weges,
und sind die &€ und 11" entsprechenden oberen Indikatrizen solche, die beim
Fortschreiten von @ nach b ineinander tbergehn, so hat & mit W, & mit
1", nicht aber € mit U” oder & mit I gewisse Elemente gemein, so dab
also auch der Fortsetzung der oberen Indikatrix die Fortsetzung der Seite in
dem frither definierten Sinne entspricht.

Iv.

Unter den vielen Operationen, mittels deren man aus gegebenen Mannig-
faltigkeiten neue ableiten kann, ist eine besonders bemerkenswert, die wir als
Multiplikation bezeichnen wollen. Fassen wir die Mannigfaltigkeiten als kon-
tinuierliche Gebilde aunf, so besteht die Multiplikation zweier Mannigfaltig-
keiten A und B darin, daB jede Kombination aus einem Element (Punkt)

1) LaBt man zu, daB (n—1)-dimensionale Zellen von "1 der Berandung
von MM™ angehoren, so kann T auch leer ausgehen.

2) Dabei ist vorausgesetzt, daB a nicht Randelement von 0“1 ist: andern-
falls hat man in € nur diejenigen Elemente aufzunehmen, welche, ohne zu {1
zu gehoren, auBer mit ¢ noch mit einem Element von M® Y inzident sind, das
selbst mit ¢ inzident und nicht Randelement von M™—1) igt,
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von U und einem von B als Element einer neuen kontinuierlichen
Mannigfaltigkeit %-B angesehn wird, deren Dimension gleich der
Summe der Dimensionen von U und B ist. Fir die Multiplikation gelten
das kommutative und das assoziative Gesetz. Natiirlich sind die meisten
Mannigfaltigkeiten nicht in solche niedrigerer Dimensiomen zerlegbar. Die
einfachsten zerlegbaren Mannigfaltigkeiten sind die vom Typus der Zellen.
Bezeichnet 3, den Typus der n-dimensionalen Zelle, so hat man

Sp * 8:1 = 8}7—}—117 8/L = 8?

Es entspricht dies ganz der gewohnlichen Auffassung des Rechtecks als Pro-
duktes zweier, des Quaders als Produktes dreier Strecken usf., nur daf von
einer Unterscheidung homdomorpher Mannigfaltigkeiten abgesehen wird. Be-
seichnen wir mit ®, die sphirische Mannigfaltigkeit von »# Dimensionen, so

stellen
81, 8.8y, &

die einzigen zerlegbaren Flichen dar, Typen, die durch das Rechteck, den
Mantel eines (begrenzten) Zylinders, die Ringfliche reprisentiert werden. Vom
Typus der letzteren ist auch die Regelfliche & zweiten Grades. Die auf § ge-
legenen Regelscharen %, 3" stellen Mannigfaltigkeiten vom Typus &, dar,
und jeder Punkt von § stellt als Schnittpunkt zweier Geraden eine Kombination
von einem Element aus R und einem Element aus R dar. TFassen wir aber
eine (allgemeine) Fliche § vom zweiten Grade als komplexe Punktmannig-
faltigkeit auf, so ist § vierdimensional, die Regelscharen R, RN’ sind zwei-
dimensional und zwar vom Typus §,, so dafl § den Typus £ haf. Einen
einfachen Repriisentanten desselben Typus stellt uns im projektiven Raum die
Mannigfaltigkeit der reellen, orientierten d.h. mit Richtungssinn verschenen
Geraden dar. Bedienen wir uns nimlich Pliickerscher Koordinaten

123, 1'31, /12, 114, 224, l34 (faa hig + byl + lial3e = 0),

so stellen zwei Systeme Z,,, I, dann dasselbe Element dar, wenn sie sich nur
um einen positiven Proportionalititsfaktor unterscheiden, bel Unterscheidung
um einen negativen haben wir dieselbe Gerade, aber mit verschiedenem Richtungs-
sinn. Zwischen der Mannigfaltigkeit MM der orientierten Geraden und der
komplexen Punktmannigfaltigkeit der Fliche zweiten Grades &, welcher wir
die Gleichung

2 2 2 2
x1+xz+x3+'®4_0

geben kinnen, erhalten wir eine ein-eindeutige, stetige Beziehung, wenn wir dem
Punkt Ax,, 22, A%y, Az, von § das Element

v s " s
¢ lpg = A (mpg — @y@p)- 1

von I zuordnen, unter A’ @, @, die zu 4, &, %, konjugiert-komplexen Zahlen,
unter ¢ die imaginire Einheit verstehend. Zwei konjugiert-komplexen Punkten
von § entspricht dieselbe Gerade, aber mit verschiedenem Richtungssinn.

Ein Beispiel fiir eine zerlegbare Mannigfaltigkeit von fiinf Dimensionen
liefern uns die (veellen) Flichenelemente im projektiven Raum, wenn man



44 Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft.

unter Flichenelement die Kombination aus einer Ebene mit ,einem auf ihy
liegenden Punkt versteht. Setzen wir nimlich

U, = Aty — dywg + Az,
(1) Uy = — kg + hzg +
Uy =l — kz, -+ Ay,
2{4:—11x1—~112x2~/13x3 ,
so wird
@ w0 A ) (2 af 40 4 a2)
(3) U %y + Uy Ty + Ugxy + wym, = 0.

Gleichung (2) zeigt, daB bei Beschrinkung auf reelle GroBen, wenn, wie hier
stets vorausgesetzt werden soll, weder die b (k=1, 2, 3) noch die 2, (k=1,2,3,4)
simtlich verschwinden, auch die wu, nicht simtlich verschwinden kinnen. Daraus
folgt weiter, daB bei festgehaltenen %, linear unabhingigen Systemen . auch
linear unabhingige Systeme #y entsprechen, ferner, daB durch die Gleichungen (1)
wenn wir die 4, variieren, alle Losungen u, der Gleichung (3) dargestellt werden.
Wenn man daher @ bezw. u, als Koordinaten eines Punktes z beszw. einer
Ebene % im projektiven Raum, die 4, als Koordinaten eines Punktes 1 in einer
projektiven Ebene deutet, so stellt (3) die Bedingung dafiir dar, daB » und «
ein Flichenelement (z|u) bestimmen. Aus dem Vorhergehenden folgt, da8 die
Gleichungen (1) eine ein-eindeutige Beziehung vermitteln zwischen den Kom-
binationen aus einem z und einem 1 einerseits, den Flichenelementen (w]w)
andererseits. Werden also durch R, und R, die Typen bezeichnet, welche die
Punktmannigfaltigkeiten der projektiven Ebene und des projektiven Raumes
repriisentieren, so ist das System der Flachenelemente im projektiven Raum
vom Typus R, - R,.

Ausgehend von der Gleichung 811‘&] = 3,,, gelangen wir zu folgender
Festsetzung der Multiplikation polyedrischer Mannigfaltigheiten A, B von m
bezw. » Dimensionen:

Das Produkt % - B = B-% — § bezeichnet eine polyedrische Mannig-
faltigkeit von m -+ % Dimensionen. Die Elemente von € werden durch die
Kombinationen (Produkte) ab — ba aus je einem Element a von U und einem
Element b von B bezeichnet. Hs ist [ab] =[a]+ [B]. Ist [ab] > [a,b,], so*
ist (ab, a,b)=(a,b,, ab)=1, wemn (a, a)=1, (b, b) =1, [a]>]a,],
ik [b]>>[b,] ist; sonst ist (ab, a,b,) = (a,b,, ab) = 0.

{ Man iiherzengt sich leicht, daB das System © die im Abschnitt TIT auf-
b gefithrten Eigenschaften 1. bis 10. besitzen mufl, sofern man nur eben diese
i1 bei A und B voraussetzt. Bei den Eigenschaften 1. bis 9. ergibt sich dies
| fast unmittelbar; zum Nachweis von 10. empfiehlt es sich, die totalen Inzidensz-
! gruppen von € in zwei ,Kategorien* x’, x” einzuteilen. Es sej nimlich ¢ eine
solche Gruppe, sie bestehe aus den Elementen 9, D, em+m und es sei
B=a b (k=0 m+ n), wo @, zu %, b, zu B gehért. Dann ist zu

1 m+mn

unterscheiden, ob die Summe > [a,] gerade oder ungerade ist, und hiernach
i=0

:



57, Sitzung, 18. Dezember 1907. 45

die Einteilung in die beiden Kategorien zu treffen. Wir hiitten ebenso gut die
m+n

Summe _'[b,] bei der Einteilung zugrunde legen kounen; da aber
k=0

wm+n m+n m+n m+n m+n , .
e+ 310] = Slap] +[0] = S[e] = S = HEDEERZD,
k=0 k=0 k=10 k=0 k=0

also konstant ist, so erhalten wir beidemal dieselbe Einteilung. Unter den
Elementen g, sind m + 1 verschieden, sie bilden eine totale Inzidenzgruppe a
von U, ebenso die Elemente b, eine solche b von B. Nennen wir a und b
die Komponenten von ¢, so hat awar jede totale Inzidenzgruppe von € zwei
bestimmte Komponenten, aber dieselben beiden Komponenten kommen ver-
schiedenen totalen Inzidenzgruppen von € zu. Es sei jetzt ¢ — ab irgend ein
Element von @, y das System derjenigen totalen Inzidenzgruppen von €, welche
das Blement ¢ enthalten, endlich mégen a’, a” bezw. ', b” die Indikatrizen
bezeichnen, welche % bezw. B an der Stelle @ bezw. b hat. Bei jeder Gruppe
aus y ist zu unterscheiden, ob ihre erste Komponente zu a’ oder a”, ob ihre
wweite zu b oder b”, ob sie selbst zur Kategorie »” oder »” gehort. Das
System y zerfallt demgemaB in acht Systeme, welche durch die Symbole a’b"x’,
a'b'x”’, a'b 2, w b %", a”b'w’, a"b'w”, b %', a”b"%” gekennzeichnet
sind. Sind ¢, und ¢, zwei henachbarte Inzidenzgruppen aus y, so findet man
leicht, daB nur die beiden Fille moglich sind: entweder stimmen ¢, und ¢, in
beiden Komponenten iiberein — dann gehdren sie verschiedenen Kategorien
an; oder ¢, und ¢, stimmen in einer Komponente iberein, wihrend die andern
benachbart sind — dann gehoren sie zu derselben Kategorie. FaBt man daher
die acht Teilsysteme von p 7u vier und vier in zwei Klassen a’b’x" +a’0" %"
+a"b %"+ a"b’% und a’b' %"+ a’b"% +a’b'% + a”"b"x” susammen,
so gehoren die benachbarten Grappen ¢, und ¢, stets zn verschiedenen Klassen;
d. h. € besitzt die Eigenschaft 10. Daraus ergeben sich auch leicht die weiter
unten {iber die Indikatrix aufgestellten Sitze.

Von Interesse ist es, die Beziehungen zwischen den Invarianten eines
Produkts und denen seiner Faktoren zu verfolgen.!) Wir beschrinken uns auf
die schon frither betrachteten Invarianten:

1. Die Charakteristik. Bsist S(— 1) = (— 1)!*" = 3(~ 1)+

b

- e a, a, b
=3~ ). 3(— DY, & h. die Charakteristik eines Produkts ist gleich dem
a h

Produkt der Charakteristiken.

9. Die Zahl der Riinder. Man findet leicht: Sind beide Faktoren ge-
schlossen, so ist das Produkt geschlossen. Ist ein Faktor geschlossen und besitzt
der andere » Rinder, so hat das Produkt r Rénder. Sind beide Faktoren be-
randet, so hat das Produkt stets einen Rand.

3. Die Indikatrix. Hat keiner der Faktoren eine umkehrbare Indikatrix,
$0 ist auch die Indikatrix des Produkts nicht umkehrbar; anderenfalls ist sie
umkehrbar. )

1) Die tiefere Bedeutung der Multiplikation beruht natiirlich darauf, daf der
Typus des Produkts ungesindert bleibt, wenn man die Faktoren durch andere von
demselben Typus ersetzt, woraus folgt, daB von einer Multiplikation der Typen
gesprochen werden kann. Was den Beweis anlangt, so gilt das in S. 40, Anm.
xesagte auch hier.
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Aus dem Satz iber die Charakteristik folgt u. a., wenn man beachtet,
daB die Charakteristik einer geschlossenen Fliche jeden (ganzzahligen) Wert
< 2 haben kann: die Charakteristik einer geschlossenen IM® kann, wenn n
gerade und > 4 ist, jeden Wert haben. — Das Verhalten der Indikatrix des
Produkts € auf einem geschlossenen Wege w = ¢;, €y =~ - ¢, = ¢ ist, wie leicht
zu sehen, durch das Verhalten der Indikatrizen von ¥ und B auf den Kom-
ponenten w«, und w, von w bestimmt. Dabei sind als Komponenten von w die
Wege w, = ty, g, =~ * (g = Gy, Wy = by, by, - b, = b, bezeichnet, wo ¢; = a; - b,
ist. Die Indikatrix von € bleibt auf dem Wege w erhalten, wenn die Indi-
katrizen von ¥ und B auf den Wegen w, und w, beide erhalten bleiben oder
sich beide umkebhren. Andernfalls kehrt sich die Indikatrix von w um.

Tst b© irgend ein Punkt von 9B, so stellt das Produkt %" = - b eine
in € gelegene, zu A isomorphe Mannigfaltigkeit dar. Die Elemente und
Wege von 2 und 9’ entsprechen einander eindeutig. Esseiw,=ay, dy, - a,=a
ein geschlossener Weg auf U, also w = 4,00, a;d, - --a b0 = a, 09 der
entsprechende auf %’. Betrachten wir w als Weg innerhalb €, so stellt w,
die eine Komponente dar, die andere w, besteht nur aus dem wiederholten
Element b©®. Da sich somit die Indikatrix von B lings w, nicht umkehrt,
so verhalt sich die Indikatrix von € lings w wie die Indikatrix von ¥ lings w,.
Diese aber verhilt sich wie die Indikatrix von ¥’ liings w. Daraus folgt nach
dem Satz am Ende von Abschnitt II, daB die obere Indikatrix von %’ in bezug
auf € sich lings des Weges w nicht umkehrt; und da w ein beliebiger Weg
auf %’ ist, so ist diese Indikatrix (deren Dimension gleich der Dimension »
von B ist) iiberhaupt nicht umkehrbar. Damit ist bewiesen: Jede Mannig-
faltigkeit kann mit einer nicht wmkehrbaren oberen Indikatrixz von vorgeschriebener
Dimension behafiet erscheinen. Insbesondere gilt also: Jede Mannigfaltigheit
kann zweiseitig erschemen.

Eine in einer MM gelegene (singularititenfreie) =Y, durch welche
IR in zwei Teile zerlegt wird, ist natiirlich stets zweiseitig. Ebenso haben
wir unserer ganzen Begriffshildung gemiB die Randmannigfaltigkeiten von SR,
an denen wir ja eine suBere und innere Seite unterscheiden kénnen, als zwel-
seitig anzusehen. Es entsteht nun im AnschluB an die letzten Ergebnisse die
Frage, ob zu einem gegebenen System von g geschlossenen Mannigfaltigkeiten
ME =D, M =0, ... W=D stets ein M mit ¢ zu diesen Mannigfaltigkeiten
homBomorphen Rindern gefunden werden kann. Die Frage ist zu verneinen.
Es ergibt sich nimlich als eine notwendige Bedingung, daf die Summe der
Charakteristiken von MM~ Y, MY, . .. Emf]"“) gerade sein muBl. Nehmen
wir, um dies zu zeigen, an, es existiere eine IR®, wie wir sie suchen, bezeichnen
wir mit €’ ihre Charakteristik, mit C, (k= 1, - - - q) die Charakteristiken
der M~ Y, und setzen wir = C;+ Co+ -+ + C, Ist IRG) eine zu ™ iso-
morphe Mannigfaltigkeit, so haben wir eine ein-eindeutige Beziehung zwischen
den Elementen von ™ und denen von M. Indem wir die entsprechenden
Randelemente identifizieren, figen wir M und IN{™ 7zu einer geschlossenen
Mannigfaltigkeit (" zusammen, deren Charakteristik C", wie sofort zu sehen,
durch die Gleichung C” = 2" — C gegeben wird. Ist n gerade, so sind die
Charakteristiken €, der geschlossenen Mannigfaltigkeiten M~ nach dem
3. 33 bewiesenen Satz samtlich O; ist » ungerade, so ist nach demselben Satze
¢” = 0, und man hat C= 2C. In jedem Falle muB also C gerade sein.
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Im Falle n = 3 ist die eben abgeleitete Bedingung auch hinreichend.
Um dies zu erkennen, betrachten wir zunfichst zwei beliebige Mannigfaltig-
keiten MM(Y und M. Heften wir diese beiden, nachdem wir einer jeden eine
ganz im Innern gelegene Zelle von n Dimensionen entnommen bhaben, mit
den dadurch entstehenden sphirischen Rindern aneinander, so entsteht eine k™),
deren gesamte Berandung aus den Randern von 9R( und denen von IN{) be-
steht. Auf Grund dieser Bemerkung 1&Bt sich der hier zu beweisende Satz
auf zwei Spezialfslle reduzieren. Es wird zu zeigen sein:

a) Es gibt eine M mit einem Rand, der einen vorgeschriebenen ge-
schlossenen Typus von gerader Charakteristik hat;

b) Es gibt eine I® mit zwei Riindern, welche vorgeschriebene geschlossene
Typen von ungerader Charakteristik haben.

Im Falle a) ist zu unterscheiden, ob der vorgeschriebene Typus eine nicht
umkehrbare oder eine umkehrbare Indikatrix hat. Ist die Indikatrix nicht
umkehrbar, so hat die Charakteristik die Form 2 —2p (p = 0), und, wie be-
kannt, geniigt die ,Kugel mit p Henkeln“ den vorgeschriebenen Bedingungen.
Ist die Indikatrix umkehrbar, so hat die Charakteristik die Form — 2p(p > 0).
Hier gehen wir von irgend einer IM® mit wmkehrbarer Indikatrix aus und
nehmen in ihr eine geschlossene Linie { an, lings deren sich die Indikatrix
von MM® umkehrt. Betrachten wir nun ein Gebiet T, welches wohl mit hin-
reichender Deutlichkeit als ,rohrenformige Umgebung der Linie I bezeichnet
wird, so erkennt man leicht, daB ¥ eine Randfliiche hat, daB ihre Indikatrix
umkehrbar, ihre Charakteristik = O ist. Nach Anbringung von p Henkeln
sinkt die Charakteristik der Randfliche auf — 2p und man hat eine IM® der
gewiinschten Art. — Im Falle b) haben die vorgeschriebenen Charakteristiken
die Form 1— 2p, 1 —2¢(p >0, ¢ > 0). Wir multiplizieren den geschlossenen
Flichentypus von der Charakteristik 1 mit einer Strecke. Es entsteht eine ™
mit zwei Rindern; beide haben die Charakteristik 1. Wir bringen an dem
einen Rand p, an dem anderen g Henkel an, wodurch die gewiinschte IS
entsteht.

Wihrend jede Mannigfaltigkeit zweiseitig erscheinen kann,
kann nicht jede einseitig erscheinen. — Es sei eine Mannigfaltigkeit me)
und eine natiirliche Zahl p gegeben. Wir suchen eine Mannigfaltigkeit M
so zu konstruieren, daB zwischen JR™ und I eine Beziehung der folgenden
Art moglich ist: Jedem Element von IR{ soll ein Element gleicher Dimension
von R entsprechen, inzidenten Elementen von MM sollen inzidente von IR™),
zwei verschiedenen Elementen von (™ sollen, falls sie mit einem und dem-
selben n-dimensionalen Element inzident sind, verschiedene Elemente von R
entsprechen. Jedem Element von IR¢) sollen ausnahmslos p verschiedene Ele-
mente von I entsprechen. Wenn sich eine IR{” mit solcher Beziehung
konstruieren 1iBt, wollen wir sagen: Die Mannigfaltigkeit SR™ 1iBt eine
singularititenfreie (zusammenhingende) p-fache Uberdeckung 2u.

Nunmehr kénnen wir folgenden Satz aufstellen: Damit cine M einseitig
erscheinen konme (allgemeiner: damit cine ™ als Mannigfaltigheit mit wm-
kelrbarer oberer Indikatriz von vorgeschriebener Dimension auftreten kinne), ist
noltwendig und hinreichend, daB sie eine singularitiitenfreie zweifache Bedeckung
zuliBt.

) Beweis: 1. Die Bedingung ist notwendig. — Nehmen wir an, es sei M=
in M+Y gelegen, und die obere Tndikatrix von IM™ sei umkehrbar. Dann
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kénnen wir die oberen Indikatrizen a’, a”, welche IM™ an den verschiedenen
Stellen besitzt, als Elemente einer neuen Mannigfaltigkeit I™ auffassen, wie
wir dies 8. 40 fiir die unteren Indikatrizen getan haben. Die ein-zweideutige
Beziehung, welche wir so zwischen IR™ und M erhalten, zeigt, daB TN
eine zweifache singularititenfreie Uberdeckung zulaBt

2. Die Bedingung ist hinreichend. — Jetzt ist vorauszusetzen, daff
zwischen U = M und einer IR eine ein-zweideutige Beziehung der oben
beschriebenen Art besteht. Es sei 8 = B® eine Mannigfaltigkeit, bestehend
aus einer Strecke mit ihren beiden Endpunkten 5{, b, und es werde I - B
= €, M- b — 93?(") gesetzt. NG bildet einen Teil der Berandung von €
und ist zu Sﬁ(" isomorph, so daB also zwischen IR und §m<"> eine ein-zweideutige

Beziehung statthat. Identifiziert man nun je zwei Elemente von IR, welche

1 b
demselben Element von IR®) entsprechen, so werden aus € und MM neue
Mannigfaltigkeiten — sie mogen IR+ und IR™ heiflen —, und es ist sofort
zu sehen, daB IM® isomorph zu ™ und innerhalb IM*+1) einseitig ist. —
Es sei Jetzt D*=1 irgend eine Mannigfaltigkeit von ¥ — 1 Dimensionen, d®
ein Element von D- D, und es werde IME+HDE-D — PRir+4), R0 +1). GO0

= ME+D RO . 4O = ) ) gesetzt. Dann ist IR +1 isomorph zu M@+, und
die obere Indikatrix von R+ inbezug auf MM*+H ist nicht umkehrbar.
M ist z0 M und T isomorph, und da ™ in IME+D einseitig ist; so
ist auch IR™ in ME+D einseitig. Man kann also einen geschlossenen Weg w
in angeben, lings dessen sich die Seite von M in bezug auf MM+ um-
kehrt. Auf diesem Wege zeigen dann die Indikatrizen von 93—_?(7‘) und IR+
verschiedenes Verhalten. Die letztere Indikatrix verhiilt sich aber wie die
von ME+4), da ja die obere Indikatrix von SR™*1 inbezug auf IN™+# nicht

umkehrbar ist. Daher verhalten sich die Indikatrizen von SR und M® +¥ auf
dem Wege w verschieden, und mithin ist die obere Indikatrix der zu % = IR

isomorphen Mannigfaltigkeit R() in bezug auf IM™ +# umkehrbar.

Hierzu noch einige Bemerkungen. —— Eine I mit umkehrbarer Indikatrix
1aBt, wie der S. 40 erklirte VerdoppelungsprozeB zeigt, eine zweifache Bedeckung
zu, kann daher einseitig erscheinen. — Es sei innerhalb einer Mannigfaltigkeit
A = A eine zweite B = B*—1 gegeben; die Blemente von B seien durch b,
die nicht zu B gehorigen von U durch a bezeichnet. Wir wollen annehmen,
daB ein Element b dann und nur dann Randelement von ¥ ist, wenn es Rand-
element von ¥ ist. Dann kdnnen wir den Satz aussprechen:

Wenn die Mannigfaltigkeit % durch B nicht zerstiickt wird (d. h. wenn
die Elemente a ein zusammenhingendes System bilden), so kann U einseitig
erscheinen.

Zum Beweise denken wiruns lings der Mannigfaltigkeit B ,,aufgeschnitten®,
wodurch unserer Voraussetzung gemiB deréusammenhangvon A nichtaufgehoben
wird, also eine neue M&nmgfal’mgkel‘c A’ entsteht. Bei diesem ProzeB treten
an dle Stelle jedes Elementes b zwei Elemente b’, b”, welche den beiden Seiten
von B an der Stelle b entsprechen, und Lonjugz(’rt heiflen sollen, Die Ele-
mente b’, b” gehtren der Berandung von U’ an und stellen in ihrer Gesamt-
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beit ein System &' dar, welches aus einer einzigen 3R~ besteht, oder in
swei I~ zerfullt, je nachdem B innerhalb U ein- oder zweiseitig war. Es
sei nun A7 eine zu U’ isomorphe Mannigfaltigkeit. Dann entspricht dem
System &’ von %’ ein System &” von A", dessen Elemente nunmehr ebenfalls
paarweise ,konjugiert” sind. Wir fiigen jetut A" und A" zu einer Mannig-
faltigkeit %, zusammen, indem wir jedes Element ¢’ von & mit demjenigen
Element von & identifizieren, welches zu dem ¢ auf & entsprechenden Ele-
ment ¢” konjugiert ist. Dann hat man eine ein-zweideutige Beziehung zwischen U
und ¥, von welcher man leicht sieht, daB sie den oben angegebenen Bedingungen
entspricht. D. h. U ist zweifach iiberdeckbar, kann also einseitig erscheinen.

Hieraus folgt w. a.: Alle Flichentypen, mit Ausnahme des Kugel- und des
Zellentypus kinnen einseitig erscheinen. Denn bis auf diese Ausnahmen lassen
sich auf jeder Fliche Querschnitte oder geschlossene Schnitte ausfithren, welche
die Flache nicht zerstiicken. — DaB andererseits Kugel- und Flichenzellentypus
nur zweiseitig auftreten konnen, folgt daraus, daB sich auf ihnen jede geschlossene
Linie auf einen Punkt zusammenzichen 1i8t. Es ist aber klar, daB eine ge-
schlossene Linie, lings deren sich die obere Indikatrix einer Mannigfaltigkeit
umkehrt, diese Eigenschaft bei stetiger Variation beibehilt, also nicht auf ein
Element zusammengezogen werden kann. Aus diesem Grunde konnen alle
Mannigfaltigkeiten 3, vom Typus der Zellen von n Dimensionen, sowie alle
sphiirischen Mannigfaltigkeiten & , deren Dimension » > 1 ist, nur zweiseitig
erscheinen. Doch gibt es, wenn # > 2 ist, noch andere M von dieser Be-
schaffenheit.

Einfache Beispiele hierfir konnen wir wieder mittels Multiplikation leicht
bilden. Zundchst bemerken wir, daB, wenn man in einem Produkt € = - %8
einen geschlossenen Weg w mit den Komponenten w, und w, hat, welcher
durch stetige Variation in einen Weg w’ mit den Komponenten w, und w,
iibergeht, auch w, in w, und w, in w, stetig tibergefihrt werden kann. Es
1uBt sich aber auch unschwer nachweisen, daf umgekehrt zwei Wege w, w’
von @ stetig ineinander wbergefithrt werden kdnnen, sobald dies bei ihren
Komponenten der Fall ist.) Insbesondere folgt: Luft sich sowohl auf A wie
auf B jeder geschlossene Weg auf ein Element zusammenziehn, so gilt dasselbe
fiir € = % -B. Durch Multiplikation von Zellen mit Sphéren und von Sphiren
untereinander kann man also wieder Mannigfaltigkeiten bilden, welche nicht
einseitig erscheinen konnen. (Solche Mannigfaltigkeiten werden daher auch
durch jeden geschlossenen Schnitt oder Querschnitt zerstiickt.) DaB man so
in der Tat neue Mannigfaltigkeiten erhilt, ist leicht zu sehen. So kann z. B.

die Potenz §, (n > 1) keine sphirische Mannigfaltigkeit sein; denn nach dem
Satz fiber die Charakteristik eines Produkts betriigt ihre Charalkteristik 2"

1) Beim Beweise braucht man sich nur auf die Eigenschaften 1. bis 4. (Ab-
schnitt ITI) zu stiitzen.



