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Der von Euler in der Mitte des vorigen Jabrbunderts gerundene Satz über 
den Zusammenbaug der Anzabl der Ecken, Kaolen uod Flachen eines Poly&­
ders I) , wonach die Zahl der Ecken und Flächen zusammen genommen die 
Zahl der Kanten um 2 übertrim, das Seilenstück des an sich evidenten S.lzes, 
dass in einem Polygon die Zahl der Ecken gleich ist der Zahl der SeiteD, 
ist von dem berühmten Erfioder in der ersten seiner beiden daraur bezüglichen 
Abbandlungen nur in unvollständiger Jnduclion veri6cirt , in der zweiten aber 
streng bewiesen worden. Seitdem ist dieses Theorem von verschiedenen 
Geometern , wie Leg e ndre 2) , Cauchy:5) , LbuiJier+) u. A. sowie noch 

I) Leo 0 h. Eu I er : Eh""enll/; doClrioae sOlidorum, und Demonslr.lio DonnuUarulD 
insignium proprietatum, quibus solida bedris planis in clusa .unl praedita. Novi 
Commenlarii Acad . Sc. Pelrop. IV. tnl annunt li5t el )i53. Pelropoli Int;. 
pag, 109 und J 40. 

2) Eh~nlens de geometrie, Paris 1794. 
3) Recherches sur If's polyedres, 2de partie. Journal dtl ttEeole polylec:hnique 

Jti. Ca hier. Psris 18 13. pa!f. 76. 
4) M~moire sur la poly~drom~lrie . cootcnanl une d~monslralion direclt~ du theo­

reme d'Euler sur les poly8dres, et IIn examen de diverses exceptioßS auxquel­
les ce theoreme f'sl assujeUi (extrai! par H. GergonDtI). Annales de ulalhem.­
tiques pures cl appliquees pu Geriollne 111 . 1~12 Dec. pag. 169. 
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neuerdings Ca y I e y 1) theils mit neuen Beweisen versehen, tbeils erweitert 

worden. Die verschiedenen zum Beweise des Satzes angewandten Methoden 

sind für den Zweck der gegenwärtigen Untersuchung weniger von unmittel­

barem Interesse als die Erweilerungen desselben , welche als Anbabnung der 

Verallgemeinerung betrachtet werden dürfen, die den eigentlichen Gegenstand 

der vorliegenden Abhandlung bildet. Ca u c h y hat neben einem neuen Be­

weise dem Satze die Erweiterung gegeben, dass er sich auf ein zusammen­

hängendes Aggregat von Polyedern I gleichsam mit Intercellularwänden ver­

sehen, beziebt, wo die im Euler'schen Satze vorkommende conslante Zahl :2 
durch P + 1 ersetzt wird, wenD P die Zahl der Raurnlheile oder Partialpo­

lyeder bedeutet, welche das ~oly6driscbe Aggregat bilden. Während aber 

Eu I e rund Ca u c b y andpre als sogenannte convexe Polyeder - sei es 

stillschweigend, sei es ausdrücklich - von der Betrachtung ausschliessen, 

hat L h u i Ii e r die sogenannten Ausoahmefälle I in welchen sich der Satz in 

der Euler'sehen Fassung nicbt verificirtc, betrachtet und dem Theorem eine 

auch diese exceptiooellen Fülle umfassende Erweiterung zu geben gesucht. 

Die drei Arten dieser sog. Ausnahmen, nacb Lbuilier's Meinung die einzig 

möglichen I führen auf die allgemeine Relation 

F + S = A + 2 (i - 0 + 1 ) + (p + P + p' + ... ) 
wo i die Anzahl eingeschlossener Polyederräume im Innern eines grösseren 

Polyeders, 0 die Anzahl von durchgehenden Oefl"nungen, P, p', u. s. w. die 

Anzahl von eingeschriebenen Pol)'gonen auf Seitenflächen des Polyeders be­

deutet, welche dadurch ringförmige Zusammenhänge (nach unserer Ausdrucks­

weise Cyklosen) annehmen, wo ferner F die Zahl der Seiten8ächen, S die 

Zahl der Ecken, A die Zahl der Kanten bezeichnet. Nur ist hierbei die aus 

der inductoriscben Ausdehnung des Falles 0 = 1 auf Fälle complicirter Durch-

I) in einem erst ".ch Ab.chluss der vorliegenden Unlersuchung bekannt gewor­
denen Aufsillz "on the Partitions or • Closee• in Lond. Edinb. Dub!. Philosophical 
M.gazine IM61. June p.g. 424. Die hier mebr .ngedeutete als durchgeführte 
Ausdt!hnung dei Eull!r'schen Satzes auch auf krummlinige Fllc.:henbegreozungen 
beliehl sich wesenUioh nur auf Linear-Configurationen in der Ebenll oder auf 
der Kugelßlcbe. 
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löcherungeo, wo der numerische Werlh von 0 nicht sofort 80S blasser Intui­

tion hervorgeht, erwachsende Schwierigkeit weder erwogen noch erledigt. 

Wir haben es im Folgenden nicht bloss mit Polrädern irgend welcher 

Art und ihren Zusawlnenselzungen zu einer oder beliebig vielen 8usser- oder 

ineinander bestehenden Gruppen, sondern mit rällmlichen CfJMpleXetl überhaupt 

zu Ibun , wie wir beliebige Aggregate von Punkten, Linien (gerade oder 

krumm) und Flächen (eben oder gekrümmt) nennen werden, durch welche 

der unbegrenzte Raum auf beliebige Weise vollkommen oder unvollkommen 
getheilt, die Theile 8Ur beliebige Art , vollständig oder Iheilweise begrenzt 
werd('o. Je grösser aber die Allgemeinheit ist, welche man erzielt, desto 

schiIrrer müssen die Ausgangspunkte in ihren Begriß"en festgestellt werden, 

will man nicht Gerohr lauren J der Allgemeinheit durch Unbestimmtheit oder 

Willkür ihren Wertb zu entziehen. Während bei einem Polyeder kaum be­

vorwortet zu werden braucht! was mon unter Eckpunkt8n, unter Kanten und 

Seileußächen zu verslehen hat, genügt es in dem verallgemeinerten Gebiet 

räumlicher Complexe nicht, von einem Quadrat oder von einem Tetraeder zu 

sprE'chen ; man muss vielmehr ausdrücklich angeben. ob das Quadrat hlo!!s 

vier S~i'en und vier Ecken, oder ob es auch eine Fläche besitze, die voo 
den Linien der Figur eingeschlossen oder begrenzt wird, und ebcnso ob das 

Tetraeder ·flU8ser seinen vier Eckcn und sechs Kanten alle vier Seilenßächen, 

wie an einem soliden Körper, oder nur einige oder gor keine besille , äbnlicb 

einem Drahlgestelle mit oder ohne PlIpierwand. 
Die genauer de6nirten Elemente und die aus ihnen zusammengesetzten 

Complexe werden nun zunächst, wie im Euler'schen Satze , gezählt , nur daSJ 

wir nicht bloss, wie dort, drei Zahlen - der Ecken, Kanlen und Flächen -

sondern vier , nämlich der Punkte, Linien , Flächen und Rüume 8uszumiUein 

haben I welche alsdann durch das allgemeine Theorem mit einander in Rela­
tion treten. Es wird sich aber zeigen, dass das Theorem nicht die blosse 

Zuhl jeder Art von Elementen J sonder. für jedes ElemenL noch eine nume­

rische 3Jodificalion errorderlich machl, der zu Folge der Salz nichL unmitlelbar, 

sondern bloss mittelbar aur einer Zdlllung bf"ruhl, und so gleichsam in einem 

nacb gewissen Rangklassen innerhalb der einzelnen Kategorien von Elementen 

gtfregelten Ceuta besLeht. Dieser Punkt in der Verallgemeinerung ist so 
I' 
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wesentlich und durchgreifend J dlss icb nicbl logestaoden babe, den Setz mit 

dem Namen des "Census" räumlicher Complexe zu bMeicbn8n. 
Der Inhall des Salzes aber wird in seiner ersten allgemeinen Form darin 

beslehen, dass die in gedachter Weise modi6cirlen Zablen der Beslaodlheile, 

50 IU einem abgehraiscben Aggreg.t vereinigt , dass die von gerader Anzahl 

von Dimensionen (Punkte und Flächen) positiv, die von ungerader Antaul von 

Dimensionen (Linien und körperliche Räume) negativ genommen werden, VOll 

der Anzahl der Complexe um I übertroften werden, d. h. bei EiDern Complex 

Null , bei zweien I, bei dreien '2 geben u. s. w. 
Maß siebt sofort, in welcher Weise sicb der Euler'sche Siltz als gaDz 

specieller Foll diesem Theorem unLerordnet. Die Summe nämlicb der Ecken 

(oder Punkte) und ebenen Seilen (oder Flächen) positiv genommen, und der 

Kanten (oder Linien) und Räume (ibre Zabl is& bier allezeit = 2, der einge­
scblossene und der ausgescblossene Raum) negativ genommen ist gleicb Null 

._- die gedacbte Modification falll nämlich rür die in diesem Fallle betrachteten 

Polyeder weg. 
SodaoD aber wird das Tbeorem vermöge einer leicbten Modification im 

Bf'grifr des Complexes noch eine rernere, gleicbsftm mehr metaphysiscbe Ver­

allgemeinerung erlangen, in der jenes Aggregal von vier Gliedern unter Berück­

sichtigung der aus dem neuen Begriff des Complexes sicb ergebenden Modalitäten 

in .Ueo Fällen:::: 0 wird , selbst io dem ,nringlich bei Seile zu setzendf'ß 

Falle, wo sich beliebig viele Complextheile ins .unendliche erstrecken. 
Diese einleitenden Bemerkungen mögen genügen, den Sinn des Theorems 

im Allgemeinen anzudeulen, dessen Begründung uns nun im N.chstehenden 

ausführlich beschäßigen soll. 

I. 

Belfil" der eo .. ,Iu.e uoel der Co.,titueaten. 

Unter einem rötmUicAetl C6Mplez verstehen wir vorerst jede beliebige 

ConfiguratioD von Punklen, Linien und Flächen im R.ume , die Linien und 

.-
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Flächen mögen gerade oder krumm, o[en oder geschlossen, begrenzt oder uo­

begren,,' sein , nur dass alle diese Elemente unter sicb zusammenhängen 
müssen , um zu Einem Complex gerechnet zu werden. Bei fehlendem Zu­

sammenhang der Elemente haben wir es mit so vielen Complexen 'l.U IbuD, 
als getrennte Configurationen im Raume vorbanden sind J gleichviel ob sie in 

einaoder oder neben einander helltehen. Es versteht sich von selbst, dass die 

Zahl einer oder mehrerer Arien von Elemenlen Null sein kann. So stellt 
z. B. ein einziger Punkt einen Complex dar, in welchem sowohl die Zahl der 
Linien, als der Flächen Null ist. Eine in sicb zurückkehrende krumme Linie, 
z. B. der Umrüng eines Kreises, würde einen Complex obne Punkle und ohne 
Flächen, eine KugeIßöche einen Complex ohne Punkte und Linien, eiDe all­
seitig geschlossene mit einer Spitze versehene, birnrörmige Fläche einen Com­
plex bloss aus einem Punkte und einer Fläche bestehend darstellen. Selbst 
der Fall ist als zulässig zu betracbten, wo alle Elemente rehlen und somit 
die Zahl der Complexe Null ist. 

Wir bemerken Dun, dass wir uns im Folgenden zunächst aur die Be­
trachtung begrenzter oder endlicher Complexe beschränken , um weiterhin 
unter einer leichten Abänderung des Begriffes der Complexe die Untersuchung 
fluch luf den Fall der Zulössigkeit unbegrenzter Complexe auszudehnen, d. b. 
solcher, wo Linien oder Fläcben, die sie enthalten , sich ein- oder mehrseitig 
in unendliche Ferne erstrecken. Die Unbeschränktheil der Ausdehnung bleibt 
demnach vorläufig dem die Complexe umgebenden und ins Unendliche sich 
erstreckenden Raume allein reservirt. 

Unter Coru/iluenlen verstehen wir die vorgenannten drei Arten von Eie ... 
menten, welche die Complexe bilden, nehst den Theilcn des ganzen unendli_ 
cben Haumes , welche durch die Complexe und ihre Elemente von einander 
abgegrenzt werden. Es gibt demnach vier Arten von Cunslituenten. 

Zur Schärre dieser vorläufigen Feststellungen ist es erforderlich, daran 
zu erinnern , dass man jeden körperlichen Raum als das Aggregat einer un­
endlichen Zahl von Flächen , jede Fläche als das Aggregal einer Ulltllldlichen 
Zahl von Linien, jede Linie als das Aggregat unendlich vieler Punkte belrach­
ten kann, und dass man demzurolge bei gegebenem Complex oder gegebenen 
Complexell sämmtliche ColIs!ituenten aur Eine oder im AIJgemeilltlß aur weniger 
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als vier Kategorien würde zurückführen können. Da iodessen hierdurch or­
fenbar nicht Dur einer oder mehrere CODslituenteo in unendlicher AnZibl auf­

treten , sondern auch eine der rür unser Theorem wichtigsten Verschiedenar­

tigkeiten unberücksicbtigt bleiben würde, so schliessen wir hit'r lolche Aequi­

valenzen , wie einer Flüche mit unendlich vielen in ihr enlbaltenen Linien, 

einer Linie mit der unendlichen Reihe der in ihr enthaltenen Punkte , als 00-

zulassig aus. 
Die vier ArieD von Constilu8nlen nennen wir CurieR. 

2. 

Enle Curie : PUDkle. 

Die Punkte, welche in der ersten Curie gezahlt werden, sind die Greu­

zeß nicht bloss von Linien, wie das Ende einer Linie oder die Grenze zwi­

schen zwei oder mehreren Linien, z. B. eine Polygon- oder Polyäder-Ecke, 

sondern auch von Flächen oder Körpern, wo sie ebensowohl als Spitzen oder 

Ecken, wie bei einer Kegelßäche, als auch auf einer stetig gekrümmten oder 
ebenen Fläche vorkommen können, wie der Mitlelpunkt einer Kreis8äcbe (die 

in diesem Falle als eine RingDäcbe zu betrachten ist, mit einer äusseren 

Grenze, dem Kreisumrang, und einer ioneren, dem MiUelpunkle) oder wie der 

Berührungspunkt zweier sich berührenden KugeJOächen. Im lelzigedBchten 

Beispiel kann der Punkt als solcher verloren gehen , sobald sich die zwei 

Kugeln von einunder trennen und zwei Complexe bilden, oder aher eine oder 

beide Kugeln den Punkt BUr ihrer OberDAche (im letzteren Falle als zwei 

Punkte) bebalten, je nachdem es bei Aufstellung der Elemente so oder Bnders 
bestimmt worden. Diese Beispiele legen vor Augen, dass jeder 8ioneopunkl 

einer Linie oder einer Fläche oder jeder isolirte Punkt im Raume als zähl­

pDichtiger Punkt, der sich als solcher von jedem andern bloss möglichen un­

terscbeidet, unter den Conslilueuten gegeben sei. kanD. Es scheint daher 

zweckmiis5ig. solche als Consliluenlen uuter den Dalen gegebene Punkte 80 

wie alle Elflcmeote, sofern sie in ihrer Curie m;tzilohlen soU~n, durch das Bei­

wort eleclio zu beJ.eichnen , und andere bei deo Betrachtungen oder Opera-
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tionen aur vorübergehend IU Hülfe genommene und in ihrer Curie nicbt mit­
üblende Elemente durch die Bezeichnung mtwell von ihnen ausdrt1cklich zu 
unterscheiden. Bei Polyedern, aur welche allein, und nicbt einm.1 in ihrer 

möglichsten Allgemeinheit , sich der Euler'sche Salz in seiner ursprünglichen 

Form besiebt, erscheinen lediglich die Eckpuakte als (in unserm Sinne) elee­
live Punkte. Wir staluiren die ZulJssigkeiL Doch 8nderer efecUv8r Punkte 

sowohl innerhalb jeder Kante und jeder Seiten8icbe als innerhalb oder 8usser­
halb des polyedrischen Raumes. Die Allgemeinheil, welche den gegenwärtigen 
BelrachtungeR vindicirt werden 8011 , lässt es als irrelevant erscheinen, ob z. 

B. der Winkel zwischen zwei an einem eO'ectiv8D Punkte an einaoder gren­
lenden Linien oder zwischen ihren Endstücken einen Winkel von 1440 oder 
von t800 bilden , und ob der Körperwinkel der einen Raum begrenzenden 
Fliche ·.n einem ell'ecliven Punkte dieser Fläche den achten Thei! der Ku­
gelBiicbe (vom RadilLS t ), wie beim Würrel, oder die Halbkugel zum Ma.sse 
bit, wie an jedem (efeclivon) Binnenpunkte einer ebenen oder stetig krummen 
Obertllcb • . 

Wir werdeu die Zahl oder den Numerus der efectiveo Punkte durch 
a bezeichnen I welches also NuU oder jede endliche positive ganze Zahl he­
deuteo kann. 

3. 

Zweite Curie : Liniea. 

Während die Consütuenten der ersteu Curie in Elementen oboe räum­
liche Dimension , den Punkten, bestehen , enthält die zweite Curie Elemente 
von Einer Dimension, die Linien. D. wir vorerst Dur endliche Complexe 
betrachten, so ist die einzige Bedingung, welche wir den efl'ecliven Consütuen­
teo dieser Curie au(erle,en, dass der Fan ihrer unbegrenzten Ausdehnung in 
unendliche Ferne ausgeschlossen bleibe, 90 dass also eine von einem gege­
beuen Aof.ngspunkte lusgebende, ins Unendliche sicb erstreckende gerade 
Linie ebensowohl als eiDe beiderseits unbegrenzte gerade oder die Iilngs 
ihren Asymptoten verlanrenden endlosen Curvenzweige noch unzuläs8ig sein 

.-
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sollen. Uebrigens ist jede Gestaltung staUbaft: gerade oder krumm; zweion­

dig, wie die Seile eines Dreiecksj oder einendig, wie jeder der zwei Tbeile 

oder Schlingen eiDer 8 oder wie der mit einem efl'ectiven Punkte versehene 

Kreisumfang; in sich geschlossen, wie jede in sich zurückkehrende sich nir­

gend seihst schneidende Curve im Raum, in einfachem oder beliebig ver­

schlungenem oder verknoletem Verlauf. Mehrere dieser Verschiedenarligkeiten, 

wiewohl alle gleich zuläsldg, werden weiterhin ihre wesenUicbe Berücksichti­

gung finden. So wie die Consliluenten der ersten Curie als Grenzen der 

Cooslituenten der drei folgenden (höheren) Curien erscheinen, so trelen die 

der zweiten Curie als Grenzen der zwei folgenden Curien , d. i. sowohl der 
Flächen als der körperlichen Räume auf. Die 6 Kanten eines Telraeders be­

grenzen nicbt nur die 4 dreiseitigen Seitenflächen dieses Körpers, sondern 

8uch im Verein mit diesen Seiten sowohl den eingeschlossenen tetraadrischen 

Raum, als den diesen Körper umgebenden äussern Raum. Ein bloss aos den 

Tetraederkanten bestebender Complex, enthaltend 4 Punkte und 6 Linien, 

gibt dem ganzen unendlichen Raum , obwohl er nicbt mehr , wie im vorigen 

Beispiel, wo die SeitenDachen des Tetraeders eff'ecliv waren , in getrennte 

Slücke zerfallt, eine in gewissem Maasse complici'rle Begrenzung, durch welche 

die Beschaffenheit dieses Consliluenten auf eigentbümliche Weise modi6cirt 
wird. Eine mit einem Durchmesser oder einer Sebne versehene KugelDäche 

enthält einen inneren Raum, der von der Fläche einerseits J von der Linie 

lIodererseits begrenzt isl, ähnlich einem mit einer Durchbohrung versebenen 

soliden Körper. Während die Durchscbnilte von Flächen, die Kanlen von 

OberDAchen, mögen sie, wie bei Polyedern aus ebenen Tbeilen besteben oder 
nicht, die Grenzen von Flächen ob ne Nachbar8ächen, wie die Seiten einer 

einzigen Dreiecks8äche, und endlicb isolirte oder nackle Linien, wie die Sehne 

oder ein einzelner Radius einer Kugel , oder wie eine einzelne ringrörmige Linie, 
selbstverständlich als eH'ectiv gelten , so können überdies Bucb Linien in einer 

jeden Fläcbe als eß'eclive gegeben sein, die man sieb dann als Kanten der 

Fläche vorstellen darf, längs welchen der diedrische K80tenwinkel rücksicht­

lieb beider Flächenseilen 1800 betrügt Begrenzt werden die Linien nur 

durch Punkte, oder sie ermangeln - obne unendlioh zu sein - der Grenze, 

wie Rioglinien. 
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Wir zählen jede Lioie, so weil keiner ihrer 8inneopunkl9 eleetiv ist, 

ols eincn Consliluenlen der zweiten Curie, und bezeichnen den Numerus dieser 

Curie durch b. welches wie a Null oder jede endliche posilive ganze Zahl 

bedeuten kann. 

4. 

Dritte Curie: P16cheD. 

Die Flächen oder Constituenten zweier Dimensionen, der drillen Curie 

zugehörig, rungiren neben Linien und Punkten als Begren7.ungC'n der Körper­
räume, welche die näcbst höhere Curie bilden, während sie selbst sowobl von 

Linien als von Punkten begrenzt sein oder aucb, wie z. B. rundum geschlos­

sene sphäroidische Flüchen ohne eß'eclivo Punkte und Linien, aller Grenzen 

enthebren können. Auch hier scbliessen wir vorerst I wie in der vorigen 

Curie, Ausdehnungen oder Erstreckungen in unendliche Ferne aus. Der ehen 

erwähnte Fall der Abwesenheit einer Begrenzung, der sich 8n maDnigfach ge-· 

stalleten allseitig geschlossenen Flächen darbietet, wie Kugel , Ellipsoid, kOr­

perlicher Ring u. s. w., welche einzeln einen Complex für sich bilden, be­

stehend blos! aus einer FlöchA nebst 7.wei Körperräumen, wird durch die Sin­

gularil81 seines Begrenzungsverhällnisses später eine besondere Betrachtung 

veranhtsspn, Flächen können rel'ßp.r bloss Punkte als Grenzen besitzen, wie 

z. B, eine mit einer beliebigen Zahl auf ihrer Oberßliche befindlicher elf'ecliver 

Punkte versehene sphäroidische Fläche; oder von einer Linie allein begrenzt 

sein, wip. dip. Fläche einer Ellipse , ihrt>n Umfang ohne eff'ecliven Punkt vor­

nusgesetzt; oder endlich von Linien und Punklen zugleich I wie die SeHenDä­

ehen jedes Polyeders. 

Wir zühlen nl~ Einen Constiluentpn in dieser .Curie jede Fläche, in welcher 

!IIun von einem boliebigen Punkte nnch allen übrigen Punkten Linien in der 

Flüche zit'hen kann, ohne eine Grenzft der Flüche zu überschreil('n. Ihre 

Gestaltung bietet grosse Mannigfaltigkeilen und COlllplicationen dar, wie wei­

terh,n bei der Cyklose erhellen wird . Die GreOJ,en einer Fläche können 

sowohl einfach a18 beliebig vielfach sein, und HIs Dullfacb ist die Grenze in 
2 

.-
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dem erwähnten Falle einer ullsoitig geschlossenen Flä€he zu betrachten. 

Einrach ist die Grenze bei der Fläche eines Polygons, wo begrenzende Linien 

und Punkte eine zusammenbängende und geschlossene Reibe von Gliedern 

bilden. Doppelt ist die Grenze einer ringrörmigen zwischen zwei concenlri­

scht'ß nreisf'ß enthaltenen Fläche und ehenso einer cylindrischeo I röhren­

oder schlaucbrörmigen Fläche, die an jedem der beiden Canal- Enden von 

c)'klischcn Linien begrenzt ist, wie in Fig. 1 und 2. 

Wir bezeichnen die Zahl der Flächen oder den Numerus der Constituenten 

der drillen Curie mit c, welches wie a und b Null oder jede endliche posilive 

ganze Zahl bedeuten kann. 

o. 
Vierte Curie: Riume. 

Die körperlichen Räume, welche durch die Complexe von einander ge­

trennt werden, bilden die Constituenlen dreier Dimensionen und zählen in 

der vierten Curie. Der ganze unbegrenzte Raum zflrrällt im Allgemeinen 

durch die gegebenen Complexe in getrennte Theile, nämlich in abgegrenzte 

körperliche Räume oder Compartimente und einen ausgeschlossenen, nacb 

ftllen Seiten hin in unbegrenzte Ferne sich erstreckenden, die Complexe um­

gebenden Raum, welchen le tzteren wir mit dem schon bei anderer Gelegen­

heit!) gebrftuchten Namen Ample:nm bezeichnen werden. In bflsonderen, 

nicht sellenen Fällen aber kllnn eine solche Trennung oder Theilung ausbleiben, 

nämlicb einmftl o[enbar, wenn die Zahl der Complexe Null ist, und sodann, 

wenn entweder die gegebenen Complexe keine Flächen entbalten d. i. wenn 

c = 0, oder wenn die in ihnen enthaltenen Flächen keinen endlichen körper­

lichen Raum abscbliessen, wie z. B. der Fall sein würde, wenn man an einem 

Polye der, unbescbadet seiner Kanten und Ecken, eine oder einige SeitenHächen 

binwegnäbme, d. h. aufhören liesse, eft'f!ctiv zu sein. Ocr ganze amplexe 

Raum bildet in solchen Fällen einen eim'.igen Conslituenlen der vierten Curie, 

während gegentheiligen Falls ausser dem Amplexum noch so viele Raum-

1) Vontudien zur Topologie, in den Göllinger Studien 1847. I. Abtbeilung m.lh. 
und naturw. Abh. S. 863 . 

... 
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lheile ,Ihlen I a18 abgeschlossone und gegenseitig begrenzte Compartimenle in 
oder zwischen den Complexen enthalten sind. 

Die Gestaltung der körperlichen Räume kann ebenso mannigfaltig und 
complicirt sein, wie die der Fläehen. Die von den Gliedern der drei ersten 
Curien gebildeten Grenzen derselben können, wie die Flächengrenzen, einfach 

oder mehrfach sein, einfacb z. B. bei einem gewöhnlichen PolyMer, mehrfach 
bei dem von beliebig vielen ausser einander befindlichen Kugeln tlusgeschlossenen 
und von einer grösseren Kugel eingeschloss~n{!n Raum und eben so bei dem 

mehrere ausser einander befindliche Complexe umgebenden Amplexum. Null­
fach ist die Grenze lediglich in dem Falle der Abwesenheit Hllrr Complexe. 

Wir betrachten alle Theile des gesammten HtmlUes durchweg als in der 
vierten Curie effecliv, so dass die Summe aller Constituenten dieser Curie den 
gesammlen Raum ohoe Auslassungen oder Lücken darstellen. Als Einem Raum 
zugebörig betrachten wir die Gesammlheit aller RHumelemenle, welche unter 
sich so zusammenhängen, dass man von einem derselben aur irgend welchen 
im Inuern des Rnumes möglichen Wegen, obne Ueberschreituog einer Grenze. 
zu jedem andern gelangen kann. 

Oie Zahl der Räume oder den Numerus der vierten Curie bezeichnen 
wir mit d, wo d alle (nnzen positiven Zablen von 1 an hedeuten kaun. 

Oie Zahl der als zugleich bestehend gegebenen, unter einander durch 
Constiluenlen der drei erslen Curien nicbt zusammenhängenden Complexe be­
zeichnen wir durcb p, welches Null oder jede endliche positive gflDze Zahl 
bedeuten kann. 

6 . 

Aus den über die Complexe und die Constiluenlen gemachten Feststel­
lungen ist ersichtlich, dass die Begrenzung irgend eines Consliluenlen nicht 
bloss von den Conslituenlen der nächst niedrigeren Curieo I sondern auch von 
denen aller niedrigeren Curieo bewirkt werdeo kaon. Constiluenlen von glei­
cher Curie ober kOnnen alt einander grenzeR I d. i. benachbArt oder cOftlige,d 

2" 
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sein I indem sie durch begrenzende Glieder niedrigerer Curien VOD einander 

geschieden werden, woraus sich sornrt ergibt, dass die Conligena nur zwischen 

gleichartigen Constituenlen der zweiten, dritten und vierten Curie, als n~ben 

welchen niedrigere Curien bestehen I nicht aher zwiscben Conslituenlen der 

ersten Curie, d. i. zwischen elfectiveo Punkten bestehen kann. Eine durch 

zwei beliebige Durchmesser in vier Sectoren getheilte Kreisßäcbe bietet COB­

tigenz zwischen je zweien dieser vier Theile dtlr: vier Pasre neben einander 

liegender Sectoren besitzen eine aus einem Kreisradius und seinen heiden 

Endpunkten bestehende gemeinschaftliche Grenze, zwei Paare eioAnder gegen­

überliegender Secloren besitzen eine nur aus einem Punkte I dem Kreismitlel­

punkte, bestehende gemeinsame Grenze. Auch zwischen zwei oder mehreren 

Theilen derseihen Linie I derselben Fläche oder desselben Körperraums kann 

Contigenz StttU finden. Eine mit einem elfectiven Punkte versehene Ringlinie 

hat an diesem Punkte Contigenz zwischen ihren heiden Extremitäten oder Enden. 

Bezeichnen wir die Constiluenten nach ihren Curien symbolisch durch 

die ZiO'ern 1, 2, 3, 4, wo 1 die Punkte, 2 die Linien u. B. f. bedeutet I so 

stellen sich für die Contigenz die drei möglichen Fälle in den Symbolen 

[4,4), [3,3), [2,2) 
dar. Aebnliche Symbole dienen die Begrenzung zu bezeichnen. wobei "'ir 

das begrenzte Element voranstellen und ihm die begrenzenden nachfolgen lassen : 

[20J [300) [4000) 
(21) (301) [4001) 

(320) (4020) 
(321) (4021) 

(4300) 
(4301) 
(4320) 
[4321) 

Von deo drei nnllfachen Begrenzungen [20], [3OOJ, [4000] bedeutet die 

erste jede in sieb zurücklaufende Curve oder Ringlinie ohne etreclive Punkle, 

die zweite jede rundum geschlossene Fläche ohne eJTective Linien oder Punkte, 

und die letzte den ganzen unbegrenzten Rnum , wo die Zahl p der Complexe 

Null ist. 
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7. 

\'Oll der C,lr.lol. uod der Dill,.." 

Unter don Constituenlen der einzf'lnen Curien giht es verschiedene Arten 

oder Kategorien, deren Unterscbeidunlf lediglich von topologuchetJ Eigenschar­
len, d. i. solchen abhängt , die sich nicht BUr die Quantilät und das Muss der 

Ausdehnung, sondern auf den Modus der Anordnung und LaKe beziehen. Die 
ModaliliU des Zusammenhangs der Theile innerhAlb jedes einzelnen Consti­
tuenten ist es, welche die nunmehr in Betracht kommenden Unterschiede bedingt. 

Körperliche Räume und Flächen können so gestaltet !:leiD, dass sie gleich­

sam wie mit Durcbgängen oder Durchlöcbernngen versehen erscheinen. Auch 

jede in sicb zurückkehrende Ringlinie bietet einen solchen Durchgang dur. 

Denken wir uns zur Vorbt'reitung rur die genauere Untersuchung dieser 
GestBllungsweisen f'ine einrache unverknotete und unverschlungene. Ring­
linie und nehmen Bn, dass sie sieb obne die geschlossene RingCorm zu ver­
lieren in Form und Lage beliebig aber slelig so verandere, dass ihre späleren 
Geslalten denen, die sie rrüher besessen, nirgend begegnen , und damit ende, 
dass unter sietiger Verkürzung ihres Umfangs bis zu Null, ihre Figur in einem 
(nirhl efl'ecliVE'n) Punkle verschwinde, so beschreibt die cykliscbe Linie bei 
dieser stetigen Formänderuog eine Fläche im Raum , die von der Rioglinie io 
ihrer anfänglichen GeslAlt vollständig und einfacb begrenzt wird. Der Zusam­
menhang ihrer TbeHe , 9ie mochte in Folge ihrer Entstebungsweise eben oder 
irgend wie und mannigfach gekrümmt ausruHen, ist so einfach, wie der einer 
Kreisßüche , ohne Durchgänge oder Löcher, vollstiindig von einem cyklischen 
Rand begrenzt, der, wenn man von einem Orte auf einer ihrer beiden Seiten 
D8Ch dem ihm antipodisch gegenüberliegenden Orte der sndern Seite, ohoe die 
Fläche zu durchbohren, gelangen will, nothwendig irgendwo überschritten wer­
den muss , so dus der Rand zugleich die alleinige Scheidelinie ist zwischen 
den zwei vollständig von einander getrennten (gleich grossen) Arealgebielen 
ihrer zwei Seit~n 1). Für sieb RHein schliessl sie kr.inen Körperraum ein, 

I) Es ma6f nicbt uberOllssig erscbeinen I schon b~ i dieser Geleiellbeil danur aur­
merksa m zu machen, dass eine von einer cyklischen unverknolelen Cune "011-
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80ndern kanD dies lIur in Verbindung mit anderen Flächen. Eine solcbe cy­

kliscb begrenzte einfach zusammenbängende Fläche werden wir zuweilen der 

Kürze wegen ZwerchfliJcbe oder Diaphragma desjenigen Cyclus nennen, der 

ihren Rand darstellt. Es isl klar I dass es unzählig viele ZwerchDächen des­

selben Cyklus geben wird, und dass zwei solcher Flächen von der Art, dass 

sie sich ausser an ihrem gemeinsamen Rande nirgend sonstwo begegnen oder 

durchschneiden, einen körperlichen Raum einschliessen I dessen vollständige 

Begrenzung von heiden Flächen und ihrem gemeinschaftlichen cyklischen 

Rand gebildet wird, wovon die Halbkugel, sowie jeder der drei Räume, welche 

durch zwei einander 8choeidende sphärOidische Flächen von einander geson­

dert werden) einfache Beispiele darbieten. 

8. 

Zur einrachen Ringlinie 9 (Fig. 5) gehöre die Zwercbftäche G dann 

ziehe DIan durch einen innerhalb G liegenden Punkt Ja eine zweite Ringlinie 

g' so dass sie die Fläche G in diesem Punkte durchschneidet und sonst keinen 

Punkt mit ihr gemein habe, so greifen die CykJen 9 und g' kettenartig inein­

ander. Eine Zwercb8äche G' der Ringlinie g' wird ebenso von 9 nur in einem 

einzigen Punkte getroO'en und durchschnitten. Die Grenze g' der Fläche G' 

erstreckt sich vom Punkle " aus nach entgegengesetzten Seiten von G) uod 

ebenso erstreckt sich die Grenze 9 der Fläche G vom Punkte 4' 8US nach 

entgegengesetzten Seiten von G'. Die bei den Diaphragmen G und G' müssen 

sicb olso in einer ein rachen unverknoteten Curve schneiden) deren Endpunkte 

hund h' sind. Von den Rioglinien 9 und g' sagen wir) sie !leien eittfach 

tJerkeliet. 

Fassen wir ohne Berücksichtigung der Zwerchflüchen G und 0' bloss 

die heiden Cyklen 9 und g' ins Auge I 50 gehl oO'enbar von jeder beider 

Curven nur ein einziger Traclus durch den von der andern gebildeten Ring. 

Wir Deonen die Verkettung einfach, so longe dies KenDzeichen Slatl lindet, 
- -------

Illndig begrenzte Fliehe ganz andere Bigenschanen habtln kinn , als die eben 
.ng~ruhrten. Fig. 3 und 4 stellen solche Beispiele dar. 
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dip Curvt:lo mögen übrigens irgend wie verschlungen oder verknotet sein, , 
wie beispielsweise Fig. 6 verl:IDschaul icht. (0 jedem aodern Falle zweier in 
einander greirender Cykleo ist die Verkettung mehrfach 1) . 

• 
9. 

Es sei nun allgemein K ein beliebiger Conslituent 1 L die Gesammlheit 
dtlr seine Grenze bildenden Conslituenten niedrigerer CurieD, M der gesömmte 
übrig!! körperliche Raum. Lassen sich nUll zwei einfach verkeUete die Greuze 
L nirgend durchschneidende Cyklen k lind m so zieben, dass k ganz in 

K, m ganz in 11 liegt, 50 nennen wir diese Eigenschaft von Keine Cgklo.e, 
deo Coustituenten K selbs t cgkloduch. Im gegentbeiligen Falle I wo K keine 
Cyklose besitzt, nennen wir ihn acgklQdisch. 

Da im Falle der Cyklose m ganz nusserha lb K liegt und 8118 Tbeile von 
K. einen stetigen Zusammenhang untereinander besitzen, und m, weil im übri­
gen Ruum M liegend und mit k einfach verkettet, muss einfach cyklisch, d. i. 

unverschlungen und unverhltet gezogen werden können, so muss es im All­
gemeincn möglich sein, mille1st eines Diaplu'agmAs von m den cyklodischen 
Constitucnten K einmal und zwar so l.U durchschneiden , dl:lss der Dis addi­
tiollcller Thcil L' der Grenze L zu betrachlende Durchschnitt, dessen Curie 
um i niedriger ist als die von K, selbst Dcyklodisch ist Nur wenn L = 0 
ist und al so K eine der ßegrenzungsformen [4000], [300], ('lO] darbietet, 
kanu ein singulürer Fall eintreten, in welchem dies wenigstens unmittelbar 

I) Das Kriturium der einfachen Verkeltung zwischen zwei irgend wie gestAlteten 
Cyklen Iisst sich nolch den in den IIVorstudien zur Topologie" gegebenen Be­
trachtungsweisen dahin aussprechen, dass die beiden Cyklen - wenn erfor­
derlich _ .. so lransformirt werden können, dlls$ sie in ihrer Projeclion eim' 
zweiseitige Parzelle (Oese) darstellen I mit gleirh wendliehen Ecken yprsehen, 
mitlelsl deren sie an das Amplexum grenzt, jede Seile derselben je .. inem Cy­
klus angehörig. Dicse Oese würde im Flill e der Figuren :; . und 6. das Symbol 
cf' erluillen. Bei zw~i einfacben Ijinfllch verk~lIelen Cyklen gibt die 1'ransfor­
m.tion und Projection vier solcher zweiseitigcr Parzellen I deren eine diS Al0-
plcxum iSI, mit dt'm Syutbol 2 {cf' + A' J. 

.-



nicht möglich ist. Dieser pllrticuläre Fall ist lediglich an die Begren'Zungsform 

[3OOJ geknüph und wir werden ibn vorläufig bis zu einer weiter unten vor­

zunehmenden besonderen Discussion bei Seite setzen. Die zwei übrigen Fälle 

dagegen lassen sich sofort erledigen. Der Fall des Beg&enzungslypus [4000] 
mtmlich, wo P = 0, kann überall keine Cyklose dllrbielen, weil susser K 
kein L und kein M und somit kein m existirt; der "'all ['20] endlich enspricht 

einer cyklischen Curvs ohne efl"ecliven Punkt, bei welcher wir 4urcb den 

SchnilL mittelsl der Zwerchßäche von m nur einen Punkt erhalten werden, 

der wie alle Punkle, und somit die Constituenlen der ersten Curie durchweg, 

offenbar acyklodisch ist. 

Diese Durchscbneiduog sowie den dadurch erzeugten Durchschnitt L' 
bezeichnen wir durch den Ausdruck Dialg.e. 

10. 

Wir unterwerfen den mit der neuen Grenze L + L' versehenen Con­

stituenten K, den wir, sofern die Dialyse L' wie die voril!e Grenze Lais 

eß'ectiv betrachtet wird, durch K ' bezeichnen, von Deuem derselben Prüfung, 

und falls sich auch K' cyklodisch erweist, derstllbeo Operation. Es geht in 

diesem Falle durch die neuen verkeUeten die neue Grenze L + L' nirgend 

durchscbnf'idenden C)'klen k' (innerhllib K') und m' (innerhalb M) eine neue 

Dialyse L" hervor. Durch Wlederh.olung dieses Verfahrens, so lange bis 

durch die successiven Dial)'sen L', L", L'" I ... I die letzte sei D·), der 

Constituent K in seinem Zustünde Kf·) sicb als 84f)'klodisch erweist, finden 

wir dass der untersuchte CoostiLuenl x Cyklosen beSitzt, die durch 1t l>ialysen 

successiv nnnuUirt worden sind, oder dass derselbe Je füch cyklodisch ist. Je­

der 1t fach cyklodische Constituent kunn durch x Dialysen so durchschniUen 

werden, dltss er nicht in getrennte Stücke zerfallt, sondern noch den Zusflm­

menhang behält, der erforderlich ist, ihn im Census als Einen Conslilucuten zu 

zählen. Die Dialysen, obschon wahrhafte Durchscllllillt·, stellen ~Jei<'hwohl nur 

die AuOösung der Anastomosen, die Vernichtung mehrfacher Zusammenhänge 

dar, welche cyklodische Liuien, Flächen oder Körperri:i.ume besiben, wie wenn 

man einen Ring Rurschneidet, einen Sr.hlauch dtlr Länge Dach aufschlilzt, u. s. w. 
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Insofern jedem ac)klodischen Consliluenlen ein einfacher Zusammenhang bei­

gelegt werden muss, erscbeint ein Constituent von Einer eyklose als zwei­

fach zustlmmflnbängend, von zwei eyklosen Dis dreifuch zusammenhängend u. s. W· 

11. 

Bei der den räumlichen Complexeo zugedachten Allgemeinheit, so wie 

der -damit verbundent'ß Möglichkeit selbst der verwickeltsten Gestaltungen 

leuchtet es ein, dass die in den vorigen Artikeln nur in ibren Grundzügen 

enthaltene Operation der Dialyse und die aus ihrer Wiederholung hergelei­

tete Ordnungszahl der erklose eines Constituenten irgend welcher Curie Doch 

mancher näheren Beleuchtung bedarf, um in alIeIl Fällen eine sicbere An­

wendung zu gestalten, was gleich anränglich nicht ohne die Gefahr. den we­

senIliehen Grundgedanken I der in Art. 9 und t 0 dQrzuJegen war, zu beein­

trächtigen. würde lbunlich gewesen sein. Den cyklischen Linien k und PR 

wird man, ohne die an sie gestellten Forderungen aussrr Acht zu lassen, 

verschiedene,. ja unzählig viele Lagen ertheilen können, und die durch sie er­

mitteilen C)'klosen können in verschiedener Reihenfolge oder in verschiedenen 

Typen auf einander folgen. Die Curve k kann möglicherweise nicht anders 

als verschlungen oder verknotet realisirt werden I n. dgl. m. Es ist also er­

forderlich, je verwickelter solche Eventualitäten sein können, desto sorgflilliger 

auf die wesenllichen Erfordernisse der auf die Cyklose bel.üglicben topologi­

scben Analyse aufmerksam zu macben. Es scheint angemessen I zn diesem 

Behuf erst noch einiges Allgemeine zu erörtern und dann auf die Betrachtung 

der einzelnen Curien in Beziehung auf die Cyklose überzugehen. 

Hätte man zur ErmiltelnDg einer Cyklose uDd der sie auflösenden Dililyse 

zwei Cykeln kund '" au~6ndig gemacht, die den an sie gestellten Forderungen 

bis auf die der einfachen Verkettung genügten, 110 wäre es nicbt nötbig sie 

als unbrauchbar völlig zu vorwerfen, indem kleine Abänderungen sei es im 

Verfahren, sei es ao den Cykelo selbst 1,ur Dialyse der in solchem Falle vor­

handenen C)'klose fübren können. Das Diaphragma von m, welches nunmehr 

vorerst mit k mebrracb verkeUet vorausgesetzt wird, Iierert, obwohl k mehr­

ruch, also in getrennle Stücke schneidend, an K entweder einen oder mehrere 
3 
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Durchschnitte. Im ersten Fall ist der Schnitt als Dialyse gültig, im zweiten 

kann mOli von den mehrfachen Schnitten nach Belieben einen als solchen 

auswählen; . mehr als einer würde K in getrennte Stücko zerschneiden. Im 

ersten Falle wird k in K so gezogen werden können, dass nicht mehrfache. 

sondern nur Ein Traclus von k durch den Ring m gebt, im zweiten wird m 

gegen einen andern Cyklus können vertauscht werden, der nicbt mehr als 

einen Trtlctus von k umringt. 

Die nachstehenden Figuren 7 - 14 mögen das Gesagte in einigen .Bei­

spielen erläutern. Der in den Figuren nicbt selbst dargestellte Constituent sei 

ein c)'klodischer Körper I mit beliebig wie auf seiner Oberfläche angeordneten 

und dieselbe in Flächenstücke sondernden Kanten (gleichsam Nähten) versehen. 

In Fig. 7, 9, 11, 13 ist ein verschlungener oder verknoteter Cyklus k mit 

dem einfachen Cyklus m doppelt verkettet. Die Zwerchfläche von m liefert 

in Fig. 7 und 11 Einen, in Fig. 9 und t 3 dagegen zwei Durchsehnitle des 

Körpers K. Der eine Durchschnitt in Fig. 7 und 11 kann sofort als Dialyse 

beibehalten, der andere verworfen werden. Dem gegenüber stellen die Fi­

guren 8, 10, 1'2, (4, die an den Cykeln It und m vorgenommenen Abände­

rungen dar, durch welche einfache Verkettung zwischen ihnen hergestellt wird. 

In Fig. 8 ist k durch den unverschlungenen, in Fig. 12 durch den unverkno­

telen Cyklus k' , in Fig. 10 und 14 ist der zweifach verkettete Cyklus m 
durch den eiufach verkeUeten m' oder m" oder m'" ersetzt. 

I!!. 

Die bisherigen Betrachtungen zeigen zwar den Weg zur Ausführung 

d~r sllccessiven Dialysell, welche den gegebenen Constituenleu zuletzt ocy­

klodisch machen und ibm nur einfachen Zusammenhang ertheilen, und deren 

Anzahl den Werfh von )t bestimmen soll. Es bleibt hierbei jedoch noch frag­

lich, ob )t in jedem concreten Falle einen bestimmten von der Wahl und der 

Ordnung der out einander folgenden Dialysen unabhängigen Werlh besitze. 

Betrachten wir das in Fig. 15 dargestellte Beispiel eines mehrfach cyklodischen 

Körpers, und wählen zur ersten Dialyse nur eine der sechs (durch Doppel­

striche kennllich gemachten) Stellen 1. 2, 3, 4, 5, 6, so würden sich, weDn 
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maß sicb lediglich auf diese sechs Stellen behufs der Durchschneidung be­
schränkte, in jedem der sechs Fälle die successiven Durcbschneidungen aur 

t ~O verschiedene Arten ausführen Jassen, welche durch sämmtliche Permuta­
tionen der sechs Ziffern von 1 bis 6 dargestelll würden. Aber in den meisten 
aller 7'20 Fälle würde sicb der Körper schon nach der drillt.'n Durhschnei­

dung als einfach zusammenhängend herausstellen, und in einigen Füllen würde 
der driUe SchniU den Körper scbon in zwei TheiJe zerlegen. ohne dass er 
beim zweiten schon ftcyklodiscb geworden wilre. In keinem FlIlie gestattet 
der Körper mehr als 3 Dialysen. Bilden wir also "us den Ziß'ern t bis 6 

die Combinalionen zu drei nebst ibren Permutationen I so müssen diese Sym­
bole sämmtlicbe VorschriOen zur Zurfickrührung des Körpers auf seinen acy­
klodiseben Zustand enthalten. Da unter diesen 120 Symbolen aber sowohl 
die Combinationen t 36, 145, 235, 246 als ihre Permutationen I deren Zabl 
sich auf 24. beläuft, aus dem eben erwtthnten Grunde als unanwendbar ver­
worfen werden müssen I so folgt I dass sieb der Körper auf 96 verschiedene 
Verf.hrungsweisen durch drei successive Dialysen acyklodiscb machen lasse, 
und dass sich also für denselben jedesmal 1t = 3 herausstellt. 

Es konn dargethan werden, dass die Ordnungszabl 1t der Cyklose all­
gemein bei irgend welchem gegebenen Constituenten von der Wllhl und der 
Reihenfolge der Dialysen unabhängig und lediglich von der topologiscben 
Beschaffenheit desselben abhüngig isL 

13. 

VOll dem Di'Sf.mm. 

Wir nebmen an I es sei ein beliebiger Constiluent K gegeben, L sei 
seine Gesammlgrenzf', welcbe, wie Art. 6 erörtert worden I im Allgemeinen 
aus Consliluenlen niedrigerer Curien besieht. Krtheilen wir nun der Grenze 
L an allen ibren Theilen eine stetige Veranderung in der Weise , dass die­
selbe im Allgemeinen ohne Verletzung der ihr anfanglieb zukommenden Zu­
sammenhänge durch unendlich kleine, gleiche oder ungleiche Schritte immer 
tiefer ins Innere VOD K rücke, so lange bis durch diese Art von Verschmä­
lerung , Verdünnung oder Zusammenschnürung K aur einen Complex bloss 

3· 
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von Linien und Punkten reducirt ist, so geht aus K im Allgemeinen eiD 

Complex hervor, welcher nur 8US Consliluenten der heiden ersten Curien be­

sieht, und welcher gleichsam als das lineare Skelett des gegebenen Constl­
Inenten betrachtet werden kann. Die durch solche Transformation der Grenze 

L hervorgehende LineAr - Complexion nennen wir das cykromali8che Diagramm 
oder Diagramm kurzweg von K. 

Es mag nicht überßüssig sein, hierbei zu bemerkeu I dass diese Redu­

cUoß eines Körpers oder einer Fläche oder einer Linie auf ihr Diagramm zwar 

als eine Conlrllclioß, wie sie bei Anwendung von Ausseren Drockkrähen oder 

durch Temperaturerniedrigong bei physischen Körpern eintrit~ angesehen wer­
den darf, dass aber bei dem bier vorausgesetzten Vorgange nur aoyklodiscbe 

Constituenten sich bis zu einem Punkte conlrabiren, wäbrend solche, die mit 

Cyklosen begabt sind, den cyklodischen Charakter auch noch in ihrem Dia­
gramm behalten. Das Diagramm jeder von Punkten begrenzten Linie ist ein 

Punkt, in welchem sich bei stetiger gegenseiliger Annäherung der ins Innere 

der Linie rückenden Endpunkte, die heiden Grenzen begegnen, wobei es 

gleichgültig ist , welchen 8innenpunkt der .Linie man Ills ihr DiagramlD be­
trachten will. Das Diagramm jeder ncyklodiscben Fläche, z. B. eines belie­

bigen Polygons, ist gleichfalls ein Punkt, der beliebig Duf der Fläche ange­

nommen werden darf, und ebenso ist das Diagramm ein~s acyklodischen Kör­

pers, z. n. eines beliebigen Polyeders, ein im Innern des Körpers gelegenor 

Punkt. Eine RingOäche aber oder ein körperlicher Ring besitzen ein cykli­
scbes Dillgramm, welches innerhalb der Lineargrenzen oder im Innern des Körpers 

verläuft, während bier eine der Conlraclion, wie sie bei physischen Vorgängtlu 

StaU findet, ähnliche Verä.nderung in letzter Instanz die Fläche oder den Kör­

por Duf einen Punkt reduciren würde, indem die Grenze derselben zum Thei! 

nach Innen, zum Theil nach Aussen rücken und die Riogöffnung verschwinden 
müsste. 

Das 8isherige mag noch an einem besonderen Falle beispielsweise er­

läutert werden. In einer polygonal oder cyktisch begrenzten Ebene denke 

man sicb, Fig. t 7. die vier Durcblöcheruogen oder Oelfnungen t, 2, 3, 4 
angebracht, deren Grenzen sowie die cyklische AUBsengreoze der Fliehe durch 
stärkere Linien kenntlich gemacbt sind. Im Raume gebören die Oeffnungen 



dem ganzen umgebenden Raume , oder sofern diese Fläche Sammt ihren fünt 

Grenzen den ganzen gegebenen Complex ausmachen, dem amplexen Raume 

an. In der Zeichnung oder der Darstellung auf einer Ebene erscheinen die 

vier Oefl'nungen als (nicht eft'ective) und von dem umgebenden (ebenfalls 

ni cht effectiven) Hmplexen Flächenraum 5 gesondert. In dieser polycykl odi­

sehen Fläche lassen sicb nun 15 verschiedene Arten cyklischer Linien ziehen, 

welche eine oder meh" ere oder alle Oefl'nungen umscbliessen, oder was hier­

mit gleichbedeutend ist, welche unter den 5 nicht zur Fläche gehörigen Fel­

dern t, 2, 3, 4, 5 in verschiedener Weise Scheidungen veranstallen . Jede 

Art umfasst nHtürlich eine unendliche !Ienge von Cyklen, welche alle hinsicht­

lich der durch sie verflßstalteten Scheidungen mit einander üherein kommen. 

In der Figur ist jede Art durch einen Cyklus repräsentirl und in der nach­

stehenden Uebers icbt sind die verschiedenen Arten. unter Beifügung der 

Buchstaben, di e sie in der Figur kenntli ch mach on, symbolisch dadurch bezeich­

net, dass die geschiedenen Gruppen durch einen Punkt von einander getrennt sind. 

o 1.2345 
b 2.3451 
c 3.4512 
d 4.5123 
e 5.1234 

f 12.345 
9 23.451 
h 34.512 
i 45.123 
k 51.234 
I 52.341 

m 13.452 
• 24.013 
o 35.124 
P 41.135 

Alle diese Cykeln sind io dem Diagramm Fig. 18 durch dessen LincHr­

lheile vertreten, welche die Ebene der Zeichnung ebenso wie die cyklodische 

Fläche selbst in fünf Felder t, 2, 3, 4, 5 zerlegen. 

14. 

Sind während der Bildung des Diagramms t: iner Fläcbe oder eiDes 

Körpers bereits eillige Theile linear geworden , welche z~ar einerseits mit 

.-
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den übrigen Besttmdtbtlilen desselben zusammenhängen, andererseits aber mit 

freien Endpunkten versehen sind, wie in Fig. 16 der Thai! A D, so muss 

das Diagramm als in fortwährender Bildung begriffen angesehen werden, indem 

durch ferneres Einwärtsrücken des freien Endpunktes D bis zum losertions­

punkte Ader appendiculäre Thail A D sich auf den Punkt A zusammengezo­

gen und in den übrigen Bestaodtheilen des Diagramms aufgegangen d. h. 

verschwunden ist. Bei der Zuruckrührung also von Körpern mit mannicbfa­

chen Verzweigungen auf ihr Diagramm gelangt maß durch die hierfür erfor­

derliche Verengung oder Helraction ihrer Grenze auf lineare Besltmdlheile, 

welche selbst dem vollendeten Diagramm angehören werden oder Dich ~ je 

nachdem die Bestandtheile des Körpers. aus dem sie hervorgingen, mit ein­

ander anBstomosirlen oder freie Aeste und Zweige hildeten. Um ein CORcretes 

~eispiel zu benutzen, so geht aus einem Körper von der GestalLung des 

Blutgetässsystems der Wirbehhiere einschliesslich der Capillaren I wie des 

Herzens eine complicirte Linearcomplexion als Diagramm hervor. in welchem 

jede Arterie, jede Vene, jede Capillare durch einen linearen Bestandtheil ver­

treten ist. Im Diagramm eines Körpers von der Gestaltung des Nervensy­

stems einscbliesslich des Gehirns und Rückenmarks erscheinen nur die den 

aRastomosirenden Nerven (Plexus, Ganglien) enlsprtlchenden Repräsentanten. 

Das Diagramm der Gestalt eines Baumes oder des menschlichen Körpers da­

gegen würde nichts weiter als ein Punkt sein. 

Diese Bemerkungen, welche üherflüssig scheinen könnten, sind gleich­

wohl insofern nicht ohne Belang, als wir bei den Operationen mit dem Dia­

gramm behufs der topoJogischen aut die Cyklose bezüglichen Analyse die bei 

seiner Bildung postulirte RelracWon der Grenze des gegebenen Constituenten 

auch während der am Diagramm vorzunehmenden Durcbscbneidung als fort­

bestehend voraussetzen , so dass offenbar durch jeden queren Durchschnitt 

eines Lineartheils zwei nicht mehr anastolDosirende Zweige oder Appendikel 

entstehen, durch deren weitere RetraclioD ein bestimmter Lineurtheil des Dia­

gramms verschwinden oder ausgescbieden werden muss. 

15. 
Wenn nnn nach dem Bisherig.en einleuchtet, dass das Diagramm eines 

acyklodischen Constituenten im Allgemeinen ein Punkt ist , so darf doch der 
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der auch bier sich darbietende singuläre Fall, auf welchen bereits in Art. 9 

aufmerksam gemacht worden 1 nicht mit Stillschweigen übergangen werden. 

Das Diagramm einer allseitig geschlossenen, z. B. einer sphäroidischen Fläche 

ohne elfective auf ihr gelegene Linien oder Punkte würde zunächst nicht von 

der Fläche selbst verschieden sein I also keine Lineafcomplexion bilden kön­

nen. Wir erlheilen in diesem Falle der einer Grenze ermangelnden Flüche 

die möglichst einfache GreD1.e, indem wir als eine solche einen beliebigen 

auf ihr gelegenen Punkt annehmen. Diese virluelle, mit dem Ausdruck Trema 

zu bezeichnende Grenze genügt, die zur Bildung des Diagramms erforderliche 

Relractibililüt in Wirksamkeit zu selzen. Das hervorgehende Diagramm wird 

alsdann ebenso wobl, wie bei jeder anderen mit efl'ectiven Grenzen verse­

henen acyklod~scben Fläche ein Punkt oder irgend ein linearer Complex. 

Der analoge Fall eines Körpers, der zwischen zwei in einander ge­

schachtelten GrenzHiicben enthalten ist, wie der Raum zwischen zwei Polye­

dern, von denen ohne gegenseitige Berührung der eine sicb ganz im Innern 

des andern befindet, oder einer durch zwei concentrische KugelDächen be­

grenzten Kugelschale , wiewohl derselbe durch die weiterhin zu erörternde 

Anathese seine Beseitigung finden wird, kann unter dem eben besprocbenen 

Gesichtspunkt betrachtet werden. Auch rür ihn gilt nur der Punkt als Diagramm, 

insofern sich durch die RetractioD der Grenzen zunächst eine allseitig geschlos­

sene Fläche ergibt, welche in dem vorerwähnten Modus in einen Punkt ühergeht. 

16. 

Eine aodere aber gewissermassen analoge Particularilät hinsichtlich des 

Diagramms bietet der einen oder mehrere Complexe umgebende unbegrenzte 

R8um dar. Das Besondere liegt, was schon in Art. 1 hervorgehoben worden, 

in dem lediglieb dem Amplexum eigenthümlichen Mangel der äusseren Be­

grenzung. So viel ist evident, dass im Falle p = 0 der ganze unendliche 

Raum ebenso einracben Zusammenbaog hat und ebenso acyklodisch ist, als 

der ·VOII einem Polyeder oder einer Kugel eingeschlossene Raum I und dass 

wir für ihn mit gleichem Fug, wie in letzterem Falle, den Punkt als Diagramm 

tmnehmen, welchen man als aus der Retraclion einer dem unhegrenzten Raum 
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beizulegenden virtuellen unendlich grossen sphärischen Grenze hervorgehend 
anseben kann. Im Falle dass p = 1 oder> 1 dKgegen, wo wir, wenn p> 1 

durch p' die Zahl der ausser eiDs nd er gelegenen (seclusiven) Complexe be­
zeichnen I besitzt der amplexe Raum eine oder mehrere einseitige innere 

Grenzen, welche ) indem wir sie zugleich mit der anderseitigen äU$seren vir­

tuellen Grenze der Retraction unterwerfen. zunächst eine den oder die COIß­

plexe umscbliessende sphäroidische Flüche mit .p' -1 Scheidewänden und 

p' Raumcompartimenten erzeugt, deren jedes einen Complex oder einen Satz 

ineioandergekapselter Complexe enthält, oder aber (was topologisclt hiermit 

gleichbedeutend ist) p' sphäroidische Hüllen entstehen lässt, deren jede einen 

der p' seclusiven Complexe umschliesst und welche durch p' - 1 lineftre 

Verbindungen unter einander zusammenhängon. 

Die durcb Scheidewände aneinandergrenzenden Campari im ente oder die 

durch Linien unter einander verhundentm Hüllen aber werden je ntlcb dem 

cyklodischen Zustande der Gesammtgrenze jedes der p' Complexe mit Iiuearen 

Durchgängen versehen sein, welche in der Wand der einhullenden Fläche 

endigen, und Dur wo die Gesammtgrenze des eingehüllten Complexes acyklo­

disch ist, bietet der hier betrachtete vorläufige Zustand des enlstehenden Dia­

gramms solche Durchgänge uicht dar. Lassen wir nun in der (ilr die Falle 

des vorigen Art. erörlerlen Weise die Flächenlbeile des Diagramms in lineare 

übergehen und der weiteren Relraction unterworfen bleiben, so geht nunmehr 

aucb bier tlls Diagramm für den tlmplexen Raum im Allgemeinen eine l.inellr­

Complexion hervor. Ist p = I und der Totalinhl:llt des Complexes Itcyklodiscb, 

so ist das Diagramm ein Punkt, das Amplexum also ebenfalls ftcykJodiscb. 

Bietet der Complex Durchgänge dar, so bewahrt die Configuratioll des Dia­

gramms den c)'klomatischen Charakter des Amplexums. der ihm durch den 

c)'klomatischen Chartlkter des Complexes, gleichsam wie einer Matriz durch 

die Patriz, verliehen wird, in seinen unter eißlmder cykJodisch ZUsammen­

hängenden linearen Beslandtheilen. Im Falle 7,. B. eines körperlichen Rin­

ges, Fig. 19, oder eines ringähnlich gestalteten polyedrischen Körpers, Fig. 20, 

ist das Diagramm des amplexen Raumes eine einrache Ringlinie , welche" wie 

das Amplexum selbst, eine Dial1 se gestattet . nämlich durch den Schnitt mil­

telst eines die Ringöfl'nung schliessenden Diapbragmlls. 
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Wären die in heiden Figuren j 9 und 20 dargestellten Complexe zu­

gleich gegeben, wo also p = 2, so erbielte man für das Diagramm des am­

plex8n Raumes die aus beiden Cykeln und einer etwa zwischen den Punkten 

rund • gezogenen Verbindungslinie bestehende Linearcomplexion I und das 
Amplexum würde sicb als zweifach cyklodiscb darstellen. 

17. 

Bei der Darstellung der im Raume enthaltenen diagrnmmatiscben Linear­

complexionon auf einer Ebene, wie dies in den Figuren behufs Unterstützung 

der Haumvorslellungen erforderlich ist, werden wir die scheinbaren Durcb­

schnitlspunkle, wo nämlich im Diagramm selbst eine Linie im Raume die an­

dere ohne sie zu schneiden überkreuzt, als sogenannte UeberkreuungqJlmkte 

dadurch von den wirklichen Vereinigungs - oder Durchschnittspunkten unter­

scheiden I dass wir in der Figur den von dem Beschauer entfernteren der 
beiden in Frage kommenden Lineartheile als solchen on der Ueberkreuzuogs­

slelle durch eine kleine Unterbrechung kenntlich machen, während der näher 

Iiegrnde ununterbrochen durchgezogen wird, wie wir dies aucb bereits für 

analoge Fälle in den bisherigen Figuren gehnllen haben. Dies AlmeI scheint 

den Vorstellungen kaum in geringerem Grade zu Hülfe zu kommen, als die 

bei (zusammengesetzteren Figuren umständlichere) Methode doppelter eng neben 

einander verloufender Linien, zumal, wenn man die durchgezogene Linie in 

der Nähe der Ueberkreuzung etwas stärker zeichnet, als die unterbrochene 1). 
Die Figuren 21, 22 und 23 dienen zur Erlituterung des Gesagten. Die Fi­

guren 21 und 23 bieten eine Ueberkreuzung J die Fig. 22 eine Durchkreuzung 

oder einen Vereinigungspunkt von 4 Linearlheilen dar. 

18. 
VOD der ADllb .. e. 

Es scheint hier der passende Ort, bevor wir zu ferneren Discu8sionen 

J) Am vollkoIlIlßt:nslt:1l freilich wOrden für den frll~licben Zweck siereoskopiscbe 
Dnslt:llußKttli dil!ßl!n, durt:b welche den. binocularen Blick die Anordnung der 
Linien im R.ume ohne Intcrprt:tlliu per synesin klar wiirden. 

4 
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über das Diagramm und zu dessen Gebrauch bei ErmitteluDg des cyklomati­

sehen Ranges " übergehen, von der A,.othe.e zu reden, einem bei der topo­

logischen Analyse beburs des Cansus räumlicher Complexe nicbt unwesent­

lichen ErleichlerungsmiUel. Wir versieben darunLer gewisse Abänderungen, 

die sicb in der gegenseitigen Lage sowohl mehrerer Complexe als der Tbeile 
eines und desselben Complexes vernehmen lassen J ohne EinBus! auf die für 

den Census in Betracht kommenden numerischen Bestimmungsslücke. 

Legen wir der Betrachtung zur Erleichterung der Vorstellungen ein Bei­

spiel zum Grunde, und zwar den bereits in Figur 15 dHrgesteliten Complex 

einer allseitig geschlossenen askordischen Fläche Fig. 24 mit unter einander 

anaslomosirenden Ab7.weigungen in den Stellen a, b, c, d und einem frei en­

denden Zweige in e. 
Das Diagramm des eingeschlossenen Körpers, in welchem nach Art. 14 

der Zweig bei e verschwindet, würde sich nach dem Bisherigen in der Ge­

stnlt der Fig. 25 herausstellen. Dio Umschlingung des Armes oc durch den 

Arm ab, so wie die von oe durch hd aber - wiewohl in anderweitigen topo­

logischen Rücksichten von wesentlichem Belang, sind fUr die auf den Census 

beztiglichen Fragen ohne allen Belang und können durch eine einfachere Gestal­

tung ohne Verschlingung ersetzt werden. Durch Anathese des Körpers in 

Fig. 24 oder seines Diagramms: in Fig. 25 erhalten wir demgemäss Diagramm­

Gestalten wie in den Figg. 26,27, 28, woraus hervorgeht, dass die Linear­

theile des Diagramms im Wesentlichen dieselbe Anordnung und gegenseitige 

Verbindung darbieten, wie die sechs Kanten eines tetracdrischen Körpers. 

Die angeführten Gestaltungen sind für den Census äquivalent, insofern es 

nicht auf die Grössenverhältnisse der Bestnndtheile des Complexes, nicbt auf 

die Graduationen und Quanta ihrer Krümmung, nicbt auf ihre Stellung im 

Raume, sondern nur auf die Art ihrer Verbindung und ihres Zusammenhanges 

Ankommt. Die Anstbese erfordert also einerseits genaue Conservirung aller 

Conslituenten und Complexe und für jeden Constituenten strenge Beibehaltung 

seines cyklomatischen Charakters, gestattet aber andererseits jede zur Verein­

fachung in den Logenverhältnissen erforderlich scheinende Abänderung zwi­

schen den Complexen oder zwischen ihren Constituenlen. Die Verkettung 

zweier cykliscben Linien, so wesentlich sie in Art 8 für die auf die Dialyse 
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bezügliche Erörterung gewesen war, ist I falls die zwei Ringlinien als zwei 

dem Census zu unterwerfende Complexe gelten, unwesentlich und wir können 

durch Anathese die Verkettung aufheben und zwei gelrennte cyklische Linien 

.Is seclusive Complexe on ihre Stelle setzen, wodurch nicbt nur die ein rache 
Cyklose jeder der Ringlinien, sondern auch die zweifache Cyklose des Am­

plexums viel unmittelbarer als im Zustand der Verkettung erkennbar ist Zwei 

concenlriscbe Kugeln bilden zwei inclusive Complexe, wo der gesammte Raum 

in drei Theile zerfällt. Das Amplexum ist nach Art. 16 acyklodisch, ebenso 

die Kugelschale zwischen heiden sphärischen Flächen , so wie der von der 

inneren Kugel eingeschlossene Kern. Durch Anathese stellen wir die zwei 

kugelrörmigen Complexe in seclusiver Stellung ausser einander, und es blei­

ben nach wie vor alle drei Räume 8cyklodisch. Wäre ein körperlicher Ring 

von einer KugeJnäche ohne gegenseitige Berührung umscblosse n, so hälle man 

ebenfalls zwei Complexe und drei Räume, das Amplexum 8cyklodisch , der 

innerhalb der Kugel und 8usserhalb des Ringes befindliche Raum einfach cy­

klodisch, der innerhalb des Ringes enthaltene Raum gleichfalls einfach cyklo­

disch. Durch anathetische Trennung der beiden Complexe in seclusiver SteI­

lung wird der in der Kugel enthaltene Raum acyklodisch, dagegen das Am­

plexum wie der Innenraum des Ringes einfach cyklodiscb. Das Amplexum 

hat im aßl~thetischen Falle hinsichtlich der Cyklose die Rolle des im originären 

Falle ftusserhalb des Ringes und innerhalb der Kugel befindlicben Raumes 

übernommen, und im einen wie im andern Falle hat man einen acyklodischen 

und zwei einrach cyklodische Räume. Die heiden Flächen, d. h. sämmtliche 

Constituenten ausser der vierten Curie, haben ohnehin ihre cCllsuelien Eigen­

scbaOen vollkommen beibehalten. Dieses Beispiel zeigt deutlich, dass dem 

Amplexum als solchem im Census keine ausnahmsmässige Stellung unter den 

Constiluenten der vierten Curie zukommt, und man könnte an der Statthaftig­

keil der Anathese zweifeln, wenn mltn die Sache so ansähe , als ob durcb 

den mitte1st der Anathese bewirkten Uebergang vom ersten zum zweiten Falle 

das Amplexum um so viel bereichert worden würe. als einer der anderen 

Räume ärmer geworden, oder als oh 1 wiewohl sich. im EndresuHat Compen­

salion herausstellte, zwei Constituenten in censueU wesentlichen Requisiten 

wiiren einer Veränderung unterworfen worden. Das Sachverhällniss ist viel-
4" 
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mehr dies, dass Kugel und Ring den Gesammtl'8um in drei Theile zerlegen, 

einen 8c)'klodischen und zwei einrach cyklodische, von denen der erste im 

ersten Falle, einer der heiden letzteren im zweiten Falle Amplexum gewor­
den ist. Maß könnte die Kugel anathetisch in den Innenraum des Rings ver­

setzen. und es würde nun mehr auch bei inclusiver Disposition der heiden 

Complexe einer der beiden einfach cyklodischen Räume Amplexum werden 1). 
Die Beseitigung der Umschlingungeo, Verknotungen und Verkettungen 

an den Complexen oder ihren Consliluenlen tlUf dem Wege der Anathese er­
weist sich in complicirteren Fällen für die Bestimmung der Dialysen der solche 

Configurationen umgebenden Räume als besonders rörderlich. 

19. 
BUlimmUDS"lücke du Dilgramml und ihre V.ri,eioll. 

Die in der Linearcomplexion eines Diagramms vorkommenden Punkte 

sind in Beziebung auf die Zahl der Lineartbeile, die durcb sie an einander 

grenzen, ver~cbiedener Art. Die meisten Punkte - denn sie sind in dem 

Diagramm jedes cyklodiscben Constituenten in unendlicher Zabl vorhanden -
- -_ ... _._-

I) Bei den geomelrischen Untersuchungen an Flachen und Körpern, z. B. den 

Poly~dern, pnegt der amplexe Rllum mdslens ausser Acht zu bleiben. Im 

Euler'schen aur die gewöhnlichen Polyeder bezüglichen Salze ist nur von 
Ecken I Kanlen und F1acben die Rede, und die diakritische Constanle 2 ist 

nichts weiler als der in diesem besonderen FaUe stallfindende Wertb von d, 

nämlich die AnZahl der beil/en Räume J des im Polyeder eing~~schlosseßllß und 

des Amplexums. In Cauchy's Erweiterung des Satzes aur den Fall eines mit 

inneren Scheidewänden versehenen Poty~ders muss das unter den RAum en in 

der Cauchy'schen Zaht P nicht mitgezählte Amplexum durch die Zahl + 1 
besonders in Rechnung geIJracht werden. Wahrend in solchen mehr oder weni­

ger engen Provinzen des uns hier bescblfligenden allgemeinen Theorems das 
Amplexum gleichsam seiner Beilragspßichl enthoben und seine Rate DUC die eine 

oder andere Weise anderweitig gedeckt erscheint, muss es sicb in unserem 

Falle enlschieuen dieser Prilroga!ive begeben - oder man dürRe J bildlich zu 

reden, die Truhe, in welcher man eine Anzahl Kleinodien aufbewahrl J nicht 
mit unt er den Inventarienstücken aurzählcn. Selbst dlls Allrihul der Ausdehnung 

ins Unendliche kllmrnt dem Amplexum nur so lanl!e ausschliesslich zu, als wir 

nur begrenzte Complexe belrachlell. 
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sind der Art, dass zwei Lineartbeile an ihnen zusammensloss(>o, gleichviel ob 

der Winkel zwischen diesen Theilen, wie boi jedem ßinnenpunkt einer gera­

den oder stetig krummen Linie, 180 Grad betrage, oder nicht. Punkte von 

denen nur Eine Linie ausgebt, kommen, wie in Art. 14 erörtert worden J nur 

in den intermediären Stadien des der Durcbschneidung unterworfenen Dia­

gramms als rreie Enden appendicuJärer Tbeile vor, welche in Folge weiterer 
Retraction gleichsam resorbirt werden. Der Fall von Punkten ohne lineare 

Auswege, d. i. isolirter Punkte tritt lediglich bei dem Diagramm acyklodischer 

Constitueoten ein. Punkte uber mit mehr als zwei von ihnen ausgebenden 

tinien kommen im Dillgrnmm offenbar nur in endlicher, bestimmter Anzahl 

vor. Wir nennen sie A"'gatlge, drei-. vier- oder mehrzügig, je nach der 

Zahl der in ihnen concurrirenden Linearlheile, und einen Zug Dennen wir 

jedes Stück der Linearcomplexion, welches in Ausgängen endigt ohne einen 

Ausgang als Binnenpunkt zu enthalten. Bei der Darstellung des Diagramms 

in einer Zeichnung auf einer Ebene (oder unendlich grossen KugelOäche) kön­

nen nacb Art t 7 Ueberkreuzungen vorkommen, denen im Raum keine Aus­

gänge entsprechen. Wir werden sie von den Ausgängen durch di e Benen­

nung Traoer,en unterscheiden 1). Sie theilen in der Projection die Züge, au( 

denen sie vorkommen, in Slücke , je eins mehr, als der Zug Traversen ent­

bält, welche wir zur Unterscheidung von den Zügen Strecken nennen werden. 

Jeder Zug ohne Traversen ist zugleich eioe Strecke. Die Projeclionsßäche 

erscheint durch die Züge und Strecken in eine gewisse Anzahl von Stücken 

oder Parzellen zerlegt, welche _ den umgebenden oder amplexen Flächen­

raum mit einbegriffen - Felder heissen werden. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass es nicbt notbwendig .ist. die Be­

nennung "Ausgang" bloss auf drei- oder mehrzügige Punkte zu beschränken. 

Wir dürren isolirle Punkle als nullzügige Ausgange, das freie Ende eines Ap-

I ) Bei Inderweitigen Betrlchtungen üller Line.rcomplexionen mlg die Bezeichnung 
"KnotenpunktCl orier "NodalpunktCl vorgt!zogen werden, wie dies in den Vor­
ilUditln zu r Topologie S. ijliO g,!schehen ist. Durch An.these darr in den Ttl­
vt!rsen des Di.gr.mms der überllurende Zug mit dem unterl.urenden vert.uscbt 
werd~n, w •• in .nderen Vorkommnissen einen wtJStJntlichen Unterschied btJ­
dingen würde. 

.-
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pendikels als einen einzügigen und jeden Binnenpunkt als einen zweizügigen 

Ausgang betrachten. Der Sinn dieser Beschränkung ist lediglich der, dass 

bei Zählung der Ausgänge die zweizügigen weggelassen werden dürfen, in­
sofern es nur auf die Differenz zwischen der Zahl der Ausgänge und der 

Züge ankommen wird. und jeder als Ausgang zwischen zwei Zügen ange­

nommene Binnenpunkt offenbar die Zahl der Ausgänge und der Züge zugleich 

um t vermehrt. Hiernach ist klar, dass Dlaß bei einem einfach cyklischen 

Diagramm - alle Verschlingungen und Verknotungen durch Anathese als be­

seitigt vorausgesetzt - eine beliebige Zahl seiner Punkte als zweizügige Aus­
gänge betrachten kftnn, wo alsdann J wie in einem gewöhnlichen Polygon, die 

Zahl der Züge der der Ausgünge gleich ausfällt, und dass es mithin das Ein­

fachste ist, einen einzigen, übrigens beliebigen Punkt des Cyklus als Ausgang 

zu betrachten, in Folge dessen der Cyklus einen Ausgang und einen Zug besitzt. 

20. 

Die in Art. 18 besprochene Anathese musste in ihrer Anwendung auf 

das Diagramm die Zahl der Ausgänge und Züge unversehrt lassen und konnte 

nur Veränderungen in der Zahl der Traversen und Felder bewirken. Die 

jetzt zur Spruche kommende Variation greift in den Bestand an Ausgängen 

und Zügen abändernd ein. Sie filldet ihren Grund in der Allgemeinheit, die 

wir in Arl. 13 hinsicbtlich der beliebig ungleich schleunigen Retraclion der 

Grenzlheile eines Constiluelllen bei Erzeugung seines Diagramms statuirt hab6D. 

Das Diagramm Fig. t 8 der polycyklodischen Fläche Fig. 17 hätte slatt 

des vierzügigen Ausganges in E offenbar zwei dreizügige Ausgänge Fund G 
(Fig. 29) annehmen dürfen J wodurch die Dialyse der zugehörigen in Art 13 

besprochenen Fläche mitte1st Durchschneidung der Cykeln ;, I, m in Fig. t 7, 

d. b. mitte1st eines Schnittes zwischen den Grenzen der Oeft'nungen 2 und 4 

auf der Fläche zwischen 1 und 3 bindurchgebend • ihre Repräsentation in der 

Durchschneidung des Diagrammzuges FG filldet. Ebenso würde zur Darstel­

lung der :ßlöglichkeit eines Schnilles von der Oeft'nung 1 nach der OelTnung 

3 zwischen 2 und 4 auf der Fläche hindurcbgehend, dem Diagramm die Form 

Fig. 30 ertheill werden können I wo, wie vorher. der vierzügige Ausgang E 
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unter Einfügung eines neuen Zuges zwei dreizügige Ausgänge H, 1 gebildet 

worden wären. Man hätte das Diagramm Fig. 29 in Fig. 30 variiren könneD, 

wo die zwei dreizügigen, durch einen Zug verbundenen, Ausgänge F, G ge­

gen zwei aodere dreizügige H, J diagonal vertauscbt wären. Die Zabl der 

Züge und Ausgänge wäre hierbei dieselbe geblieben. Die Zulässigkeit einer 
Dialyse in der Fläche Fig. 17 mittelst eines Schnittes von t Dach 3 so, dass 
die OeD'nungon 2 und 4 auf einerlei Seite desselben liegen bleiben. würde 

durch die Gestalt Fig.31 dnrgelegt, ~o die zwei dreizügigen Ausgängo A, B 
gegen die zwei dreizügigen K, L diagonal verlauscbt erscheinen. 

Jeder mehr als 3zügige Ausgang kann offenbar in zwei Ausgänge mit 

eingeschaltetem Zuge verwandelt werden, wodurcb die Zabl der Züge und 

der Ausgänge zugleicb um 1 wächst. Der Ausgang N (Fig. 32) sei allge­

mein "zügig. Zerlegt man n in zwei (gaozzablige) Theile, jeder> 1,t und 

., wo also t + "=n, so kann Nunter Einfugung des Zuges TU in die zwei 

Ausgänge T und U verwandelt werden, von denen der eine t + I zügig, der 

andere" + t zugig ist. Die Anwendung dieser Operation auf einen dreizü­

gigen Ausgang J wo die heiden Tbeile der Zabl 3 nur 1 und '2 sein könnten1 

oder auf einen mebr als 3zügigen Ausgang in der Form , dass mDD eiDen 

der heiden Theile = I annähme, würde zwar einen Deuen Zug und einen 

Deuen Ausgang ergeben, beide aber dürften, weil letzterer nur '2zügig ge­

worden wäre, ungezählt bleiben, so dass diese Variation obne Eieet bliebe. 

Die Wiederholung des beschriehenen Verfahrens an allen mehr als 3zügigen 

Ausgängen würde das Diagramm dahin variiren J dass alle Ausgänge 3zügig 

wurden. - Umgekebrt können je zwei durch einen Zug mit einander ver­

bunderre Ausgänge P, er sei pzügig, und Q, er sei qzUgig, durch Vereini­

gung und uoter Wegfall des Zwischenzuges PQ in einen Ausgang R von 

p + q - '2 ZUgen verwandelt werden, und die Zahl der Züge wie der Aus­

gänge würde sich um 1 vermindert haben. Durc'h Wiederholung dieses Ver­

fahrens kann jedes Diagramm, da alle seine Ausgänge durch Züge unterein­

ander zusammenhängen, dahin variirt werden, dass es nur einen Ausgang 

besitzt, und alsdann muss jeder Zug rör sicb cyklisch geworden sein, d. h. 
in dem gemeinsamen einen Ausgang seine beiden Endpunkte finden. Das 

Diagramm Fig. J8 würde dann Gestulten wie Fig. 33 oder 34 annehmen. 
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Halte das vorgegebene Diagramm k Ausgänge und I Züge, so sind beide 

Zahlen jetzt um k-l vermindert und das Diagrümm hat in dieser m01locen­

trilchen Gestalt einen Ausgang und l-k+ 1 Züge. 

Diese Variationen , welche zurnsl bei verwickelten polycyklodischen Con­

stituenten zu einer grossen ~fannigraltigkeit der Diagramm - Gestalten führen, 

und deren weitere Verfolgung für unseren gegenwärtigen Zweck unnötbig 

ist, lassen jede sm Constituenten vorzunehmende Dialyse in dem l\-lodus aus­

führbar erscheinen J dass sm Diagramm, sei es in dieser oder jener seiner 
durch Variation ableitbaren, unter einander äquivalenten Gestalten, ein Zug 

durchschnitten wird, so dass jede Durchschneidung eines Zuges je einer Dia­
lyse entspricbL 

Die Äquivalenz der durch Variation aus einander abgeleiteten Diagramm­

gestalten überhebt UDS aber der Mühe , diese Ableitung selbst in jedem con­

creten Falle wirklich auszuführen I insofern die Regel zur Bestimmung des 
cyklomatischen Ranges 1l , zu deren Aufstellung jetzt die hinreichendon Vor­

bereitungen gemacht sind, für alle Gestalten des Diagramms eines gegebenen 

Constituenten dieselbe ist, uod mlln sie also nur auf irgend eine derselben 

aozuwenden nöthig hat. 

21. 

Zur Ermillelung der Ordnungszahl" eines gegebenen Constituenten, leite 
man aus ihm das Diagramm in irgend einer seiner Gestallen ab. Es sei die 

Zahl der Ausgänge = *, die Zahl der Züge = 1 J so ist nach dem vorigen 

Artikel klar, dass das Diagramm in seiner monocentriscben Gestalt aus l --*+ 1 
Zügen besteht, welche durch einen Punkt unter einander zusammenhängen, 

der seinerseits ein 2 (l-k+l ) - zügiger Ausgang ist. Für diese Gestalt ist 

sofort eVident, dass jeder Cyklus eine Dialyse gewährt I ia Folge der er sic" 

ZUDHCbsL in zwei Appendikel außöst. Nach I-k+ 1 Dialysen geht das Dia­

gramm in 2 (I -·-*+1) Appendikel über, welcbe alle mit einem Ende in 

dem anfänglichen Ausgang des monocentrischen Diagramms unter einander zu­

sammenhängen und mit dem andern frei endigen. AlLe Appendikel ziehen sich 
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bloss eio Punkt, und der den 1-'+. Dialysen unterworfene Constituent 

ist Icyklodiscb geworden. Es ist somit Jt .= 1-.4+ I. 
Aber aucb in der erslen Gestall mit • Auagängen uDd I Zügen reducirt 

eich das Diagramm nacb I-k+ 1 Dialysel auf einen Puukl. Die vorläu6g 

als isolirl zu denkenden Ausgänge verbinde man in Befolgung d.er Configura­

tion des Diagramms durch successive Züge unter eio,ader ia folgender Weise: 

einen ersten Ausgang mit einem zweiten durch einen ersten Zug, einen driUen 

Ausgang mit einem der bei den ersten durch einen zweiten Zug, einen vierten 

Ausgang mit einem der drei ersten durcb einen driUen Zug, einen fünften 

Ausgang mit einem der vier ersten durch einen vierten Zug u. s. w. bis der 

lelzte oder kte Ausgang mit einem der übrigen *-1 Ausgänge durch einen 

.-Hen Zug vereinigt ist. Dann stellen diese . - t Züge eiuen vollständi­

gen Zusammenhang unter allen • Ausgängen dar. Zugleich aber bilden sie 

ein partiales Diagramm, an welchem man sicb durcb Retraclion von den k- t 

Zügen zunächst deo letzten, dann den vorletzten u. s. f. in rückläufiger Ord­

nung alle Züge sich in einen Punkt zurückziebend denken kunn, woraus er­

bellt, dass dieses Partial-Diagramm von k- t Zügen einem acyklodiscbeo Con­

stituenlen entsprechen muss. Wollte man ausser deo i-1 Zügen noch einen 

oder mehrere hinzufügen, so würde man oß'enbar nacb bereits auf anderen 

Wegen untereinander zusammenhängenden Ausgängen DUC oeuen Wegen zu­

rückkehren und dlldurcb cykJische Zusammenhänge herstellen, welcbe eine 

Retraclion des Partial- Diagramms auf einen Punkt unmöglicb machen würden, 

Oer Ueberscbuss an Zugen im totalen Diagramm über die k-l Züge des 

partialen, d. b. die 1-*+ 1 Züge des ersteren, welcbe dem letzteren feblen, 

sind es somit I welche einzeln zu durcbschneiden sind. um das totale in das 

partiale zu verwandeln, woraU9 ersichtlich, dass der zugehörige Coostituent 

die Anzahl I - k+ 1 von Dialysen erfordert, um acyklodiscb zu werden. 

Diete Scblu!sfolge gilt für jede Inwendbare Ordnung in der Aufeinanderfolge 

der .... ccessiv IlDler einander verbundenen AUSginge und filt jede Wahl uoter 

den bei jedem SchriUe disponibelen Zügen des partiellen Diagramms. Man 

hat .150 bier, wie für das monocentrische Diagramm Je = 1-'+ 1. 

Für irgend eine aodere Gestalt, die dem tolalen Diagramm durcb Vari.-

5 
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lion erlheill werden kann (die mooocentriscbe nicht ausgeschlossen) sei die 

Zahl der Ausgänge = k', der Züge = r J so würde maD nach den eben 
i.emachlen Schlüssen die Ordnungs'ubl ;l = r -kr + t finden. Da aber 
8US den Erörterungen tlber die Variation der Ausgänge und Züge hinreichend 
hervorgegangen ist, dass die Unterschiede r -kr und 1-. gleich sind, BO 

folgt 11' = K. 

Es ist also allgemein 

(I) 

d. h. maD findet die cyklomaliscbe Ordnungszahl eines gegebenen Constituenten, 

wenn maß in seinem Diagramm (in irgend einer seiner Gestalten) die Zabl 

der Züge um die Zahl der Ausgänge vermindert und t hinzuzählt. 

Wir fügen Doch einige Beispiele bei. 

1. Das Diagramm eines acyklodiscben Consliluenlen ist ein Punkt, wo 

also k = 1, I = O. Folglich ist l' = O. 
2. Eine ringförmige Fläche, etwa zwischen zwei concentrischen Kreisen 

oder wie in Fig.4, hat als Diagramm einen einfachen C)'klus. Hier ist It = 1, 

I = I (Art. 19), also. = I. 
3. Die Fläche in Fig. 17 hat das Diagramm Fig. 18, wo It = 5, 1= 8, 

also )t = 4. Im Diagramm Fig. 29 oder Fig. 30 derselben Fläche ist h = 6, 
I = 9, also wie vorher 1C = 4. Im monocentrischen Diagramm Fig. 33 dersel­
ben Fläche ist k = 1, I = 4, a1so wiederum 1C = 4. 

Der in Fig. 15 dargestellte Körper bat das Diagramm Fig. 25 oder 
Figg. 26, 27, 28. In allen diesen Gestalten ist" = 4, 1= 6, also" = 3, 
bereits vorläufig in Art. 12 erkannt worden ist. 

Bei den Betrachtungen des vor. Art ist das Diagramm in seiner räum­
lich~n Configuration zum Gegenstande gemacht worden und die zur Bestim­
mung von 1C in Betracht kommenden Bestendtheile waren lediglich die Aus­

gänge und Züge, so dass die bei seiner projectiven Darstellung auftretenden 
Traversen) Strecken und Felder unbeachtet blieben. Es ist indes! nicbt ohoe 
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Interesse, auch die Abhängigkeit der Zahl" von den Jelzl.geOaDnt8n Elementen 

des Diagramms keonen zu lernen. 

Nehmen wir 8ß, es sei ein Diagramm in seiDer projectiven Darstellung 

ohne Traversen gegeben, so ist klar, dass wenn :die musivisch in der Pro­
jectionsebene oder auf der Projectionskugel neben einander liegenden Felder 
durch sllccessive Schnitte seiner Züge unter eioander vereinigen, ihre Zahl 

dadurch bis zu 1 vermindern kann. Maß vereinige mitte1st eines Schnittes 

durch einen Zug irgend 2 seiner m Felder, gleichsam wie durch eine geöffnete 

Tbüf, zu einem Felde, in Folge dessen nur noch m-l Felder eXistiren, dann 

durch einen zweiten Schnitt wieder zwei der m-l Felder zu einem Felde u. 

s. r. bis nach m- t Schnitten nur Doch ein Feld, nämlich das amplexe, existirL 

Das Diagramm ist alsdann acyklodisch und ein neuer Schnitt würde unfehlbar 

eine Sonderung in getrennte Stücke zur Folge haben. Den rn-i Schnitten 

entsprechen eben 50 viel Dialysen an dem zugehörigen Constitnenten, und es 

ist also in jedem Diagramm obne Traversen ;e = rn-i. Auch hier ist % von 

der Wahl und Ordnung der successiven Schnitte unabhängig. 

In einem beliebigen mit Traversen versehenen Diagramm D sei die 

Zahl der Ausgänge = /t, der Züge = I, der Strecken = l', der Traversen 

= q, der Felder = m. Alan denke sich ein anderes (nicbt äquinlentes) Dia­

gramm D' aus dem angegebenen D dadurch abgeleitet, dass man die Tra­

versen in vierzügige Ausgänge verwandelt. Man setze die Zahl der k+q 
Ausgänge in D' = /t', die Zahl der Züge in D' wird gleich der Zahl der 

Strecken in D, d. b. = r; die Zabl der Felder ist in beiden= m. Die Zahl 

der Cyklosen rür D sui = ;e, rür D' = ",', Da Dun D' oboe Traversen iSf, 

'so bat maß, wiu so eben bewiesen. %' = m-1. Da aber auch nach dem 

Satze des vor. Art. ;e' = ,.-/t' +1, so hat man m- t = l'-h' + t oder 

(2) 

Dieser SalZ, den wir später Doch zu 8.Dderen Zwecken benutzen werden, 

b ... gI: 

in einer Linearcomplexion in der Ebene oder aur der Kugelßäche ist 

die Zahl der Verbindungspunkte und der Fläcbenstücke um 2 grösser 

als die Zahl der Verbindungslinien. 
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Er 8atbllt, Debenbei bemerkl, implicite den Euler'scben Salz von den 

PolyMern. ist aber in mehrfacher Hinsicht aUgemeiner, sowohl durch die Zu­

lässigkeit beliebig krummer - wenn Dur Ic)'klodischer - Linien und Flächen, 
als durch seine Gültigkeit für zwei- und ein eckige Flächen und rur frei eD­

dende Linien, wie sie bei dem Diagramm öner unter der Benennung "Appen­
dikel" hesprocheo worden sind. 

Es lässt sich Dun darthuD, dass l' -I = 2q ist. Man nehme 8US D die 

einzelnen Züge heraus und rüge sie alle in beliebiger Ordnung in einen Cy­
klus zusammen. Die Verbindungspunkte im Cyklus seien durch A bezeichnet 

und die Binoenpunkte eur den Stücken AA., welche in D den Traversen 80-

g~hörten, durch B. Daon ist offenbar die Zahl der Puokte A = I, die der 

Punkte B aber (da jede Traverse in D auf zwei Zügen zugleicb lag) = 2q, 
die Zahl aller Stücke aber zwischen benachbarten Punkten A oder Bist 
gleich der Zahl der Strecken in D, d. h. = f. Da nuo die Zahl aller Stücke 

des Cyklus gleich der Zahl aller Punkte .A. und B sein muss, so hal maß 

!"=1+2q oder, was bewiesen werden sollte, r-I = 2q. 
Man hltt also in der vorhin gefundenen Relation k"·-f +m-2 = 0 die 

Werthe /t' = k+q, l' = '+21/, durch deren Substitution wir erhalten k-I-q 
+m-2 = 0 oder m - q-1 = I- k+ I. Da aber nacb dem Satze des ArL 22 

l - k+ t = ~t so hat nunmehr 
11 = m-q-1 (3) 

d. h. mon findet die cyklomatische Ordnungszahl 1t eines bAliehigen Consti­

lueDten, wenn man in dessen Diagramm den Ueberschuss der Zahl der Felder 

über die Zabl der Traversen um I vermindert, oder wenn man von der Zahl 

der Binnenfelder (das amplexe Feld weglassend) die Zahl der Traversen abzieht 
Einige Beispiele mögen die Anwendung auch der in diesem Artikel ge­

fundenen Vorschrift (3l zur Bestimmung von ~ erläutern, 
I. In einem einfach cyklischen Diagramm ohne Traversen ist m- I = I, 

q = 0, also, wie ohnehin bekannt, 11 = 1. Erschiene das Diagramm in Form 

der Zilfer 8, wie Fig,21, so hätte man m-t = 2, q = 1, also ebenfalls . ~ = 1-

81('\lIe sich dl:ls Diagramm in einer der Gestalten der Fig. 6 dar, so wäre 

rn-I = 4, q =3, also wiederum 11 = 1, 
2. In jeder der Dil:lgramm - Gestalten Fig, 18, 29, 30, 31, 33 J 34 der 
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Fllche in Fig. i 7 I für welche wir bereits im dritltm Beispiel des vor. Art. 

die Cyklose vierfacb befunden haben, ist m-t = 4, q = 0, also wiederum ~ = 4. 

3. Oie äquivalenten Diagr8mm~ Fig. 25, 26, 27, 28 eines Körpers von 
der Form Fig. 1'; oder 24 baben im vierten Beispiel des vorigen Art eine 

dreifache Cyklose ergeben. Wir erhalten jetzt für das Diagramm Fig. 28: 

f1I-t = 3, q = 0, x = 3, für Fig. 26 odf'r 27: m-l = 4, q = 1, 1t = 3, 
für Fig.25, m-l = tO, 9 = 7, x=3. 

4. Das Diagramm Fig.35 von der Con6guratioll der Kanlen eines Wür­

reis gibt nach ( I) 1 = 12, k = 8, I-k+ 1 = • = 5. nach (3) rn-I = 7, q = 2, 
% = 5. l)a9 äquivalente traverslose Diagramm Fig. 36 gibt m- t = 11 = 5. 

5. Ein Diagramm von der Configuration der Kanten irgend eines ge­

wöhnlichen h seiligen Polyeders lässt sich durch Projeclion aur die Ebene einer 

der Polyeder - SeiLenßäcben in traversloser Gestalt darstellen, so dass m = /, 

und q = 0 ist. Folglich ist in diesem eine Gruppe von unendlicb vielen ver­

schiedenen Diagrammen umfassenden Falle jederzeit" = /'-1. Für den Würfel 
war nach dem vorigen Beispiel 1(. = 5, für das Oktaeder wird dieser Werth 

7, für ein Dodekaeder t t, gleicbviel ob es den Typus des Grauat-Dodekae­

ders, wo ' = 24, k = 14 und l-k+ 1 = 11, oder den Typus des regulären oder 

des PyriLoeder-Körpers babe, wo I = 30, k = 20 uud l - k+ 1 = 11, oder den 

Typus der Fig. 37, wo 1 = 20. k = 10 und I-k+ I = I1 u. s. r. Die Vor­

schrift (3) gibt rür Fig. 37 m-l = 23, q = 12, also wiederum It = 11. 
6. Ein Diagromm Fig. 38 von dcr Configuralioß der Kanten eines Wür­

fels !lammt vier einander nicht begegnenden b~liebig krummlinigen Verbin­

dungen je zweier einander diagonal gegenüberliegender Würfelecken el·gibt 

Dach (I) k=16. 1 = 8, l-k+I=.=9 , Dach (3) "'-1 =23, 
q = t 4. also ebenfalls x = 9. 

7. Wenn sich im Falle des vorigen Beispiels die 4 diagonalen Verbindun­

gen in einem Punkte kreuzen, Fig. 39, so ist k = 9, 1= 20, t-k+ 1 =)l = t 2, 

und m-l = 20, q = EI, also wiederum x = 12. • 

8. Das Diagramm habe die Configuration der KanLen eines aus zwei un­

gleich grossen in entgegengesetzter Stellung combinirten Tetraedern entste­

benden Oktaeders sammt den drei in der MiUe sich kreuzenden Oklaöderaxen, 
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Fig. 40. Hier ist Dach (1) Ir = t3, 1= 24, 1t = 12 und nach (3) ".-1 = 21, 

q = 9, 1t = 12. 
9. Von einem 14ft.ehigen 12eckigon Polyeder, welches BUS der Combi­

nation eines Oktaeders mit einem Würfel in der Art erwächst, dass ausser 
den 24 Combinationsk8oten weder WürCel- noch Oktaöderkantoo hervorgehen, 

80llen sowohl die Kanten als die 6 in der Mitte sicb kreuzenden DiagoDalen 

ein Diagramm Fig. 41 darstellen J so ergibt sich nacb (1) h = 13, 1=36, 
x = 24, nacb (3) m- I = 52, q = 28, x = 24. 

Die letzten Beispiele dienen zugleich , Fälle vor Augen zu legen, wo 

diS Diagramm eine traverslose Darstellung nicht gesloltel. 
Wollte man in dem zuletzt angeführten Beispie l den TheiJ des Diagramms, 

wp.lcher den 24 Kanten des erwähnten Körpers entsprichl, D8Ch der unter 

dem 5. Beispiel besprochenen und bei Fig. 36 berolgten Art traverslos dar­

stellen, so würde dies doch für den übrigen Theil nicbt angeben, wie aus 

Fig. 42 ersichtlich is~ wo die in Fig. 41 geradlinig geslulleten Diagonalen zu 

grösserer Deutlichkeit krumm gestaltet worden. In Fig. 42 erscheinen 36 

Binnenrelder und 12 Traversen, also ist, wie vorber, das Diagramm 24 rach 

c)klodisch. 
Diese Beispiele, deren Zahl und Complication sicb leicht sehr ver~,'ö-

8sern Hesse, mögen für den gegenwärtigen Zweck genügen. 
Es verdient lIoch erwähnt zu werden, dass die Verbindung der heiden 

Vorschriften (1) und (2) zur Bestimmung von ~ noch eine dritte lierert 

l-k+ •• - q 
Je = 2 

welche zeigt, dass in jeder Linear,- Complcxion gewisse Summen und Diffe­

renzen je zweier der vier Elemente k, I, m, q zugleich entweder gerade oder 

ungerade Zahlen sind. 

23. 

VOR der C,klo •• in du lI iDle lDta Curiea. 

Nach den bisherigen Unlersuehungen über die aus dem Diagramm zu 

ermittelnde Ordnungszahl der C)'klose irgend welcher Constituenten haben 

.-



39 

wir nur Doch Einiges über die Cyklose innerhalb der eiDleinen eurien zu 
bemerken, UDd erwähnen im Voraus, dass wir da, allgemeine Zeichen % für 
die Curien der Reibe nacb durch ,,0 , x ', x", x .. , ersetzen werden. 

Er.te CIIrie. Das Diagramm jedes Punktes ist ein Punkl Alle Punkte 
lind acyklodiscb. Es ist also stets ,,0 = O. 

Ztceile Cwrie. EiDe Linie bat entweder die Begrenzung [21] oder [20] 
Im ersten Fall ist die Linie entweder durch zwei Punkte begrenzt, wie die 
Kanten eines Polyeders, und ist oH'enbar llcyklodisch, oder ihre E'Idponkte 

vereinigen sicb in Einem (efl'ecliven) Punkte, wie in Fig. 43, 44 oder 45. Ibr 
Diagramm ist auch dann noch, wie vorber, ein Punkt und sie selbst acyklo­

discb, so dass olso rür den Fall [21] stets ,,'= 0 ist Im zweiten Fall ist 

sie unbegrenzt uod kaoo nur, da unendliche Ausdehnung ausgeschlossen iSt, 

in sich selbst zurücklaufen, d. h. eine cyklische Linie sein. Das Diagramm 

bat alsdann mit ihr gleiche Gestalt, und sie ist also einraeh cyklodisch. Ver­

schlingungen und Verknolungen, welche durch Anathese beseitigt oder aher 
im ungeänderten Zuslande, wie im Beispiele 2. des vor. Art. bei ErmiUelung 

von" berücksichtigt werden mögen, machen hierin keinen Unterschied. Für 
den FaU [20] ist also stets %. = 1. Es kann somit in der zweiten Curie ,,~ 

Dur die heiden Werthe 0 oder t annehmen. 

24. 

Dritte Curie. Die modale Verschiedenheit der Flächen rücksichtlich ihrer 

Begrenzung in den räumlichen Complexen ist aus den in Arl 6 angeführten 

Symbole. [300], [301], [320], [321] erke.nbar. Für die drei let,te. Fälle, 
wo eine Fläche durch Punkte oder durch Linien oder durch Punkte und Linien 

begrenzt ist, sind im Bisherigen die Vorschriften :lur Bestimmung des cykJo­

rnatischen Ranges ,," voUständig enthalten. Nur der erste, dem Symbol [300] 

entsprechende Fall, auf welchen als einen SingulAren hereiLs in Art. 9 binge­

wiesen worden ist, macht Doch eine besondere Erörterung erforderlich, für 
welche iodess schon gelegentlich in Art 15 das Wesentlichste 8nticipirt 
werden musste. 

. Um an einer periplaraltÜlcM:tt, d. i. allseitig geschlossenen, aller Begren-



40 

zung durch Linien und Punkte ermllngelnden Fläche des Diagramms abzuleiten, 

muss derselben, wie in Art. 15 auseinander gesetzt worden, eine virtuelle 
Grenze ertheilt werden, wozu wir am einfachsten eiDen beliebigen Punkt der­
selben wählen. Dieser Aufhebung der Periphraxis geben wir die Benennung 
DiaJru6 oder Trema. Erst durch sie wird eine Relraction der Grenze mög­
lieb, deren Resultat entweder, wie bei einer sphärOidischen Fläche, ein Punkt, 
oder , wie bei einer in Fig. 1 Q dargestellten Ringoherßäche. eiD Cyklus oder 
überhaupt ein Diagramm sein wird, welches, wie bei der Fläche in Fig. 24 

aus einer LinearcomplexioD bestehl. 

ist der Fall [400] offenbar auf den 
Nach erfolgter Zuerkennung des Tremas 

[301] zurückgeführL Das Trema selbst 

aber 1 als virtuelle und der gegebenen Fläcbe nicbt effecLiv zukommellde 

Grenze, erheischt, wie weiterhin zur Sprache zu bringen ist, im Census die 

gebührende Berücksichligung 1 wo es darauf ankommen wird. sämruLliche cy­

k!odische Conslituenten miL virtuellen Grenzen in der Weise auszurüsten, dass 

diese Grenzen die für den acyklodischen Zos&and nothwendigen Dialysen 

bewirken. 

Analog der auf die Cyklose bezüglichen Zahl x können wir durch 1r' 

den periphrakLischen Rang einer Fläche bezeichnen, der offenbar - wie x' 

in der zweiten Curie - nur die Wertbe t oder 0 annehmen kann, jenachdem 

die Fläche periphraktiscb oder aperiphraktisch ist 

Abgesehen also von diesem singulären Falle der Periphraxis kann in 

der driUen Curie )1. " ausser 0 jeden posiliven ganzzahligen Werth annehmen. 

~5. 

Vierte Curie. Für die körperlicben Räume, welche durch die Complexe 

oder die ConstituenLen der drei vorhergehenden Curien nach den verschiedenen 

in Art 6 ftu(gezäblLen Typen von einander abgegrenzt werden, ist das für 

die ErmiUelung der Cyklose Krforderlicbe in dem Bisherigen vollständig eßt­

haUea und die Allgemeinheit der rür die Ableitung und die Anwendung des 

Diagramms gegebenen topologischen Analyse überhebt uns der Betrachtung 

all er einzelnen in jenen Begrenzungs-Symbolen dargestellten Fälle. 

Das Amplexum, als der stets vorhandene oder eJfective CoDst.ituent di eser 
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Curie, unter allen der einzige J welchem eine Ausdehnung ins Unendliche zu­
kommt, haI in Art. 16 hinsichllieb des Diagramms eine besondere Besprechung 
gefunden. In Ansebung der Herleitung der cyklomalischen ZA~1 x ," aus dem 
Diagramm folgt der amplexe Raum mit allen übrigen Constiluenleß den glei­
chen in Art 21 und 22 entwickelten Vorschriften. 

Für den Fall endlich des Begrenzungs-Typus [4000] ist bereits in Art 9 
erwähnt, dass bei dem complexleeren Raum VOll Cyklose überall nichl die 
Rede sein kann. Das Diagramm des ganzen unbegrenzten Raumes ist nach 
Art. 16 ein Punl,1 und er selbst acyklodiscb. 

Auch hier kann, wie in der vorigen Curie, x'" ausser 0 jeden positiven . 

gaßzznbligen Werlh annehmen. 

26. 

Der ParLi.l_ Ceulus für 'Clklodilche COlUlituelltell. 

Der Census beslehl in der Relation, durch welche bei räumlichen Com­
plexen die Zahlen unter einander zusammenhängen, welche aur bestimmte 
Weise von der Anzahl der Constiluenten jeder Curie und von ihrer topolo­
gischen Beschaffenhflil abhängen. Zur Ermillelung dieser allgemeinen Relation 
ist es errorderlich, erst von gewissen speciellen Voraussetzungen auszugehen 
von denen aus wir schrill weise durch al1mälige Verallgemeinerungen zu dem 
generellen Falle d~s Census gelAngen werden. 

Vorerst werden wir uns nur mit solchen Complexen beschänigen, deren 
Constituenlen acyklodisch sind, und zunächst nur Einen Complex der Untersu­
chung unterwerfen. Ferner betrachten wir anfänglich nur gewisse Parlial­
Complexe, d. h. solche I in denen wir blass die Conslituenten niederer Curien 
Zählen, also z. B. blos8 Punkte und Linien (Lineareomplexe im Raum), oder 
bloss Punkte, ·Linien und Flüchen (Flächencomplexe im Raum) . während die 
nicht e[ectiven Constituentcn der höberen Curien gewissen speciellen Bedin­
gungen unterliegen. 

Bei allen Complexen, den partialen wie den IOh,len, werden wir Aggre­
gaten begegnen, in welchen die Constituenten - Zahl der ersten Curie positiv, 
der zweiten negativ, der drillen positiv, der vierteo negativ erscheint Den 

fj 
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Werlh solcher Aggregate rür partiale Complexe werden wir DiaJtrile nennen. 

Er ist eine für jede Parlicularitilt eonstante Zahl und kann als Chflrakteristik 

derselben angesehen werden. So ist z. B. im Euler'schen Satze die DiA­

krise = 2 und sie charnkterisirt den Fall, wo bei 8cyklodiBcben Constituenten 

eines Complt'xes I der einen RRum ringsum vollständig gegen den übrigen 

äussern oder amplexen Raum abgrenzt , nur die drei ersten Curien zur Zäh­

lung herangezogen werden. 

Lehrsalz, In einem Linear - Complex ohne Flächen, in welchem bloss 

Punkte und (acyklodische) Linien gezählt werden, und welcher von einem 

llcyklodischen amplexen Uaum umgeben ist, hat die Diakrise den Werlb 1. 

HelDei8. Die Zahl der Punkte sei = k, der Linien = I, dio Diakrise 

= (). so ist zu beweisen, dass 9 = k-I = 1. 

Da wir bloss Punkle und Linien zu zählen haben, so kann der Complex 

als ein Diagramm (mit beliebig vielen linearen Appendikelo) betrachtet wer­

den. und da das Amplexum acyklodisch sein soll, so darf das Diagramm selbst 

nicht c)'klodisch sein. Denn jeder Cyklose des Diagramms würde offenbar 

eine Cyklose des Amplexums entsprechen, vgl. Ar!. 16. Da nun in jedem 

Diagramm von k Ausgällgen und I Zügen nacb (I) Arl. 21 die Zahl1C = I-It + 1 
isl und rür den vorliegenden Fall x = 0 sein muss, so bai maß 0 = I-k + 1 
oder, was zu beweisen war: 

0= k-I = 1. 

Bei8piele. Der Linear-Complex in Fig. 45 von der verlangten Beschaf­

fenheit hat 14 Punkte und 13 Linien , also 9 = I. - Einen anderen Com­
plex gleicher Art slellt Fig. 46 dar. 10 ibm ist h = 16, 1= 15, also wie­

derum 0 = k-I = 1. 

28. 

Le/w,tJll. In einem Linear- Complex von acyklodiscben Conslituenten, 

in welcbem ausser deo beliebig vielen Punkten und Linien nur eine Flücbe 
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und ein körperlicher Raum, nämlich du (acyklodische) Amplexum vorbanden 
istJ hat> die Diakrise den Werth O. 

BerDe;,. Die Zahl der Punkte sei = ", der Linien = I, die Diakrise 
= 0', so ist zu beweisen, dass 6' = It-I = 0, oder dass die Zahl der Linien 
gleich ist der Zahl der Punkle. 

Der Beweis kann ganz dem des vorigen Salzes 80alog gefuhrt werden. 
Man darf nämlirh den Complex onter Vernachlässigung der VOll einigen oder 

allen Linien begrenzlen Fläche als ein Diagramm von kAusgängen uod I Zügen 

betrachten, in welchem die Zuge den vollständigen Umfaog einer ftcykJodischen 
Fläche polygonähnlich darstellen, und in welchem, falls hierzu nicht alle Züge 
concurriren, einige derselben appendiculare Linearlbeile bilden. Das Diagramm 
würde durch die Dialyso ao einem der in der Flächengrenze enthaltenen Züge 

acyklodisch werden, es ist also selbst eiofach cyklodiscb, und somit ist nach 

(1) Art.21 II = I-k+ I, wortlus folgt, was zu beweisen war : 

O'= k - I=O. 

Beilpiele. Die Fläche des Complexes sei ein beliebiges Polygon mit 

geraden oder krummen Seitenlinien, die Linien des Complexes seien die Sei­

ten des Polygons. Daon ist offenbar die Zahl der Linien gleich der Zahl der 
die Ecken den Polygons bildenden Punkte, mitbin-S' = k-I = O. 

In dem Lioear-Complex Fig. 47 sind es 6 Linien, welche die Flücbe 

des Complexes begrenzen , die iJbrigen 8 Linien bilden appendiculare Tbeile 

des Complexes. Derselbe bat 14. Punkle, eben so viel als Linien; also ist 

wiederum S' = k-I = O. 
Die Fläche des Complexes Fig. 48 ist von einer Linie begrenzt. Er 

besitzt 3 Punkle und eben so viel Linien. 

29. 

Leltr.ata. In einem Flächen-Complex acyklodiscber Coostiluenlen, von 

beliebig vielen Punkten, Linien und Flächen, aber Dur einem Körperraum, 

nämlich dem acyklodiscben Amplexum ist, die Diakrise = l. 

Beweu. Die Zahl der Punkte sei = k, der Linien = I, der Flächen = m, 
die Diakrise = S", so ist zu beweisen, dass SN=k_I+". = 1. 

S· 
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Man zerlege den Complex in m Theile, 80 dass jeder Thoil eine der 

m Flächen nebst etwa vorhandenen Appendikeln enlhäl~ in be1iebiger Ordnung 
jedoch so, dass Dach Ablösung jeden Tbeils alle übrigen das Amplexum slets 

in seinem acyklodiscben Zustand erhalten. Dann hat jeder Thei! vor seiner 

Trennung von den übrigen einen linearen Complex von der Beschaffenheit 

der im Salze Art 27 besprocbenen Complexe gemein, dessen . Diakrise S = 1 
ist. Jeder Thei! aher ist ein Complex von der Art des in Art 28 enthaltenen 

Satzes, dt"ssen Diakrise 0' = O. Setzen wir also die Zahl der Punkte und 

Linien im ersten Thail k1 , l), im zweiten Itz, ~, u. s. f., desgleichen die 

Punkte und Linien in deo gemeioscbaOlicheo Linear-Complexeo (k)l' (/)t, 
(k)z, (~2 u. S. w., so haben wir nach dem Salze Art. 28: 

im 1. Theil . . . .. k1-lt = 0' 
2 .. ........ k.-Iz= 9· 
3 . .........• ,-1, = 9· 

elc. 
m. Theil k -- 1 = 9· • • 

und Ik.-II. = m9· (4) 
wo dfts Summationszeichen sich aur die Suffixa von t bis m beziebt. 

In dem gemeinschaftlichen Linearcomplex (Satz des Art. 27) zwischen 

dem l. Theil und den übrigen ist (k), - (I), = 9 
2. ........... . . . . . . • . . (k). - (I). = 9 
3. . . . . . • ... . . . . . . . . . . . . (kh - (1), = 9 

alc. 

rn-i. und dem mten Thei! (k) -(I) = 9 
_1 111-1 

und I (k)._,- I(l)m_,=(m-I)9 (5) 

Wir erhalten aber die Zabl der Constituenlen des gegebenen Complexes, 

wenn wir die gleichartigen CODstituenten aller Theile addiren und davon die 
Summe der gleichartigen gemeinschaftlichen Constituenten abziehen. Hier­
nach ist 

k = Ik. -I(k)._, 

1 = II.-I(I)._, 

Also k-I = :Ek.-II.-(X(k) • . _,-I(I). _,) 
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oder aus (4) und (ö) k-I = mS'-(m- I )S 
Da aber Dlcb deo Sälzen der heiden vorigen Arlt. 0' = 0, 9 = t, so 

ist k-I = - (m- I) 
oder I was zu beweisen war : 

S" = k-I+m = I. 

Dieser Satz enthält als Corollarium den VOD Cauch y in der oben an­

geführten Abhandlung (p. 78) bewiesenen Satz: "in jedem durch innere Punkte 

und Linien in eiDe beliage Zahl VOD Polygonen zerlegten Polygon ist die 

Zahl der Parlial- Polygone und der Winkelpunkle um 1 grösser als die Zabl 

der linien, welche die Seilen der Polygone bilden". 
Beispiele. 1. In dem Fläcbencomplex Fig. 50, wo It = 8, I = J I, 

m=4, ist 6"= k-l+m= 1. 
2. In Fig. 50 i,t k = 21, 1=28, m = 8, al,o k-I+," = I. 
3. In Fig. 51 ist k = 9, 1= 14, IR = ~, und 9-14+6 = t. 
4. In Fig. 52 i,l k = 11, 1= 18 , m = 8 und 11-18+8 = t. 
5. Jedes gewöhnliche Polyeder, In welchem man eine oder mehrere 

untereinander benachbarte Flächen herausnimmt, bietet ein hierher gehöriges 
Beispiel. MdO wird ohoe Figur leicht nachzählen, dass z. B. am regulären 
Ikosaeder nach Wegnahme von fünf um einen Eckpunkt gelegenen Dreiecks­
Dächen, Doch 1 t Ecken , 25 Kantenlinien und 15 SeitenHlcben übrig bleiben, 
wo wiederum 1 t -25 + 15 = 1. BäUe man zwei an einander liegende 
Dreiecke herausgenommen, so würde man t 2 Eckpunkte , 29 Kanlenlinien 
und 18 Flachen erhalten baben, welche wiederum S" = t ergeben. 

30. 

Leltr.al~. In einem Fläcben- Complex acyklodischer Constituenlen von 
beliebig vielen Punkten, Linien und Fläcben und zwei Körperriumen, nämlich 
einem acyklodischen von den Constiluenlen der niederen Curien eingeschlos­
senen und einem 8cyklodischen ausgeschlossenen Amplexum. ist die Diakrise = 2. 

BetDeU. Aus dem gegehenen Complex löse man eine derjenigen Flac.hen, 
welche den eingeschlossenen Raum begrenzen, aus, nebst ihren linearen Grenzen 
und etwa vorhandenen linearen Appendikeln, aher so, dass die an ihrer Grenze 
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etwa inserirten appendiculareo Flächen mit dem übrigen Theil des Complexes in 

Connex bleiben. Dadurch zerfällt der ganze Complcx in zwei Flächen-Complexe, 

einen mehrDächigen und einen einDächigen, welchen beiden ein Lin6ar-Complex 
gemeinschaftlich ist, in welchem die Grenzen des einOächigen Theils den Umfang 

einer Fläche darstellen. Der letzte fällt in die Kategorie des Satzes Arl. 28, die 
heiden Complex-Theile unter die des im vor. Ar!. enthaltenen Satzes. 

Es Bei nuo die Zahl der Punkte des gegebenen Complexes = k, der 

Linien = I, der Flächen = m, die Diakrise = rj"'. die entsprechenden Zah­
len rür den mehrfläcbigen Theil seien hh 11 , mh 0" und für den eioOächigen 

k', f, t, 0", Im gemeinschafilichen Linear - Complex seien (k) Punkte, (I) 
Linien und seine Diakrise = 0". 

Man erhält nun die Constituenten des gegebenen Complexes, weDn man 

VOD der ~umme der gleicbartigen Constituenlen der heiden Tbeile die, in 

dieser Summe doppen gezählten, gleic~artigen Conslituenten des gemeinsamen 

Complexes abzieht, d. b. 

k =", +k' -·-(k) 
1= It + 1'-(1) 
m= ml+l 

Nun ist nacb den Sätzen in .o\rt. 29 und 28: 

k, -It +m, = 9" 
k'-/' +1 = 9" 

(k)-(I ) = 9' 
folglich aus (6): 

k-I+m = k,-I,+m,+k'-I'+~-(k) + (~ = 2&"-9' 

(6) 

und da nach den Sätzen Art. 28 und 29 S" = 0, 6" = 1, so rolgt, was 

zu beweisen war: 

8'" = k-I+m = 2, 

31. 

Vor der Aufführung von Belegen durch Beispiele auch rür deo 80 eben 

erwiesenen Satz, scheint eine Bemerkung über die Bedeutung partialer Com­

plexe, mit denen wir bier noch beschäftigt sind, nicht am unrechten Ort. 



47 

Art. 26 ist bemerkt worden, dass die in partilden Complexen nicht zur 

Zählung kommenden Conslilueoteo höherer Curien als nicht efl'ecliv gelten. 

In diesem Sinne ist 11lso namentlich die in den Linear-Complex8n des Art. 28 
angenommene Fläche zu verstehen, deren Voraussetzung nur als das ftlittel 

zur einrachsten Definition der topologiscben ßeschalf'enbeit des Complexes an­

zusehen ist. Es ist also verstaUet, in dem Beweis des letzten Lehrsatzes, 
den Linearcomplex, welcher heiden Flächencomplexen vor der Zerlegung ge­

meinschanlich ist, der Kategorie des Satzes Art. 28 zu subsumiren, da bei 

der Bildung des Census aus den drei Conslitu"ent- Zahlen (6) eine gemein­

schaftliche Fläche in der ThaI nicbt mitgezählt worden isL 

Beispiele zum vorigen Salze. 1. [n jedem gewöhnlicben Polyeder, dessen 

Eckenzahl = Ir, Kantenzahl = I, Flächenzahl = m, ist 9"' = Ir -l+m = 2. 
Dies ist der Eu I e r'sche Satz. 

2. An jeder Ecke eines Würfels seien büscheJartig beliebig viele frei 

endende oder flppendiculare Linien , die sich nach Belieben in den inneren 

WUrfelraum oder in das Amplexum erstrecken mögen , iDserirl. Wäre ihre 

Gesammtzahl = t, so besässe der Complex 8 +t Punkte. 12+' Linien, 6 

Flächen, und man bätte 8+1-(12+1) +6 = 2. 
a. An dem würfelförmigen Complex seien alle quadratische SeileoDächen 

durch angefügte Kreissegmente so erweitert, dass jede Seite mit ihren vier 

Dügelarligen Ansätzen eine KreisOäcbe bilde~, so wäre It = 8, I = 36, 

m = 30, also S'" = 2. Thei/te man jede quadratische Seite durch zwei Dia­

gonalen in 4 Flächenslücke, so erhielte man auf jeder Seite einen lIeuen Punkt, 

also ,, = 14 , auf jeder Seite vier neue Linien , also I = 60. und sh,;U jeder 

der 6 quadratischen Flächon 4 dreieckige Flächen, also m = 48 , und es 

wäre wiederum 14-60+48 = 2. 

4. Schnille man, wie Fig. 53 andeutet, millen an " jeder Kanle eines 

Würfels einen kleineren Würfel, dessen Kanlen weniger als ein DriUheil der 

Kanlen des ganzen Würfels betragen, heraus, so würde die Z.hl der Punkte 

betr.gen t 04, der Linien 156, der Flächen 54, und somit ebenfalls 6'" = 104 

-156+54 = 2. Man bnn sich leicht durch Nachzählen davon überzeugen, 

dass die Diakrise stets den Werlh 2 hew.hrle, falls man staU an allen 12 

Kanten nur .n einigen oder einer solche AusschniUe anbricble. 
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5. An einer einem geöffneten viereckigen Kaslen ähnlichen Configuralion, 

wie sie in Fig. 54 dargestellt ist, denke man sich den etwa von dem Holze 

eingenommenen Raum als den abgegrenzten Körperraum des Complexes, ge­

bildet durch '2 in einander geschobene Parallelepipeds, deren uniere Horizon­

lalRächen um die Dicke der Bodenwand von einander entfernt bleiben, ebenso 

wie die aufrechten Flächen. Den Deckel bilden appendiculäre Linien und 

Flächen. Die obere rahmenförmige KanteoOäcbe des Kastens, wird zunächst 

dem Deckel durch zwei Linien fund 9 in '2 Flächen zerlegt. Obne sie würde 

diese Kanlenßächc cyklodiscb sein und den Complex der hier geforderten 

Kategorie enlrücken. Eine jener zwei Linien aber würde schon genügen, 

dieser Fläche den gerorderten acyklodischen Zustand zu verleihen. Dieser 

Complex bietet nun 28 Punkte I 42 Linien und 16 Flächen dar, also ist 

9'" = 28-42+ 16 = 2, 
Die (unstaUhafie) Wegnahme der beiden Linien würde die Zahl der 

Punkte um 2, der Linien um 4, der Flächen um 1 vermindern, und dann würde 

die Diakrise, da k-I+m = 26-38+15 = 3, aufhören 2 zu sein. Lassen 

wir dagegen nur eine der beiden Linit>n rund 9 weg, so bleibt die Diakrise 

= 27-40+15 = 2. 
6. Eine Cylinderflöcbe sei an bt'iden Enden durch zwei Kreisßächon ge­

schlossen. Ein Punkt des einen Kreisumrangs sei mit einem des andern 

durch eine aur der Cylinderfläche gezogene sich nicht kreuzende Linie ver­

bunden. Ohne diese LInie würde die Cylinderftäche cyklodisch sem. Der 

Complex besitzt 2 Punkte, 3 Linien und 3 Flächen. Die Diakrise ist also 

= 2. In Fig. 55 ist die Cylinderftäche durch t'ine krumme Röhre ersetz~ 

die kreisrörmigen Endßächen zu Kugelsegm('nten erweitert. Aur der Fläche 

der Röhre sind zwei Schraubenlinien in gleichem Sinne laurend gezogen. Es 

isth=4, 1= 6 , m =4,0"'= 2. 
7. Auf einer einen acyklodischen Körperraum begrenzenden, übrigens ir­

gendwie gestalteten Fläche ziehe man von einem etrectiven Punkte aus eine 

sicb nirgend kreuzende Linie nach einem zweiten elTectiven Punkte, so hat 

man k = 2, 1 = 1, m = l, also 0'" = 2. Man nehme auf der Fläche nur 

einen elTectiven Punkt und ziehe eine in sich zurllcklaufeode Linie durcb diesen 

Punkt etwa in Gestalt der Fig. 43, so hat man k = 1, 1 = t, m = 2, also 
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0'" = '2 . MlIlI nehme endlich anf der Fläche ledigli('h einen etrectiven Punkt 

aß, so hat Dlan k = I, I .= 0, m = t und S'" = 2. 

32. 

Das erste der vorstehenden Beispiele hat ~ezeigt , wie der Eu I e r'sehe 
Salz von den Poly~d ern ein specieller Fall unseres Lehrsatzes in Art. 30 ist. 
Wir t'rinnern darün, dass sich der Euler'scbe Salz gleichfalls in dem früber 
(Art. 22) gefundenen Satze ( I) eingeschlossen fand. Die nahe Verwandtschaft 

der bei den Sille, jenes des Art. 22, bel.üglich uuf einen Linear - Complex in 

der Fläche (Ebene oder Kugel) und dieses dt's Art. 30, bezüglich auf einen 
FläcbeD-Complex im Raume, springt schon aß der in heiden auftretenden Dia­

krise '2 in die Augen. In der Thai, die Beschaffenheit des Complexes in 

Arl. 22 bleibl dieselbe, mag die ihn Iragende Fläche eine Ebene d. i. eine 

unendlich grosse Kugel, wo das Flächen - Amplexum ins Unendlicbe ausge­

dehnt ist t oder mag sie eine Kugel von endlichem Hadins sein, wo die am­

plexe Fläche , wie die übrigen Parzellen oder Felder, end liebe Ausdehnung 

haI. Die Kugel darf durch jede andere allseitig geschlossene, einen acyklo­

disehen Raum einscbliessende Flacbe , beispielsweise die Oberßöcbe eines Po-­

ly~ders , erselzt j und der Complex gleicb dem Kantennetz eines PolyMers, 

insorern wir in ibm ausser den Punkten und Linien aucb die Felder gezählt 

haben, in welcbe er die Fläche zerlegt , ein Flächen - Complex im Raume ge­

n.nnt werden. So stellen sich also nunmehr beide Arien von Complexen als 

solche Flächen-Complexe dar I in welchen die Flächen den gesammten Raum 

in zwei ac)'klodiscbe Theile scheiden, und der Untarschied bleibl lediglich der, 

dass im Complex des Art. 22 alle Fliehen der Grenze zwischen heiden Räu­

men angehören, wie es bei deo ge wöhnlichen Poly~dem der Fall ist, während 

in dem Cumplex des Art. 30 ausser diesen Grenzftachen auch noch andere 

mit ihnen in appendicullirer Verbindung stebende enthalten sein können , wie 

die letzlen Beispiele mehrracbe Fälle der Art vorgerübn beben. Olf'enbur 

steh' .Iso der in Art. 22 Ci ) gerundene Salz J den der Satz in Art. 30 nur 

alB Specialrall unter sich begreift, unter den von Dns bis jetzt uurgeführten 

Sälzen dem Euler'scllen Satze em nicbsleo , wiewobl er ihn , wie bereits 
7 
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hervorgehoben, in mehrracher Hinsicht an Allgemeinheit übertrifft. Uebrigens 

bedarf es kaum der Bemerkung , dass in unseren Beweisen dieser J wie der 

späteren Sätze nur die lopologische Argumentation der Situal- Analysis und 

keinerlei im engeren Sinne geometrische Hülfssätze (wie bei vielen der zeil­

herigen Begründungen des Euler'schen Satzes) zur Anwendung kommen. 

33, 

Bevor wir zur Betrachtung der vollzähligen Complexe übergeben, wird 

es nicht unzweckmössig sein. die vier in den Art!. 27-30 gewonnenen Sätze 
noch einmal in einer Uebersicht vor Augen zu stellen, wobei die in Klammern 

geselzten Zahlen den von der Zählung ausgeschlossenen Curien angehören. Es 

ist durchweg nur Ein Complex mit ac)'klodischen Consliluenhm vorausgesetzl. 

Partial-Complex. Punkte. Linien. Flüchen. RAume. Diakrise. 

1. Linear-Complex i k I (0) (t) 0=1 
2. Linear-Complex k I (I) (I) 0'= 0 
3. Fläcben-Complex k I m (t ) 0"= 1 
4. FJachen-Complex k I m (2) 0"'= 2 

34, 

Der geD!t!lIe CeDlul für ICJkludi.ehe CODllituIIIDleD • . 

Aus den beiden letzten dieser Sätze werden wir nUß leicbt zu dem 

generellen Census zunächst Eines Complexes acyklodischer Consliluenten ge­

langen, in welchem die Zahl derselben in allen Curien beliebig gross ist 

Lelu-,atz. In einem Complex acyklodischer Constituentcn ist die Zahl 

der Punkte und Flächen so gross, wie die Zahl der Linien und Räume. 

Beweia. Die Zabl der Punkte sei a, der Linien b, der Flächen c, der 

Räume d, so ist zu beweisen, dass a-b+c-d=:O. 
Der Complex enthält ausser dem 8mplexen Raume d-l begrenzte Kör­

perräuwe. Man zerlege denselben in d-- l Complexe, deren jeder eineo der 

d--l begrenzleo Körperräume des gegebenen Complexes enthält, nehst den 

Grenzen, die ihm im ungetheiltell Complex zukolomeo, und elwa vorhandenen 
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ttppcodicularen Flächen und Linien , in beliebiger Ordnung, jedoch so, dass 

nach Ablösung jedes TbeiJs der ftcyklodische Zusland des die übrigen Doch 

uligetrennlen Tbeile umgebenden Amplexums unversehrt bleibt, was dadurch 

geschieht, dass maß bei jeder der successiven Trennungen einen solchen Kör­
perraum wählt, der durch einen Theil seiner Gesammlgrenze mit dem AmplexulII 
durch den übrigen Thail mit den übrigen noch ungetreooten Rdrperräumen 

des Complexes in Contigenz steht. Dann erhält maß d-l Flächen-Complexe 

von der Art des 4. unserer vorigen Lehrsätze und d-2 zwischen je einem 
und den übrigen der d-1 Theile gemeinschanliebe Fläcben-Complexe von 
der Art des 3. Salzes. Bezeichnen wir die Zahl der Punkle, Linien und 

Fläcben des ersten Tbeiles durcb k1 , lt, ml. des zweilen durcb kz , lz, mz 
u. s. w. und ebenso die Zabl der Constituenten im ersten gemeinscbafUicben 

Complex mit (kh. (1)1> (01)" im zweilen mil (k)" (1)" (01), u. s. r. , so h.1 

m.n nacb dem 4. S.lze (Arl. 30) 

für den 1. Tbeil . . . . . • . . k1 - 11 + ml = 9'" 
2 ........ . ...• /tz-lz+mz =S'" 

eie. 

d-Hen Tbeil . . .. k._1-·1d_
J 
+m

d
_ 1 = 9'" 

also Xk,_,-XI,_,+~"",_ , =(d-I)Q"' (7) 

wo sicb das Summationszeichen aur die Suffixa von t bis d-l bezieht. 

Nach dem 3. Salze (Art. 29) aber ist in dem gemeinscbanlichen Complex zwiscben 

dem I . Tben u. den übrigen (k), - (I). + (lOh = 0" 
2. .. ... ....... . .. . (k), - (1), + (lOh 9" 

eie. 

d-2. Tben u. dem lelzlon (k)'_2- (~'-2+ (")'-2 - 9" 

.1'0 X(k)._,-X(I),_ ,+X(m)'_2 = (d- 2)9" (8) 

Nun ist aber 

a = Xk,_, - X(k)'_2 

b = XI._, - X(I)'_2 

c = X,.,_,- X(" )'_2 
rolglicb unler Zuziebung von (7) und (8) 
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.-b+c= (d - 1)0"'-(d-2)9" 
Da aber nach dem 4. unserer obigen Sälze 9" = 1, 6'" = 'l, so ist 

.-b+c = 2(d-I)-(d-2) = d 
oder, was zu beweisen war: 

. - b+c-d= O. 

35. 

Beispiele zu dem vorigen Salze. t. In jedem gewöbnlic-bl:ß durch jllnero 

Punkle, Linien und ~:beneß in polyedrische Räume getheilten Polyeder ist die 

Zahl sämmtlicber Eckpunkte , der inneren wie dt'f äusseren, pLus der Zahl 

sämmtlicher Flächen, weniger der Zahl sämmtlicber Köntenlinien um die EiD­

beH grösser als die Anzahl der polyedrischen Theile, oder wenn die Zabl 

der Eckpunkte durch S, der Flächen durch F, der Kanlen durch A und der 
polyedrischen TheiJe durrh P be7.eichnel wird (wo also a = S, b _-= A, C = I!~ 

d= P+I: 
S+F = A+P+I 

Dies ist die von Cauchy dem Euler'schen Satze gegebene Erweiterung I). 
Nehmen wir eillen Würfel, der durch halbirende Ebenen pürallel zu sei­

nan Seilenftächen in 8 kleinere Würfel gelheill iSI, so haben wir a = 27, 

b = 54, C = 36, d = 9, wo d+C = b+d. Theilen wir ebenso jede 
WUrfeiseile in n und den Würfel in n8 'fheile) so kommt a = (,,+t)8, 
b=3_ (_+I)', c=3.0 (0+1) uod' d = .'+1 wo gleichfalls (0+1)' 
+ 300 (0+1)= 30 (0+1)'+0'+1. 

In einem Oktaeder, durch innere .... Iächen in 8 dreiseitige Pyramiden zer­
legt, deren Spitzen in einem beliebigen inneren Punkte liegen, während je eine 

ihre Ba9is in einer Oktaederßäcbe findet, sind 7 Punkle, 18 Linien, 20 Flächen, und 

ausser dem Amplexum 8 tetraedrische Räume, und 7+20 = 18+8+1. 
In einem blass von Dreiecken umschlossenen Polyeder, wie Tetraeder, 

Oktaeder, Ikosaeder , findet sieb die Zahl der Punkte und Linien aus der Zahl 
der Flächen miUelst des 4. der obigen Sülze (s. Arl 33). Da nümlich in 

1) Journal de l'Eeolo polyteehaique (16. eahier) TomA IX. pag.77. Vgl. ditl ARm. 

in dtlr Eilileilung 50 wie Anm. zu Art. Jö. 
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k-l+m = 2: jetl.l offenbar 3m = 21 wird, so erhält man k = 2+im und 

I = 'm. (Oie Flilcbeozahl kaoD in diesem Falle Dur eine gerade Zahl sein). 
Zieht Plaß nun von einem Punkte im Innern des von m Dreiecken begrenzten 
POlyödtlr8 gerade Linien Racb sämmtlichen kEckpunkten und Ibeilt das Po­

lyeder in fit dreiseitige Pyramiden nach Art des vorigen FaUes, so erbäU man 
k+ I Punkle , '+" Linien, m+ I Flächen und m+ 1 Räume (einschliesslich des 
Amplexums). Es ist .150 a = 3+!m, b = 2+trn, c = p, d = m+ t und 
o-b+c ·· d = O. Für m = 8, wie ·im vorigen Falle wird (J = 7, b = IS, 
c = 20, d = 9, wie vorher. Für das Tetraöder wird 0 = 0, b= tO, c= 10, 

d = 5, für das Ikosaöder a = 13, b = 42, c = 50, d = 21. FUr einen 
von t 6 Dreiecken begrenzten polyedrischen Körper I wie er aus Fig. 37 her­
vorgehen würde, wenn mltn die beiden fünfeckigen GrenzBächen durch je 

zwei Diagonalen in Dreiecke zerlegte, ist in dem den vorigen analogen Falle 

der Zerlegung in 16 dreiseitige Pyramiden a=ll , 6= 34, c = 40, d= 17. 

Aber aucb jedes gewöhnliche Poly6dcr, seine ,. SeitenOäcben mögen 

Dreiecke seiD oder nicht, gibt durch die Zerlegung in m Pyramiden mit ge­

meinsch"rilicber Spitze im Innern des Körpers I wenn" die Zabl der Ecken 
und I der Kanten des unzerlegten Poly~ders, wie vorber, (I,=It+l, 6=1+", 
c= m+' und d = m+l und es ist wiederum a+c = 6+d. 

2. Es sind im Raume ,. Kugeln aU55er einander liegend gegeben, auf 

jeder KugelOlche ein eff'ectiver Punkt. Alle diese " Punkte sind mit einem 
einzigen ,,+ Hen Punkte, der ausserhalb jeder f{ugel liegt durcb beliebige 

Linien, deren keine sich selbst kreuzt, verbunden. Dieser Complex bat ,,+ 1 

Punkte, " Linien, " Flüchen und ,,+1 Rapme, also a+c=b+d. SeLzte 
man in beliebig vielen der Kugeln Doch eine Verbindunl(slinie zwischen ibrem 
Mittelpunkte und dem eO'ectiven Punkte ihrer Oberßäcbe hinr.u, 80 würde da­

durch die Z"bl (J und die Zabl 6 um gleichviel vergrössert. 
3. Zwei Systeme concen trischer Kugeln, Fig. 56, das eine " , das lin­

dere ,.' Kugeln enthaltend, berübren sieb von aussen in einem eß'ectiven 

Punkte, welcher der Fläche der grössten Kugel in jedem Sysl.eloe nngebörL 

Dieser BerühruDgspunkt ist in jedem System durch ein." jede umschlossene 
Kugel nur in EiDem Punkte durchdringende Linie mit dem l\liUelpunkt des 

Systems verbunden. Dieser Complex, dt'ssen Constituenlen olle acyklodiscb 

.-
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sind, hat n+,,' + 1 Punkle, n+'; Linien, ,,+n' Flüchen und n+ti + 1 Räume, 

also ist wieder a+c = 2n+2" + 1 = b+d. Eine durch heide ~litlt'lpunkte 

gelegte schneidende Ebene, welche zugleich die vorerwähnten Verbindungs­

linien enthalten soll, s~i durch die grössten Hugeln nach aussen begrenzt, 

erstrecke sicb also nicht in den 8ß1plexen Raum. Dann kommen keine Punkte, 

aber n+n' Linien, '211+2,.' Flächen und n+n" Röume hinzu, so dass nlso 

a+c = 3 (n+,,')+ 1 = b+d. Wird die schneidende Ebene in den Ilmplexen 

Raum zur Fläche eines Kreises erweitert, der die äusseren Kugeln in 2 Punk­

len berührt, so kommen zwei Punkte, vier Linien und zwei appeodiculare 

Flächen hinzu, und es bleibt immer noch a-b+c-d = O. 
4 . Zwei Ringkörper greifen verkettet in einander, Fig. 57. Jeder ist 

durch eine die Oelfnung des andern sch1iessende Fläche durchschnitten, welche 

seihst mit ihrem Ringe eine cyklischc Grenzlinie gemein hat. Beide Schliess­

flächen schneiden' einander in einer Linie, deren Endpunkte auf je einer Ring­

oberOöche liegen und die vier cyklischen Grenzen der heiden Schliessftächen 

acyklodiscb machen. Die Durchschnitt~linie macht heide Scbliessftiichen selbst 

ncyklodisch. Dio Ringkörper sind vermöge der in ihrem Innern gelegenen 

Theile der Schliessßächen flcyklodisch. Vor Hinzufügung noch anderer in der 

Figur enthallenen Flächen besteht der Complex aus 2 Punkten , 5 Linien, 6 

Flächen und a Räumen, wo 2+6 = 5+3. Schneiden wir jeden Ringkörper 

noch an einer andern Stelle, wie die Figur andeutet, durch eine vicrseilil{ 

begrenzte Fläche, so besteht jetzt jeder RingkOrper wegen des in seinem In­

nern befindlichen Theils der neuen SchniUllöche aus 2 KOrperräumen , so wie 

seine OberOäche aus 2 Flächen, und wir haben a = 14, b=21, c= 12, d=5, 
also wieder a- b+c-d = O. Man dürfte jetzt - ohne Gefahr einer enl­

~tebenden Cyklose - den im Innern der Ringkörper liegenden Thei1 der 

Sch1iessHächen hertmsnehmen. Durch die Wegnahme in e inem der Ringe 

würde c und d zugleich um 1, durch die Wegnahme in beiden Ringen um '1 
vermindert, während a und b ungeänder l blieben. Die Gleichung des Census 

über bliebe verificirl. 

Nach Wegnahme der eben gedachten heiden Flächen dUrfte Dlall nicbt 

wiederum auch die im fonern der körperli chen Ringe befindlichen Theile der 

viersei&igen ScbniUOäcben beseitigen. ~s würde dadurch lediglich c um 2 ver-
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würde, dass nunmehr die ringförmigen Körperräume cyklodisch geworden 

wären und somit der Bedingung nicht mehr genügt würde, an welche die 
Wahrheit des durch die gegenwärtigen Beispiele zu erläuternden Satzes ge­

knüpft ist. Stellen wir die ehen gedachten Flächen wieder her, heseitigen 

aber die ausserhalb der Ringkörper liegenden Theile der Scbliessßächen unter 
Beibehaltung der Linie, die vorher ibre Durcb·schnittslinie gewesen. so sind 

zwar die Ringkörper oder ihre conslituirenden Theile acyklodisch, aher das 

Amplexum würde zweifach cyklodiscb werden. Durch Verminderung om 2 
des Werthes von c allein, würde sich wiederum die Census-Gleichung aus 

gleicbem Grunde nicht verificiren. Eine aU5serdem versuchte Beseitigung der 

erwähnten DurchschniUslinie würde, weil jetzt das Ganze in zwei Complexe 

zerfiele I ebenso wenig eine Verification der Gleichung herbeiführen. 
Diese und ähnliche im Vorhergehenden eingestreute Bemerkungen mögen 

dienen, die Bedeutung des bis jetzt noch ausbedungenen acyklodischen Zu­

standes sämmtlicher Constituenten des gegebenen Complexes in concreten Fäl­

len noch mehr hervortreten zu lassen. 

36. 

LehT80lz. Sind p Complexe von acykJodischen Constituenten gegeben, 

deren Gesammtzahl der Punkte Q, der Linien 6, der Flächen c, der Räume d 

ist, so ist a-b+c-d = p-I . 

Beweil. Wir bezeichnen für die einzelnen Complexe I in ganz beliebi­
ger Ordnung genommen. die Conslituenten für den ersten I durch a ll 611 C 11 

d 1 • für den zweiten durch a 2J 621 c2 • d2 u. 8. f. in jedem die Raum-Zahl d
1 

oder d2 u. S. w. so verstanden I als ob der Complex allein existirte. 

Durch Tilgung der Flächen , Linien und Punkte eines Complexes hört 
natürlich die Existenz des Complexes seiher auf. Alle seine Constiluenlen 

der vierten Curie aber , die aß ihm unter einander in Contigenz waren , wer­
den dadurch zu einem einzigen Raume verschmolzen, gleichviel , ob ditlser 

Raum das Amplexum oder ein einem anderen Complex Dngehöriger Binnen­

raum !lei. Die Wegräumung irgend eines Complexes I des!len Numerus der 
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vierten Curie d,. ist bai demnach die Verminderung der Gesammlzahl d um 
d,. --I zur Folge. Tilgen wir also nach und nach Dlle Complexe, so vermin­

dert sich bei jeder Wegscball'ung eines Complexes die TOlal- Anzahl d um 

eine Zahl J welche t weniger beträgt als die Raumzabl des getilgten Com­

plexes , und nacb Wegräumung aller Complexe bleibt natürlich dt't leere 1110-

plan naum allein übrig, oder alle Tilgungen bewirken eiDe Iotale Verminde­

rung um d-1. In Zeichen ausgedrückt haben wir talsa 
d-I = I (d,-I) 

die Summation auf alle Suffixe von 1 bis pausgedehnt gedachl. DiE's gibt 
d-I =IrJ,-p 

oder Id, = d+p-I (9) 

also 

Nach dem vorhergehenden Lehrsatz ist nun für die eioJeloeo Complexe 

o,-b, +c,-d1 = 0 

"2.-b2+C2-d2 =0 
eie. 

D,-bp+cp-dp = 0 
I.,-Ib,+Ic,-Id, = 0 

Es ist aber offenbar 

:Eap =0 

Ib,=b 
:Ec, = c 

\ 10) 

Unter Berücksichtigung dieser drei Summeowerthe I so wie des vierten, 

oben gefundenen (9) folgl aus (10): 

o-h+c-d-p+1 = 0 
oder, was tu beweisen war : 

o-h+c-d=p-I 
Der hiermit geschebene Schrill tur Ausdehnung des Satzes ia Art. 34 

auf den Fall einer beliebigen Zabl von Complexen ist so palpabel , dass wir 

uns rüglich der Vorführung neuer Beispiele überheben dürfen. Aus den auf 

Einen Complex bezüglichen Beispielen des Art. 35 kann man Dach Belieben 

wehrere Complexe seclusiv oder inclusiv coexistireod annehmen und dlran 

die Gleichung des gegenwiirtigeo Satzes verificiren. Auch ist es fas& über­

BUssig zu bemerken, dass der Satz für p = 1 in den vorhergebenden des 
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Art. 34 übergeht, so wie dass er auch rilr den Fall p = 0 gilt, wo a = b 

=c=O, d= 1 ist. 

37. 
D.r geDerelle CIDSU. rür irgelld .,Iebe Complen. 

Nachdem wir die allgemeine Relation für den Census solcher Complexe 
gewonnen haben, deren Constituenlen sämmtlicb 8cyklodiscb sind, geben wir 

nun ao die Untersuchung des Eioßusses J den die erkloso in den Conslilueo­

'en gegebener Complexe auf diese Relation ausübt, um dadurch zu dem ge­

nerellen Cansus irgend wie beschafl'ener Complexe zu gelangen. 

Bisher haben alle Constilueolen zum Census lediglich mit ihrem Numerus 
cOßcorrirt, d. b. jeder Constituent zählte als Einheit in seiner Curie. Sobald 

wir, wie jetzt gescheben soll J die bi.sberige Einschränkung in der Beschaffen­
beit der Constiluenlen fallen lassen J wird der Beitrag eines Conslituenlen im 

Allgemeinen nicht mehr I, sondern eine Zahl sein, welche aus der Einheit 

durcb einen Zusalz hervorgeht, der lediglich für acyklodi5che Consliluenten 

Null ist Wir werden diesen Zusatz abgeseben VOD seinem Vorzeicheo, weI­

ches aus deo weiteren Betrachtungen von selbst bervorgehen wird, in den 

einzelnen Curien mit a, b t r, 4 bezeichnen und ihn, so wie di~ Summe der 

Zusatze in jeder Curie, das AllribuUc nennen. Durch das Attributiv wird 

dem numerativen Element des Census gleichsam ein taxatoriscbes hinzugefügt 

Stellen wir uns vorerst zur Vereinfachung der Argumeulation wieder 

zurück auf das Gebiet Eines Complexes, für welchen nach Ar!. 34 im Falle 

lediglich acyklodiscber Bestandstücke die Relation 

tJ-b + c - d = 0 (11) 
gilt, so wird jetzt, wo der Beitrag der einzelnen Constituenten allgemein in 

der ersten Curie I+a staU I, in der zweilen 1+' staU 1, in der dritten 

I +r staU 1 und in der vierten I +J statt t stlin soll, jedes der vier Glie­

der der Census-Gleichung (11) nicht mehr die blosse Anzahl der Constituen­

ten in der entsprechenden Curie I sondern die Summe der Beiträge aller in 

einer Curie contribuirenden Constituenten sein müssen. Bezeichnen wir die 

Deueu Glieder der Census- Gleichung .dnrcb A, B, C, D, während Dach wie 
8 
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vor a die Zahl der Punkte I b der Linien, c der Flächen, d der Räume be­

deutet, sind ferner die Attributive der einzelnen CODst.ituenten in der ersten 

Curie er l' "2J a s .•. a., in der zweiten b l , '2 ... '6. in der dritten Y l' 

Y2J ••• Yc, in der vierten 011 J1J ••• 0.1 und endlich die Summen Iaa = er, 
II;. = b, Ir. = r, IOd = J, so muss o[e.bar das Aggregat (0+«) - (6+1;) 
+ (c+r) -(d+4), sobald sämmtlicbe Attributive Null werden, in 0-6+c-d 
übergeben, von welchem in Art. 34 bewiesen worden, dass es = 0 ist; mil 

andern Worten: die bisherige Census - Gleichung (1 t ) für einen ocyklomati­

seben Complex gebt im gegenwärtigen allgemeineren Falle eines cyklom8ti~ 

sehen Complexes in die allgemeinere, 

über, wo 

A- B+C-D = 0 (12) 

A = a+" 
B= 6+1; 
C = c+r 
D = d+4 

( 13) 

Wir bezeichnen nun ferner die cyklomaliscbe Zahl der einzelnen COD-
° d COdb oOO o'd °tdh stituenten ID er ersten urle ure "11 "2 ' " S ' ••• "", IR er zwei en urc 

x I" "2', ... ",', in der dritten durch" I ", ,,~t, ... ,,/', in der vierten durcb 

"I "', x~/' • .. . x/' und ausserdem für die Constituenten der dritten Curie durch 

11'1' 7f11 ••• 1'fr den periphrakliscben Werlh t oder 0, jenachdem die Fläcbe 

periphraktisch ist, oder nicht, so wie endlich die Summen I,,~, Ix,', Ix,,", 
Ix,!,' und I1f. bezw. durch ;eo, ;e', x", "m, 7t j so ist nunmehr die Aufstel­

lung des auf einen beliebigen Complex bezüglichen allgemeinen Theorems 

des Census vorbereitet, welches wesentlicb nur die Abhängigkeit der Attri­

butive von der topologischen Natur der Constituenlen, d. i. von ihrer cyklo­

maliscben und periphraktischen Bescha(f'enbeil nachzuweisen hat. 

3So 

LeItr.aJz. In der auf einen räumlichen Complex von irgend wie he­

schafl'enen Coostillienlen bezüglichen CeRsus-Gleichung 

A-B+C-D=O 
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wo A = a+a, B = b+b', C = c+r, D = d+~, ergibt sicb 
a =-x' , , 
b =-X' , , 
Y = -x"+1'I' , " .. ", 

u = - x , , 
wo r einen beliebigen ganzzahligen Index bedeutet, und somit auch 

a = -x' 

b= 
y= 
d= 

-x' 

-:l'+n 
'" - x 

oder: das Attributiv ist in der ersten, zweiten und vit'rlen Curie gleich der 

cyklomatischeo Ordnungszilbl negaliv genommen und in der drillen Curie gleich 

der periphraktiscben Zahl minus der cyklomatiscben Zahl. 

Beweil. Wir führen durch die errorderlichen Dialysen, Dach Anweisung 

der in den ArU. 7 bis 25 enthaltenen Abschnitte von der Cyklose, der Dialyse 

und dem Diagramm, sämmtliche Constituenten successive in den einzelnen 

Curien J mit der ersten beginnend. aber innerhalb jeder Curie in beliebiger 

Ordnung, nur den acykJodischen Zustand zurück, um dadurch neue Complexe 

zu erzeugen 1 in welchen eine oder mehrere oder alle Curien theilweis oder 
gänzlich acyklodische Bestandtheile enthalten. Von den durch die dialytiscben 
Operationen in den einzelnen Constituenten wie in den Curien dem gegebenen 
Complex hinzugerügten oder augmentAren Constituenten mUssen wir uns die 
errorderliche Rechenschaft geben, um den dadurcb bewirkten doppelten Einfluss, 
nämlich des Ueberganges cyklodischer Conslituenten in acyklodiscbe und des 
gleichzeitigen Zuwachses an neuen Constituenlen im Einzelnen überseben IU 

können. Das Gesammt-Augment bildet alsdann in dem gegebenen Complex 
offenbar einen Inbegril1' von virtuellen Constituenten, welche, sobald wir ihnen 
den Charakter der Eff'eclivitäl ertheileo, den cyklomatiscben Complex mit 
EioemmaJ in einen acyklodiscben umwandeln. 

In der erllen Curie fallt die Reducti~n weg, da die Punkte sämmtlich 
8cyklodisch sind. Es ist nicht blass ,,0 und ", sondern auch das Attributiv , 
ar und die Attributivsurume asteis = O. 

S" 

• 
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In der zweiten Curie, der Linien, ist "r' entweder = 0 oder = 1. Im 
ersten Falle ist die Linie acyklodiscb und b

r 
= O. Im zweiten ist sie cyklisch 

und wird durch eine Dialyse acyklodiscb. Die Dialyse besteht in einem Punkte 

aß einem beliebigen Orte au( dem Cyklus. Jede solche Dialyse in der Curie 

bewirkt also im Complex einen Zuwachs von einem Punkte. 10 der zweiten 

Curie bat mithin die Reduction eines beliebigen Constituenten einerseits deo 

Uebergang von B in B-b andererseits ein Augment VOD , 
X. ' Punkten , 

und die Reduction aller Constituenten einerseits den Uebergaog von B in B-b, 
andererseits ein Augment von 

11' Punkten 
zur Folge, während in der ersten Curie bei dem Uebergang 

oder in A-a dieser Zuwachs Null war. 

von A in A-a , 

In der drillen Curie, der Flächen, kann Itl''' Null oder jede gaoze posi­

tive Zahl bedeuten, der Wertb von 1r
r 

aber kann entweder 0 oder 1 sein. 

Wir erlheilen der Fläche erforderlichen Fölls das Trema. Durch diesen Theil 

der Reduction an einem beliebigen Consliluenlen erwächst dem Complex der 

Zuwachs von." Punk.ten und durch die Operation an sämmtlicben Constituen-, 
ten der Zuwacbs von 1r' Punk'eo. Die Dialyse einer Fläche besteht in einer 

8cyklodiscbeo üoie, welcbe ,gJweder zwei neue Punkte, auf bereits acyklo­

disehe Linien fallend, und dadurch zwei neue Linien, oder einen solcheo 

Punkt und dadurch eine neue Linie oder keinen Punkt und keine neuo Linie 

dem Complex binzuf.agt. Jede Dialyse bewirkt also einen Zusatz von einer 

Linie und aussetdem einen Zusatz von gleichviel Linien und Punkten und so­

mit alle Dialysen einet beliebigen Fläche von der cyklomatiscbeo Zahl " " einen , 
Zusalz von "nI' Linien nebst gleichviel (wir setzen m,.) Linien uod Punkten. 

Die samlDtlichen Dialysen in der Curie werden mithin einen Zuwachs von ,," 

Linien und daneben von gleicbviel (wir setzen m) Linien und Punklen ~ur 

Folge baben. Unter Mitberücksichtigung des Tremas ist sODach die Wirkung 

der Reduction einer beliebigen Fläche einerseits der Uebergang von C in 

C-y I" andel'erseits ein Augment von 

Je " + m Linien , , 
1r +m Punkten J , , 
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und die Wirkung der vollständigen ReduclioD der ganzen Curie einerseits der 

Uebergaog von C ia C~y, andererseits ein Augment von 
ll' +m Linien 

1f + '" Punkten. 

In der f'ierlen Curte, der Rlume , besteht jede Dialyse in einer acyklo­

dischen Fläche. Diese augmentäre Fläche fuhrt im Allgemeinen I neue Linien, 

welche bereits acyklodische Flächen durchschneiden, und k neue Punkte, auf 

bereits 8cyklodische Linien fallend, ein. Die I neuen Linien bewirken durch 

die Zerschneidupg 8cyklodischer Flüchen einen Zusatz von I Flächen, und die 

It neuen Punkte durch die Zertbeilung acyklodiscber Linien einen Zusatz von 

k Linien. Der Zuwachs in Folge einer Dialyse wird also sein: eine Fläche 

und daneben I Flächen, '+k Linien und It Punkte I d. b. ausser einer Fläche 

ein Zuwachs von gleichviel Flächen und Linien und ein anderer Zuwachs VOD 

gleichviel Linien und Punkten. Ein Raum, dessen erklose von der Ordnung 

1t
r
'" ist, wird also durch seine Reduction einerseits den Uebergang von D in 

D-4 andererseits ein Augment· von , 
1t '" +" Flächen , , 
" +". Linien , , 
" Punkten , 

verursachen, und die Folge der durchgängigen Operation in der vierten Curie 

wird sein einerseits der Ueberg.ang von D in D -4 und andererseits ein 

Augment von 

i" +" Flächen 

,. +.' Linien 
,.' Punklen. 

Die hierhei mehrrach zur Bezeichnung gleicher Zuwachs-Aotbeile in zwei 

benachbarten Curisn gebrauchten Zeichen ., I, ",. (mit oder ohne Affix.) 
könoen sowohl NuJl .18 jede heliebige ganze positive Zahl bedeulen. 

Der ursprünglich gegebene Complex hai jetzt durcb die Reduct.iou in 

den vier Curien eine Reibe von Stadien oder Pbasen durchlaufen 1 die wir 

aus deo Edolgen der einzeloen Operationen leicht überblicken. Nennen wir 

den Complex in seinem anfaoglicben Zustande W und seine successiven Pba-

. -
• 
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sen: WO nach der R"eduetion der ersten Curie, WO nach der Reduction bloss • 
des rten Constituenten der ersten Curie, W' nach der ReductioD der ersten 

und zweiten Curie, W
r
' nach der Reduclion der ersten Curie und in der 

zweiten Curie blass des rten Constiluenten, u. s. f. also WIll den 6nalen Zu­

stand nach der durcbgingigen Reduction I 80 haben wir nllch dem Bisherigen 

folgenden Bestand an Constitueoten des Complexes in seinen successiven Phasen. 
Der Complex in der Pbase unreducirt --" ----W enthält Punkte 0 

Linien b 
Flächen c 

Räume d 

reducirl 

w: enthält Punkte 0-1 Punkt 1 
Linien b 

Flächen c 
Räume d 

HTO enthält ....... • . " Punkte 0 

Linien b 
Flächen c 

Räume d 

W ' • enthält Punkte a+Jt' • 
Linien 6-1 Linie 1 

Flächen c 

Räume d 

W' enthält .. " ...•.... Punkte 0+'" 

Flächen c 
Räume d 

Linien b 

W" • enthält Punkte o+x' +'It +m • 

W" enthält 

Flächen c-t 

Räume d 

Linien b+zr" +"' .. 
Fläche t 

Punkle 

•.••..•..•. Linien 



Der Complex in der Phue - -
W·, , 

W" 
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unreducir\ reducirl 
~ --

· ......... . Flächen c 
Räume d 

enthält ........... Punkte a+x'+1r+m+n'r 
........... Linien b+.lC"+m+"r+n',. 
........... Flächen C+K/" +n,. 
Räume d-l Raum 1 

enthält ........ . . . Punkte a+x' +7r+m+n' 
· ......... . Linien b+x" +m+n+,.' 
· ......... . Flächen c+",'" +n 
· ..... .. ... Räume d 

Wenden wir nun unter Berücksichtigung, dass rür alle reducirteo Con­
stituenten das Attributiv wegfallt, die allgemeine Censas-Gleichung (12) an, 
so erhalten wir folgende Gleichungen für die einzelnen Phasen: 

für W A-B+C-D = 0 (14) 
IV: (A-a,)-B+C-D = 0 (15) 
WO a-B+C-D = 0 (16) 
W; (a+x,) - (B-b)+C-D = 0 (17) 
W' . ... (a+x)-b+C-D = 0 (18) 
W," . . . . (a+x' +11', +m,}-(b+x," +m.J + (C-r,)-D = 0 (19) 
W" .. _. (a+x'+1I'+m) - (b+x"+m)+c-D = 0 (20) 
W; .. (a+x'+1I'+m+n,)-(b+x"+m+n, +",)+(c+x;" +n,)-(D-ö,)= O (21) 
W" (a+x' +1r+m+n')-(b+x" +m+n+n')+(c+x" +n)-d = 0 (22) 

Au. (14) und (15) folgl -a, = 0 und d. x; = 0, .0 ;.1 
a = _11 0 , , 

Au. (16) und (17) folglx',+b, = 0, oder 
b =-x' , , 

Au. (18) und (19) folgl 11', -x; -r, = 0 oder 

r = -x "+11' , " 
Au. (20) und (2 I) folgl x;" +4, = 0 oder 

J = -11'" , , 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 



Ebenso ergibt sich .u. (14) und (16) A-a = 0 oder, da aucb A-a=a 
und xO = O. 

a =-JIJ 

aus (16) und (18) nacb (13) auch 8-6+0 = 0, oder da 
r:= -x' 

(27) 
8-6= r:, 

eus (18) und (20): C-c+x"-". = 0, oder d. nuch C-c = r, 
r = -,," +1Z' 

endlieb aus (20) und (22): D - d+."' = 0, oder da D -d = 0, 
J = _,l" 

~Iit den G1eicbungen (23) ... (30) ist der S.tz bewiesen. 

39. 

Die allgemeine Gleichung (12) oder 

(a+a)-(b+r:}+(c+r)-(d+o) = 0 
nimmt also zu Folge des eben bewiesenen Satzes diese Gestalt aß 

(28) 

(29) 

(30) 

(a-")-(6-x')+(c-x" +".)-(d-o") = 0 (31) 
Von dieser aur Einen Complex bezüglichen Census-Gleicbung gehen 

wir sofort auf den Fall einer beliebigen Zahl von Complexen über I der den 

vorstehenden als Special fall wird enthalten mussen. 

Lehr.ab. Sind p Complexe von irgendwie beschafl'enen Constituenten 

gegeben, in welcben die Gesammtzabl der Punkte a, der Linien b, der Flä­

eben c, der Räume d ist 1 und bezeichnen "0, x', ,,", 1'''' in den einzelnen 

Curien die Summe der cyklomatiscben Zahlen so wie '" die Summe der pe­
riphrogmatischen Zahlen in der dritten Curie, so ist, wenn A = a-xo, B=b-:i, 
C "+ D d '" =c-x 7(, = -x : 

A-B+C-D = p-I 
Bewei8. Stehen die Complex~ in seclusiver Stellung, so dass also alle 

von dem Amplexum umgeben werden, so wird man durch p- t successive 

8cyklodische und sieb nicht selbst kreuzende Verbindungslinien erst zwei, dann 

drei, vier u. s. w. bis zuletzt RHe p Complexe zu Einem Complex vereinigen 

können. Ist die Stellung eine durchgängig inclusive, so wird man entweder 

durch Aoathese die seclusive Stellung einführen und wie vorher die succes-
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siven Combinatiouen zweier , dreier u. s. w. Complexe in beliebiger Ordnung 

vollziehen, oder sofern man auf die Anwendung der Anathese verzichten will, 
bei diesem Combinationsgeschüft die Inclusions-Ordnung befolgen, vom inner­

sten zum nächsten äussern oder umgekehrt vom äussersten zum nächst inner­

sten fortschreitend. Die Zahl der Combinationslinien ist auch in diesem Falle 

p- t. . Ist endlich die Stellung promiscue die seclusive und inclusive I SQ wird 

mAn wiederum entweder durch Anslhese durchgängig seclusive Stellung ein­
führen) oder - ohne Anatbese - die successiven Vereinigungen zwischen 

einzelnen oder bereits untereinander verbundenen Campleuß dlldurch voll­
ziehen, dass man durch jede Verbindungslinie jedesmal nur Einen Zwischen­

raum dLlrchsetzt oder gleicbsam durchbohrt. Duss aber auch jetzt zur Ver­

einigung sämmllicher Complexe in Einen Complex p-I Combinationslinien 

erforderlicb und ausreichend sind, geht, wie Huch rur die vorigen Fülle, BUS 

der Ueberlegung hervor, dass die Zabl der Complexe nacb Einführung jeder 

solcher Linie um t vermindert erscheint, so duss nach p- t Linien die Zahl 

der Complexe ump-t ·vermindert sein, d. h. auf 1 herabgekommen sein muss. 

Es ist, wio für den gegenwärtigen Zweck , so auch in anderweitigem 

Betracht von Interesse nachgewiesen zu haben, dass zur Herstellung Eines 

Complexes aus p Complexen in allen Fällen, auch ohne Zuhiilfenahme der 

Anathese , p- t Combinationslinien erforderlich und ausreichend sind. 

Jede Combinalionslinie nun, welche gleichsam eine Brücke von einem 

Complex zum sndern quer durch den beide umgebenden Zwischenraum her­

zustellen hat, muss den einen ihrer Endpunkta in dem einen, den Emdern im 

und ern Complex linden. Untersucben wir die Wirkung jedes solchen neuen 

Punktes aur die Consliluenlen des betreffenden Complexes, so kommen fol­

gende rünf Fälle in Betrachl. 

Erstens : der Endpunkt der Combinationslinie ist ein bereits effectiver 

Punkt des Complexes, dann erfährt der Complex von dieser Seite keine 

Aenderung in seinem Bestaode. 

Zweitens : der Endpunkt ist ein Punkt flur einer Ilcyklodiscben Linie, 

dllnn ist die Wirkung im Bestaude der Constiluenteo ein Augment in a um J 

und in b um I. 

Drittens: der Endpunkt ist ein Punkt aur einer cyklodischen Linie I dllnn 

9 
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bildet der Punkt die Dialyse dieser Linie und die Wirkung ist ein Augm~IIL 

in a um 1 und in ,,' um _ . 1-
Viertens : der Endpunkt ist ein neuer Punkt auf einer aperiphrakliscben 

Fläche von dem cyklomatischen Range x
r

" , dann ist die Wirkung ein Augment 
in a um 1 u8d in zr" oder in x" um 1. 

Fünftens: der Endpunkt ist ein neuer Punkt aur einer peripbraktischtm 
Fläcbe, für welche also '11' = 1, dann bildet der Punkt das Trema diesel' , 
Fläche, und die Wirkung ist ein Augment in a um 1 und in '11' oder '1t um - I. , 

Die Wirkung eines Endpunkts auf die im Ceosus vorkommenden Grössen 
~ b, c, d, ;t0, x', x", x'" und 7r' ist ulso t indem wir einen Zuwachs mit +, 
eine Abnahme mit - verzeichnen, die Aenderung 

im 1. Fall keine oder von .A. um 0 

im 2. Fall yon a um + I 
von b um +1 

im 3. Fall von a um + I 
von x' um -I 

im 4. Fall von a um + t 
von x" um + I 

im 5. Fall von a um + 1 
von'l'l'um - I 

und in allen FäUon bleibt Dungeändert. 

vonBumO 
vonCumO 

oder von A um +1 
von B um +1 
von C um 0 

oder von A. um + 1 

vonBum+t 
von C um 0 

oder von A. um + 1 

vonBumO 
von C um -t 

oder von A. um + 1 
von B um 0 
vonCum - l 

Bezeichnen wir durch u und "' Grössen, welche nur die Werthe 0 
oder 1 annehmen kÖDnen, so lassen sich die vorigen fünf Falle in zwei so 
zusamlllenfassen. dass wir den E[ect jeder der p-l Verbindungen, welche 
einerseits einen Zuwachs um eine acyklodische Linie I andererseits den ehen 
ermittelten Zuwachs durch jeden ihrer beiden Endpunkte einrührt , darstellen 
als den Uebergang 
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entweder von A in A+u +14' 
von B in B+"+u' + 1 

oder von A in A+u+" 
von Bin 8+1 
von C in C-u-u' 

d. b. durch die Einfübrung jeder der p-l Verbindungslinien entsteht im Be­

stande der Complexe entweder in den zwei Gliedern A und B ein Zuwachs, 

der in B um die Einheit grösser ist, als in A, oder in den drei Gliedern 

A, B, C ein Zuwochs J der in A und C gleich gross aher entgegengesetzt, 

und in B der Einheit gleich ist. Bezeichnen t) und 10 Zusätze. die sowohl 0 

als jede ganze positive Zabl bedeuten können, so wird durch die Einführung 

aller p - 1 Combinationslinien im Bestande des dadurch hergestellten einzigen 

Comploxes ein Uehergang 

entweder von A in ..4+", 

von Bin B+"+p-t 
oder von A in A +10 

von Bin B+p-t 
von ein C-w 

bewirkt. Für den nunmehr hervorgegangenen Complex aber gilt nach dem 

Sulze des vorigen Art. die Gleichung (12), welche jetzt diese Gestalt annimmt 

entweder (A+o)-(B+o+p-I)+C-D = 0 

oder (A+w)-(B+p-I)+(C-w)-D=O 
In bei den Fällen ist, was zu beweisen war: 

A-B+C-D = p-I 
oder nach Einführung der Wertbe von A, B, C, D: 

(0-.·)-(6-.')+(c -'"+1I')-(d--''') = p-I 

(32) 

(33) 
Dies ist der CeRsus räumlicher Complexe von endlicher Ausdehnung 

in seiner allgemeinsten Bedeutung, wiewohl seine Form sich später Doch einer 

weiter gehenden Verallgemeinerung fahig zeigen wird. 

40. 

Zur Veranschaulichung des Sinns und der Allgemeinheit dieses Theo-
9" 
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rems fübren wir nun eiDe Reihe von Beispielen rür eiDeR oder mehrere Com­

plexe aur. Wir werden jedesmal aus dem Numerus und dem AUributiv die 

Glieder A, B, C, D und das Aggregat A-B+C- D berechnen, dessen Be­

lrag wir mit Q bezeichnen. Die Verificötioß der Census-Gleichung wird als­

dann aus der Uebereinstimmung der Werlhe von Q und p-1 hervortretell. 

1. Ein einziger Punkt im Raum ist gegeben. Daoo ist a= I, %0=0, 

.A = 1j 6 = B=0; c=O=O; d= t, %''' = 0, D= t;p=1, also 
Q = .-0+0-1 = 0 

p-I = 0 
Für ,. verschiedene irgendwie im Raume gelegene Paukte isl a = _, 

,K'o=O, ..4=,,; 6=B=0; c=C = Oj d=l, ](''' =0, D=liP=", 8180 

Q = .-0+0-1 = 0-1 
p-I =.- 1 

1. Eine in sich zurückkehrende mit einem efl'ecliv8o Punkte versehene 

Linie, wie Fig. 43,44 oder 45, gibt a= t, ,,°=0, ..4 = t; 6=1, x'=O, 
B = 1 j C = C = 0; d = 1, 11" = t, D = 0; p = t, mithin 

Q = 1-1+0-0 = 0 
p-I =0 

Für alle drei in Fig. 43, 44, 4ä dargestellte, zugleich exislirende Li­

oien , gleichviel ob sie unter einander verkettet seien oder nicht , bat man 
13=3, ,,0 =0, A -= 3; 6=3, ,,' = 0,8= 3 ; c=C=O j d= 1,1&''' =3, 
D = -2 ; p = 3, also 

Q = 3-3+0+2 = 2 
p-I =2 

3. Eine cyklische Linie ist . gegeben. Dann ist a = A = 0; b = I, 
11' = 1, B = 0; C= C = O; d = 1, z''' = 1, D = 0; p = 1. Also 

Q = 0-0+0-0 = 0 
p-I = 0 

Für n c)'klische, sich weder berührende nocb kreuzende Linien - ir­

gendwie verkeUet und verknotet oder nicht - bat man a = A = 0 ; 6 = ", 

1&' = ., B = O; c=C=Oj d= J, ,,"'= n, D= l-Nj p = n. Also 
Q = 0-0+0-(1-.) = 0-1 

p-I = .-1 
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4. Eine ttll,eilig geschlossene, einen 8cyklodischen Hilum einscbliessende 

Fläche obne eff'ective Punkte oder Linien ist gegeben. Sie kann die Gestell 

einer Kugel, eines Sphäroids , einer Blase, eines gescblossenen Schlauchs 

u. s. w. haben. Es ist a = A = O; b=8=O j c= t , 1'''= 0, 1f = I, 
C = 2 j d= 2, x"' =O, D = 2; p = 1. Also 

0= 0-0+2-2 = 0 
p-I = 0 

Für ,. solche Flächen in seclusiver oder incJusiver Stellung vorausge­

setzl, dass sie einander weder berühren noch durchschneideo, ist o = .A = Oj 

b= B = O; C= ,.,1"'= O, 1f = A, C= 2n, d=n+1 , x'''= O, D= ,,+1 ; 
p = n. Also 

0=0-0+20-(0+1) = 0- 1 
p-I = 0- 1 

5. Für die in Fig. 24 dllrgestellte polyc)'klodiscbe Fläche , für welche 

das lJiagramm des eingeschlossenen Raums im 4. Beispiel des Art. '2 1, so 

wie im 3. Beispiel des Art. 22 sicb His dreifach c)' klodiach erwiesen hRt, 

welche sich selbst als sechsf.ch c)'klodisch erweist und deren Amplexum 

dreifach cyklodisch ist, hai !Daß a = A = 0 ; b = B = Oj c = 1, x" = 6, 

1f = 1, C = -4; d = 2, Xl '" = 3, x 2 '" = 3, D = - 4; P = 1. Also 

Q = 0-0-4+4 = 0 
p-I = 0 

6. E!I seien die in den Figuren 3 und 4 dargesteUten Fläcllen zwei 

zugleich gegebeoe Complexe. Jede derselben ist von einer cyklischen Linie 

vollständig bel:!renzt , die eine (Fig. 3) ist einfltch c)'klodiscb , die andere 

tFig. 4) zweifach cyklodisch. Das Amplexum ist dreiftlch cyklodisch. ElTective 

Punkte febleu. Mon htlt demutlcb a = A = 0; h = 2, 11
2

' = 1, "2 ' = ., 
B = 0 ;1.: = '1,%,"= I')(2"= 2, C = -l j d = I , ;("'= 3, D = -2: 
p = 2. Mithin 

0 =0-0-1+2 = 1 
p-I = 1 

7. Eine ringförmige Röhre Fig. 58 besteht aus zwei Ringßächen I de­

rtln eine in der Roderen obott gegenseitige Durchschneidung oder Berührung 

euthalten ist. Sie stellt zwei CQmplexe dtlr , von welcben jeder aus eioer 
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periphraktischen , zweirach c)'klodiscben Fläche besteht , und entbiill zwei 

Räume , einen einfach cyklodischen und einen zweirach cykIodiscben. Das 

Amplexum ist einfach cyklodisch. Hier ist also a = A = 0 j h = B = 0 i 

c = '2, 1', " = 2, %2" = 2 , 1f t = t , 1Y2 = t, C = Oj d = 3, )/1"'= 1, 
". 2 ". 1 D t 2 d " "2 = , KIJ =, = - i P = , un soml 

Q = O-O+O+I = 1 
p-I = 1 

Würden heide Ringdächen durch Anathese in seclusive Stellung ge­

brllcbt , so müsste, wie bereits in Art. 18 hierauf aufmerksam gemacht ist, 

das Amplexum die Rolle des zweifach cyklodischen der drei Räume über­

nebmen J obne dass dndurch die Glieder des Aggregats Q eiDe Aenderung 

ihrer Wertbe erführen. Es bliebe 118ch wie vor Q = p-I = t. Wären 
slaU zweier beliebig viele solcher RingRöchen gegeben , gleichviel ob in se­

clusiver oder inclusiver Stellung, ob verkeilet oder nicht, so würde sicb of­

fenbor slets Q = p-t ergeben 

8. Die Figuren 19 und 20 enlhalten zusammengenommen vier Com­

plexe, nämlich zwei ringartige Körper und zwei c)'klische Linien , letztere 

jede mit einem efFecliven Punkte. Die OherDäche des einen RIngkörpers 

(Fig. 19) ist periphraktisch und zweifach cyklodiscb, der eingeschlossene Raum 

einfach c)'klodiscb. Der andere, polyedrisch geslaltet, besitzt 20 Ecken, 30 

Kanten und 12 Flächen , wovon zwei einfach c)'klodisch. Das Amplexum ist 

vierfach cyklodisch Hier ist a = Ä = 22 j b= 32, ,,'=0, B = 32 j c=13, 

'" " x" = .. , 
" 2" =1,;ts"= 1, -n:'1=1, C= 10;d= 3; %1 ''' =1, x2"'= t , 
D = .-3 j p = 4. Mithin 

Q = 22-32+10+3 = 3 
p-I = 3 

9. Der leere complexlose unendliche Raum ülleio sei gegeben. Dann 

ist olf'enbar.A. = B = C= 0 , D= 1, P = 0, also 

Q = p-I = - 1 

41. 

Bevor wir zu weiteren Betrachtungen übergehen, mögen wir noch einen 

Blick auf den Zusammen bang der in Art. 33 zusammengestellten vier Special-
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sätze mit unserem letzten Satze Art. 39 zurückwerfen, woraD sich einige 

allgemeinere Bemerkungen von selbst aDschliessen werden. 

Die dorl vorkommende Diakrise nämlich ist olanbsr nichts anderes, als 

der (mit negativem Zeichen versehene) Inbegriß' derjenigen Glieder der allge­

meinen CeoBus-Gleichuog (32), welche sich Auf die von der ZähluDg ausge­

schlossenen, d. i. als nicht eß'ectiv betrachteten Curieo in jenen Paflial-Com­

plex8n beziehen. 

Insofern in jenen vier Sätzen jedesmal nur von Einem Complex die Rede 

ist, so bohen wir UDS bei dieser Vergleichung nur 80 die Form (12) des 

Cenaus zu ballen. Im ersten Satze ist Dun b = - (C-D) J wo C = c = 0, 

D = tl = t, also b = 1; im zweilen ist q = .....:. (C-DL wo C = c = t, 
D=d = I , also ' =0; im dritten g'-.D und D=d = t, also g'= t ; 
und im vierlen r = D, wo D = d = 2 und somit g" = 2. 

Es springt von selbst in die Augen, dass weDD I. B. im Iweiten Sat~e 

Flächen und Räume nicht fils eH'eclive Constiluenlen gezählt werden, die Dia­

krise von solchen Abänderungen in den von der Zählung ausgeS<:hlossenen 

Curien , welche sicb innerhalb derselben compensiren, nicht berührt werden 

wird. Hätte man etwa der in diesem Solze vorausgesetzten Fläche eine oder 

mehrere ondere innerhalb derselben linearen Umfangsgrenle beigesellt, 60 

würde c und d, also C und D zugleich um Gleiches vergrössert werden, .Iso 

d unverändert geblieben sein, und hälle man die Fläche - versteht sicb 

unter Beibehaltung des unveränderten Zustandes aller Linien und Punkte­

beseitigt, so wäre die Compensation durch Verringerung von c auf Null und 

Anwuchs von x'" auf t erfolgt, weil der amplexe Raum durch di e Abänderung 

tlinfach c)'klodisch werden musste. 

Es findet hierdurch die im Eingange des Arl. 3 J gemachle Bemerkung 
eine neue Begründung. 

Die Conslaote 2 des Euler'scheu Satzes ist mit der Diakrise ,.' des vier­

ten jener Specialsälze idenlisch, und ebenso ist im Cauch)"schen Salle (8. Art. 35) 

die Zahl P + t eine Diakrise. Wir sehen jetzt, vom Standpunkte der Glei­

chung (32) diese dittkritiscben Zahlen in dem Inhalte der Glieder der CensuB­

Gleichung in der Weise aufgehen, dass sie sich sei es im Numerus oder in 

deo AUributiven der Conslltuenten eingereiht finden . 
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Der Causu! slellt gleichsam eine Bilapz· auf zwischen zwei Ablbeiluogen 

VOll Beitrags - Raten, welche 8US deo verschiedenen Gruppen von Elementen 

der Complexe J d. i. 8US den Curien erhoben werden. Die Diakrise erscheint 

alsdaon nls der Ausschlttg des nicht bestehenden Gleichgewichts, als ein Saldo 

oder De6cit. Die in unserf'ß CeRaus-Sälzen gewonoene Verallgemeinerung 

des EuJer'schen Theorems hal uns aber gezei~t, 'Wie die Diakrisen der auf 

tieferen Stufen der Allgemeinheit stehenden Formen des Cenaus in den höheren 

Stufen gleichsam wio durch Deckung eines DeficitB ihre Erledigung finden. 

Der Gedanke, ob In unserer zuleb! gefundenen Form des Ceosus die Zahl 

p-1 nicht gleicherweise Dur eine Diakrise darstelle, die durch geeignete 

Umgestaltung einer Deckung fähig wäre , und ob sich in der Bilanz nicht 

völliges Gleichgewicht herstellen ,lasse, wird uns durcb diese ErWägungen 

nabe gelegl. Diesen Gedanken wollen wir in der Dachstehenden weiteren 

Verallgemeinerung verrolgen, und wenn aucb der Fingerzeig zu diesem Ziele 

Dur als ein Spiel mit leflren J lediglieb die Form des Census berübrenden Bil­

dern erscheinen könnte J so wird gleicbwobl die in diesem Sinne zu gewin­

nende neue Form unseres Salzes nicbt nur den Blick so .zu sagen auf die 

metapb)'sische Seile des Census , sondern zugleich auch die situal-anal)'tiscbe 

Kran desselben dabin erweitern , dass er neben endlieben, wie bisber, nun 

auch unendlich ausgedehnte Complexe in letzter Verallgemeinerung zu beherr­

Bchen verm"8. 

42. 

In den bisherigen Untersuchungen musste ein Hauptaugenmerk auf die 

Cyklose und ihre numerische Ermittelung gerichlet sein, Wir flaben zu dem 

Ende die Complexe nur aus Constituenlen der drei ersten Curien bestehen 

lassen und sie so dellni rt ) dass im Falle mangelnder Zusammenhänge der 

Congregale ~ on Punklen , Linien und Flächen mehrere Complexe als existi­

rend angenommen werden mussten. Der Fall feroer J wo eine Fläche ohne 

unendliche Ausdehnung einer Begrenzung durch Linien und Punkte ermangelle, 

den wir durch den Ausdruck Periphraxis bezeicbneteo, stellte sieb unter der 

bisherigen Fassung des Begriffs der Complexe als ein leicht zu erledigendar 
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singulärer Fall dar. Um zu einer ferneren Verallgemeinerung des Censu! zu 

gelaugen , ist es zweckmässig und errorderlich, den Begriff des Complexe.!l 

dahin zu mo.dificiren, dass wir darunter den Inbegriff aUer !Ug/eich und nehen 
einmuler butehenden Corutituenlen verstehen, so dass jeweilig, auch wo bis­
her p Complexe vorhanden waren, nur von Einem Complex die Rede ist. 

Diese neue FHssung des Begriffes I1Complex" hat nun zur Folge 

erslens, dass jeder gegebene Complex, mag es allein der eine Bestaod­
tbeil oder CODstituenl, nämlich der amplexe J in!:! Unendliche ausgedehnte Raum 
oder ausser ibm noch andere Bestaodlbeile, wie Linien, Flächen oder Räume 

sein, welche unendliche Ausdehnung besilzen I unendlich ist, und 

zweitens, dass da, wo nach der früheren Begriff'sbestimmuog mehrere 

Complexe bestanden, die zeitherige Modalität der PeriphriJXU, welcbe aur 

gewisse Arten von Flächen beschränkt war, jetzt aucb aur Constituenten der 

vierten Curie Anwendung findet, und somit ihr Vorkommen aur die dritte 

und vierte Curie zugleich erstreckt. 

Die in Art. 39 besprochenen p- J Verbindungslinien, welche das Am­

plexum oder andere Räume zwischen den p Complexen im rrüheren Sinne des 

Worts, die wir der Kürze wegen nunmehr ComplexioneD nenDen wollen, 

gleichsam durchbohren, leisten in der vierten Curie dasselbe, was das Trema 

in der dritten. Die Räume, welche solche Verbindungslinien enthalten, er­

scheinen also vor dieser Dialrese periphraklisch, und um sie aperipbraktisch 

zu machen, müssen ihnen lineare Tremata ebenso ertbeilt werden, wie einer 

periphraktischen Fläche, um sie aperiphraklisch zu machen, ein trematischer 

Punkl Nach Ertheilung der p- t Diatresen in der vierten Curie bleibt aber, 

so lange die Complexionen, wie bisher noch immer angenommen worden, 

keine ins Unendliche sich erstreckende Beslandtheile enthalten, offenbar das 

ins Unendliche ausgedehnte Amplexum nuch einrach penphraktisch, und um 

diese letzte Periphraxis zu beseiligen, ist noch eine trematische Linie erfor­

derlich, welche, von einem beliebigon Bestandtheile der p Complexionen aU8, 

den unbegrenzlen umgebenden Raum bis in unendliche Ferne durchbohrt, 80 

dass also zur Beseitigung sämmtlicher Periphraxen der vierten Curie bei p 

gegebenen endlichen Complexionen p Diatresen errordert werden. 

Wir rügen deu peripbr aklischf'n Zahlen im Attribuliv der dritten Curie 
10 
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der CoocinoiLät wegen (wie den cyklodischen Zahlen in der zweilen Curiej 

einen Accent bei und bezeichnen die den einzelnen Räumen zukommenden 

periphraktiscbeo Zahlen durch 1l'1", -rt/, ws" u. B. w., deren jede sowohl Null 

als jede ganze positive Zahl bedeuten kann J so siod diese Zahlen , deren 

Summe '1(" = P ist, in das Attributiv der Constiluenten der vierten Curie auf­

zunehmen, wie die Zahlen 11'1', '11'2', 7(8' U. S. w. und ihre Summe -Ti in das 

Attributiv der dritLen Curie aufgenommen worden ist. 

Die bisherige allgemeine Census~Gleichullg (33) geht nilch dieser Inter­

pretalion des Theiles p in der als Diltkrise betrachteten Grösse p- l nunmehr 

in diese über: 

(0 " )-(b-')+ (c-" +,,')-(d-."'+,,") = -1 (34) 

43, 

Der EfI'ect der p -1 Verbindungslinien zwischen den p endlichen Com­

plexionen, d. h. der ElI'ect der ibnen entsprechenden p-l Diatresen ist in 

dem Beweise des Satzes Art. 39 erörlcrl lind erl~digl. Es bleibt nur nocb 

die Wirkung der im vorigen Art. besprochenen letzten der p oder 7(" trema­

tischen Linien zu erwägen 1 welche den nmplexen Raum in den aperiphrakti­

scben Zusland zu versetzen erforderlich ist. 

Diese Linie führt uns fluf das Unendliche und macht die Berücksichtigung 

der ersten jener heiden im vorigen Art. hervorgehobenen neuen Wirkungen 

der Modification in Begriff des Complexf's ebenso notbwendig J als die der 

zweiten. Sie soll ihren einen Endpunkt, wie die übrigen p-t tramatischen 

Linien in einem Constiluenlen der drei ersten Curien, den andern aber im 

Unendlichen finden. Für den ersten Punkt wiederholt sieb die Unterlicheidung 

derjenigen Fälle, welche im Beweise des Salzes Art. 39 rür jeden Endpunkt 

der p-l Combinationslinien nötbig geworden. Die Folge der Einrührung der 

oeuen Linie ist einerseits ein Augment t im Wer'he von 6, andrf'rseits aber 

wenD ihr Ausgangspunkt in einem der a vorhandf'nen effectiven Punkle des 

Complexes liegt, Null, oder wenn er auf einer eR'ectiven Linie liegt, ein Aug­

ment t in den Werthen von Ä nod B zugleich I oder endlich, wenn er HIlC 

einer eß'ectiven Fläche liegt, ein Augment t im Wertbe von A und ein Dtt-
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crement 1 im Werthe von C: in jedem Falle also ein Decremoot 1 im Wertbe 

VOD Q. Der andere Endpunkt , welcher im Unendlichen liegen soll, muss 
mithin im Aggregate Q augmentaliv als 1 gezählt werden, wodurch sicb her­

ausstellt 1 dass das räumlich Unendliche die Rolle eineS Punktes spielt I der in 

unendlicher Feroe liegt und mit welchem diese trernaUscbe Linie den Inbegriff 

der p Complexiooen zu verbinden baI. 

44. 

Der aUlemeiol! C"usot in . eitler 60lJeu G .. talt. 

Es gebt aus dieser Betrachtung hervor , dass wir das räumlich Unend­

liche als einen in unendlicher Ferne gelegellen virtuellen Punkt zu betrachten 

haben, der unter den Attributiven des Census ebenso notbwendig eine Auf­

nahme erbeiscbt, wie die Cyklose und die Periphraxis, und dass wir rolge­

richtig die in der Gleichung (34) nocb übrige diakritische Zabl - 1 in der 

Bedeutung des räumlich Unendlichen zunächst in das Attributiv der vierten 

Curie nurnehmen müssen. Es stellt sich aber leicht heraus I dass gleichwie 

die Ordnungszahl der Cyklose im Attributiv der zweiten Curie und die Ord­

nungszahl der Periphraxis im AUribuliv der driuen Curie nur die Werthe 0 

oder 1 annehmen können I ebenso hier der censuelle Werth der Ausdehnung 

ins Unendliche ausser 1 auch 0 sein kann, nämlich in dem "'alle , wo gar 

Nichts, also auch kein unendlicher Raum gegeben wäre I und somit auch der 

Numerus in der vierten Curie wie in alleo übrigen gleich Null geselzt wer­

den müsste. Bedeutet also w entweder 0 oder 1 und bezeichnen wir da­

durch das Attribut der Ausdehnung ins Unendliche J so erhalten wir I indem 

wir jetzt zo, welcbes siels = 0, weglassen, und in den bisherigen Zeichen 

für die Cyklose und die Peripbraxis einen Accent weniger schreiben, rolgende 

allgerneitule oder finale Form rür die Census-Gleichung. 

o-(II--o)+(c-o ' +.,..)- (d-i' +,, ' -w) = 0 (3f» 

Abgesehen von dem eben berührten ganz singulären Fall, wo w zugleich 

mit allem in dieser Gleicbung vorkommenden Grössen Null wird, bat w durch­

weg den Werlb t , durch welchen im Ceosusdas Unendliche in den Attribu­

tiven verwertbet wird. Deo in ullendlicher FernE" zu denkenden, das Un-

10· 
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endliche repräsenlirenden Punkt nennen wir das Stigma. Er ist es zuvör­

derst I in welchem die das Amplexum 8uf den aperipbraktiscben Zustand zu­

zückrührende trematische Linie ihren Endpunkt findet, zugleich aher ist dAS 

Stigma auch als die gemeinsame Grenze aller in einem räumlichen Complex 

etwa vorkommenden ins Unendliche sich erstreckenden Conslilueuten der zwei­
ten und dritten Curie zu betrachten , so dass nach Einführung des unter (Q in 

Rechnung gebr~cbteß Stigmas der Census in seiner nunmehrigen Gestalt von 

seihst seine Geltung auch auf den Fall erstreckt, wo die Ausdehnung irgend 

welcher Constituenten ins Unendliche Plalz grein. StaU zu sagen, eine Linie 

(gerade oder krumm), eine Fläche (eben oder gekrümmt) dehnt sich D8Ch einer 
oder zwei oder beliebig viel Seiten i.ns Unendliche aus, isl nunmehr der 

Ausdruck gestattet: sie endet oder findet ibre Grenze Dach diesen Seiten hin 
in dem Stigma, welches in allen solchen Fällen stets mit dem Werthe 1 in 

Rechnung kommt. Die anränglich gestellte Bedingung, dass in deo drei erslen 
Curien nur Constituenten von endlicher Ausdehnung vorkommen dürfen, ist 

also in der gegenwärtigen finalen Fassung des Census - Theorems gleichsam 

ohne unser Zuthun weggerallen. Auch bleibt der Begriff' des u.mplexen Rau­
mes, der bisher als durch die Ausdehnung ins Unendliche vor allen übrigen 

Constituenten bevorzugt scbeinen durfte, und wie jetzt erhellt zugleich 91et! 

periphrakticb war , durch den neuen und erweiterten Begriff' des Complexes 

nicht unbeeinOusst. Nicht nur, dass durch die unendliche Ausdehnung von 
Linien und Flächen die räumliche Cyklose und Periphraxis zu neueIl Ord­

nungszahlen gelangen, durch unendliche Conslituonlen der dritten Curie können 

sogar · zwei oder mehr unendlich ausgedehnte Constituenten der vierten Curie 
erwachsen, deren jeder von nun ab aur die zeitherige Benennung "Amplexumlt 

Anspruch machen kann. Die Singularität des sog. Amplexums in dem rrü­

heren minder allgemeinen Falle, wo unendlich ausgedehnte Constituenlen in den 

drei niederen Curien noch ausgeschlossen waren, gegtmüber den im Com­
plex enthaltenen übrigen Constituenten der vierten Curie rällt demnach jetzt 
so gut wie völlig weg 1). Gleichwohl mag die BenenDung ihrer Bequem­

lichkeit wel(en selbst für mebrere ins l!nendhche ausgedebnte RHumlbeile 

zugleich beibehalten werden . 
I) Vgl. Art. 11=1, Allmerkung. 
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Nach dieser letzten Verallgemeinerung lisst sicb der Inhalt der CensuB­

Gleichung (35) dahin aussprechen : 
LEHRSATZ. I. einem gegeb ..... be/;ebig wie b .. cAaff.... r_/;ellen 

Comple:z: ill die Summe der m" abwewelnden Zeichen cer.ehenen "'er Bet­
tragnaAlen mu den corhandetlen Punkten, Linien, Fldchen und Rätnnerl, 
welche innerhalb jeder die8er cier Curien mu der Anaahl der ButandlAeüe 

und den a .. den Modamälen dar Cgklo,e, dar Periphrazi< und dar A .. deh­

rnmg im Unendliche ertRÜlelten AlIribuU"en erhaUen werden, gleich Null. 

45. 
Bei.piele. 

Indem wir BO durch die Gleichung (35) auf dem Stadium der umfas­
sendsten Allgemeinheit des Census angelangt sind, durch welche derselbe auf 

einen beliebigen räumlichen Complex mit begrenzten oder unbegrenzten COD­

stituenten Anwendung 6ndel, bleibt uns nur übrig, den Umfang dieser Allgemein­

heit wiederum durch Aufführung einiger Beispiele Doch anschaulicher zu machen. 
Wir stellen die finale Gleichung (35) auch jetzt noch, wie die früheren 

Ausdrücke des Census, in der summarischen Form 

dar, wo nunmehr 
A-B+C-D=O 

A = a 
B=b-. 
C= c-x'+.,.. 
D = d- x" +.,..' --w 

sein wird, und ermitteln in den concreten Fällen der Dachfolgenden Beispiele, 
wie früher . die numerischen Wertbe der vier Glieder A, B, C, D und hieraus 

den Werth 0 des Aggregats A-B+C-D, welcher , sobald er sich gleich 
Null heraussteIlI, unser Theorem verificirl. 

f _ Der in Fig. 59 dargestellte Complex bietet 88 etT'ective Punkte, 132 

Linien oder Kanten, 36 Flächen , wovon '2 einfach cyklodisch , und 2 mehr­
fach c)'klodische Räume , einen inneren begrf'Dzten und eiDen äusseren am­

plexen periphraktiscben unbegrenzten, dar_ Zur Ermittelung der Raumcyklose 
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dient das in Fig. 60 dargestellte Diagramm J in welchem wir nach Art. 21 

finden k =9, 1= 1481501& = 14-9+1 =6, oder nach Art. 22 dieZabl 

der Bionenfelder = 12 J der Traversen = 6, also ebenso 1& = 6. Seide 

Räume sind demoftch 6 fucb cyk lodiscb. 1180 hat olso A = a = 88; B = h 
.= 132 ; c ..=36, lt' l o= l , Jtz'= l, C=34jd=2, 1&1" =6, 1&2"=6, 
7(,;= t, W = t , D = - 10, und somit 

- Q =88- 132+34+1O=0. 

In diesem Beispiele kam noch, wie in allen früher aufgeführten, du 

Attribut des Unendlichen dem Amplexum allein zu. Die Zahl solcher Fälle 

zu vermehren, wie sie sich leicht würden erfinden oder aus Art. 31, 35, 40 

entlehnen lassen, würde jetzt nur von geringerem Interesse sein, und fübren 

wir deshalb .!lasser dem im Vorhergehenden wiederbolentlicb berührten Fall 

des leeren unendlichen Raumes bauptsücblicb noch solcbe auf, in welchen 

mehrere Conslituenten an der Ausdebnung ins Unendliche Theil nehmen. 

'2. Wenn der leere unendliche Raum allein den gegebenen Complex 

bildet, so wird jetzt A = B =C= O; d = J , x"=O, ,"'= 0, w = I, 
D = 1- 1 und Q = O. Wäbrend hier D verschwindet, indem d und w zu­

gleich den Werth 1 annehmen, geschieht dasselbe im Falle d = 0 dadurch, 

dass Dun auch w = ° wird. 

3. Es sei ein Punkt gegeben und eine von ihm ausgehende gerade 

oder krumme, sich nirgend selbst durchkreuzende endlose Linie. Dann ist 

a = A = 1; b = B = t; C = 0; d = t , x" = tr' = 0, w = I, D = 0, 
und demDllch Q = I-I = O. 

4. Eine auf beiden Seiten inB Unendliche sieb erstreckende sich nicht 

selbst durchkreuzende Linitl ist gegeben; z. B. eine unbegrenzte gerade Linie, 

Parabel, Logistik, Scbraubenlinie u. s. w. Dann ist a = A = 0 ; b = B = 1 j 
C = 0; d = 1, und da nunmehr der amplexe Raum ofl'enbnr einfach cyklo­

discb, ausserdem aber .nocb wie vorbin aperiphraktisch ist, 1t" = 1 J 7(' = 0, 

w= t, D= -t , also Q= -'+1 = O. 
5. Nehmen wir auf der Linie des vorigen Beisp. Doch einen eß'ectiven 

Punkt an, so werden 0 und b zugleich um , grösscr, und es wird Q= ' -2 
+ 1 = O. Da es gleichgültig, ob die zwei an dem efectiveo Punkte zusam­

mentretenden Lincarelemeute den Winkel l~O' mit einander bilden oder oicht, 
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so kann auch der vorliegende Complex als aus dem 3. Beisp. dadurch her­
vorgehend angesehen werden, dass wir von dem gegebenen Punkt statt einer 

zwei ins Endlose sich erstreckende, aber nirgend DurcbschniUs- oder Reriih­

rungspunkte bildende, übrigens beliebig gestaltete Linien annehmen. In den 

numerischen Wertben des 3. ßeisp. wächst alsdann hund Jt" zugleich um 1, 

so dass wiederum Q = 1-2+ t = O. Offenbar muss durch jede Deu hin­

zutretende derartige Linie b und ;eil zugleich um 1 steigen. Durch m unbe­

grenzte in Einem Punkt sich kreuzende Linien entsteht ein Complex der vor­

liegenden Art mit 2m Linien , wo a = 1, b = 2m, d = 1 , ,,"= 2m-t. 
w = 1 und Q = O. Man siebt, wie der Raum z. B. durch drei in ihm ge­
zogene Coordinatenaxen 5 fach cyklodisch wird. In der Thut kann sein 

Diagramm durch die Ecken und Kanten eines Würfels dargestellt werden, 

woraus nach Art. 21 oder 22 die 5 fache Cyklose erbeIlt. 

6. Es hIlben n Linien von der vorigen Art und Ti' Linien von endli cber 

Länge Einen gemeinsamen Ausgangspunkl. DilDO besteht der Complex lIUS 

t +,.' Punkten, n+n' Linien und der amplexe Raum ist nperipbraklisch, n- t 

fach c)'klodiscb. Also a = A = 1 +n' i b = B = n+n' i C = 0 i d -= 1, 

x." = n - t, 1f' = O, W = 1, D = - n+1, und 

Q ~ I+"-.-n'+.-I ~ O. 

7. Ein Polyeder mit 24 Flächen und 14 Ecken (Fig. 61) etwa da. in 

der Krystallographie sogenannie Tetrakishexaeder sei gegeben. Von dem 

Mittelpunkt des Polyeders fübren gerade Linien je eine nacb einem millen 

8uf jeder der dreieckigen SeilenDäcben gelegenen Punkte, und von jeder Po­

Iyederecke 8US gebt eine radiale Linie bis ins Unendliche. Aucb ohne dass 

wir in der Figur die 2.1 inneren und 14 äusseren Linien darstellen , wird 

sich der Census für diesen Complex leicht ausfindig machen lassen. 

Das Polyeder allein betrachlet besitzt 14 Ecken , 36 Kanten und 24 FläcbeQ. 

Oie 24 Linien im Innenraum haben in der Mitte des Körpers einen gemein­

~men Anfangspunkt, und jede einen Endpunkt aur einer SeitenDäcbe, welche 

durch diesen Endpunkt einfach c)'klodisch wird. Der Innenraum selbst wird, 

wie aus den vorigen Beispielen binreichend erhelU, 23 fach c)'klodiscb J die 

14 ven den Körperecken ausgehenden endlosen Linien des Aussenraums aber 

aber machen diesen Ruum t 3 fach cyklodisch. Wir finden somit ß = A ::;:.:;. t 
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+24+14=39; b=B=~4+36+14=74; c = 24, .=24, C = O, 
d = '2, "t = 23, )(2"= 13, W = 1, D = -3;', Folglich 

Q = 39-74+0+30 = O. 

8. Würde die polyedrische Oberfläche des Innenraums durch eine Ku­
gelfläcbe erselzt ohne e[ective auf ihr liegende Linien, aber nach wie vor 

die 24 Endpunkte der inneren, wie die 14 Anfangspunkte der äUSBaren ra­
dialen Linien entbaltend, so träte bloss eiDe Aenderung im Bestand der zweiten 
und dritten Curie ein I indem durch Wegfall der 36 PolyCderkanten h = 24 
+ 14 = 38, und durch Austausch der 24 einfach cyklodiscben Polyederßächen 
gegen eiDe durch 38 e[ective Punkte 37 fach cyklodisch gewordene Kugel­

Diebe c = S J )(' = 37 werden muss. Indem also Bund C zugleich um 36 
verringert werden, bleibt Q = O. 

9. Zwei Linien im Raum, die eine beiderseils endlos, die andere mit 2 
effectiven Endpunkten, weder einAoder noch sich selbst kreuzend oder berüb­
rend, sonst aber beliebig gestaltet, sind gegeben. Im einfachsten concreten 
Falle mtlg mon sicb beide Linien gerade denken. Der amplexe Raum ist 
jetzt einfacb periphraktiscb und einfach cyklodiscb und es ist a = A = 2; 
b = B = 2 j C = Oj d = 1, 11"= 1, '1(' = 1, W = 1, D = 0 und () = 2 
- 2 = O. Durch Hinzufügung jeder neuen isolirten endlicben Linie würde 
a um 2, b um 1 und 'Ir' um 1 zunehmen und Q = 0 bleiheo. Vereinigte 
man die Endpunkte der endlichen von beiden Linien zu Einem effectiven 
Punkte, so würde a um I ab- und 11" um t zunebmen. Jede Deue solcbe 
in sich zurückkebrende Linie mit einem e[ectiven Punkte würde eiue Ver­
grösserung voo a und b, so wie von 11" und 'Ir' um t zur Folge haben, wo­
durch Q unverändert = 0 bliebe. Entzöge man der in sicb zuräckkehrendeo 
Linie den einen effectiven Punkt, wodurch sie cyklisch würde, so wurden 
8ich die Aenderungen in a und 11 wiederum compensireo. Jeder neue lineare 
Cyklu8 wurde " und 11. 80 wie 11" und 'Ir' um 1 vergrössern und dadurch Q 
unverändert lasseD. Verschlingungen und Verkettungen solcher Linien unter 
sich und mit der endlosen Linie in beliebiger Complication würden hierbei 
irrelevant seiD, dl:l sie sich durch Anatbase lIofort beseitigen liessen. 

10. Durch Verlängerung der endlichen Linie nach einer Seile bis ins 
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Unendliche würde dem Complex ein eß'ecliver Punkt, zugleich aber dem am­

plexen Raum die Periphraxis entzogen, weil heiden Linien Ausdehnung ius 

Unendliche zukommt, d. i. ,,'eil dieselben durch das Stigma mit einander 

zusammenhängen. Die Raum-Cyklose ist tAUch jetzt noch einfach. Jede neue 

solche Linie mit Anfangspunkt und ohne Ende würde Dur a und b zugleich 
um t vergrössern und somit Compensation im Census bewirken. 

11. Gt:ben wir der zweiten Linie wie der ersten unendliche Ausdehnung 

D8Ch heiden Seitcn , wie z. B. bei zwei parallelen endlosen geraden Linien 
der Fall wäre, so hälte maß a=A = Oj b = B=2j C = O, d=l, 
1("=2, 'f'{' = O, W =t i, D=-2 und Q= 2-2 = 0. Für" beiderscils 

ins Unendliche reichende Linien im Raum, gerade oder in beliebiger Krümmung, 

in beliebiger gegenseitiger Lage, aber ohne eff'ective Punkte, wäre A = 0, 

6= B=,., C=O, d = 1, Je"=,., 'T'{' = O, w = I, D=-,. und Q = n 

-ft= O. 
12. Von drei Linien der eben gedachten Art, Fig. 62 , gehl die eine 

EF durch eine Kogel S hindurch, die zweite GH berührt sie in einem Punkte, 

die dritte K gebt in Distanz an ibr vorüber. Der Complex bat 3 Punkte. 6 

Linien, 1 Fläche und '2 Räume. Oie Kugelfläche ist durcb 3 cff'eclivtl Punkte 

zweirach cyklodiscb, der innere Kugelraum vermöge des in ihm be6ndlichen 

StUck~ der Linie EF einfach cyklodisch. Die Cyklose des öusseren Raums 

wird aus dessen Diagramm erkannt, welches man in einer seiner Gestalten 

z. B. dadurch erhält, dass man von einem Punkle diesseits der Fig. 62 durch 

die mit e, I, g, ", Ir bezeichneten Regionen Dach einem Punkte jenseits 

Linien gezogen denkt, wodurch sich (wie in Fig. 63) 5 Züge und '2 Ausgänge 

oder - ohoe Traversen - 4 Binnenrelder herausstellen. Der äussere Raum 

ist also 4 facb cyklodiscb. Somit ist 0 = A = 3; b = B = 6 i c = t, 

x'='2, C=-l; d=2, xl"=1, xz"= 4, 11'=0, w=1, D=-4. 
Also 

Q = 3-6-1+4 = o. 
Fügen wir noch eine glßz isolirle Kugel ob ne e8'ecliven Punkt hinzu, 

so wird eine acyklodiscbe peripbraklische Fläche und ein acyklodischer ape­

riphraktischer Raum, sowie eiDe einfache Periphraxis des Amplexums hinzu­

trelen. Es wird jetzt 0=A=3 ; b= B= 6; c = '2, Xl'= 2, 1r"2= I, 

\I 
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C = 1; d = 3, Xl"= 1, )(2" = 4, '"' -= j, w = 1, D = -"2, und somit 

Q = 3- 6+1+2 = O. 
Durch Hinzurüguog jeder neuen solchen isolirlen Kugel würden C und 

D zugleich um 2 wachsen, indem C, 11', d und ..,,' um t zunehmen. 
13. Eine nach allen Seiten unbegrenzte Ebene theilt den ganzen unend­

lichen Raum in 2 gesonderte unbegrenzte Theile. Es ist A = 0, B = 0, 

C=C = t, d = '2, w = l , D=1. Also Q= I-1 .=. 0. Ziehen wir 

in der Ebene eine gerade endlose Linie, so zerfallt die Ebene in 2 StUcke, 

bund c wachsen um I, und Q bleibt = O. Nehmen wir das eine Fläcben­
stück weg, so nehmen c und d zugleich um 1 ab. 

Zwei sich kreuzende unbegrenzte Ebenen ergeben eine unbegrenzte 

Linie, 4 Flächen und 4 Räume, und somit A = O. h = B = I j C = C = 4 ; 
d = 4 , w = J, D = 3; also 0 = -1+4-3 = 0. Durch Wegnahme 

einer der 4 Flächen wird C = 3, d = 3, w = 1, D = '2 und Q = -1 + 3 
-'l --= O. Stillt der drei von der gemeinsamen Linie ausgebonden nacb einer 
Seite unendlich ausgedebnten Ebenen kann man deren n annehmen und es 
wird offenbar A = 0, B = 1, C = R , d = R, W =..: 1, D = 4-1 und Q 

= - - I +n-n+ 1 = O. 
Durch einen in der Linie angenommenen eß'ecliven Punkt steigt A und 

B zugleich um 1 und Q bleibt Null. 
Drei sicb kreuzende unbegrenzte Ebenen (Coordinaten-Ebenen) ergeben 

1 Punkt, 6 Linien , t'2 Flächen, 8 Räume, also a = A = t ; b = B = 6 ; 
c = C ~ 12. d ~ 8, w = I, D = 7. Also Q = 1-6+ 12-7 = O. 

Alle diese Fälle gestatten, ohne Einfluss aur die numerischen Elemente, 
die vorkommenden Ebenen und geraden Linien durch krumme Flächen und 
Curven zu erseh:en. wenn diese nur wie jene sicb nicht in neuen Punkten 
oder Linien kreuzen oder berühren. 

14. Die Spitze oder der Mittelpunkt einer vollständigen (doppelten) Ke­
gelßäche, Fig. 64, liege im Inneren einer lfugel, die durch sie in zwei cy­
klischen Linien durchschnitten werde. Der Complex enthält llisdann 1 Punkt, 
'2 cyklische Linien, 7 Flächen, VOll dell('n 3 der Kugel, 4 dem Kegel ange­
hören , 6 Räume, wovon 3 innerhalh und 3 3usserhalb der Kugel liegen. 
J\olall hat also a = A =:-:: 1; b = 2, Xl = 1, 1tz = t , B = 0; c = 7, Xl'= X2' 

~:..;:: O , 1t3'= 1t+'= t, "5'= 1, "6'= 1, "7'= 1, ," = 0 , C = 4 i d = 6, 
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,/ " 0 xl = "2 = , " I " " 0 " 1'0 D3 JC.s ,= , .1'+ = Xs = 1 X6 = 1 7r = ,W =- I , = ,,: I 

und mithin 
Q = 1-0+2- 3 = 0. 

15. An einem Würfel erweitern wir alle Flächen sllseitig ins Unend­
liche, im Innern des Würfels sei eine isolirte Kugel enthülten. Dieser Com­

plex bat 8 Punkte, die Würfelecken , jede der 12 Würfelkaoten gibt mit 2 
Verlängerungen 3 Linien , im Ganzen 36 Linien , in der Ebene jeder Wür­

felseite liegen 9 Flächen, im Ganzen sind also, die Kugelfläche mitgezählt, 55 

Flächen vorhanden. Die KugeIßäcbe ist periphraktisch. Das Innere des Wür­

fels zerfälli in 2 Räume, einen innerhalb der Kugel J acykJodiscb und aperi­
phrakliscb, und einen die Kugel umgebenden, periphraktisch acyklodisch. Der 
ample.xe Raum zerfällt in 6 den Würfelseiten, 12 den Würfelkanten und 8 
den Würfelecken aoliegende Räume, alle ins Unendliche ausgedehnt, ocyklo­
disch und aperipbraktiscb. Der Census ergibt also a = Ä = 8; b = B = 36; 
c = 55, x' = O, '7( = 1, C = 56j d = 28, x"= O, .,,'= 1, w = i, D = 28. 
Also 

Q = 8-36+56-28 = O. 

Fügen wir Docb drei endlose gerade Linien hinzu, die sich unler ein­
aoder rechtwinklig und deo Würfelkanten parallel in einem Punkte innerhalb 
der Kugel kreuzen, so wäcbst die Zahl der Punkte um 13 , der Linien um 
18. Fläc hen und Räume ändern zwar nicht ihre Zahl, aber ihr Attributiv. 
Die KugeIßöche verliert ihre Periphraxis und erlangt 5 facbe C)'klose. Jede 
der 6 Würfelseiten wird einfach cyklodisch. Der im WUrfel enthaltene, die 
Kugel umgebende Raum wird aperiphraktisch und nimmt ebenso wie der In­
neoraum der Kugel 5 fache C)'klose an. Von den 26 den Würfel umge­

henden ins Unendliche reichenden Räumen werden die 6 den Würfelseiteo 
entsprechenden einfach c)'klodisch, die übrigen 20 bleiben acyklodisch. Es 

ergibt sicb also nunmebr a = A = 21j b = B = 54 ; c = 55, xl'= 5, 
O ~ , 6 C 44 d 28 " - "5 'O'~ '" 6 '"1 = , "X2 = , = ; = , Xl = il, X2 = . ""1 = , ..... " 5 = , 

W = 1, D = 11 . Folglich 

Q = 21-54+44-11 = O. 

Diese Beispiele, die sicb leicht durch noch complicirtere vermebren liessen, 
11 • 
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mögen für den gt'gt'ßwärligen Zweck genügen. Die Anwendung des Census 

in verwickelten toncreten Fällen kann DACh den im Vorhergehenden darge­

legten Regeln keinen weiteren Schwierigkeiten unterliegen. 

46. 

Wir schliessen diese Untersuchung mit der Bemerkung J dass sowie 

im Euler'schen Satze - wenn auch stillschweigend - nur acyklodische, 

ftperipbraktische uod endliche Bestandiheile in dem polyedrischen Complex 
vorausgesetzt werden, das Theorem des Census in allen Stufen der Verallge­

meinerung, auf welche wir dasselbe haben gelangen lassen I Dach den gleich 

anfangs- gemachten Feststellungen sich hinsichtlich des den Constituenten bei­

gelegten Numerus nur auf den einfachsten Fall möglicher Voraussetzungen, 

nämlich auf die AnDahme stützt, dass die Constituenten schlechthin gezählt 

werden oder dass jedem die positive reelle Einheit als Numerus zukomme. 

Wenn aber in gewissen Gebieten geom<,triscber oder topologischer Analyse 

die Constiluenten mit anderen von neuen Modalitäten ahhüngigen Numerativen 

ausgerüstet werden (s. beispielsweise "Vorstudien" S. 870), so erölTnen sieb 

damit für den Census auch nach dieser Seite hin noch fernere Erweiterungen, 

die jedoch von der vorliegenden Untersuchung, in welcher zunächst die Aus­

bildung desselben nach der Seite des ALtributivs bin beziell werden sollie
j 

ganz ausgeschlossen bleiben mussten. 



Anhaog, 

ullt.head die kllrae 8rkllrllll' .iai,., ia d.r Abilladl ... a, '1IIu .... Cllltea 01111 •• BUUDU..., ... . 

Ar.ykloducA, nicht cyklodisch, S. Cyklostl, cyklodisch (Arl. 9). 
Amplt zum. der umgebende, ins Unbegrenzte Ausgedehnte Raum (Art. 5). 
Anatlu,e, eine Umslellung der Complexc oder ihrer Theilc ohne Eingriff' in ihren Zu­

saromennang (Art. lB). 
ApmpAraJrtuc", nicht periphrakti.ch, •• Periphralri. (Arl. 24). 
Attribulio, eine aus den Modalitlten der Cyklose, der Pcriphn.xis und d~r unendlichen 

Ausdehnung abgeleitete Zahl (Art. 37). 
A."'9atl9, in den Linear-Complex!!n jeder Punkt , in welchem mehr als zwei Linien 

(Züge) ausammenlreff'en (Art. 19). 
['.,..." die Rdation zwischen der I\nzahl von Punkten, Linien , Fliehen und kOrperli­

eben Rlumen der CoDlplexe und den Attributiven ibr!!r Bestandtheile. 
Cotrtplez , jedes Aggregat von Punkten, Linien untl Fliehen ein- oder ausschliesslich 

der dadurch abgegrenzten körperlichen Rl ume (Art . I und 42). 
Co,,,/ilvmt . Bestandiheile eines Complexes (Arl. I ). 
C.rie, Abtb eilung oder Classe, zu welcher dn Consliluent im Complex gehOrt, ob 

Punkt, oder Linie, oder Fliehe, oder körperlicher Raum (Arl. 1). 
OyI.-loducA, ringmlssig zusammenhangend , anastomosirend (Arl. 9). 
OykJo.e, ringmlssiger ZUSAmmenhang, Anaslomose (Arl. 9). 
Dingramm , eine Linearcomplexion I aur welche ein Conslituenl durch .lImlilige Veren-

gerung oder Retraelion seiner Grenzen zurückgeführt wird (Art . 13 u. a.) 
Pialrrile. dne von der Beschaff'enheil des Complaxes abhlngigll eonstanle Zahl (Arl2ti). 
Dio/"e, AußOsung oder Annullirong der Cyklose (Art. 0). 
ViapAragma, odt~r Zwerchßlche, eine acyklodische, durch eine eyklisehe Linie be-

grenzte Flllr.he (Art. 1). 
Dinlre'e, Aurhebung oder Annullirung der Peripbruis (Art. 14). 
EffectifJ beissen alle im Census zur ZähluDg kommenden Conslituentcn (Art. 1). 
Felder , dit~ einzelnen Fllehenrlume in eitleßl "u( eine Fläche projicirhlß Diagramm 

(Art. 19). 
FZtJcAen-Complex, ein Partial-Complex , io dessen Censu. nur die drei enten Curien 

gezlhlt werden (Art. 26, 29. 30). 
Linear-Comples, ein Parli.I-Complex . in dessen Census nur die zwei erstell Curien 

gezahlt werden (Art. 26, 27, 2M). 
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MOJ&Qcent",cla, ein Diagramm mit ei nem elRzlgen Ausgang (Art. 20). 
PeripArdliscla, allseitig geschlossen, wie sphlroldiscbe Fliehen oder rings umhüllende 

körperliche RlDme (A rt. 24, 42). 
PeriphraxiI, Eigenschan einer Fllcbe oder eine. Raumes, wenn sie allseitig zusammen­

hingen und einen Complex oder Complextbeil rings umhüllen. (Art. 2-1., 42). 
Stigma, ein das räumlich Unendliche im Census reprasenlirender virtueller Punkt (Art. 43). 
S trecke, in einem Diagramm, die StUcke, in welche bei seiner Projection auf einer 

Fliche, die Züge durch die Traversen gelbeill werden (Art. 19). 
Trotltf".e, in einem auf e ine Flliche projicirten Diagramm die Punkte , in welchen sich 

zwei ZlIge IIberkreuzen, d ie sicb im rlumlicben Diagramm nicht schneiden (Art. 19). 
Trema. der die Periphraxis einer Fläche auDösen de oder annullirende Punkt (Art. 24) 
Yirtlu!ll heissen Punkte I Linien I Flächen und Rilume, wenn sie in Complexen IIls nicht 

eß'ecliv gelten, oder nur zu Hülfe genommen werden, ohne im Censüs mitgeZählt zu 
werden (Art. 2). 

Zug, im Diagramm jeder lineare Weg zwischen zwei Ausgängen I der keinen Ausgang 
als Binnenpunkl enthält (Art. 19). 

ZtDef"chfldch~ s. Diaphragma (ArL 7). 

Verbesserungen . 

S. ,. Zeile 1 ~ . o. • tall i= ]3, 1=24 li~, .= 19,1 = 30. 

" 
40 

" 
1 v. o. dtJIl des Diagramms li~. das Diagramm. 

" " " 
10 ~. o . • tall [400) li~. (300]-

" 
42 

" 
7 v. u. ,'all Fig. 45 lie. Fig. 4511. 

" 
45 

" 
11 v. o. ,'aU Fig. 50 lie. Fig. 49. 

" 
49 

" 
7 v. o. und Zeile 3 v. u. .Ia" (1) /;., (2). 

" 
62 

" 
6 v. u. sta" m lie. '" • 

" 
63 

" 
14 ,. u . • talt ~ lies ~r 

" " " 
9 v. u.dalt (c~."+u) lies (c+-."+u). 
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