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Der von Euler in der Mitte des vorigen Jabrhunderts gefundene Salz iiber
den Zusammenhang der Anzahl der Ecken, Kanten und Flichen eines Polys-
ders !), wonach die Zahl der Ecken und Flichen zusammen genommen die
Zabl der Kanten um 2 iibertriflt, das Seitenstiick des an sich evidenten Salzes,
dass in einem Polygon die Zahl der Ecken gleich ist der Zahl der Seiten,
ist von dem berilhmten Erfinder in der ersten seiner beiden darauf beziiglichen
Abbandlungen nur in unvollsténdiger Induction verificirt, in der zweiten aber
streng bewiesen worden. Seitdem ist dieses Theorem von verschiedenen
Geometern, wie Legendre2), Cauchy3), Lhuilier%) u. A. sowie noch

1) Leonh. Euler: Elementa doctrinae solidorum, und Demonstralio nonnullarum
insignium proprielatum, quibus solida hedris planis inclusa sunt praedila. Novi
Commentarii Acad. Sc. Petrop. 1V. ad annum 1752 et 1753. Petropoli 1755,
pag. 109 und 140.

2) Elémens de géoméirie, Paris 1794.

3) Recherches sur les polyédres, 2de partie. Journal de I'Ecole polylechnique
16. Cahier. Paris 1813. pag. 76.

4) Mémoire sur la polyédrométrie, contenant une démonsiralion directe du théo-
réme d'Euler sur les polyédres, el un examen de diverses exceptions suxquel-
les ce théoréme est assujelti (exirail par M. Gergonne). Annales de walhéma-

tiques pures et appliquées par Gergonne IIl. 1812 Dec. pag. 169.
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neuerdings Cayley!) theils mit neuen Beweisen versehen, theils erweitert
worden. Die verschiedenen zum Beweise des Salzes angewandten Methoden
sind fir den Zweck der gegenwiirtigen Untersuchung weniger von unmittel-
barem Interesse als die Erweiterungen desselben, welche als Anbahnung der
Verallgemeinerung betrachtet werden diirfen, die den eigentlichen Gegenstand
der vorliegenden Abhandlung bildet. Cauchy hat neben einem neuen Be-
weise dem Satze die Erweiterung gegeben, dass er sich auf ein zusammen-
hingendes Aggregat von Polyédern, gleichsam mit Intercellularwiéinden ver-
sehen, bezieht, wo die im Euler'schen Satze vorkommende constante Zahl 2
durch P 4 1 ersetzt wird, wenn P die Zahl der Raumtheile oder Partialpo-
lyéder bedeutet, welche das polyédrische Aggregat bilden. Wihrend aber
Euler und Cauchy andere als sogenannte convexe Polyéder — sei es
stillschweigend, sei es ausdriicklich — von der Betrachtung ausschliessen,
hat Lhuilier die sogenannten Ausnahmefille, in welchen sich der Satz in
der Euler'schen Fassung nicht verificirte, betrachtet und dem Theorem eine
auch diese exceptionellen Fillle umfassende Erweilerung zu geben gesucht.
Die drei Arten dieser sog. Ausnahmen, nach Lhuilier’s Meinung die einzig
moglichen, fihren auf die allgemeine Relalion
F4+S=A4+2i—o0o+ 1)+ @+ +p+...)

wo ¢ die Anzahl eingeschlossener Polyéderriume im Innern eines grisseren
Polyéders, o die Anzahl von durchgehenden Oeflnungen, p, p’, u. s. w. die
Anzahl von eingeschriebenen Polygonen auf Seitenflichen des Polyéders be-
deutet, welche dadurch ringférmige Zusammenhiinge (nach unserer Ausdrucks-
weise Cyklosen) annehmen, wo ferner F die Zahl der Seitenflichen, S die
Zahl der Ecken, A die Zahl der Kanten bezeichnet. Nur ist hierbei die aus
der inductorischen Ausdehnung des Falles o = 1 auf Fille complicirter Durch-

1) in einem erst nach Abschluss der vorliegenden Untersuchung bekannt gewor-
denen Aufsatz ,on the Partitions of a Close® in Lond. Edinb. Dubl. Philosophical
Magazine 1861. June pag. 424. Die hier mebr angedeutete als durchgefithrte
Ausdehnung des Euler'schen Salzes auch auf krummlinige Flichenbegrenzungen
bezieht sich wesentlich nur auf Linear - Configuralionen in der Ebene oder auf
der Kugelfliche,
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locherungen, wo der numerische Werth von o nicht sofort aus blosser Intui-
tion hervorgeht, erwachsende Schwierigkeit weder erwogen noch erledigt.

Wir haben es im Folgenden nicht bloss mit Polyédern irgend welcher
Art und ibren Zusammensetzungen zu einer oder beliebig vielen ausser- oder
ineinander bestehenden Gruppen, sondern mit rdumlichen Complexen iiberhaupt
zu thun, wie wir beliebige Aggregate von Punkten, Linien (gerade oder
krumm) und Flichen (eben oder gekriimmt) nennen werden, durch welche
der unbegrenzte Raum auf beliehige Weise vollkommen oder unvollkommen
getheilt, die Theile auf beliebige Art, vollstindig oder theilweise begrenzt
werden. Je grosser aber die Allgemeinheit ist, welche man erzielt, desto
schiirfer missen die Ausgangspunkle in ihren Begriffen fesigestellt werden,
will man nicht Gefahr laufen, der Allgemeinheit durch Unbestimmtheit oder
Willkiir ihren Werth zu entziehen. Wihbrend bei einem Polyéder kaum be-
vorworlet zu werden braucht, was man unter Eckpunkten, unter Kanten und
Seitenflichen zu verslehen hat, geniigt es in dem veraligemeinerten Gebiet
riumlicher Complexe nicht, von einem Quadrat oder von einem Tetraéder zu
sprechen; man muss vielmehr ausdriicklich angeben, ob das Quadrat bloss
vier Seiten und vier Ecken, oder ob es auch eine Fliche besilze, die von
den Linien der Figur eingeschlossen oder begrenzt wird, und ebenso ob das
Tetraéder ausser seinen vier Ecken und sechs Kanten alle vier Seitenflichen,
wie an einem soliden Korper, oder nur einige oder gor keine besitze, #hnlich
einem Drabtgestelle mit oder ohne Pupierwand.

Die genauer definirten Elemente und die aus ihnen zusammengesetzien
Complexe werden nun zuniichst, wie im Euler'schen Satze, gerahilt, nur dass
wir nicht bloss, wie dort, drei Zahlen — der Ecken, Kanlen und Flichen —
sondern vier, némlich der Punkte, Linien, Flidchen und Réume auszumilleln
baben, welche alsdann durch das allgemeine Theorem mit einander in Rela-
tion treten. Es wird sich aber zeigen, dass das Theorem nicht die blosse
Zabl jeder Art von Elementen, sondern fir jedes Element noch eine nume-
rische Modification erforderlich macht, der zu Folge der Satz nichl unmitlelbar,
sondern bloss mittelbar auf einer Zdhlung beruht, und so gleichsam in einem
nach gewissen Rangklassen innerhalb der einzelnen Kalegorien von Elementen

geregellen Census besteht. Dieser Punkl in der Verallgemeinerung isl so
l.
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wesenllich und durchgreifend, dass ich nicht angestanden habe, den Satz mit
dem Namen des ,Census“ raumlicher Complexe zu bezeichnen.

Der Inhalt des Satzes aber wird in seiner ersten allgemeinen Form darin
bestehen, dass die in gedachler Weise modificirten Zablen der Bestandtheile,
80 zu einem abgebraischen Aggregat vereinigt, dass die von gerader Anzahl
von Dimensionen (Punkte und Flichen) positiv, die von ungerader Anzahl von
Dimensionen (Linien und korperliche Réume) negaliv genommen werden, von
der Anzahl der Complexe um 1 iibertrofien werden, d. b. bei Einem Complex
Null, bei zweien 1, bei dreien 2 geben u. s. w.

Man sieht sofort, in welcher Weise sich der Euler'sche Saty als ganz
specieller Fall diesem Theorem unterordnet. Die Summe niémlich der Ecken
(oder Punkte) und ebenen Seilen (oder Flichen) posiliv genommen, und der
Kanten (oder Linien) und Riéume (ihre Zahl ist hier allezeit = 2, der einge-
schlossene und der ausgeschlossene Raum) negaliv gemommen ist gleich Null
--- die gedachte Modification fillt némlich fir die in diesem Falle belrachleten
Polyéder weg.

Sodann aber wird das Theorem vermdge einer leichten Modification im
Begriff des Complexes noch eine fernere, gleichsam mehr metaphysische Ver-
allgemeinerung erlangen, in der jenes Aggregat von vier Gliedern unter Beriick-
sichligung der sus dem neuen Begriff des Complexes sich ergebenden Modalititen
in allen Fallen = O wird, selbst in dem anfinglich bei Seile zu selzenden
Falle, wo sich beliebig viele Complextheile ins Unendliche erstrecken.

Diese einleitenden Bemerkungen migen geniigen, den Sinn des Theorems
im Allgemeinen anzudeuten, dessen Begrindung uns nun im Nachstehenden
ausfithrlich beschiftigen soll.

1.

Begriff der Complexe und der Constituentien.

Unler einem rdumlichen Complex versiehen wir vorerst jede beliebige
Configuration von Punkten, Linien und Flidchen im Raume, die Linien und
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Flichen mogen gerade oder krumm, offen oder geschlossen, begrenzt oder un-
begrenzt sein, nur dass alle diese Elemenle unter sich zusammenhiéngen
miissen, um zu Einem Complex gerechnet zu werden. Bei fehlendem Zu-
sammenbang der Elemente haben wir es mit so vielen Complexen zu thun,
als getrennte Configurationen im Raume vorhanden sind, gleichviel ob sie in
einander oder neben einander besltehen. Es versteht sich von selbst, dass die
Zahl einer oder mehrerer Arten von Elementen Null sein kann. So stellt
z. B. ein einziger Punkt einen Complex dar, in welchem sowohl die Zahl der
Linien, als der Flichen Null ist. Eine in sich zuriickkehrende krumme Linie,
z. B. der Umfang eines Kreises, wiirde einen Complex ohne Punkle und ohne
Flichen, eine Kugelfliche einen Complex ohne Punkte und Linien, eine all-
seilig geschlossene mit einer Spilze versehene, birnformige Fliche einen Com-
plex bloss aus einem Punkle und einer Flache bestehend darstellen. Selbst
der Fall ist als zuléissig zu betrachten, wo alle Elemente fehlen und somit
die Zahl der Complexe Nuil ist.

Wir bemerken nun, dass wir uns im Folgenden zunichst auf die Be-
trachlung begrenzter oder endlicher Complexe beschrinken, um weiterhin
unter einer leichten Abiénderung des Begriffes der Complexe die Untersuchung
auch auf den Fall der Zulassigkeit unbegrenzter Complexe auszudehnen, d. h.
solcher, wo Linien oder Flichen, die sie enthalten, sich ein- oder mehrseitig
in unendliche Ferne erstrecken. Die Unbeschrinktheit der Ausdehnung bleibt
demnach vorlidufig dem die Complexe umgebenden und ins Unendliche sich
erstreckenden Raume allein reservirt.

Unler Constiluenlen verstehen wir die vorgenannten drei Arten von Ele-
menten, welche die Complexe bilden, nebst den Theilen des ganzen unendli-
chen Raumes, welche durch die Complexe und ihre Elemente von einander
abgegrenzt werden. Es gibt demnach vier Arten von Consliluenten.

Zur Schirfe dieser vorlaufigen Feststellungen ist es erforderlich, daran
zu erinnern, dass man jeden korperlichen Raum als das Aggregal einer un-
endlichen Zahl von Flachen, jede Fliche als das Aggregatl einer unendlichen
Zabl von Linien, jede Linie als das Aggregat unendlich vieler Punkte betrach-
ten kann, und dass man demzufolge bei gegebenem Complex oder gegebenen
Complexen siimmtliche Constituenten auf Eine oder im Allgemeinen aul weniger
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als vier Kategorien wirde zuriickfibren konnen. Da indessen hierdurch of-
fenbar nicht nur einer oder mehrere Constiluenten in unendlicher Anzahl auf-
treten, sondern auch eine der fiir unser Theorem wichligsten Verschiedenar-
tigkeiten unberiicksichtigt bleiben wiirde, so schliessen wir hier solche Aequi-
valenzen, wie einer Fliche mit unendlich vielen in ihr enthallenen Linien,
einer Linie mit der unendlichen Reihe der in ihr entbaltenen Punkte, als un-
zulassig aus.
Die vier Arten von Constituenten nennen wir Curien.

2.

Erste Curie: Punkte.

Die Punkte, welche in der ersten Curie geziihlt werden, sind die Gren-
zen nicht bloss von Linien, wie das Ende einer Linie oder die Grenze zwi-
schen zwei oder mehreren Linien, z. B. eine Polygon- oder Polyéder- Ecke,
sondern auch von Flichen oder Kérpern, wo sie ebensowohl als Spitzen oder
Ecken, wie bei einer Kegelfliche, als auch auf einer stetig gekrimmten oder
ebenen Fliche vorkommen konnen, wie der Miltelpunkt einer Kreisfliche (die
in diesem Falle als eine Ringfliche zu belrachten ist, mil einer #usseren
Grenze, dem Kreisumfang, und einer inneren, dem Miltelpunkle) oder wie der
Beriihrungspunkt zweier sich beriibrenden Kugelflichen. Im letztgedachten
Beispiel kann der Punkt als solcher verloren gehen, sobald sich die zwei
Kugeln von einander trennen und zwei Complexe bilden, oder aber eine oder
beide Kugeln den Punkt auf ihrer Oberfliche (im lelzteren Falle als zwei
Punkte) bebalten, je nachdem es bei Aufstellung der Elemente so oder anders
bestinmt worden. Diese Beispiele legen vor Augen, dass jeder Binnenpunkt
einer Linie oder einer Fliche oder jeder isolirle Punkt im Reume als zihi-
pllichtiger Punkt, der sich als solcher von jedem andern bloss moglichen un-
terscheidet, unter den Constiluenten gegeben seia kann. Es scheint daber
zweckmiissig, solche als Conslituenten unter den Daten gegebene Punkle so
wie alle Elemente, sofern sie in ibrer Curie mitzihlen sollen, durch das Bei-
wort effectiv zu bezeichnen, und andere bei den Belrachtungen oder Opera-
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tionen nur voriibergehend zu Hiilfe genommene und in ihrer Curie nicht mit-
ziéhlende Elemente durch die Bezeichnung oirfwell von ihnen ausdriicklich zu
unterscheiden. Bei Polyédern, auf welche allein, und nicht einmal in ihrer
moglichsten Allgemeinheit, sich der Euler'sche Satz in seiner urspriinglichen
Form bezieht, erscheinen lediglich die Eckpunkte als (in unserm Sinne) effec-
live Punkte. Wir slaluiren die Zul#ssigkeit noch anderer effectiver Punkte
sowoh! innerhalb jeder Kante und jeder Seitenfliche als innerbalb oder ausser-
halb des polyédrischen Raumes. Die Aligemeinheit, welche den gegenwirtigen
Betrachtungen vindicirt werden soll, lidsst es als irrelevant erscheinen, ob .
B. der Winkel zwischen zwei an einem effectiven Punkte an einander gren-
zenden Linien oder zwischen ibren Endstiicken einen Winkel von 1440 oder
von 180° bilden, und ob der Korperwinkel der einen Raum begrenzenden
Fliche an einem effectiven Punkte dieser Fliche den achten Theil der Ku-
gelfliche (vom Radius 1), wie beim Wiirfel, oder die Halbkugel zum Maasse
hat, wie an jedem (effectiven) Binnenpunkte einer ebenen oder stelig krummen
Oberfliche.

Wir werden die Zahl oder den Numerus der effectiven Punkte durch
a bezeichnen, welches also Null oder jede endliche positive ganze Zabl be-
deuten kann.

3.

Zweite Curie: Linien.

Wihrend die Constituenten der ersten Curie in Elemenlen obne riéum-
liche Dimension, den Punkten, bestehen, enthilt die zweite Curie Elemente
von Einer Dimension, die Linien. Da wir vorerst nur endliche Complexe
betrachten, so ist die einzige Bedingung, welche wir den effectiven Constituen-
ten dieser Curie auferlegen, dass der Fall ihrer unbegrenzten Ausdehnung in
unendliche Ferne ausgeschlossen bleibe, so dass also eine von einem gege-
benen Anfangspunkte ausgehende, ins Unendliche sich erstreckende gerade
Linie ebensowohl als eine beiderseils unbegrenzle gerade oder die léngs
ihren Asymptoten verlaufenden endlosen Curvenzweige noch unzuliéssig sein
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sollen. Uebrigens ist jede Gestaltung statthaft: gerade oder krumm; zweien-
dig, wie die Seite eines Dreiecks; oder einendig, wie jeder der zwei Theile
oder Schlingen einer 8 oder wie der mil einem eflectiven Punkte versehene
Kreisumfang; in sich geschlossen, wie jede in sich zuriickkehrende sich nir-
gend selbst schoeidende Curve im Raum, in einfachem oder beliebig ver-
schlungenem oder verknoletem Verlaufl. Mehrere dieser Verschiedenartigkeiten,
wiewohl alle gleich zuliéissig, werden weiterhin ihre wesentliche Beriicksichti-
gung finden. So wie die Conslituenten der ersten Curie als Grenzen der
Constituenten der drei folgenden (hoheren) Curien erscheinen, so treten die
der zweiten Curie als Grenzen der zwei folgenden Curien, d. i. sowohl der
Flachen als der korperlichen Raume auf. Die 6 Kanten eines Tetraéders be-
grenzen nicht nur die 4 dreiseitigen Seitenflichen dieses Korpers, sondern
auch im Verein mit diesen Seiten sowohl den eingeschlossenen tetraédrischen
Raum, als den diesen Korper umgebenden #ussern Raum. Ein bloss aus den
Tetraéderkanten bestebender Complex, enthaltend 4 Punkte und 6 Linien,
gibt dem ganzen unendlichen Raum, obwohl er nicht mebr, wie im vorigen
Beispiel, wo die Seitenflichen des Telraéders effectiv waren, in getrennte
Stiicke zerfillt, eine in gewissem Maasse complicirte Begrenzung, durch welche
die Beschaffenheit dieses Constiluenten auf eigenthiimliche Weise modificirt
wird. Eine mit einem Durchmesser oder einer Sehne versehene Kugelfliche
enthiilt einen inneren Raum, der von der Fliache einerseits, von der Linie
andererseils begrenzt ist, #hnlich einem wmit einer Durchbohrung versehenen
soliden Korper. Wihrend die Durchschnilte von Flichen, die Kanten von
Oberflichen, mogen sie, wie bei Polyédern aus ebenen Theilen bestehen oder
nicht, die Grenzen von Flichen ohne Nachbarflichen, wie die Seiten einer
einzigen Dreiecksfliche, und endlich isolirlte oder nackte Linien, wie die Sehne
oder ein einzelner Radius einer Kugel, oder wie eine einzelne ringférmige Linie,
selbstverstiandlich als effectiv gelten, so konnen iiberdies auch Linien in einer
jeden Fliche als effeclive gegeben sein, die man sich dann als Kanten der
Fliche vorstellen darf, lings welchen der diédrische Kentenwinkel riicksicht-
lich beider Flichenseilen 1800 betriigt. Begrenzt werden die Linien nur
durch Punkle, oder sie ermangeln — ohne unendlich zu sein — der Grenze,
wie Ringlinien.
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Wir ziblen jede Linie, so weil keiner ihrer Binnenpunkte effectiv ist,
als einen Conslituenten der zweiten Curie, und bezeichnen den Numerus dieser
Curie durch b, welches wie @ Null oder jede endliche posilive ganze Zahl
bedeuten kann.

4.

Dritte Curie: Flichen.

Die Fléchen oder Constituenten zweier Dimensionen, der dritten Curie
zugehorig, fungiren neben Linien und Punkten als Begrenzungen der Korper-
riume, welche die nichst hohere Curie bilden, withrend sie selbst sowohl von
Linien als von Punkten begrenzt sein oder auch, wie z. B. rundum geschlos-
sene sphiiroidische Flichen ohne efleclive Punkte und Linien, aller Grenzen
entbehren konnen. Auch hier schliessen wir vorerst, wie in der vorigen
Curie, Ausdehnungen oder Erstreckungen in unendliche Ferne aus. Der eben
erwithnte Fall der Abwesenheit einer Begrenzung, der sich an mannigfach ge--
stalteten allseilig geschlossenen Flichen darbietet, wie Kugel, Ellipsoid, k&r-
perlicher Ring u. s. w., welche einzeln einen Complex fir sich bilden, be-
stehend bloss aus einer Fliche nebst zwei Korperrdumen, wird durch die Sin-
gularital seines Begrenzungsverhillnisses spiler eine besondere Belrachtung
veranlassen. Flichen konnen ferner bloss Punkte als Grenzen besitzen, wie
z. B. eine mit einer beliebigen Zahl auf ihrer Oberfliche befindlicher effectiver
Punkte versehene sphiroidische Flidche; oder von einer Linie allein begrenzt
sein, wie die Fliache einer Ellipse, ihren Umfang ohne effectiven Punkt vor-
nusgesetzt; oder endlich von Linien und Punkten zugleich, wie die Seitenfla-
chen jedes Polyéders.

Wir ziihlen als Einen Constiluenten in dieser Curie jede Fliche, in welcher
man von einem beliebigen Punkte nach allen ubrigen Punklen Linien in der
Fliche zichen kann, ohne eine Grenze der Fliche zu iiberschreiten. [lhre
Gestallung bietet grosse Mannigfalligheiten und Cowplicationen dar, wie wei-
terhn bei der Cyklose erbellen wird. Die Grenzen einer Fliche konnen

sowohl einfach als beliebig vielfach sein, und uls oullfach ist die Grenze in
2
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dem erwithnten Falle einer allseilig geschlossenen Fliche zu betrachten.
Einfach ist die Grenze bei der Fliche eines Polygons, wo begrenzende Linien
und Punkte eine zusammenhéngende und geschlossene Reihe von Gliedern
bilden. Doppelt ist die Grenze einer ringformigen zwischen zwei concentri-
schen Kreisen enthaltenen Fliche und ebenso einer cylindrischen, rdhren-
oder schlauchformigen Fliche, die an jedem der beiden Canal-Enden von
cyklischen Linien begrenzt ist, wie in Fig. 1 und 2.

Wir bezeichnen die Zahl der Flichen oder den Numerus der Constituenten
der dritten Curie mit ¢, welches wie a und b Null oder jede endliche positive
ganze Zahl bedeuten kann.

5.

Vierte Curie: Réume.

Die korperlichen Riume, welche durch die Complexe von einander ge-
trennt werden, bilden die Constituenten dreier Dimensionen und zihlen in
der vierten Curie. Der ganze unbegrenzte Raum zerfillt im Aligemeinen
durch die gegebenen Complexe in getrennte Theile, namlich in abgegrenzte
korperliche Riaume oder Compartimente und einen ausgeschlossenen, nach
allen Seiten hin in unbegrenzte Ferne sich erstreckenden, die Complexe um-
gebenden Raum, welchen letzleren wir mit dem schon bei anderer Gelegen-
bheit!) gebrauchten Namen Amplexum bezeichnen werden. In besonderen,
nicht seltenen Fillen aber kann eine solche Trennung oder Theilung ausbleiben,
nimlich einmal offenbar, wenn die Zahl der Complexe Null ist, und sodann,
wenn entweder die gegebenen Complexe keine Flichen enthalten d. i. wenn
¢ = 0, oder wenn die in ihnen enthaltenen Flichen keinen endlichen kdrper-
lichen Raum abschliessen, wie z. B. der Fall sein wiirde, wenn man an einem
Polyéder, unbeschadet seiner Kanten und Ecken, cine oder einige Seitenflichen
hinwegnihme , d. h. aufhoren liesse, effectiv zu sein. Der ganze amplexe
Raum bildet in solchen Fillen einen einzigen Constiluenten der vierten Curie,
withrend gegentheiligen Falls ausser dem Amplexum noch so viele Raum-

1) Vorstudien zur Topologie, in den Gdtlinger Studien 1847. 1. Abtheilung math.
ond naturw. Abh. S. 863.
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theile ziihlen, als abgeschlossene und gegenseilig begrenzte Compartimente in
oder zwischen den Complexen enthalten sind.

Die Geslaltung der korperlichen Riume kann ebenso mannigfaltig und
complicirt sein, wie die der Flichen. Die von den Gliedern der drei ersten
Curien gebildeten Grenzen derselben kdnnen, wie die Flachengrenzen, einfach
oder mehrfach sein, einfach z.B. bei einem gewdohnlichen Polyéder, mehrfach
bei dem von beliebig vielen ausser einander befindlichen Kugeln ausgeschlossenen
und von einer grosseren Kugel eingeschlossenen Raum und eben so bei dem
mehrere ausser einander befindliche Complexe umgebenden Amplexum. Null-
fach ist die Grenze lediglich in dem Falle der Abwesenheit aller Complexe.

Wir betrachten alle Theile des gesammten Raumes durchweg als in der
vierlen Curie effecliv, so dass die Summe aller Conslituenlen dieser Curie den
gesammten Raum ohne Auslassungen oder Liicken darstellen. Als Einem Raum
zugehorig belrachten wir die Gesammtheit aller Raumelemente, welche unter
sich so zusammenhingen, dass man von einem derselben suf irgend welchen
im Innern des Raumes méglichen Wegen, ohne Ueberschreitung einer Grenze,
zu jedem andern gelangen kann.

Die Zahl der Raume oder den Numerus der vierlen Curie bezeichnen
wir mit d, wo d alle ganzen positiven Zablen von 1 an bedeuten kann.

Die Zahl der als zugleich bestehend gegebenen, unter einander durch
Conslituenten der drei ersten Curien nicht zusammenhingenden Complexe be-
zeichnen wir durch p, welches Null oder jede endliche positive ganze Zahl
bedeuten kann.

6.

Von der Begrenzung.

Aus den iber die Complexe und die Constituenlen gemachien Feststel-
lungen ist crsichtlich, dass die Begrenzung irgend eines Constituenten nicht
bloss von den Conslituenlen der nichst niedrigeren Curien, sondern auch von
denen aller niedrigeren Curien bewirkt werden kenn. Constiluenlen von glei-

cher Curie aber kdnnen ar einander grenzen, d. i. benachbart oder contigent
2.
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sein, indem sie durch begrenzende Glieder niedrigerer Curien von einander
geschieden werden, woraus sich sofort ergibt, dass die Contigens nur zwischen
gleichartigen Constituenten der zweiten, dritten und vierten Curie, als neben
welchen niedrigere Curien bestehen, nicht aber zwischen Constiluenten der
ersten Curie, d. i. zwischen effectiven Punkten bestehen kann. Eine durch
zwei beliebige Durchmesser in vier Sectoren getheilte Kreisfliche bietet Con-
tigenz zwischen je zweien dieser vier Theile dar: vier Paare neben einander
liegender Sectoren besitzen eine aus einem Kreisradius und seinen beiden
Endpunklen bestehende gemeinschaflliche Grenze, zwei Paare einander gegen-
iiberliegender Secloren besilzen eine nur aus einem Punkte, dem Kreismittel-
punkte, bestehende gemeinsame Grenze. Auch zwischen zwei oder mehreren
Theilen derselben Linie, derselben Fliche oder desselben Korperraums kann
Contigenz Slall finden. Eine mit einem effectiven Punkte versehene Ringlinie
hat an diesem Punkte Contigenz zwischen ihren beiden Extremitilen oder Enden.

Bezeichnen wir die Constituenten nach ihren Curien symbolisch durch
die Ziffern 1, 2, 3, 4, wo 1 die Punkte, 2 die Linien u. s. f. bedeutet, so
stellen sich fiir die Contigenz die drei moglichen Fille in den Symbolen

4,41, [3,3], [2,2]

dar. Aehnliche Symbole dienen die Begrenzung zu bezeichnen, wobei wir
das begrenzte Element voranstellen und ihm die begrenzenden nachfolgen lassen:

[20] [300] [4000]

[21] [301] [4001]

[320] [4020]

[321] [4021]

[4300]

[4301]

[4320]

[4321]

Von den drei nullfachen Begrenzungen [20], [300], [4000] bedeutet die
erste jede in sich zuriicklaufende Curve oder Ringlinie ohne effeclive Punkle,
die zweile jede rundum geschlossene Fliche ohne effective Linien oder Punkte,
und die letzle den ganzen unbegrenzten Raum, wo die Zahl p der Complexe
Null ist.
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7.

Von der Cyklose uod der Dialyre

Unter den Constituenten der einzelnen Curien gibt es verschiedene Arten
oder Kategorien, deren Unterscheidung lediglich von topologischen Eigenschaf-
len, d. i. solchen abhiingt, die sich nicht auf die Quantitit und das Maass der
Ausdehnung, sondern auf den Modus der Anordnung und Lage beziehen. Die
Modalitit des Zusammenhangs der Theile innerhalb jedes einzelnen Consti-
tuenten ist es, welche die nunmehr in Betracht kommenden Unterschiede bedingt.

Korperliche Ridume und Flichen konnen so gestaltet sein, dass sie gleich-
sam wie mit Durchgiéingen oder Durchlécherungen versehen erscheinen. Auch
jede in sich zuriickkehrende Ringlinie bietet einen solchen Durchgang dar.

Denken wir uns zur Vorbereitung fiir die genauere Untersuchung dieser
Gestaltungsweisen eine einfache unverknotele und unverschlungene, Ring-
linie und nehmen an, dass sie sich ohne die geschlossene Ringform zu ver-
lieren in Form und Lage beliebig aber stetig so veriindere, dass ihre spiteren
Gestallen denen, die sie friher besessen, nirgend begegnen, und damit ende,
dass unter stetiger Verkiirzung ihres Umfangs bis zu Null, ihre Figur in einem
(nicht effecliven) Punkle verschwinde, so beschreibt die cyklische Linie bei
dieser stetigen Forminderung eine Fliache im Raum, die von der Ringlinie in
ihrer anfinglichen Gestalt vollstandig und einfach begrenzt wird. Der Zusam-
menhaog ibrer Theile, sie mochte in Folge ihrer Entstehungsweise eben oder
irgend wie und mannigfach gekrimmt ausfullen, ist so einfach, wie der einer
Kreisfliche , ohne Durchgiinge oder Licher, vollstindig von einem cyklischen
Rand begrenzt, der, wenn man von einem Orte auf einer ibrer beiden Seiten
nach dem ibhm antipodisch gegeniiberliegenden Orte der andern Seite, ohne die
Fliache zu durchbohren, gelangen will, nothwendig irgendwo iberschritten wer-
den muss, so duss der Rand zugleich die alleinige Scheidelinie ist zwischen
den zwei vollstindig von einander getrennten (gleich grossen) Arealgebieten
ihrer zwei Seilen !). Fiir sich allein schliesst sie keinen Korperraum ein,

1) Es mag nicht dberflassig erscheinen, schon bei dieser Gelegeubeit daraufl auf-
merksam zu machen, dass eine von einer cyklischen unverknoleten Curve voll-
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sondern kann dies nur in Verbindung mit anderen Flichen. Eine solche cy-
klisch begrenzte einfach zusammenhingende Fliche werden wir zuweilen der
Kiirze wegen Zwerchfliche oder Diaphragma desjenigen Cyclus nennen, der
ibren Rand darstellt. Es ist klar, dass es unzihlig viele Zwerchflichen des-
selben Cyklus geben wird, und dass zwei solcher Flichen von der Art, dass
sie sich ausser an ihrem gemeinsamen Rande nirgend sonstwo begegnen oder
durchschneiden, einen korperlichen Raum einschliessen, dessen vollstéandige
Begrenzung von beiden Flachen und ihrem gemeinschaftlichen cyklischen
Rand gebildet wird, wovon die Halbkugel, sowie jeder der drei Rdume, welche
durch zwei einander schneidende sphiroidische Flichen von einander geson-
dert werden, einfache Beispiele darbielen.

8.

Zur einfachen Ringlinie ¢ (Fig. 3) gehore die Zwerchfliche G dann
ziehe man durch einen innerhalb G liegenden Punkt A eine zweile Ringlinie
g’ so deass sie die Fliche G in diesem Punkte durchschneidet und sonst keinen
Punkt mit ibr gemein habe, so greifen die Cyklen g und g° keltenartig inein-
ander. Eine Zwerchfliche G° der Ringlinie g° wird ebenso von g nur in einem
einzigen Punkte getroffen und durchschnitten. Die Grenze g° der Fliche G’
erstreckt sich vom Punkle 4 aus nach entgegengesetzten Seitlen von G, und
ebenso erstreckt sich die Grenze g der Fliche G vom Punkte 4" aus nach
enlgegengeselzten Seiten von G'. Die beiden Diaphragmen G und G" miissen
sich also in einer einfachen unverknoteten Curve schneiden, deren Endpunkte
h und A° sind. Von den Ringlinien ¢ und g’ sagen wir, sie seien einfach
cerkellel.

Fassen wir ohne Beriicksichtigung der Zwerchflichen G und " bloss
die beiden Cyklen g und g° ins Auge, so geht offenbar von jeder beider
Curven nur ein einziger Tractus durch den von der andern gebildelen Ring,
Wir nennen die Verkettung einfach, so lange dies Kennzeichen Statl findet,

stindig begrenzie Fliche ganz andere Eigenschaflen haben kann, als die eben
angefuhrien. Fig. 3 und 4 stellen solche Beispiele dar.
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die Curven mogen iibrigens irgend wie verschlungen oder verknotet sein,
wie beispielsweisé Fig. 6 veranschaulicht. In jedem andern Falle zweier in
einander greifender Cyklen ist die Verkeltung mehrfach 1),

9.

Es sei nun allgemein K ein beliebiger Constituent, L die Gesammtheit
der seine Grenze bildenden Conslituenten niedrigerer Curien, M der gesammte
ibrige korperliche Raum. Lassen sich nun zwei einfach verkellete die Grenze
L nirgend durchschneidende Cyklen 4 und m so ziehen, dass k& ganz in
K, m ganz in M liegt, so nennen wir diese Eigenschaft von K eine Cyklose,
den Constituenten K selbst cyklodisch. Im gegentheiligen Falle, wo K keine
Cyklose besitzt, nennen wir ihn acyklodisch.

Da im Falle der Cyklose m ganz ausserhalb K liegt und alle Theile von
K einen stetigen Zusammenhang untereinander besitzen, und m, weil im ibri-
gen Roum M liegend und mit & einfach verketlet, muss einfach cyklisch, d. i.
unverschlungen und unverkettel gezogen werden kdnnen, so muss es im All-
gemeinen moglich sein, millelst eines Diaphragmas von m den cyklodischen
Constituenten K einmal und zwar so zu durchschneiden, dass der als addi-
lioneller Theil L der Grenze L zu betrachlende Durchschnitt, dessen Curie
um 1 niedriger ist als die von K, selbst acyklodisch ist. Nur wenn L = 0
ist und also K eine der Begrenzungsformen [4000], [300], [20] darbietet,
kann ein singulérer Fall eintreten, in welchem dies wenigstens unmittelbar

1) Das Kriterium der einfachen Verkettung zwischen zwei irgend wie gestalleten
Cyklen lisst sich nach den in den ,Vorstudien zur Topologie“ gegebenen Be-
trachtungsweisen dahin aussprechen, dass die beiden Cyklen — wenn erfor-
derlich — so transformirt werden konnen, dass sie in ihrer Projection eine
zweiseitige Parzelle (Oese) darstellen, mit gleichwendlichen Ecken versehen,
millelst dercn sie an das Amplexum grenzt, jede Scile derselben je einem Cy-
klus angehorig. Diese Ocse wiirde im Falle der Figuren 5, und 6. das Symbol
d% erhalten. Bei zwei cinfachen ginfach verkelleten Cyklen gibt die Transfor-
mation und Projeclion vier solcher zweiseiliger Parzcllen, deren eine das Am-
plexum isl, mit dem Symbol 2 (6?4 4%).
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nicht woglich ist. Dieser particulire Fall ist lediglich an die Begrenzungsform
[300] gekniipft und wir werden ihn vorliufig bis zu einer weiler unten vor-
zunehmenden besonderen Discussion bei Seite setzen. Die zwei iibrigen Fille
dagegen lassen sich sofort erledigen. Der Fall des Beggenzungstypus [4000]
namlich, wo p = O, kann uberall keine Cyklose darbieten, weil ausser K
kein L und kein M und somit kein m existirt; der Fall [20] endlich enspricht
einer cyklischen Curve ohlne effectiven Punkt, bei welcher wir durch den
Schnitt mitlelst der Zwerchfliche von m nur einen Punkt erhalten werden,
der wie alle Punkte, und somit die Constiluenten der ersten Curie durchweg,
offenbar acyklodisch ist. _

Diese Durchschneidung sowie den dadurch erzeugten Durchschnitt L°
bezeichnen wir durch den Ausdruck Dialyse.

10.

Wir unterwerfen den mit der neuen Grenze L -4 L° versehenen Con-
stituenten K, den wir, sofern die Dialyse L wie die vorige Grenze L als
effectiv betrachtet wird, durch K bezeichnen, von neuem derselben Priifung,
und falls sich auch K° cyklodisch erweist, derselben Operation. Es geht in
diesem Falle durch die neuen verketlelen die neue Grenze L + L’ nirgend
durchschneidenden Cyklen %" (innerbulb K*) und m’ (innerhalb M) eine neue
Dialyse L” hervor. Durch Wiederholung dieses Verfahrens, so lange bis
durch die successiven Dialysen L°, L”, L', . . ., die lelzte sei L*, der
Constituent K in seinem Zuslande K (%) sich als acyklodisch erweist, finden
wir dass der untersuchle Constituent x Cyklosen besilzt, die durch x Dialysen
successiv annullirt worden sind, oder dass derselbe x fach cyklodisch ist. Je-
der x fach cyklodische Constiluent kann durch x Dialysen so durchschnitien
werden, dass er nicht in getrennte Stiicke zerfallt, sondern noch den Zusam-
menhang behilt, der erforderlich ist, ibn im Census als Einen Consliluenten zu
zahlen. Die Dialysen, obschon wabrhafle Durchschnille, stellen gleichwohl nur
die Auflosung der Anastomosen, die Vernichlung mehrfacher Zusammenhinge
dar, welche cyklodische Linien, Flachen oder Korperrdume besilzen, wie wenn
man einen Ring aufschneidet, einen Schlauch der Léinge nach aufschlitzt, u. s. w.
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Insofern jedem acyklodischen Conslituenten ein einfacher Zusammenbang bei-
- gelegt werden muss, erscheint ein Constiluent von Einer Cyklose als zwei-
fach zussmmenhiéngend, von zwei Cyklosen als dreifach zusammenbiingend u. s. w-

11,

Bei der den ridumlichen Complexen zugedachlen Aligemeinheit, so wie
der ‘damit verbundenen Maoglichkeit selbst der verwickeltsten Gestaltungen
leuchtet es ein, dass die in den vorigen Arlikeln nur in ihren Grundzigen
enthaltene Operation der Dialyse und die aus ihrer Wiederholung hergelei-
tete Ordnungszahl der Cyklose eines Constiluenten irgend welcher Curie noch
mancher niheren Beleuchtung bedarf, um in allen Fiéllen eine sichere An-
wendung zu gestalten, was gleich anfinglich nicht ohne die Gefabhr, den we-
sentlichen Grundgedanken, der in Art. 9 und 10 darzulegen war, zu beein-
trichtigen, wiirde thunlich gewesen sein. Den cyklischen Linien % und m
wird man, ohne die an sie gestelllen Forderungen ausser Acht zu lassen,
verschiedene, ja unziihlig viele Lagen ertheilen konnen, und die durch sie er-
mittelten Cyk‘lcisen konnen in verschiedener Reihenfolge oder in verschiedenen
Typen auf einander folgen. Die Curve & kann moglicherweise nichl anders
als verschlungen oder verknotet realisirt werden, u. dgl. m. Es ist also er-
forderlich, je verwickelter solche Eventualititen sein koénnen, desto sorgfiltiger
auf die wesenllichen Erfordernisse der auf die Cyklose beuziiglichen topologi-
schen Analyse aufmerksam zu machen. Es scheint angemessen, zu diesem
Behuf erst noch einiges Allgemeine zu erdrtern und dann auf die Betrachtung
der einzelnen Curien in Beziehung auf die Cyklose iiberzugehen.

Hatte man zur Ermiltelung einer Cyklose und der sie auflosenden Dialyse
zwei Cykeln & und m ausfindig gemacht, die den an sie gestellten Forderungen
bis auf die der einfachen Verkeltung geniiglen, so wire es nicht ndthig sie
als unbrauchbar véllig zu verwerfen, indem kleine Abénderungen sei es im
Verfabren, sei es an den Cykeln selbst zur Dialyse der in solchem Falle vor-
handenen Cyklose filhren konnen. Das Diapbragme von m, welches nunmebr
vorerst mit & mehrfach verkellet vorausgesetzt wird, liefert, obwohl ¥ mehr-

fach, also in getrennte Sticke schneidend, an K entweder einen oder mehrere
3
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Durchschnitte. Im ersten Fall ist der Schnitt als Dialyse giiltig, im zweiten
kann man von den mehrfachen Schoitten nach Belieben einen als solchen
auswiihlen; ‘mehr als einer wiirde K in gelrennte Sticke zerschneiden. Im
ersten Falle wird & in K so gezogen werden konnen, dass nicht mehrfache,
sondern nur Ein Tractus von & durch den Ring m geht, im zweiten wird m
gegen einen andern Cyklus kénnen vertauscht werden, der nicht mehr als
einen Tractus von % umringt.

Die nachstehenden Figuren 7 — 14 mdogen das Gesagte in einigen .Bei-
spielen erlautern. Der in den Figuren nicht selbst dargestellte Constiluent sei
ein cyklodischer Korper, mit belichig wie auf seiner Oberfliche angeordneten
und dieselbe in Flachensticke sondernden Kanten (gleichsam Nihten) versehen.
In Fig. 7, 9, 11, 13 ist ein verschlungener oder verknoteter Cyklus & mit
dem einfachen Cyklus m doppelt verkettet. Die Zwerchfliche von m liefert
in Fig. 7 und 11 Einen, in Fig. 9 und 13 dagegen zwei Durchschnitte des
Korpers K. Der eine Durchschnitt in Fig. 7 und 11 kann sofort als Dialyse
beibehalten, der andere verworfen werden. Dem gegeniiber stellen die Fi-
guren 8, 10, 12, 14, die an den Cykeln # und m vorgenommenen Abinde-
rungen dar, durch welche einfache Verkettung zwischen ihnen hergestelll wird.
In Fig. 8 ist & durch den unverschlungenen, in Fig. 12 durch den unverkno-
teten Cyklus 4", in Fig. 10 und 14 ist der zweifach verkettete Cyklus m
durch den einfach verketteten m" oder m” oder m™ erselzt.

12.

Die bisherigen Betrachlungen zeigen zwar den Weg zur Ausfihrung
der successiven Dialysen, welche den gegebenen Constituenten zuletzt acy-
klodisch machen und ihm nur einfachen Zusammenhang ertheilen, and deren
Anzahl den Werth von x bestimmen soll. Es bleibt hierbei jedoch noch frag-
lich, ob x in jedem concreten Falle einen bestimmten von der Wahl und der
Ordnung der auf einander folgenden Dialysen unabhingigen Werth besitze.
Betrachten wir das in Fig. 15 dargestellte Beispiel eines mehrfach cyklodischen
Korpers, und wihlen zur ersten Dialyse nur eine der sechs (durch Doppel-
striche kenntlich gemachten) Stellen 1, 2, 3, 4, 5, 6, so wiirden sich, wenn
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man sich lediglich auf diese sechs Stellen behufs der Durchschneidung be-
schrinkte, in jedem der sechs Fille die successiven Durchschneidungen auf
120 verschiedene Arlen ausfiibren lassen, welche durch simmtliche Permuta-
tionen der sechs Zilfern von 1 bis 6 dargestellt wiirden. Aber in den meisten
aller 720 Fille wiirde sich der Korper schon nach der dritten Durhschnei-
dung als einfach zusammenhingend herausstellen, und in einigen Fillen wiirde
der drilte Schnilt den Korper schon in zwei Theile zerlegen, ohne dass er
beim zweiten schon acyklodisch geworden wiire. In keinem Falle gestattet
der Korper mehr als 3 Dialysen. Bilden wir also aus den Ziffern 1 bis 6
die Combinationen zu drei nebst ibren Permutationen, so miissen diese Sym-
bole sammtliche Vorschriften zur Zurickfibrung des Korpers auf seinen acy-
klodischen Zustand enthalten. Da unter diesen 120 Symbolen aber sowohl
die Combinationen 136, 145, 235, 246 als ihre Permutationen, deren Zahl
sich auf 24 belduft, aus dem eben erwihnten Grunde als unanwendbar ver-
worfen werden miissen, so folgt, dass sich der Korper auf 96 verschiedene
Verfahrungsweisen durch drei successive Dialysen acyklodisch machen lasse,
und dass sich also [ir denselben jedesmal x — 3 herausstellt.

Es kann dargethan werden, dass die Ordnungszahl x der Cyklose all-
gemein bei irgend welchem gegebenen Constituenten von der Wahl und der
Reihenfolge der Dialysen unabhiingig und lediglich von der topologischen
Beschaffenbeit desselben abbingig ist.

13.

Von dem Disgramm.

Wir nehmen an, es sei ein beliebiger Constituent K gegeben, L sei
scine Gesammlgrenze, welche, wie Art. 6 erortert worden, im Allgemeinen
aus Constliluenten niedrigerer Curien besteht. Ertheilen wir nun der Grenze
L an allen ibren Theilen eine stelige Verdnderung in der Weise, dass die-
selbe im Allgemeinen ohne Verletzung der ihr anfinglich zukommenden Zu-
sammenhiinge durch unendlich kleine, gleiche oder ungleiche Schrilte immer
tiefer ins Innere von K riicke, so lange bis durch diese Art von Verschmi-

lerung, Verdinnung oder Zusammenschnirung K auf einen Complex bloss
3.
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von Linien und Punkten reducirt ist, so geht aus K im Allgemeinen ein
C»o-mplex hervor, welcher nur aus Constituenten der beiden ersten Curien be-
steht, und welcher gleichsam als das lineare Skeleit des gegebenen Consli-
tuenten betrachtet werden kann. Die durch solche Transformation der Grenze
L hervorgehende Linear - Complexion nennen wir das cyklomatiscke Diagramm
oder Diagramm kurzweg von K.

Es mag nicht iiberfliissig sein, hierbei zu bemerken, dass diese Redu-
clion eines Korpers oder einer Fliche oder einer Linie auf ihr Diagramm zwar
als eine Contraclion, wie sie bei Anwendung von #usseren Drackkriften oder
durch Temperaturerniedrigung bei physischen Korpern eintrilt, angesehen wer-
den darf, dass aber bei dem hier vorausgesetzten Vorgange nur acyklodische
Constituenten sich bis zu einem Punkte contrahiren, wibrend solche, die mit
Cyklosen begabt sind, den cyklodischen Charakter auch noch in ibrem Dia-
gramm behalten. Das Diagramm jeder von Punkten begrenzten Linie ist ein
Punkt, in welchem sich bei stetiger gegenseitiger Anniherung der ins Innere
der Linie rickenden Endpunkte, die beiden Grenzen begegnen, wobei es
gleichgiillig ist, welchen Binnenpunkt der Linie man als ihr Diagramm be-
trachten will. Das Diagramm jeder acyklodischen Fliche, z. B. eines belie-
bigen Polygons, ist gleichfalls ein Punkt, der beliebig auf der Fliche ange-
nommen werden darf, und ebenso ist das Diagramm eings acyklodischen Kor-
pers, z. B. eines belicbigen Polyéders, ein im Innern des Kirpers gelegener
Punkt. Eine Ringfliche aber oder ein korperlicher Ring besilzen ein cykli-
sches Diagramm, welches innerhalb der Lineargrenzen oder im Innern des Karpers
verlauft, wihrend bier eine der Conlraclion, wie sie bei physischen Vorgingen
Stalt findet, dhnliche Verdnderung in letzter Instanz die Fliche oder den Kor-
per auf einen Punkt reduciren wiirde, indem die Grenze derselben zum Theil
nach Innen, zum Theil nach Aussen riicken und die Ring6ffaung verschwinden
miissle.

Das Bisherige mag noch an einem besonderen Falle beispielsweise er-
lautert werden. In einer polygonal oder cyklisch begrenzien Ebene denke
man sich, Fig. 17, die vier Durchldcherungen oder Oeffnungen 1, 2, 3, 4
angebracht, deren Grenzen sowie die cyklische Aussengrenze der Fliache durch
stirkere Linien kenntlich gemacht sind. Im Raume gehioren die Oeffnungen
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dem ganzen umgebenden Raume, oder sofern diese Fliche sammt ihren fiint
Grenzen den ganzen gegebenen Complex ausmachen, dem amplexen Raume
an. In der Zeichnung oder der Darstellung auf einer Ebene erscheinen die
vier Oeffnungen als (nicht effective) und von dem umgebenden (ebenfalls
nicht effectiven) amplexen Flichenraum 5 gesondert. In dieser polycyklodi-
schen Flache lassen sich nun (5 verschiedene Arten cyklischer Linien ziehen,
welche eine oder mehrere oder alle Oeffnungen umschliessen, oder was hier-
mit gleichbedeutend ist, welche unter den 5 nicht zur Fliache gehorigen Fel-
dern 1, 2, 3, 4, 5 in verschiedener Weise Scheidungen veranstallen. Jede
Art umfasst natirlich eine unendliche Menge von Cyklen, welche alle hinsichi-
lich der durch sie veranslalleten Scheidungen mit einander iiberein kommen.
In der Figur ist jede Art durch einen Cyklus repriisentirt und in der nach-
stehenden Uebersicht sind die verschiedenen Arten, unter Beifigung der
Buchstaben, die sie in der Figur kennllich machen, symbolisch dadurch bezeich-
net, dass die geschiedenen Gruppen durch einen Punkt von einander getrennt sind.

a 1.2345 [ 12.345
b 2.3451 g 23.451
c 3.4512 h 34.512
d 45123 i 45.123
e 5.1234 k 51.234
I 52341
m 13.452
n 24.513
o 35.124
p 41.235

Alle diese Cykeln sind in dem Diagramm Fig. 18 durch dessen Linear-
theile vertreten, welche die Ebene der Zeichnung ebenso wie die cyklodische
Fliche selbst in fiinf Felder 1, 2, 3, 4, 5 zerlegen.

14.

Sind wibrend der Bildung des Diagramms eciner Fliche oder eines
Korpers bereits einige Theile linear geworden, welche zwar einerseits mit
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den iibrigen Bestandtheilen desselben zusammenhiingen, andererseits aber mit
freien Endpunkten verseben sind, wie in Fig. 16 der Theil AD, so muss
das Diagramm als in foriwahrender Bildung begriffen angesehen werden, indem
durch ferneres Einwirtsriicken des freien Endpunktes D bis zum Inserlions-
punkte A der appendiculire Theil A D sich auf den Punkt 4 zusammengezo-
gen und in den iibrigen Bestandlheilen des Diagramms aufgegangen d. h.
verschwunden ist. Bei der Zuriickfihrung also von Kérpern mit mannichfa-
chen Verzweigungen auf ihr Diagramm gelangt man durch die bierfiir erfor-
derliche Verengung oder Relraction ibrer Grenze auf lineare Bestandlheile,
welche selbst dem vollendeten Diagramm angehdren werden oder nicht, je
nachdem die Bestandlheile des Korpers, aus dem sie hervorgingen, mit ein-
ander anastomosirten oder freie Aeste und Zweige bildeten. Um ein concretes
Beispiel zu benutzen, so geht aus einem Korper von der Gestallung des
Blutgefisssystems der Wirbelthiere einschliesslich der Capillaren, wie des
Herzens eine complicirte Linearcomplexion als Diagramm hervor, in welchem
jede Arterie, jede Vene, jede Capillare durch einen linearen Bestandtheil ver-
treten ist. Im Diagramm eines Korpers von der Gestaltung des Nervensy-
stems einschliesslich des Gehirns und Riickenmarks erscheinen nur die den
anastomosirenden Nerven (Plexus, Ganglien) enisprechenden Reprisentanten.
Das Diagramm der Gestalt eines Baumes oder des menschlichen Korpers da-
gegen wiirde nichts weiter als ein Punkt sein.

Diese Bemerkungen, welche iiberflissig scheinen konnlen, sind gleich-
wohl insofern nicht ohne Belang, als wir bei den Operationen mit dem Dia-
gramm behufs der topologischen auf die Cyklose beziiglichen Analyse die bei
seiner Bildung postulirte Retraction der Grenze des gegebenen Conslituenten
auch wihrend der am Diagramm vorzunehmenden Durchschneidung als fort-
bestehend vorausselzen, so dass offenbar durch jeden queren Durchschnitt
eines Lineartheils zwei nicht mehr anastomosirende Zweige oder Appendikel
entstehen, durch deren weitere Relraclion ein bestimmter Lineartheil des Dia-
gramms verschwinden oder ausgeschieden werden muss.

15.
Wenn nun nach dem Bisherigen einleuchtet, dass das Diagramm eines
acyklodischen Constituenten im Allgemeinen ein Punkt ist, so darf doch der
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der auch hier sich darbietende singulire Fall, auf welchen bereits in Art. 9
aufmerksam gemacht worden, nicht mit Stillschweigen iibergangen werden.
Das Diagramm einer allseitig geschlossenen, z. B. einer sphiroidischen Fliche
ohne effeclive auf ihr gelegene Linien oder Punkte wiirde zunidichst nicht von
der Fliche selbst verschieden sein, also keine Linearcomplexion bilden kon-
nen. Wir ertheilen in diesem Falle der einer Grenze ermangelnden Fliche
die moglichst einfache Grenze, indem wir als eine solche einen beliebigen
auf ihr gelegenen Punkt annehmen. Diese virluelle, mit dem Ausdruck Trema
zu bezeichnende Grenze geniigt, die zur Bildung des Diagramms erforderliche
Retractibilitit in Wirksamkeit zu selzen. Das hervorgehende Diagramm wird
alsdann ebenso wohl, wie bei jeder anderen mit effectiven Grenzen verse-
henen acyklodischen Fliche ein Punkt oder irgend ein linearer Complex.

Der analoge Fall eines Korpers, der zwischen zwei in einander ge-
schachtelten Grenzflichen enthalten ist, wie der Raum zwischen zwei Polyé-
dern, von denen ohne gegenseitige Berilhrung der eine sich ganz im Innern
des andern befindet, oder einer durch zwei concentrische Kugelflichen be-
grenzten Kugelschale, wiewohl derselbe durch die weiterhin zu erérternde
Anathese seine Beseitigung finden wird, kann unter dem eben besprochenen
Gesichtspunkt betrachtet werden. Auch fiir ihn gilt nur der Punkt als Diagramm,
insofern sich durch die Retraction der Grenzen zuniichst eine allseitig geschlos-
sene Fliche ergibt, welche in dem vorerw#hnten Modus in einen Punkt iibergeht.

16.

Eine andere aber gewissermassen analoge Particularitat hinsichtlich des
Diagranms bietet der einen oder mehrere Complexe umgebende unbegrenzte
Raum dar. Das Besondere liegt, was schon in Art. 1 hervorgehoben worden,
in dem lediglich dem Amplexum eigenthiimlichen Mangel der #usseren Be-
grenzung. So viel ist evident, dass im Falle p=0 der ganze unendliche
Raum ebenso cinfachen Zusammenhang hat und ebenso acyklodisch ist, als
der von einem Polyéder oder einer Kugel eingeschlossene Raum, und dass
wir fiir ibn mit gleichem Fug, wie in lelzterem Falle, den Punkt als Diagramm
annehmen, welchen man als aus der Retraction einer dem unbegrenzten Raum
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beizulegenden virtuellen unendlich grossen sphirischen Grenze hervorgehend
ansehen kann. Im Falle dass p=1 oder > 1 dugegen, wo wir, wenn p>1
durch p’ die Zahl der ausser einander gelegenen (seclusiven) Complexe be-
zeichnen, besitzt der amplexe Raum eine oder mehrere einseitige innere
Grenzen, welche, indem wir sie zugleich mil der anderseitigen #usseren vir-
tuellen Grenze der Retraclion unterwerfen, zuniichst eine den oder die Com-
plexe umschliessende sphiroidische Fliche mit.p"—1 Scheidewinden und
p’ Raumcompartimenten erzeugt, deren jedes einen Complex oder einen Satz
ineinandergekapselter Complexe enthilt, oder aber (was lopologisch hiermit
gleichbedeutend ist) p° spharoidische Hilllen entstehen lésst, deren jede einen
der p° seclusiven Complexe umschliesst und welche durch p°—1 lineare
Verbindungen unter einander zusammenhangen. _

Die durch Scheidewinde aneinandergrenzenden Compartimente oder die
durch Linien unter einander verbundenen Hillen aber werden je nach dem
cyklodischen Zustande der Gesammtgrenze jedes der p° Complexe mit linearen
Durchgiéingen versehen sein, welche in der Wand der einbillenden Fliche
endigen, und nur wo die Gesammigrenze des eingehiilllen Complexes acyklo-
disch ist, bietet der hier betrachtete vorlidufige Zustand des entstehenden Dia-
gramms solche Durchgénge nicht dar. Lassen wir nun in der fur die Fille
des vorigen Art. erirterlen Weise die Flichentheile des Diagramms in lineare
ilbergehen und der weiteren Relraction unterworfen bleiben, so geht nunmehr
auch hier als Diagramm fiir den amplexen Raum im Allgemeinen eine Linear-
Complexion hervor. Ist p=1 und der Tolalinhalt des Complexes acyklodisch,
so ist das Diagramm ein Punkt, das Amplexum also ebenfalls acyklodisch.
Bietet der Complex Durchgénge dar, so bewahrt die Configuralion des Dia-
gramms den cyklomalischen Charakter des Awmplexums, der ihm durch den
cyklomatischen Charakter des Complexes, gleichsam wie einer Matriz durch
die Patriz, verliehen wird, in seinen unter einander cyklodisch zusammen-
hingenden linearen Bestandtheilen. Im Falle z. B. eines korperlichen Rin-
ges, Fig. 19, oder eines ringihnlich gestalteten polyédrischen Korpers, Fig. 20,
ist das Diagramm des amplexen Raumes eine einfache Ringlinie, welche wie
das Amplexum selbst, eine Dialyse gestaltet, namlich durch den Schnitt mit-
telst eines die Ring6ffnung schliessenden Diaphragmas.
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Wiiren die in beiden Figuren 19 und 20 dargestellten Complexe zu-
gleich gegeben, wo also p = 2, so erhielle man fir das Diagramm des am-
plexen Raumes die aus beiden Cykeln und einer etwa zwischen den Punkten
r und s gezogenen Verbindungslinie bestehende Linearcomplexion, und das
Amplexum wiirde sich als zweifach cyklodisch darstellen.

17.

Bei der Darstellung der im Raume enthaltenen diagrammalischen Linear-
complexionen auf einer Ebene, wie dies in den Figuren behufs Unterslilzung
der Raumvorslellungen erforderlich ist, werden wir die scheinbaren Durch-
schnittspunkte, wo nimlich im Diagramm selbst eine Linie im Raume die an-
dere ohne sie zu schneiden iberkreuzt, als sogenannle Ueberkreuzungspunkte
dadurch von den wirklichen Vereinigungs- oder Durchschnittspunkten unter-
scheiden, dass wir in der Figur den von dem Beschauer entfernteren der
beiden in Frage kommenden Lineartheile als solchen an der Ueberkreuzungs-
slelle durch eine kleine Unterbrechung kenntlich machen, wihrend der niher
liegende ununterbrochen durchgezogen wird, wie wir dies auch bereils fiir
analoge Falle in den bisherigen Figuren gehalten haben. Dies Mittel scheint
den Vorstellungen kaum in geringerem Grade zu Hilfe zu kommen, als die
bei (zusammengeselzteren Figuren umstindlichere) Methode doppelter eng neben
einander verlaufender Linien, zumal, wenn man die durchgezogene Linie in
der Nihe der Ueberkreuzung etwas stirker zeichnet, als die unterbrochene !).
Die Figuren 21, 22 und 23 dienen zur Erliuterung des Gesaglen. Die Fi-
guren 21 und 23 bieten eine Ueberkreuzung, die Fig. 22 eine Durchkreuzung
oder einen Vereinigungspunkt von 4 Lineartheilen dar.

18.

Von der Anathese.

Es scheint hier der passende Orl, bevor wir zu ferneren Discussionen

1) Am vollkommensten freilich wiirden fiir den fraglichen Zweck stereoskopische
Darslellungen dienen, durch welche dem binocularen Blick die Anordnung der
Linien im Raume ohne Interpretatio per synesin klar wiirden.

4
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iiber das Diagramm und zu dessen Gebrauch bei Ermitlelung des cyklomati-
schen Ranges x iibergehen, von der Anathese zu reden, einem bei der topo-
logischen Analyse behufs des Census riumlicher Complexe nicht unwesent-
lichen Erleichterungsmittel. Wir verstehen darunter gewisse Abinderungen,
die sich in der gegenseitigen Lage sowohl mehrerer Complexe als der Theile
eines und desselben Complexes vernehmen lassen, ohne Einfluss auf die fiir
den Census in Betracht kommenden numerischen Bestimmungsstiicke.

Legen wir der Betrachtung zur Erleichterung der Vorstellungen ein Bei-
spiel zum Grunde, und zwar den bereits in Figur 15 dargestellten Complex
einer allseitig geschlossenen askoidischen Fliche Fig. 24 mit unter einander
anaslomosirenden Abzweigungen in den Stellen a, b, ¢, d und einem frei en-
denden Zweige in e.

Das Diagramm des eingeschlossenen Korpers, in welchem nach Art. 14
der Zweig bei e verschwindet, wiirde sich nach dem Bisherigen in der Ge-
stalt der Fig. 25 herausstellen. Die Umschlingung des Armes ac durch den
Arm ab, so wie die von ac durch bd aber — wiewohl in anderweitigen topo-
logischen Riicksichten von wesentlichem Belang, sind fir die auf den Census
beziiglichen Fragen ohne allen Belang und konnen durch eine einfachere Gestal-
tung ohne Verschlingung ersetzt werden. Durch Anathese des Korpers in
Fig. 24 oder seines Diagramms in Fig. 25 erhalten wir demgemiiss Diagramm-
Gestallen wie in den Figg. 26, 27, 28, woraus hervorgeht, dass die Linear-
theile des Diagramms im Wesentlichen dieselbe Anordnung und gegenseitige
Verbindung darbieten, wie die sechs Kanten eines tetraédrischen Korpers,
Die angefiihrten Gestaltungen sind fiir den Census #quivalent, insofern es
nicht auf die Grossenverhilinisse der Bestandtheile des Complexes, nicht auf
die Graduationen und Quanta ihrer Krimmung, nicht auf ihre Stellung imn
Raume, sondern nur auf die Art ihrer Verbindung und ihres Zusammenhanges
ankommt. Die Anathese erfordert also einerseits genaue Conservirung aller
Constituenten und Complexe und fir jeden Constituenten strenge Beibehaltung
seines cyklomatischen Charakters, gestattet aber andererseils jede zur Verein-
fachung in den Lagenverhiltnissen erforderlich scheinende Abiinderung zwi-
schen den Complexen oder zwischen ihren Constituenten. Die Verketlung
zweier cyklischen Linien, so wesentlich sie in Art 8 fir die auf die Dialyse
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beziigliche Erdrterung gewesen war, ist, falls die zwei Ringlinien als zwei
dem Census zu unterwerfende Complexe gelten, unwesentlich und wir kénnen
durch Anathese die Verkettung aufheben und zwei getrennte cyklische Linien
als seclusive Complexe an ibre Stelle setzen, wodurch nicht nur die einfache
Cyklose jeder der Ringlinien, sondern auch die zweifache Cyklose des Am-
plexums viel unmittelbarer als im Zustand der Verkeltung erkennbar ist. Zwei
concentrische Kugeln bilden zwei inclusive Complexe, wo der gesammte Raum
in drei Theile zerfall. Das Amplexum ist nach Art. 16 acyklodisch, ebenso
die Kugelschale zwischen beiden sphirischen Flichen, so wie der von der
inneren Kugel eingeschlossene Kern. Durch Anathese stellen wir die zwei
kugelférmigen Complexe in seclusiver Stellung ausser einander, und es blei-
ben nach wie vor alle drei Ridume acyklodisch. Wire ein korperlicher Ring
von einer Kugelfliche ohne gegenseitige Beriihrung umschlossen, so hitte man
ebenfalls zwei Complexe und drei Réume, das Amplexum acyklodisch, der
innerhalb der Kugel und ausserhalb des Ringes befindliche Raum einfach cy-
klodisch, der innerhalb des Ringes enthaltene Raum gleichfalls einfach cyklo-
disch. Durch anathetische Trennung der beiden Complexe in seclusiver Stel-
lung wird der in der Kugel enthaltene Raum acyklodisch, dagegen das Am-
plexum wie der Innenraum des Ringes einfach cyklodisch. Das Amplexum
hat im anathetischen Falle hinsichtlich der Cyklose die Rolle des im originiiren
Falle ausserhalb des Ringes und innerhalb der Kugel befindlichen Raumes
iilbernommen, und im einen wie im andern Falle hat man einen acyklodischen
und zwei einfach cyklodische Riume. Die beiden Flichen, d. h. simmtliche
Constituenten ausser der vierlen Curie, haben ohnehin ihre censuellen Eigen-
schaften vollkommen beibehalten. Dieses Beispiel zeigt deutlich, dass dem
Amplexum als solchem im Census keine ausnahmsmissige Stellung unter den
Conslituenten der vierten Curie zukommt, und man konnte an der Statthaftig-
keit der Anathese zweifeln, wenn man die Sache so ansihe, als ob durch
den mittelst der Anathese bewirkten Uebergang vom ersten zum zweiten Falle
das Amplexum um so viel bereicherl worden wiire, als einer der anderen
Riume #drmer geworden, oder als ob, wiewohl sich im Endresultat Compen—
sation herausstellte, zwei Constlituenten in censuell wesentlichen Requisiten

wiiren einer Verinderung unterworfen worden. Das Sachverhiltniss ist viel-
4'
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mehr dies, dass Kugel und Ring den Gesammtraum in drei Theile zerlegen,
einen acyklodischen und zwei einfach cyklodische, von denen der erste im
ersten Falle, einer der beiden letzteren im zweiten Falle Amplexum gewor-
den ist. Man konnte die Kugel anathelisch in den Innenraum des Rings ver-
setzen, und es wiirde nun mehr auch bei inclusiver Disposition der beiden
Complexe einer der beiden einfach cyklodischen Réume Amplexum werden !).

Die Beseitigung der Umschlingungen, Verknotungen und Verkettungen
an den Complexen oder ihren Constituenten auf dem Wege der Anathese er-
weist sich in complicirteren Fillen fiir die Bestimmung der Dialysen der solche
Configurationen umgebenden R#ume als besonders fdrderlich.

19.

Bestimmungsstiicke des Diagramms und ihre Variation.

Die in der Linearcomplexion eines Diagramms vorkommenden Punkte
sind in Beziehung auf die Zahl der Lineartheile, die durch sie an einander
grenzen, verschiedener Art. Die meisten Punkte — denn sie sind in dem
Diagramm jedes cyklodischen Constituenten in unendlicher Zahl vorhanden —

1) Bei den geometrischen Unlersuchungen an Flichen und Korpern, z. B. den
Polyédern, pflegt der amplexe Raum meistens ausser Acht zu bleiben. Im
Euler’schen auf die gewdhnlichen Polyéder beziiglichen Salze ist nur von
Ecken, Kanten und Flichen die Rede, und die diakritische Constante 2 ist
nichts weiler als der in diesem besonderen Falle stallfindende Werlh von d,
ndmlich die Anzahl der beiden Rdume, des im Polyéder eingeschlossenen und
des Amplexums. In Cauchy's Erweilerung des Satzes auf den Fall eines mit
inneren Scheidewiinden versehenen Polyéders muss das unter den R#&umen in
der Cauchy’schen Zahl P nicht milgeziihlte Amplexum durch die Zahl 4 1
besonders in Rechnung gebracht werden. Wiibrend in solchen mehr oder weni-
ger engen Provinzen des uns hier beschiftigenden allgemeinen Theorems das
Amplexum gleichsam seiner Beitragspflicht enthoben und seine Rate auf die eine
oder andere Weise anderweilig gedeckt erscheinl, muss es sich in unsercm
Falle enischieden dieser Prirogative begeben — oder man diirflle, bildlich zu
reden, die Truhe, in welcher man cine Anzahl Kleinodien aufbewahrt, nicht
mit unter den Inventariensticken aufzithlen. Selbst das Altribut der Ausdehnung
ins Unendliche kommt dem Amplexum nur so lange ausschliesslich zu, als wir
nur begrenzte Complexe belrachten.
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sind der Art, dass zwei Lineartheile an ihnen zusammenstossen, gleichviel ob
der Winkel zwischen diesen Theilen, wie bei jedem Binnenpunkt einer gera-
den oder stetig krummen Linie, 180 Grad betrage, oder nicht. Punkte von
denen nur Eine Linie ausgeht, kommen, wie in Art. 14 erorlert worden, nur
in den intermediiiren Stadien des der Durchschneidung unterworfenen Dia-
gramms als freie Enden appendiculirer Theile vor, welche in Folge weiterer
Retraction gleichsam resorbirt werden. Der Fall von Punkten ohne lineare
Auswege, d. i. isolirter Punkte tritt lediglich bei dem Diagramm acyklodischer
Constituenten ein. Punkte aber mit mehr als zwei von ihnen ausgehenden
Linien kommen im Diagramm offenbar nur in endlicher, bestimmter Anzahl
vor. Wir nennen sie Ausgdnge, drei-, vier- oder mebrzigig, je nach der
Zahl der in ihnen concurrirenden Lineartheile, und einen Zug nennen wir
jedes Stiick der Linearcomplexion, welches in Ausgiéngen endigl ohne einen
Ausgang als Binnenpunkt zu enthalten. Bei der Darstellung des Diagramms
in einer Zeichnung auf einer Ebene {oder unendlich grossen Kugelfliche) kon-
nen nach Art. 17 Ueberkreuzungen vorkommen, denen im Raum keine Aus-
génge entsprechen. Wir werden sie von den Ausgiingen durch die Benen-
nung Traversen unterscheiden !). Sie theilen in der Projection die Ziige, aufl
denen sie vorkommen, in Sticke, je eins mebr, als der Zug Traversen ent-
hiilt, welche wir zur Unterscheidung von den Ziigen Strecken nennen werden.
Jeder Zug ohne Traversen ist zugleich eine Strecke. Die Projectionsfliche
erscheint durch die Ziige und Strecken in eine gewisse Anzahl von Sliicken
oder Parzellen zerlegt, welche — den umgebenden oder amplexen Flichen-
raum mit einbegrilfen — Felder heissen werden.

Es verdient bemerkt zu werden, dass es nicht nothwendig ist, die Be-
nennung , Ausgang® bloss auf drei- oder mehrziigige Punkte zu beschrénken.
Wir diirfen isolirte Punkte als nullziigige Ausgiinge, das freie Ende eines Ap-

1) Bei anderweitigen Belrachtungen dber Linearcomplexionen mag die Bezeichnung
,Knotenpunkt“ oder ,Nodalpunkt“ vorgezogen werden, wie dies in den Vor-
studien zur Topologie S.860 geschehen ist. Durch Anathese darf in den Tra-
versen des Diagramms der iberlaufende Zug mit dem unterlaufenden vertauscht
werden, was in anderen Vorkommnissen cinen wesentlichen Unlerschied be-
dingen wirde,
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pendikels als einen einziigigen und jeden Binnenpunkt als einen zweiziigigen
Ausgang betrachten. Der Sinn dieser Beschrinkung ist lediglich der, dass
bei Zihlung der Ausginge die zweiziigigen weggelassen werden diirfen, in-
sofern es nur auf die Differenz zwischen der Zahl der Ausginge und der
Ziige ankommen wird, und jeder als Ausgang zwischen zwei Ziigen ange-
nommene Binnenpunkt offenbar die Zahl der Ausgiénge und der Ziige zugleich
um 1 vermehrt. Hiernach ist klar, dass man bei einem einfach cyklischen
Diagramm — alle Verschlingungen und Verknotungen durch Anathese als be-
seiligt vorausgesetzt — eine beliebige Zahl seiner Punkte als zweiziigige Aus-
ginge betrachten kann, wo alsdann, wie in einem gewdohnlichen Polygon, die
Zahl der Ziige der der Ausgiinge gleich ausfallt, und dass es mithin das Ein-
fachste ist, einen einzigen, iibrigens beliebigen Punkt des Cyklus als Ausgang
zu betrachten, in Folge dessen der Cyklus einen Ausgang und einen Zug besilzt.

20.

Die in Art. 18 besprochene Anathese musste in ihrer Anwendung auf
das Diagramm die Zahl der Ausginge und Ziige unversehrt lassen und konnte
nur Veriinderungen in der Zahl der Traversen und Felder bewirken. Die
jetzt zur Sprache kommende Varialion greift in den Bestand an Ausgingen
und Ziigen abiindernd ein. Sie findet ibren Grund in der Allgemeinheit, die
wir in Art. 13 hinsichtlich der beliebig ungleich schleunigen Retraction der
Grenztheile eines Constituenten bei Erzeugung seines Diagramms statuirt haben.

Das Diagramm Fig. 18 der polycyklodischen Flache Fig. 17 hitte statt
des vierziigigen Ausganges in E offenbar zwei dreiziigige Ausginge F und G
(Fig. 29) annehmen diirfen, wodurch die Dialyse der zugehorigen in Art. 13
besprochenen Fliche miltelst Durchschneidung der Cykeln 4, /, m in Fig. 17,
d. h. miltelst eines Schnittes zwischen den Grenzen der Oeffnungen 2 und 4
auf der Fliache zwischen 1 und 3 hindurchgehend, ihre Reprisentation in der
Durchschneidung des Diagrammzuges FG findet. Ebenso wiirde zur Darstel-
lung der Moglichkeit eines Schnittes von der Oeffnung 1 nach der Oeffnung
3 zwischen 2 und 4 auf der Fliche hindurchgehend, dem Diagramm die Form
Fig. 30 ertheilt werden kionnen, wo, wie vorher, der vierziigige Ausgang E
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unter Einfigung eines neuen Zuges zwei dreiziigige Ausginge H, I gebildet
worden wiren. Man hatte das Diagramm Fig. 29 in Fig. 30 variiren konnen,
wo die zwei dreiziigigen, durch einen Zug verbundenen, Ausginge F, G ge-
gen zwei andere dreiziigige H, I diagonal vertauscht wiiren. Die Zahl der
Ziige und Ausgiinge wire hierbei dieselbe geblieben. Die Zulissigkeit einer
Dialyse in der Flache Fig. 17 mittelst eines Schnittes von 1 nach 3 so, dass
die Oeffnungen 2 und 4 auf einerlei Seite desselben liegen bleiben, wirde
durch die Gestalt Fig. 31 dargelegt, wo die zwei dreiziigigen Ausginge A, B
gegen die zwei dreiziigigen K, L diagonal verlauscht erscheinen.

Jeder mehbr als 3ziigige Ausgang kann offenbar in zwei Ausginge mit
eingeschaltetem Zuge verwandelt werden, wodurch die Zahl der Ziige und
der Ausginge zugleich um {1 wichst. Der Ausgang N (Fig. 32) sei allge-
mein nziigig. Zerlegt man n in zwei (ganzzahlige) Theile, jeder > 1,¢ und
u, wo also ¢ 4 u—mn, so kann N unter Einfigung des Zuges TU in die zwei
Ausginge T und U verwandelt werden, von denen der eine ¢+ 1 ziigig, der
andere u + 1 ziigig ist. Die Anwendung dieser Operation auf einen dreizi-
gigen Ausgang, wo die beiden Theile der Zahl 3 nur 1 und 2 sein konnten,
oder auf einen mebr als 3ziigigen Ausgang in der Form, dass man einen
der beiden Theile — 1 annihme, wiirde zwar einen neuen Zug und einen
neuen Ausgang ergeben, beide aber diirften, weil letzterer nur 2ziigig ge-
worden wiire, ungezihlt bleiben, so dass diese Variation ohne Effect bliebe.
Die Wiederholung des beschriebenen Verfahrens an allen mehr als 3ziigigen
Ausgiingen wiirde das Diagramm dahin variiren, dass alle Ausginge 3ziigig
wirden. — Umgekehrt konnen je zwei durch einen Zug mit einander ver-
bundeme Ausgiénge P, er sei pziigig, und Q, er sei guziigig, durch Vereini-
gung und unter Wegfall des Zwischenzuges PQ in einen Ausgang R von
P + g— 2 Ziigen verwandelt werden, und die Zahl der Ziige wie der Aus-
géinge wiirde sich um 1 vermindert haben. Durch Wiederholung dieses Ver-
fahrens kann jedes Diagramm, da alle seine Ausgiinge durch Zige unterein-
ander zusammenhiangen, dahin variit werden, dass es nur einen Ausgang
besitzt, und alsdann muss jeder Zug fiir sich cyklisch geworden sein, d. h.
in dem gemeinsamen einen Ausgang seine beiden Endpunkte finden. Das
Diagramm Fig. 18 wiirde dann Gestalten wie Fig. 33 oder 34 annehmen.
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Halte das vorgegebene Diagramm k Ausginge und ! Ziige, so sind beide
Zahlen jetzt um k—1 vermindert und das Diagramm hat in dieser monocen-
trischen Gestalt einen Ausgang und I —k+1 Ziige.

Diese Varialionen, welche zumal bei verwickelten polycyklodischen Con-
stituenten zu einer grossen Mannigfaltigkeit der Diagramm - Gestalten fiihren,
und deren weitere Verfolgung fiir unseren gegenwirligen Zweck unnothig
ist, lassen jede am Constituenten vorzunehmende Dialyse in dem Modus aus-
fiihrbar erscheinen, dass am Diagramm, sei es in dieser oder jener seiner
durch Variation ableitbaren, unter einander dquivalenten Gestallen, ein Zug
durchschnitten wird, so dass jede Durchschneidung eines Zuges je einer Dia-
lyse entspricht.

Die Aquivalenz der durch Variation aus einander abgeleiteten Diagramm-
gestalten iberhebt uns aber der Miihe, diese Ableilung selbst in jedem con-
creten Falle wirklich auszufiihren, insofern die Regel zur Bestimmung des
cyklomatischen Ranges x, zu deren Aufstellung jelzt die hinreichenden Vor-
bereitungen gemacht sind, fir alle Gestalten des Diagramms eines gegebenen
Conslituenten dieselbe ist, und man sie also nur auf irgend eine derselben
anzuwenden nothig hat.

21.

Anwendung des Diagramms.

Zur Ermittelung der Ordnungszahl x eines gegebenen Constituenten, leite
man aus ihm das Diagramm in irgend einer seiner Geslalten ab. Es sei die
Zahl der Ausgiinge — k, die Zahl der Ziige — I, so ist nach dem vorigen
Artikel klar, dass das Diagramm in seiner monocentrischen Gestalt aus /--k+4-1
Ziigen besteht, welche durch einen Punkt unter einander zusammenhingen,
der seinerseits ein 2 (I—Ak--1) -ziigiger Ausgang ist. Fiir diese Gestalt ist
sofort evident, dass jeder Cyklus eine Dialyse gewiihrt, in Folge der er sich
zuniichst in zwei Appendikel auflost. Nach /—Fk+ 1 Dialysen geht das Dia-
gramm in 2 (! -k+1) Appendikel iiber, welche alle mit einem Ende in
dem anfinglichen Ausgang des monocentrischen Diagramms unler einander zu-
sammenhiingen und mit dem andern frei endigen. Alle Appendikel ziehen sich
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durch fernere Retraction in einen Punkt zusammen, das Diagramm ist nunmehr
bloss ein Punkt, und der den !—k-+1 Dialysen unterworfene Constituent
ist acyklodisch geworden. Es ist somit x — I—k+-1.

Aber auch in der ersten Gestalt mit % Ausgingen und [ Ziigen reducirt
sich das Diagramm nach /—k+-1 Dialysen auf einen Punkt. Die vorlaufig
als isolirt zu denkenden Ausgiénge verbinde man in Befolgung der Configura-
tion des Diagramms durch successive Ziige unter einander in folgender Weise:
einen ersten Ausgang mit einem zweilen durch einen ersten Zug, einen drilten
Ausgang mit einem der beiden ersten durch einen zweiten Zug, einen vierten
Ausgang mit einem der drei ersten durch einen drilten Zug, einen fiinften
Ausgang mit einem der vier ersten durch einen vierten Zug u. s. w. bis der
letzte oder kle Ausgang mit einem der ibrigen k—1 Ausginge durch einen
k—1ten Zug vereinigt ist. Dann stellen diese k—1 Ziige einen vollstindi-
gen Zusammenhang unter allen k& Ausgingen dar. Zugleich aber bilden sie
ein partiales Diagramm, an welchem man sich durch Retraction von den k—1
Zigen zundchst den letzten, dann den vorletzten u. s. f. in riicklaufiger Ord-
nung alle Zige sich in einen Punkt zurickziehend denken kann, woraus er-
bellt, dass dieses Parlial-Diagramm von k—1 Ziigen einem acyklodischen Con-
slituenten entsprechen muss. Wollle man ausser den k—1 Zigen noch einen
oder mehrere hinzufigen, so wiirde man offenbar nach bereits auf anderen
Wegen untereinander zusammenhingenden Ausgingen auf neuen Wegen zu-
rickkehren und dadurch cyklische Zusammenhiinge herstellen, welche eine
Retraction des Partial - Diagramms auf einen Punkt unmoglich machen wiirden,
Der Ueberschuss an Zigen im totalen Diagramm iiber die k—1 Ziige des
partialen, d. b. die /—k--1 Ziige des ersteren, welche dem letzteren fehlen,
sind es somit, welche einzeln zu durchschneiden sind, um das totale in das
partiale zu verwandeln, woraus ersichtlich, dass der zugehorige Constituent
die Anzabl !—k41 von Dialysen erfordert, um acyklodisch zu werden.
Diese Schlussfolge gilt fir jede anwendbare Ordnung in der Aufeinanderfolge
der successiv unter einander verbundenen Ausginge und fir jede Wahl unter
den bei jedem Schritte disponibelen Ziigen des partiellen Diagramms. Man
bat also hier, wie fir das monocentrische Diagramm x — I—k+1.

Fir irgend eine andere Gestalt, die dem totalen Diagramm durch Varia-

b)
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tion ertheilt werden kann (die monocentrische nicht ausgeschlossen) sei die
Zahl der Ausginge — k°, der Ziige — I°, so wirde man nach den eben
gemachten Schlissen die Ordnungszabl x" — I'—k’4-1 finden. Da aber
aus den Erorterungen tber die Variation der Ausginge und Ziige hinreichend
hervorgegangen ist, dass die Unterschiede I'—%" und I—#k gleich sind, so
folgt x" = =x.

Es ist also allgemein

x = I—k41 (1)

d. h. man findet die cyklomatische Ordnungszahl eines gegebenen Constituenten,
wenn man in seinem Diagramm (in irgend einer seiner Gestalten) die Zahl
der Ziige um die Zabhl der Ausgiinge vermindert und 1 hinzuzihlt.

Wir fiigen noch einige Beispiele bei.

1. Das Diagramm eines acyklodischen Conslituenten ist ein Punkt, wo
also k = 1, 1 =0. Folglich ist x = 0.

2. Eine ringformige Fliche, etwa zwischen zwei concentrischen Kreisen
oder wie in Fig. 4, hat als Diagramm einen einfachen Cyklus. Hier ist k = 1,
=1 (Al‘l. 19), also x = 1,

3. Die Flache in Fig. 17 hat das Diagramm Fig. 18, wo k=5, [ = 8,
also x = 4. Im Diagramm Fig. 29 oder Fig. 30 derselben Fliche ist & — 6,
I =29, also wie vorher x — 4. Im monocentrischen Diagramm Fig. 33 dersel-
ben Flidche ist k = 1, | — 4, also wiederum » — 4.

Der in Fig. 15 dargestellle Korper hat das Diagramm Fig. 25 oder
Figg. 26, 27, 28. In allen diesen Gestalten ist s — 4, | — 6, also x = 3,
bereits vorliaufig in Art. 12 erkannt worden ist.

22,

Bei den Betrachtungen des vor. Art. ist das Diagramm in seiner rium-
lichen Configuration zum Gegenstande gemacht worden und die zur Bestim-
mung von x in Betracht kommenden Bestandtheile waren lediglich die Aus-
génge und Ziige, so dass die bei seiner projectiven Darstellung auftretenden
Traversen, Strecken und Felder unbeachtet blieben. Es ist indess nicht ohne
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Interesse, auch die Abhiingigkeit der Zahl x von den letztgenannten Elementen
des Diagramms kennen zu lernen.

Nehmen wir an, es sei ein Diagramm in seiner projectiven Darstellung
ohne Traversen gegeben, so ist klar, dass wenn 'die musivisch in der Pro-
jectionsebene oder auf der Projectionskugel neben einander liegenden Felder
durch successive Schnitte seiner Ziige unter einander vereinigen, ihre Zahl
dadurch bis zu 1 vermindern kann. Man vereinige miltelst eines Schnittes
durch einen Zug irgend 2 seiner m Felder, gleichsam wie durch eine gedffnete
Thiir, zu einem Felde, in Folge dessen nur noch m—1 Felder existiren, dann
durch einen zweiten Schnitt wieder zwei der m—1 Felder zu einem Felde u.
s. f. bis nach m—1 Schnitten nur noch ein Feld, némlich das amplexe, existirt.
Das Diagramm ist alsdann acyklodisch und ein neuer Schnitt wiirde unfehlbar
eine Sonderung in getrennte Stiicke zur Folge haben. Den m~—1 Schnitten
entsprechen eben so viel Dialysen an dem zugehdrigen Constitnenten, und es
ist also in jedem Diagramm ohne Traversen x — m—1. Auch hier ist x von
der Wahl und Ordnung der successiven Schnitte unabhéngig.

In einem beliebigen mit Traversen versehenen Diagramm D sei die
Zahl der Ausginge — k, der Ziige — I, der Strecken — !’, der Traversen
— g, der Feldler — m. Man denke sich ein anderes (nicht équivalentes) Dia-
gramm D’ aus dem angegebenen D dadurch abgeleitet, dass man die Tra-
versen in vierziigige Ausginge verwandelt. Man setze die Zahl der k+-g¢
Ausginge in D" = k", die Zahl der Ziige in D" wird gleich der Zahl der
Strecken in D, d. h. — !’; die Zahl der Felder ist in beiden— m. Die Zahl
der Cyklosen fir D sei — », fiir D"=— x". Da nun D" ohne Traversen ist,
'so hat man, wie so eben bewiesen, " — m—1. Da aber auch nach dem
Satze des vor. Art. x° = I'—k"+1, so hat man m—1 = I'—k"4-1 oder

K — +m—2 =0 )

Dieser Satz, den wir spater noch zun anderen Zwecken benutzen werden,

besagt:
* in einer Linearcomplexion in der Ebene oder auf der Kugelfliche ist
die Zahl der Verbindungspunkte und der Flichensticke um 2 grisser

als die Zahl der Verbindungslinien.
5@
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Er enthilt, nebenbei bemerkt, implicite den Euler'schen Satz von den
Polyédern, ist aber in mehrfacher Hinsicht allgemeiner, sowohl durch die Zu-
lassigheit beliebig krummer — wenn nur acyklodischer — Linien und Flichen,
als durch seine Giiltigkeit fiir zwei- und eineckige Flichen und fir frei en-
dende Linien, wie sie bei dem Diagramm &fter unter der Benennung , Appen-
dikel“ besprochen worden sind.

Es lisst sich nun darthun, dass I’—! — 2¢ ist. Man nehme aus D die
einzelnen Ziige heraus und fiige sie alle in beliebiger Ordnung in einen Cy-
klus zusammen. Die Verbindungspunkte im Cyklus seien durch A bezeichnet
und die Binnenpunkte auf den Stiicken AA, welche in D den Traversen an-
gehorten, durch B. Dann ist offenbar die Zahl der Punkte 4 — !, die der
Punkte B aber (da jede Traverse in D auf zwei Ziigen zugleich lag) — 2g,
die Zahl aller Stiicke aber zwischen benachbarlen Punkten A oder B ist
gleich der Zahl der Strecken in D, d.h. = I’. Da nun die Zahl aller Stiicke
des Cyklus gleich der Zahl aller Punkie A und B sein muss, so hal man
" =142¢ oder, was bewiesen werden sollte, I'—I — 2¢.

Man hat also in der vorhin gefundenen Relalion k" —I'4+m—2 — 0 die
Werthe k" — k+¢, I = 142y, durch deren Substitution wir erhalten k—I—¢q
4+m—2 =0 oder m—qg—1—=10—k+1. Da aber nach dem Salze des Art. 22
l—k+41 = x, so hal nunmehr

x = m—q—1 (3)
d. h. man findet die cyklomalische Ordnungszahl x eines beliebigen Consti-
tuenten, wenn man in dessen Diagramm den Ueberschuss der Zahl der Felder
iiber die Zahl der Traversen um 1 vermindert, oder wenn man von der Zahl
der Binnenfelder (das amplexe Feld weglassend) die Zahl der Traversen abzieht.

Einige Beispiele mogen die Anwendung auch der in diesem Artikel ge-
fundenen Vorschrift (3) zur Bestimmung von x erldutern.

1. In einem einfach cyklischen Diagramm ohne Traversen ist m— 1 — 1,
g =0, also, wie ohnehin bekannt, x — 1. [Erschiene das Diagramm in Form
der Ziffer 8, wie Fig. 21, so hiitte man m—1 — 2, ¢ =1, also ebenfalls.x — 1.
Stellte sich das Diagramm in einer der Gestalten der Fig. 6 dar, so wire
m—1 =4, ¢ =3, also wiederum x — 1.

2. In jeder der Diagramm- Gestalten Fig. 18, 29, 30, 31, 33, 34 der
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Flache in Fig. 17, flir welche wir bereits im drilten Beispiel des vor. Art.
die Cyklose vierfach befunden haben, ist m—1 — 4, ¢ =0, also wiederum x —4.

3. Die #quivalenten Diagramme Fig. 25, 26, 27, 28 eines Korpers von
der Form Fig. 15 oder 24 haben im vierten Beispiel des vorigen Art. eine
dreifache Cyklose ergeben. Wir erhallen jetzt fiir das Diagramm Fig. 28:
m—1 =3, ¢g =0, x= 3, fir Fig. 26 oder 27: m—1 =4, ¢ =1, x =3,
fir Fig. 25, m—1 =10, ¢ =7, x = 3.

4. Das Diagramm Fig. 35 von der Configuration der Kanten eines Wiir-
fels gibt nach (1) 1= 12, k=8, I—k+1=x =25, nach ) m—1 =7,¢ =2,
x — 5. Das dquivalente traverslose Diagramm Fig. 36 gibt m—1 — x — 5.

5. Ein Diagramm von der Configuration der Kanten irgend eines ge-
wohnlichen 4seitigen Polyéders liasst sich durch Projection auf die Ebene einer
der Polyéder- Seilenflichen in traversloser Gestalt darstellen, so dass m — &
und ¢ = O ist. Folglich ist in diesem eine Gruppe von unendlich vielen ver-
schiedenen Diagrammen umfassenden Falle jederzeit x — A—1. Fiir den Wiirfel
war nach dem vorigen Beispiel x — 5, fiir das Oktaéder wird dieser Werth
7, fir ein Dodekaéder 11, gleichviel ob es den Typus des Granat-Dodekas-
ders, wo =24, k= 14 und I—k+41 = 11, oder den Typus des reguliiren oder
des Pyritoéder-Korpers habe, wo [ = 30, ¥ =— 20 und l—k+1 = 11, oder den
Typus der Fig. 37, wo /=20, k = 10 und /—k+1 =11 u.s.f. Die Vor-
schrift (3) gibt fir Fig. 37 m—1 = 23, ¢ = 12, also wiederum & = 11.

6. Ein Diagramm Fig. 38 von der Configuration der Kanten eines Wiir-
fels sammt vier einander nicht begegnenden beliebig krummlinigen Verbin-
dungen je zweier einander diagonal gegeniiberliegender Wiirfelecken ergibt
nach (1) k=16, | =8, I—k+1=x=9, npnach (3) m—1 =23,
g = 14, also ebenfalls x — 9.

7. Wenn sich im Falle des vorigen Beispiels die 4 diagonalen Verbindun-
gen in einem Punkte kreuzen, Fig. 39, so ist k=9, | = 20, l—k+1 =x=12,
und m—1 = 20, ¢ =8, also wiederum x — 12.

8. Das Diagramm habe die Configuration der Kanten eines aus zwei un-
gleich grossen in entgegengesetzter Stellung combinirten Tetraédern entste—
henden Oktaéders sammt den drei in der Mitte sich kreuzenden Oktaéderaxen,



38

Fig. 40. Hier ist nach (1) &k = 13, ! = 24, x = 12 und nach (3) m—1 = 21,
g=29, » =12

9. Von einem 14flichigen 12eckigen Polyéder, welches aus der Combi-
nation eines Oktaéders mit einem Wiirfel in der Art erwiichst, dass ausser
den 24 Combinationskanten weder Wiirfel- noch Oktaéderkanten hervorgehen,
sollen sowohl die Kanten als die 6 in der Mitte sich kreuzenden Diagonalen
ein Diagramm Fig. 41 darstellen, so ergibt sich nach (1) & = 13, I = 36,
x =24, nach (3) m—1 = 52, ¢ = 28, x = 24.

Die letzten Beispiele dienen zugleich, Fille vor Augen zu legen, wo
das Diagramm eine traverslose Darstellung nicht gestattet.

Wollte man in dem zuletzt angefiihrten Beispiel den Theil des Diagramms,
welcher den 24 Kanten des erwithnten Korpers entspricht, nach der unter
dem 5. Beispiel besprochenen und bei Fig. 36 befolgten Art traverslos dar-
stellen, so wiirde dies doch fir den iubrigen Theil nicht angehen, wie aus
Fig. 42 ersichllich ist, wo die in Fig. 41 geradlinig gestalteten Diagonalen zu
grosserer Deutlichkeit krumm gestaltet worden. In Fig. 42 erscheinen 36
Binnenfelder und 12 Traversen, also ist, wie vorher, das Diagramm 24 fach
cyklodisch.

Diese Beispiele, deren Zahl und Complication sich leicht sehr vergco-
ssern liesse, mogen fir den gegenwirligen Zweck geniigen.

Es verdient noch erwihnt zu werden, dass die Verbindung der beiden
Vorschriften (1) und (2) zur Bestimmung von x noch eine drilte liefert

welche zeigt, dass in jeder Linear- Complexion gewisse Summen und Diffe-
renzen je zweier der vier Elemente &, /, m, ¢ zugleich entweder gerade oder
ungerade Zahlen sind.

23.

Von der Cyklose in den cinzeloen Carien.

Nach den bisherigen Untersuchungen iiber die aus dem Diagramm zu
ermittelnde Ordnungszabl der Cyklose irgend welcher Constituenten haben
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wir nur noch Einiges iber die Cyklose innerhalb der einzelnen Curien zu
bemerken, und erwihnen im Voraus, dass wir das allgemeine Zeichen x fiir
die Curien der Reihe nach durch x°, x’, ™, ™ erselzen werden.

Erste Curie. Das Diagramm jedes Punktes ist ein Punkt. Alle Punkte
sind acyklodisch. Es ist also stets x0 — 0.

Zweite Curie. Eine Linie bat entweder die Begrenzung [21] oder [20]
Im ersten Fall ist die Linie entweder durch zwei Punkte begrenzt, wie die
Kanten eines Polyéders, und ist offenbar acyklodisch, oder ihre Endpunkte
vereinigen sich in Einem (effectiven) Punkte, wie in Fig. 43, 44 oder 45. Ihr
Diagramm ist auch dann noch, wie vorher, ein Punkt und sie selbst acyklo-
disch, so dass also fir den Fall [21] stets x'— 0 ist. Im zweiten Fall ist
sie unbegrenzt und kann nur, da unendliche Ausdehnung ausgeschlossen ist,
in sich selbst zuriicklaufen, d. b. eine cyklische Linie sein. Das Diagramm
bat alsdann mit ihr gleiche Gestalt, und sie ist also einfach cyklodisch. Ver-
schlingungen und Verknotungen, welche durch Anathese beseitigt oder aber
im ungeiéinderien Zustande, wie im Beispiele 2. des vor. Art. bei Ermittelung
von x beriicksichtigt werden mogen, machen hierin keinen Unterschied. Fiir
den Fall [20] ist also stets x"— 1. Es kann somit in der zweiten Curie x"
nur die beiden Werthe O oder 1 annehmen.

24.

Dritte Curie. Die modale Verschiedenheit der Flichen riicksichtlich ibrer
Begrenzung in den riumlichen Complexen ist aus den in Art. 6 angefiihrten
Symbolen [300], [301], [320], [321] erkennbar. Fiir die drei letzten Fille,
wo eine Fliche durch Punkle oder durch Linien oder durch Punkte und Linien
begrenzt ist, sind im Bisherigen die Vorschriften zur Bestimmung des cyklo-
matischen Ranges x” vollstindig enthalten. Nur der erste, dem Symbol [300]
entsprechende Fall, auf welchen als einen singulidren bereits in Art. 9 hinge-
wiesen worden ist, macht noch eine besondere Erdrterung erforderlich, fir
welche indess schon gelegentlich in Art. 15 das Wesentlichste anlicipirt
werden musste.

- Um an einer periphraktischen, d. i. allseitig geschlossenen, aller Begren-
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zung durch Linien und Punkte ermangelnden Fliche des Diagramms abzuleiten,
muss derselben, wie in Art. 15 auseinander gesetzt worden, eine virtuelle
Grenze ertheilt werden, wozu wir am einfachsten einen beliebigen Punkt der-
selben wiiblen. Dieser Aufhebung der Periphraxis geben wir die Benennung
Diatrese oder Trema. Erst durch sie wird eine Relraction der Grenze mig-
lich, deren Resultat entweder, wie bei einer sphiroidischen Fliche, ein Punkt,
oder, wie bei einer in Fig. 19 dargestellten Ringoberfliche, ein Cyklus oder
iberhaupt ein Diagramm sein wird, welches, wie bei der Fliche in Fig. 24
aus einer Linearcomplexion besteht. Nach erfolgler Zuerkennung des Tremas
ist der Fall [400] offenbar auf den [301] =zuriickgefuhrt. Das Trema selbst
aber, als virtuelle und der gegebenen Flache nicht effecliv zukommende
Grenze, erheischt, wie weiterhin zur Sprache zu bringen ist, im Census die
gebithrende Beriicksichtigung, wo es darauf ankommen wird, simmtliche cy-
klodische Constituenten mit virtuellen Grenzen in der Weise auszuriisten, dass
diese Grenzen die fir den acyklodischen Zustand nothwendigen Dialysen

bewirken.

Analog der auf die Cyklose beziiglichen Zahl x konnen wir durch «
den peripbraktischen Rang einer Fliche bezeichnen, der offenbar — wie =’
in der zweiten Curie — nur die Werthe 1 oder 0 aunehmen kann, jenachdem

die Flache periphraktisch oder aperiphraktisch ist.
Abgesehen also von diesem singuliren Falle der Periphraxis kann in
der drilten Curie x™ ausser O jeden posiliven ganzzahligen Werth annehmen.

25.

Vierte Curie. Fir die korperlichen Raume, welche durch die Complexe
oder die Constituenten der drei vorhergehenden Curien nach den verschiedenen
in Art. 6 aufgezihllen Typen von einander abgegrenzt werden, ist das fiir
die Ermittelung der Cyklose Erforderliche in dem Bisherigen vollstandig ent-
halten und die Allgemeinbeit der fiir die Ableitung und die Anwendung des
Diagramms gegebenen topologischen Analyse iiberhebt uns der Betrachtung
aller einzelnen in jenen Begrenzungs-Symbolen dargestelllen Fille.

Das Amplexum, als der stets vorhandene oder effective Constituent dieser
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Curie, unter allen der einzige, welchem eine Ausdehnung ins Unendliche zu-
komml, hat in Art. 16 hinsichtlich des Diagramms eine besondere Besprechung
gefunden. In Ansebung der Herleitung der cyklomatischen Zahl ™ aus dem
Diagramm folgt der amplexe Raum wmit allen ibrigen Constituenten den glei-
chen in Art. 21 und 22 enlwickelten Vorschriften.

Fir den Fall endlich des Begrenzungs-Typus [4000] ist bereits in Art. 9
erwihnt, dass bei dem complexleeren Raum von Cyklose iiberall nicht die
Rede sein kann. Das Diagramm des ganzen unbegrenzien Raumes isl nach
Art. 16 cin Punkt und er selbst acyklodisch.

Auch hier kann, wie in der vorigen Curie, x
ganzzahligen Werlh annehmen.

"

ausser O jeden posiliven.

26.

Der Partial - Census fiir acyklodische Constituenten,

Der Census besteht in der Relation, durch welche bei riumlichen Com-
plexen die Zahlen unler einander zusammenhéngen, welche auf beslimmte
Weise von der Anzahl der Constiluenten jeder Curie und von ihrer topolo-
gischen Beschaffenheit abhingen. Zur Ermillelung dieser allgemeinen Relation
ist es erforderlich, ersl von gewissen speciellen Vorausselzungen auszugehen
von denen aus wir schriltweise durch allmilige Verallgemeinerungen zu dem
generellen Falle des Census gelangen werden.

Vorerst werden wir uns nur mit solchen Complexen beschiftigen, deren
Constituenten acyklodisch sind, und zuniichst nur Einen Complex der Untersu-
chung unterwerfen. Ferner belrachten wir anfinglich nur gewisse Partial-
Complexe, d. h. solche, in denen wir bloss die Conslituenten niederer Curien
zihlen, also z. B. bloss Punkte und Linien (Linearcomplexe im Raum), oder
bloss Punkte, Linien und Flichen (Flichencomplexe im Raum), wibrend die
nicht eflecliven Constituenten der hoheren Curien gewissen speciellen Bedin-
gungen unlerliegen.

Bei allen Complexen, den parlialen wie den tolalen, werden wir Aggre-
gaten begegnen, in welchen die Constituenten-Zahl der ersten Curie positiv,

der zweilen negaliv, der dritten posiliv, der vierten negaliv erscheint. Den
6
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Werth solcher Aggregate fiir partiale Complexe werden wir Diakrise nennen.
Er ist eine fir jede Parlicularitit constante Zahl und kann als Charakteristik
derselben angesehen werden. So ist z. B. im Euler'schen Satze die Dia-
krise — 2 und sie charakterisirt den Fall, wo bei acyklodischen Constituenten
eines Complexes, der einen Raum ringsum vollstindig gegen den iibrigen
#ussern oder amplexen Raum abgrenzt, nur die drei ersten Curien zur Zih-
lung herangezogen werden.

27.

Lekrsais. In einem Linear-Complex ohne Fliachen, in welchem bloss
Punkte und (acyklodische) Linien gezihlt werden, und welcher von einem
acyklodischen amplexen Raum umgeben ist, hat die Diakrise den Werth 1.

Beweis. Die Zahl der Punkte sei — k, der Linien — I, die Diakrise
— @, so ist zu beweisen, dass § = k—I = 1.

Da wir bloss Punkte und Linien zu zihlen haben, so kann der Complex
als ein Diagramm (mit beliebig vielen linearen Appendikeln) betrachtet wer-
den, und da das Amplexum acyklodisch sein soll, so darf das Diagramm selbst
nicht cyklodisch sein. Denn jeder Cyklose des Diagramms wiirde offenbar
eine Cyklose des Amplexums entsprechen, vgl. Art. 16. Da nun in jedem
Diagramm von k& Ausgingen und ! Ziigen nach (1) Art. 21 die Zahl x — I—k 41
ist und fir den vorliegenden Fall x — O sein muss, so hat man 0 = [—k 4|
oder, was zu beweisen war:

= k—Il = 1.

Beispiele. Der Linear-Complex in Fig. 43 von der verlangten Beschaf-
fenheit hat 14 Punkte und 13 Linien, also § = 1. — Einen anderen Com-
plex gleicher Art stellt Fig. 46 dar. In ihm ist & — 16, I = 15, also wie-
derum § = k—I = 1. '

28.

Lehrsats. In einem Linear- Complex von acyklodischen Constituenten,
in welchem ausser den beliebig vielen Punklen und Linien nur eine Fliiche
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und ein korperlicher Raum, namlich das (acyklodische) Amplexum vorhanden
ist, hat die Diakrise den Werth 0.

Beweis. Die Zahl der Punkte sei — &, der Linien = {, die Diakrise
= @', so ist zu beweisen, dass 6'— k— Il = 0, oder dass die Zahl der Linien
gleich ist der Zahl der Punkte.

Der Beweis kann ganz dem des vorigen Salzes analog gefuhrt werden.
Man darf némlich den Complex unter Vernachlissigung der von einigen oder
allen Linien begrenzten Fliche als ein Diagramm von & Ausgiingen und ! Zigen
betrachten, in welchem die Ziige den vollstindigen Umfang einer acyklodischen
Fliche polygonahnlich darstellen, und in welchem, falls hierzu nicht alle Ziige
concurriren, einige derselben appendiculare Lineartheile bilden. Das Diagramm
wiirde durch die Dialyse an einem der in der Flichengrenze enthaltenen Ziige
acyklodisch werden, es ist also selbst einfach cyklodisch, und somit ist nach
(1) Art. 21 % = I—k+1, woraus folgt, was zu beweisen war:

' =k-1=0.

Beispiele. Die Fliche des Complexes sei ein beliebiges Polygon mit
geraden oder krummen Seitenlinien, die Linien des Complexes seien die Sei-
ten des Polygons. Dann ist offenbar die Zahl der Linien gleich der Zahl der
die Ecken den Polygons bildenden Punkte, mithin "= k—I! = 0.

In dem Linear-Complex Fig. 47 sind es 6 Linien, welche die Fliche
des Complexes begrenzen, die ubrigen 8 Linien bilden appendiculare Theile
des Complexes. Derselbe hat 14 Punkte, eben so viel als Linien; also ist
wiederum §" = k—I = 0.

Die Fliche des Complexes Fig. 48 ist von einer Linie begrenzt. Er
besitzt 3 Punkte und eben so viel Linien.

29.

Lekrsats. In einem Flichen-Complex acyklodischer Constituenten, von
beliebig vielen Punkten, Linien und Flichen, aber nur einem Korperraum,
namlich dem acyklodischen Amplexum ist, die Diakrise — 1.

Beweis. Die Zahl der Punkte sei = #, der Linien =1, der Flichen —m,

die Diakrise — §”, so ist zu beweisen, dass §" = k—Il4+m = 1.
ﬁ.
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Man zerlege den Complex in m Theile, so dass jeder Theil eine der
m Flichen nebst etwa vorhandenen Appendikeln enthilt, in beliebiger Ordnung
jedoch so, dass nach Ablosung jeden Theils alle iibrigen das Amplexum stets
in seinem acyklodischen Zustand erbalten. Dann hat jeder Theil vor seiner
Trennung von den iibrigen einen linearen Complex von der Beschaffenheit
der im Satze Art. 27 besprochenen Complexe gemein, dessen. Diakrise § — 1
ist. Jeder Theil aber ist ein Complex von der Art des in Art. 28 enthaltenen
Satzes, dessen Diakrise §°— 0. Setzen wir also die Zahl der Punkte und
Linien im ersten Theil 4, §,, im zweiten k;, &, u. s. f., desgleichen die
Punkte und Linien in den gemeinschaftlichen Linear-Complexen (&),, (i),
(k)2, ()2 u. s. w., so haben wir nach dem Satze Art. 28:

im 1. Theil ... .. ky—h =10
e iasd eana ky—lp =0
- =l =
elc.
m. Theil k-1 =0
und 2k —Zl = ml’ (4)

wo das Summalionszeichen sich auf die Suffixa von 1 bis m bezieht.
In dem gemeinschafllichen Linearcomplex (Satz des Art. 27) zwischen

dem 1. Theil und den ibrigen ist (k) — ()iy =14
e 5 TS ek S § cen v (f‘-‘)z === (‘)2 =4
3. ..... N T T R R R (k)g — (‘)5 - 9
elc.
m—1. und dem mten Theil (k)ﬂ_l—(l)m_lzﬂ
und f(k)m_»i'—z(‘)m_l—_—(m" 1)8 (5)

Wir erhalten aber die Zahl der Consliluenten des gegebenen Complexes,
wenn wir die gleicharligen Constituenten aller Theile addiren und davon die
Summe der gleichartigen gemeinschafllichen Constituenten abziehen. Hier-
nach ist

k= Zk, —Z(k),_,
=2 —>(),_,
Also k—l = Zk —Z=I_—(2(k), _,—Z(),_,)
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oder aus (4) und () k—Il = m§ —(m—1)4
Da aber nach den Siilzen der beiden vorigen Artt. § =0, § =1, so
ist k—Il = —(m—1)

oder, was zu beweisen war:
"= k—l4m= 1.

Dieser Satz enthilt als Corollarium den von Cauchy in der oben an-
gefithrten Abhandlung (p. 78) bewiesenen Salz: ,in jedem durch innere Punkte
und Linien in eine beliege Zahl von Polygonen zerlegten Polygon ist die
Zahl der Partial - Polygone und der Winkelpunkte um 1 grosser als die Zahl
der Linien, welche die Seiten der Polygone bilden*.

Beispiele. 1. In dem Flidchencomplex Fig. 50, wo & =8, ! = 11,
m—=4,ist §" =k—I4+m = 1.

2. In Fig. 50 ist k =21, | =28, m = 8, also k—I+m = 1.

3. In Fig. 51 ist k=9,1=14, m = 6, und 9—14+46 = 1.

4. In Fig. 52 ist k=11, =18, m — 8 und 11—1848 = 1.

5. Jedes gewdhnliche Polyéder, an welchem man eine oder mehrere
untereinander benachbarte Flachen herausnimmt, bietet ein hierher gehiriges
Beispiel. Man wird ohne Figur leicht nachzihlen, dass z. B. am reguléren
lkosaéder nach Wegnahme von fiinf um einen Eckpunkt gelegenen Dreiecks-
flichen, noch 11 Ecken, 25 Kantenlinien und 15 Seitenflichen iibrig bleiben,
wo wiederum 11—25-+415—=1. Hille man zwei an einander liegende
Dreiecke herausgenommen, so wiirde man 12 Eckpunkte, 20 Kantenlinien
und 18 Flichen erhalten haben, welche wiederum §”— 1 ergeben.

30.

Lehrsals. In einem Flachen-Complex acyklodischer Constiluenlen von
beliebig vielen Punklen, Linien und Flichen und zwei Korperrdumen, niémlich
einem acyklodischen von den Constituenten der niederen Curien eingeschlos-
senen und cinem acyklodischen ausgeschlossenen Amplexum, ist die Diakrise — 2.

Beweis. Aus dem gegebhenen Complex lése man eine derjenigen Flichen,
welche den eingeschlossenen Raum begrenzen, aus, nebst ihren linearen Grenzen
und elwa vorbandenen linearen Appendikeln, aber so, dass die anibrer Grenze
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elwa inserirten appendicularen Flichen mit dem ibrigen Theil des Complexes in
Connex bleiben. Dadurch zerfallt der ganze Complex in zwei Flichen-Complexe,
einen mebrflichigen und einen einflichigen, welchen beiden ein Linear-Complex
gemeinschaftlich ist, in welchem die Grenzen des einflichigen Theils den Umfang
einer Fliche darstellen. Der letzte fillt in die Kategorie des Satzes Art. 28, die
beiden Complex-Theile unter die des im vor. Art. enthaltenen Satzes.

Es sei nun die Zahl der Punkte des gegebenen Complexes — &, der
Linien — {, der Flichen — m, die Diakrise — §"”, die entsprechenden Zah-
len fiir den mehrflachigen Theil seien &, }, m;, §” und fiir den einflichigen
K, U, 1, §". Im gemeinschaftllichen Linear - Complex seien (k) Punkte, (I)
Linien und seine Diakrise — §".

Man erhilt nun die Constituenlen des gegebenen Complexes, wenn man
von der Summe der gleicharligen Constituenten der beiden Theile die, in
dieser Summe doppelt gezihlten, gleichartigen Conslituenten des gemeinsamen

Complexes abzieht, d. h.

k =k +k" (k) .
= hL+V—() (6)
m—m; + 1
Nun ist nach den Silzen in Art. 29 und 28:
ky—bh4m = 0"
E'—U 4+1 =§"
OEUEE

folglich aus (8):
k—l4m = ky—b +my k' — +i—@)+ () = 24"—6
und da nach den Sitzen Art. 28 und 29 §°'=0, 8" =1, so folgt, was

zu beweisen war:
0" = k—Il4+m=2.

31.

Vor der Auffiibrung von Belegen durch Beispiele auch fiir den so eben
erwiesenen Satz, scheint eine Bemerkung iiber die Bedeutung partialer Com-
plexe, mit denen wir hier noch beschiftigt sind, nicht am unrechten Ort.
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Art. 26 ist bemerkt worden, dass die in parlialen Complexen nicht zur
Zibhlung kommenden Conslituenten hoherer Curien als nicht effecliv gelten.
In diesem Sinne ist also namentlich die in den Linear-Complexen des Art. 28
angenommene Fliche zu versiehen, deren Voraussetzung nur als das Mittel
zur einfachsten Definition der topologischen Beschaffenheit des Complexes an-
zusehen ist. Es ist also verstaltet, in dem Beweis des lelzten Lehrsatzes,
den Linearcomplex, welcher beiden Flichencomplexen vor der Zerlegung ge-
meinschaftlich ist, der Kategorie des Satzes Art. 28 zu subsumiren, da bei
der Bildung des Census aus den drei Constituent-Zahlen (6) eine gemein-
schaftlliche Flache in der That nicht mitgezihlt worden ist .

Beispiele zum vorigen Satze. 1. In jedem gewdhnlichen Polyéder, dessen
Eckenzahl — k, Kantenzahl — I, Flichenzabl = m, ist §" = k—Il+m =2,
Dies ist der Euler'sche Satz.

2. An jeder Ecke eines Wiirfels seien biischelartig beliebig viele frei
endende oder appendiculare Linien, die sich nach Beliecben in den inneren
Wiirfelraum oder in das Amplexum erstrecken mogen, inserirt. Wire ihre
Gesammlzahl — ¢, so besisse der Complex 8 +4-¢ Punkte, 124-¢ Linien, 6
Flichen, und man hilte 84/—(1241)+6 = 2.

3. An dem wiirfelférmigen Complex seien alle quadratische Seitenflichen
durch angefiigte Kreissegmente so erweilert, dass jede Seite mit ibren vier
fligelartigen Ansilzen eine Kreisfliche bildet, so wire k =8, | = 36,
m — 30, also §” = 2. Theille man jede quadratische Seile durch zwei Dia-
gonalen in 4 Fliachensticke, so erbielte man auf jeder Seite einen neuen Punkt,
also k = 14, auf jeder Seite vier neue Linien, also / = 60, und slatt jeder
der 6 quadratischen Flichen 4 dreieckige Flichen, also m — 48, und es
wiire wiederum 14—60+4-48 — 2.

4. Schnitte man, wie Fig. 53 andeutet, mitten an jeder Kante eines
Wiirfels einen kleineren Wirfel, dessen Kanten weniger als ein Drittheil der
Kanten des ganzen Wiirfels belragen, heraus, so wirde die Zahl der Punkte
betragen 104, der Linien 156, der Flichen 54, und somil ebenfalls § = 104
—156+4-54 — 2. Man kann sich leicht durch Nachzahlen davon iiberzeugen,
dass die Diakrise stels den Werth 2 bewahrte, falls man stalt an allen 12
Kanten nur an einigen oder einer solche Ausschnitte anbrichte.
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3. An einer einem geoflneten viereckigen Kasten ibnlichen Configuration,
wie sie in Fig. 54 dargestellt ist, denke man sich den elwa von dem Holze
eingenommenen Raum als den abgegrenzien Korperraum des Complexes, ge-
bildet durch 2 in einander geschobene Parallelepipeda, deren untere Horizon-
talflichen um die Dicke der Bodenwand von einander entfernt hleiben, cbenso
wie die aufrechten Flichen. Den Deckel bilden appendiculire Linien und
Flichen. Die obere rahmenformige Kantenfliche des Kastens, wird zunichst
dem Deckel durch zwei Linien fund g in 2 Flichen zerlegt. Ohne sie wiirde
diese Kantenfliche cyklodisch sein und den Complex der hier geforderten
Kategorie entriicken. Eine jener zwei Linien aber wiirde schon geniigen,
dieser Fliche den geforderten acyklodischen Zustand zu verleihen. Dieser
Complex bietet nun 28 Punkle, 42 Linien und 16 Flachen dar, also ist
" = 28—424+16 = 2.

Die (unstalthalte) Wegnahme der beiden Linien wiirde die Zahl der
Punkte um 2, der Linien um 4, der Flichen um 1 vermindern, und dann wiirde
die Diakrise, da k—I4m — 26—38+415 — 3, aufhéren 2 zu sein. Lassen
wir dagegen nur eine der beiden Linien f und g weg, so bleibt die Diakrise
= 271—40415 = 2.

6. Eine Cylinderfliche sei an beiden Enden durch zwei Kreisflichen ge-
schlossen. Ein Punkt des einen Kreisumfangs sei mit einem des andern
durch eine auf der Cylinderfliche gezogene sich nicht kreuzende Linie ver-
bunden. Ohne diese Linie wiirde die Cylinderfliche cyklodisch sein. Der
Complex besitzt 2 Punkte, 3 Linien und 3 Fliachen. Die Diakrise ist also
= 2. In Fig. 55 ist die Cylinderfliche durch eine krumme Réhre erselzt,
die kreisformigen Endflichen zu Kugelsegmenten erweitert. Auf der Fliche
der Rohre sind zwei Schraubenlinien in gleichem Sinne laufend gezogen. Es
st k=4, |=6, m=4, §"= 2.

7. Auf einer einen acyklodischen Korperraum begrenzenden, iibrigens ir-
gendwie gestalteten Fliche ziehe man von einem effectiven Punkte aus eine
sich nirgend kreuzende Linie nach einem zweiten effectiven Punkte, so hat
man k=2, =1, m=1, also §“ = 2. Man nehme auf der Fliche nur
einen effectiven Punkt und ziehe eine in sich zuricklaufende Linie durch diesen
Punkt etwa in Geslalt der Fig. 43, so hat man £ =1, I =1, m = 2, also
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§” =2 Man nehme endlich auf der Fliche lediglich einen effectiven Punkt
an, so hat man k=1, =0, m=1 und "= 2.

32.

Das erste der vorstehenden Beispiele hat gezeigt, wie der Euler'sche
Salz von den Polyédern ein specieller Fall unseres Lehrsatzes in Art. 30 ist.
Wir erinnern daran, dass sich der Euler'sche Satz gleichfalls in dem frilher
(Art. 22) gefundenen Satze (1) eingeschlossen fand. Die nahe Verwandtschaft
der beiden Sitze, jenes des Art. 22, beziiglich auf einen Linear - Complex in
der Fliche (Ebene oder Kugel) und dieses des Art. 30, beziiglich auf einen
Flichen-Complex im Raume, springt schon an der in beiden auftretenden Dia-
krise 2 in die Augen. In der That, die Beschaffenheit des Complexes in
Arl. 22 bleibt dieselbe, mag die ihn tragende Fliche eine Ebene d. i. eine
unendlich grosse Kugel, wo das Flichen - Amplexum ins Unendliche ausge-
dehnt ist, oder mag sie eine Kugel von endlichem Radins sein, wo die am-
plexe Fliche, wie die iibrigen Parzellen oder Felder, endliche Ausdehnung
hat. Die Kugel darf durch jede andere allseilig geschlossene, einen acyklo-
dischen Raum einschliessende Flache, beispielsweise die Oberfliche eines Po-
lyéders, ersetzt; und der Complex gleich dem Kantennetz eines Polyéders,
insofern wir in ibm ausser den Punkten und Linien auch die Felder gezahblt
haben, in welche er die Flache zerlegt, ein Flichen- Complex im Raume ge-
nannt werden. So slellen sich also nunmehr beide Arten von Complexen als
solche Flichen-Complexe dar, in welchen die Fliachen den gesammten Raum
in zwei acyklodische Theile scheiden, und der Unterschied bleibt lediglich der,
dass im Complex des Art. 22 alle Flichen der Grenze zwischen beiden Riu-
men angehdren, wie es bei den gewdhnlichen Polyédern der Fall ist, withrend
in dem Complex des Art. 30 ausser diesen Grenzflichen auch noch andere
mil ibnen in appendicularer Verbindung stehende enthalten sein kdnnen, wie
die letzten Beispiele mehrfache Fille der Art vorgefiihrt haben. Offenbar
steht also der in Arl. 22 (1) gelundene Salz, den der Satz in Art. 30 nur
als Specialfall unter sich begreift, unter den von uns bis jetzt aufgefiibrten

Satzen dem Euler'schen Satze am nichsten, wiewobl er ihn, wie bereils
7
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hervorgehoben, in mehrfacher Hinsicht an Allgemeinheit iibertrifit. Uebrigens
bedarf es kaum der Bemerkung, dass in unseren Beweisen dieser, wie der
spiteren Sitze nur die topologische Argumentation der Situal- Analysis und
keinerlei im engeren Sinne geometrische Hiilfssitze (wie bei vielen der zeit-
herigen Begriindungen des Euler'schen Satzes) zur Anwendung kommen.

33.

Bevor wir zur Betrachtung der vollzahligen Complexe iibergehen, wird
es nicht unzweckmissig sein, die vier in den Arit. 27—30 gewonnenen Sitze
noch einmal in einer Uebersicht vor Augen zu stellen, wobei die in Klammern
gesetzten Zahlen den von der Zihlung ausgeschlossenen Curien angehdren. Es
ist durchweg nur Ein Complex mit acyklodischen Conslituenten vorausgesetzt.

Partial-Complex. Punkte. Linien. Flichen. Riume. | Diakrise.
1. Linear-Complex | & l (0) (1) =1
2. Linear-Complex k ! (1) (1 | =0
3. Fliachen-Complex k l m 1) §"=1
4. Flachen-Complex|, & ! m Q) | =2

34.

Der generelle Census fiir acyklodische Constituentea..

Aus den beiden letzten dieser Sitze werden wir nun leicht zu dem
generellen Census zuniichst Eines Complexes acyklodischer Constituenten ge-
langen, in welchem die Zahl derselben in allen Curien beliebig gross ist.

Lehkrsats. In einem Complex acyklodischer Constituenten ist die Zahl
der Punkte und Flichen so gross, wie die Zabl der Linien und Réume.

Beweis. Die Zahl der Punkle sei a, der Linien b, der Flichen ¢, der
Réume d, so ist zu beweisen, dass a—b4c—d —0.

Der Complex enthiilt ausser dem amplexen Raume d—1 begrenzte Kor-
perriume. Man zerlege denselben in d—1 Complexe, deren jeder einen der
d—1 begrenzten Korperriume des gegebenen Complexes enthilt, nebst den
Grenzen, die ihm im ungetheilten Complex zukowmen, und etwa vorhandenen
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sppendicularen Flichen und Linien, in beliebiger Ordoung, jedoch so, dass
nach Ablésung jedes Theils der acyklodische Zustand des die iibrigen noch
ungetrennten Theile umgebenden Amplexums unversebrt bleibt, was dadurch
geschieht, dass man bei jeder der successiven Trennungen einen solchen Kor-
perraum wihlt, der durch einen Theil seiner Gesammigrenze mit dem Amplexum
durch den iibrigen Theil mit den iibrigen noch ungetrennten Kdrperriumen
des Complexes in Contigenz stebt. Dann erhélt man d—1 Flachen-Complexe
von der Art des 4. unserer vorigen Lehrsitze und d—2 zwischen je einem
und den iibrigen der d—1 Theile gemeinschaflliche Flichen-Complexe von
der Art des 3. Satzes. Bezeichnen wir die Zahl der Punkte, Linien und
Flichen des ersten Theiles durch k.l, h, my, des zweiten durch Ay, L, mo
u. s. w. und ebenso die Zabl der Constituenten im ersten gemeinschaftlichen
Complex mit (k);, (!}, (m);, im zweiten mit (k)z, ())z, (m)2 w. s. f., so hat
man nach dem 4. Satze (Art. 30)

fir den 1. Theil ........ b — 4 + m ="
R o isioe sumimiibeld ’Cg —_ ‘2 + mo = om
elc.
d—1ten Theil .... &,_ —I,_,4m,_, =4§"
also Zk, —3l, +3Zm, , =(@@d—1)0" (7)

wo sich das Summationszeichen auf die Suffixa von 1 bis d—1 bezieht.
Nach dem 3. Satze (Art. 29) aber ist in dem gemeinschaftlichen Complex zwischen

dem 1. Theil u. den ibrigen (&), — ()1 + (m), = 8"
Bl Dall Bow wnne o00GE (k)g = (l)z + (m)g - 9 &
etc.
d—2. Theil u. dem letaten (%), _,— (),_,+m), , = 8"
also 2h),_—2(),_o+Z(m),_,=(d—2)¢§" (8)

Nun ist aber
¢ =Xk, | — Z(k),_,
b=2=, —2(0),_,
¢ = Zm, ,— Z(m),_,

folglich unter Zuziehung von (7) und (8)
e
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a—bc = (d- 1)0"— ([@d—2)0"

Da aber nach dem 4. unserer obigen Siilze §”" =1, §
a—b+c = 2d—1)—(d—2) =d
oder, was zu beweisen war:
a—b+c—d=0.

nr

=2, s0 ist

35.

Beispiele zu dem vorigen Salze. 1. In jedem gewdhnlichen durch innere
Punkte, Linien und Ebenen in polyédrische Raume getheilten Polyéder ist die
Zahl sammtlicher Eckpunkte, der inneren wie der #usseren, plus der Zahl
simmilicher Flichen, weniger der Zahl séammtlicher Kantenlinien um die Ein-
heit grosser als die Anzahl der polyédrischen Theile, oder wenn die Zahl
der Eckpunkte durch S, der Flichen durch F, der Kanten durch A und der
polyédrischen Theile durch P bezeichnet wird (wo also a = 8§, 6 = A4, ¢ = F,
d = P+1:

S+F = A+P+1
Dies ist die von Cauchy dem Euler'schen Satze gegebene Erweiterung!).

Nehmen wir einen Wiirfel, der durch halbirende Ebenen parallel zu sei-
nen Seitenflichen in 8 kleinere Wiirfel getheilt ist, so haben wir a = 27,
b=>54, ¢c=36, d=9, wo a+c—=0>0+d. Theilen wir ebenso jede
Wiirfelseite in # und den Wiirfel in n8 Theile, so kommt a = (n41)3,
b=3n(r+1)2, ¢=23nn(n41) und® d = n®41 wo gleichfalls (n4-1)3
+ 3nn(n4-1) = 3n(n41)24n341.

In einem Oktaéder, durch innere Flachen in 8 dreiseitige Pyramiden zer-
legt, deren Spitzen in einem beliebigen inneren Punkte liegen, wihrend je eine
ihre Basis in einer Oktaéderfliiche findet, sind 7 Punkte, 18 Linien, 20 Flidchen, und
ausser dem Amplexum 8 tetraédrische Riaume, und 7420 =— 18 +84-1.

In einem bloss von Dreiecken umschlossenen Polyéder, wie Telraéder,
Oktaéder, lkosaéder, findet sich die Zahl der Punkte und Linien aus der Zahl
der Flichen milltelst des 4. der obigen Silze (s. Art. 33). Da nimlich in

1) Journal de I'Ecolu polytechnique (16. cahier) Tome IX. pag. 77. Vgl. die Anm.
in der Einleilung so wie Anm. zu Arl. 15,
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k—Il4m = 2 jetzt offenbar 3m — 2! wird, so erhdlt man k — 24}m und
{ = §m. (Die Flichenzahl kann in diesem Falle nur eine gerade Zahl sein).
Zieht man nun von einem Punkte im Innern des von m Dreiecken begrenzten
Polyéders gerade Linien nach sammtlichen 4 Eckpunkten und theilt das Po-
lyéder in m dreiseitige Pyramiden nach Art des vorigen Falles, so erhill man
k41 Punkle, I4k Linien, m+ ! Flichen und m+ 1 Riaume (einschliesslich des
Amplexums). Es ist also a = 3+4m, b = 242m, ¢c =§m, d =m+1 und
a—b+c--d=0. Firm—=8, wie im vorigen Falle wird a =7, b= 18,
¢ =20, d =9, wie vorher. Fiir das Tetraéder wird a =25, =10, c= 10,
d =5, fir das lkosaéder a = 13, b —= 42, ¢ = 50, d = 21. Fir einen
von 16 Dreiecken begrenzien polyédrischen Korper, wie er aus Fig. 37 her-
vorgehen wirde, wenn man die beiden finfeckigen Grenzflichen durch je
zwei Diagonalen in Dreiccke zerlegle, ist in dem den vorigen analogen Falle
der Zerlegung in 16 dreiseitlige Pyramiden a =11, =234, ¢=40, d=17.

Aber auch jedes gewdohnliche Polyéder, seine m Seitenflichen mogen
Dreiecke sein oder nicht, gibt durch die Zerlegung in m Pyramiden mit ge-
meinschafllicher Spilze im Innern des Korpers, wenn & die Zahl der Ecken
und / der Kanten des unzerlegten Polyéders, wie vorher, a=#k+1, b=I+4,
c=m+{und d=m+1 und es ist wiederum a4c — b+d.

2. Es sind im Raume n Kugeln ausser einander liegend gegeben, aufl
jeder Kugelfliche ein effectiver Punkt. Alle diese n Punkle sind mit einem
einzigen n+4 Iten Punkte, der ausserhalb jeder Kugel liegt durch beliebige
Linien, deren keine sich selbst kreuzt, verbunden. Dieser Complex hat n4-1
Punkle, n Linien, n Flichen und n41 Riume, also a4 c=0b+d. Selzle
man in beliebig vielen der Kugeln noch eine Verbindungslinie zwischen ihrem
Mittelpunkte und dem effectiven Punkle ihrer Oberfliche hinzu, so wirde da-
durch die Zahl @ und die Zahl 6 um gleichviel vergrosserl.

3. Zwei Systeme concentrischer Kugeln, Fig. 56, das eine n, das an-
dere n' Kugeln enthaltend, berihren sich von aussen in einem effectiven
Punkle, welcher der Fliche der griossten Kugel in jedem Systeme angehort.
Dieser Beriibrungspunkt ist in jedem System durch eine, jede umschlossene
Kugel our in Einem Punkte durchdringende Linie mil dem Mittelpunkt des
Systems verbunden. Dieser Complex, dessen Constiluenten slle acyklodisch
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sind, hat n4n'+4+1 Punkle, s+« Linien, n4n’ Flichen und n+# 41 Riume,
also ist wieder a+¢ = 2n+2w+1 =>5b+d. Eine durch beide Mittelpunkte
gelegte schneidende Ebene, welche zugleich die vorerwiihnten Verbindungs-
linien enthalten soll, sei durch die griossten Kugeln nach aussen begrenzt,
erstrecke sich also nicht in den amplexen Raum. Dann kommen keine Punkte,
aber n4n’" Linien, 2n+42n" Flichen und n+n" Riéume hinzu, so dass also
6+c = 3(n+n)41 = b+d. Wird die schneidende Ebene in den amplexen
Raum zur Fliche eines Kreises erweitert, der die dusseren Kugeln in 2 Punk-
ten beriibrt, so kommen zwei Punkte, vier Linien und zwei appendiculare
Flidchen hinzu, und es bleibt immer noch a—b+c—d = 0.

4. Zwei Ringkorper greifen verkettet in einander, Fig. 57. Jeder ist
durch eine die Oeffnung des andern schliessende Flidche durchschnitten, welche
selbst mit ibrem Ringe eine cyklische Grenzlinie gemein hat. Beide Schliess-
flichen schneiden” einander in einer Linie, deren Endpunkte auf je einer Ring-
oberfliche liegen und die vier cyklischen Grenzen der beiden Schliessflichen
acyklodisch machen. Die Durchschnittslinie macht beide Schliessflichen selbst
acyklodisch. Die Ringkorper sind vermoge der in ihrem Innern gelegenen
Theile der Schliessflichen acyklodisch. Vor Hinzufiigung noch anderer in der
Figur enthaltenen Flidchen bestebt der Complex aus 2 Punkten, 3 Linien, 6
Flichen und 3 Riumen, wo 246 —=54-3. Schneiden wir jeden Ringkorper
noch an einer andern Stelle, wie die Figur andeutet, durch eine vierseitig
begrenzte Fliche, so besteht jelzt jeder Ringkorper wegen des in seinem In-
nern befindlichen Theils der neuen Schnillfliche aus 2 Korperriumen, so wie
seine Oberfliche aus 2 Flichen, und wir haben a =14, =21, ¢—=12, d=35,
also wieder a—b+4c—d —=0. Man diirfle jelzt — ohne Gefahr einer ent-
stehenden Cyklose — den im Innern der Ringkorper liegenden Theil der
Schliessflichen herausnehmen. Durch die Wegnahme in einem der Ringe
wiirde ¢ und d zugleich um 1, durch die Wegnahme in beiden Ringen um 2
verminderl, wahrend ¢ und b ungedndert blieben. Die Gleichung des Census
aber bliebe verificirt.

Nach Wegnahme der eben gedachten beiden Flachen diirfte man nicht
wiederum auch die im Innern der korperlichen Ringe befindlichen Theile der
vierseitigen Schnittflichen beseitigen. Es wiirde dadurch lediglich ¢ um 2 ver-
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ringert und unsere Census- Gleichung unrichtig werden, was daher riihren
wiirde, dass nunmehr die ringférmigen Korperraume cyklodisch geworden
wiiren und somit der Bedingung nicht mehr geniigt wiirde, an welche die
Wahrheit des durch die gegenwirtigen Beispiele zu erliuternden Salzes ge-
kniipft ist. Stellen wir die eben gedachten Flichen wieder her, beseiligen
aber die ausserhalb der Ringkorper liegenden Theile der Schliessflichen unter
Beibehaltung der Linie, die vorher ibhre Durchschnitislinie gewesen, so sind
zwar die Ringkorper oder ihre conslituirenden Theile acyklodisch, aber das
Amplexum wiirde zweifach cyklodisch werden. Durch Verminderung um 2
des Werthes von ¢ allein, wiirde sich wiederum die Census-Gleichung aus
gleichem Grunde nicht verificiren. Eine ausserdem versuchte Beseitigung der
erwithnten Durchschnittslinie wiirde, weil jetzt das Ganze in zwei Complexe
zerfiele, ebenso wenig eine Verificalion der Gleichung herbeifiihren.

Diese und #hnliche im Vorhergehenden eingestreute Bemerkungen mégen
dienen, die Bedeutung des bis jetzt noch ausbedungenen acyklodischen Zu-
standes sammtlicher Constituenten des gegebenen Complexes in concreten Fil-
len noch mehr hervortreten zu lassen.

36.

Lehrsats. Sind p Complexe von acyklodischen Constituenten gegeben,
deren Gesammlzahl der Punkte a, der Linien b, der Flichen ¢, der Riume d
ist, so ist a—b+4c—d = p—1.

Beweis. Wir bezeichnen fir die einzelnen Complexe, in ganz beliebi-
ger Ordnung genommen, die Constituenten fiir den ersten, durch a,, b, ¢,
d,, fir den zweilen durch a,, b,, c,, d, u. s. f. in jedem die Raum-Zahl d,
oder d, u. s. w. so verstanden, als ob der Complex allein existirte.

Durch Tilgung der Flichen, Linien und Punkte eines Complexes hort
natiirlich die Existenz des Complexes selber auf. Alle seine Constituenten
der vierlen Curie aber, die an ihm unter einander in Contigenz waren, wer-
den dadurch zu einem einzigen Raume verschmolzen, gleichviel, ob dieser
Raum das Amplexum oder ein einem anderen Complex angehériger Binnen-
raum sei. Die Wegriumung irgend eines Complexes, dessen Numerus der
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vierten Curie d, ist hal demnach die Verminderung der Gesammtzahl d um
d,—1 zur Folge. Tilgen wir also nach und nach aslle Complexe, so vermin-
dert sich bei jeder Wegschaffung eines Complexes die Total- Anzahl d um
eine Zabl, welche 1 weniger betriigt als die Raumzahl des getilgten Com-
plexes, und nach Wegraumung aller Complexe bleibt natirlich der leere am-
plexe Raum allein ibrig, oder alle Tilgungen bewirken eine totale Verminde-
rang um d—1. In Zeichen ausgedriickt haben wir also
d—1 = X(dp—1)
die Summation auf alle Soffixa von 1 bis p ausgedehnt gedacht. Dies gibt
d—1 = 2dy -p
oder Zdy = d+p—1 9)
Nach dem vorhergehenden Lehrsatz ist nun fiir die einzelnen Complexe
a,—b,+e¢c,—d, =0
G,—~by,+c,—d, =0

elc.
ap—bp+ cp—dp = 0
also Zap—2Zbp+ 2cp—2dp, = 0 (10)
Es ist aber offenbar
26, —a
Zby = b
2ep =c¢

Unter Beriicksichtigung dieser drei Summenwerthe, so wie des vierlen,

oben gefundenen (9) folgt aus (10):
6—b+4c—d—p+1 =0
oder, was zu beweisen war:
6—b+4c—d =p—1

Der hiermit geschehene Schritt zur Ausdehnung des Satzes in Art. 34
auf den Fall einer heliebigen Zahl von Complexen ist so palpabel, dass wir
uns figlich der Vorfiihrung neuer Beispiele iiberheben diirfen. Aus den auf
Einen Complex beziiglichen Beispielen des Arl. 35 kann man nach Belieben
mehrere Complexe seclusiv oder inclusiv ceéxislirend annehmen und daran
die Gleichung des gegenwiirtigen Satzes verificiren. Auch ist es fast uber-
flissig zu bemerken, dass der Satz fir p — 1 in den vorhergehenden des
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Art. 34 ibergeht, so wie dass er auch fir den Fall p =0 gilt, wo a = b
=c=0, d=—1 ist.

37.

Der generelle Census fir irgend welche Complexe.

Nachdem wir die allgemeine Relation fiir den Census solcher Complexe
gewonnen haben, deren Constituenten sammtlich acyklodisch sind, gehen wir
nun an die Untersuchung des Einflusses, den die Cyklose in den Constituen-
ten gegebener Complexe auf diese Relation ausiibt, um dadurch zu dem ge-
nerellen Census irgend wie beschaffener Complexe zu gelangen.

Bisher haben alle Constituenten zum Census lediglich mit ihrem Numerus
concurrirt, d. h. jeder Conslituent zihlte als Einheit in seiner Curie. Sobald
wir, wie jetzt geschehen soll, die bisherige Einschrinkung in der Beschaffen-
heit der Constituenten fallen lassen, wird der Beitrag eines Constituenten im
Allgemeinen nicht mehr 1, sondern eine Zahl sein, welche aus der Einheit
durch einen Zusalz hervorgeht, der lediglich fiir acyklodische Constituenten
Null ist. Wir werden diesen Zusatz abgesehen von seinem Vorzeichen, wel-
ches aus den weiteren Betrachtungen von selbst hervorgehen wird, in den
einzelnen Curien mit @, §, y, J bezeichnen und ihn, so wie die Summe der
Zusétze in jeder Curie, das Aélributiv nennen. Durch das Attributiv wird
dem numerativen Element des Census gleichsam ein taxatorisches hinzugefigt.

Stellen wir uns vorerst zur Vereinfachung der Argumenlation wieder
zuriick auf das Gebiet Eines Complexes, fir welchen nach Art. 34 im Falle
lediglich acyklodischer Bestandstiicke die Relation

6—b+c-d=20 (11)
gilt, so wird jetzt, wo der Beitrag der einzelnen Constituenten allgemein in
der ersten Curie 14« statt 1, in der zweiten 14§ statt 1, in der dritten
14y statt 1 und in der vierten 1+4J stalt 1 sein soll, jedes der vier Glie-
der der Census-Gleichung (11) nicht mehr die blosse Anzahl der Constituen-
ten in der entsprechenden Curie, sondern die Summe der Beitridge aller in
einer Curie contribuirenden Constituenten sein missen. Bezeichnen wir die

neuen Glieder der Census- Gleichung durch A, B, C, D, wihrend nach wie
8
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vor ¢ die Zahl der Punkte, & der Linien, ¢ der Flichen, d der Riume be-
deutet, sind ferner die Altributive der einzelnen Constituenlen in der ersten
Curie @, @,, @g ... @a, in der zweiten §,, €, ... &, in der drilten ¥,
Yy +++ Ye, in der vierten J,, d,, ... da und endllch die Summen Zea, = @
X6, =6, Ty, =y, £d;=J, so muss offenbar das Aggregat (a+a) — (b+§)
+ (c+y)—(d+6), sobald simmtliche Attributive Null werden, in a—b+4-c—d

ilbergehen, von welchem in Art. 34 bewiesen worden, dass es — O ist; mit
andern Worten: die bisherige Census- Gleichung (11) fiir einen acyklomati-
schen Complex geht im gegenwirligen aligemeineren Falle eines cyklomati-
schen Complexes in die allgemeinere

A—B+C—D =0 (12)
iiber, wo
A=a+a
B=0b+6 (13)
C=c+y
D —=d+d
Wir bezeichnen nun ferner die cyklomalische Zahl der einzelnen Con-
stituenten in der erslen Curie durch x¢ g, x2, ... x2, in der zweilen durch
x,, 2,y ... %, , in der dritten durch :cl ) 2,", ... %", in der vierten durch
x,"y #,", ... " und ausserdem fiir die Constituenten der dritten Curie durch
m,, W, -.- m, den periphraktischen Werth 1 oder O, jenachdem die Fliche

periphraktisch ist, oder nicht, so wle endlich die Summen Zx?, Xx,’, Zx”,
Zx;" und Zpw, bezw. durch x°, ¥, x", ", r; so ist nunmebr die Aufstel-
lung des auf einen beliebigen Complex beziiglichen allgemeinen Theorems
des Census vorbereitet, welches wesentlich nur die Abhiéingigkeit der Attri-
butive von der topologischen Natur der Constituenten, d. i. von ibrer cyklo-
malischen und periphraktischen Beschaffenheit nachzuweisen hat.

38.

Lekrsatz. In der auf einen riumlichen Complex von irgend wie be-
schaffenen Constituenten beziiglichen Census-Gleichung
A—B+4C—D =0
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wo A =a+e, B=0+€, C=c+y, D = d+4, ergibt sich

a'_ = —xf_’
G‘!’ = xf’
ry=—%"+m,
6 = — xr"'
wo r einen beliebigen ganzzahligen Index bedeutet, und somit auch
¢ = —x°
€ = —x
y= —«+w
d = — "

oder: das Altributiv ist in der ersten, zweiten und vierten Curie gleich der
cyklomatischen Ordnungszahl negaliv genommen und in der dritten Curie gleich
der periphraktischen Zahl minus der cyklomatischen Zahl.

Beweis. Wir fithren durch die erforderlichen Dialysen, nach Anweisung
der in den Artt. 7 bis 25 enthaltenen Abschnitte von der Cyklose, der Dialyse
und dem Diagramm, simmtliche Constituenten successive in den einzelnen
Curien, mit der ersten beginnend, aber innerhalb jeder Curie in beliebiger
Ordnung, auf den acyklodischen Zustand zuriick, um dadurch neue Complexe
zu erzeugen, in welchen eine oder mehrere oder alle Curien theilweis oder
géanzlich acyklodische Bestandtheile enthalten. Von den durch die dialytischen
Operationen in den einzelnen Constituenten wie in den Curien dem gegebenen
Complex hinzugefiigten oder augmentiren Constituenten miissen wir uns die
erforderliche Rechenschaft geben, um den dadurch bewirkten doppelten Einfluss,
namlich des Ueberganges cyklodischer Constituenten in acyklodische und des
gleichzeitigen Zuwachses an neuen Constituenten im Einzelnen iibersehen zu
konnen. Das Gesammt- Augment bildet alsdann in dem gegebenen Complex
offenbar einen Inbegriff von virtuellen Constituenten, welche, sobald wir ibnen
den Charakter der Effectivitat ertheilen, den cyklomatischen Complex mit
Einemmal in einen acyklodischen umwandeln.

In der ersten Curie fillt die Reduction weg, da die Punkte simmtlich
acyklodisch sind. Es ist nicht bloss x° und x, sondern auch das Altributiv
e, und die Attributivsumme « stets — 0.

8.
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In der zweiten Curie, der Linien, ist x'_' entweder — 0 oder — 1. Im
ersten Falle ist die Linie acyklodisch und § — 0. Im zweiten ist sie cyklisch
und wird durch eine Dialyse acyklodisch. Die Dialyse besteht in einem Punkte
an emnem beliebigen Orte auf dem Cyklus. Jede solche Dialyse in der Curie
bewirkt also im Complex einen Zuwachs von einem Punkte. In der zweiten
Curie bat mithin die Reduction eines beliebigen Constituenten einerseits den
Uebergang von B in B—&_ andererseils ein Augment von

x ' Punklen
und die Reduction aller Constiluenten einerseils den Uebergang von B in B—§¢,
andererseils ein Augment von

x' Punkten
zur Folge, wihrend in der ersten Curie bei dem Uebergang von A in A—a,
oder in A—ea dieser Zuwachs Null war.

In der dritten Curie, der Flichen, kann x“ Null oder jede ganze posi-
tive Zahl bedeuten, der Werth von = _aber kann entweder O oder 1 sein.
Wir értheilen der Fliache erforderlichen Falls das Trema. Durch diesen Theil
der Reduction an einem beliebigen Constituenten erwichst dem Complex der
Zuwachs von n_Punkten und durch die Operation an simmtlichen Constituen-
ten der Zuwachs von 7 Punkten. Die Dialyse einer Fliche besteht in einer
acyklodischen Linie, welche enjweder zwei neue Punkie, auf bereits acyklo-
dische Linien fallend, und dadurch zwei neue Linien, oder einen solchen
Punkt und dadurch eine neue Linie oder keinen Punkt und keine neue Linie
dem Complex hinzufdagt. Jede Dialyse bewirkt also einen Zusalz von einer
Linie und ausserdem einen Zusatz von gleichviel Linien und Punkten und so-
mit alle Dialysen einer beliebigen Fliche von der cyklomatischen Zahl x “ einen
Zusatz von x”_ Linien nebst gleichviel (wir setzen m ) Linien und Punkten.
Die simmtlichen Dialysen in der Curie werden mithin einen Zuwachs von x”
Linien und daneben von gleichviel (wir setzen m) Linien und Punklen zur
Folge haben. Unter Mitberiicksichtigung des Tremas ist sonach die Wirkung
der Reduction einer beliebigen Fliache einerseils der Uebergang von C in
C—y,_, andererseils ein Augment von

::r"’-l-mr Linien
w,+m_ Punkten,



61

und die Wirkung der vollstindigen Reduction der ganzen Curie einerseits der
Uebergang von C in C—y, andererseits ein Augment von

%" 4m Linien

7« + m Punklen.

In der vierten Curie, der Raume, besteht jede Dialyse in einer acyklo-
dischen Fliche. Diese augmentire Fliche fiihrt im Allgemeinen !/ neue Linien,
welche bereits acyklodische Flachen durchschneiden, und 4 neue Punkte, auf
bereits acyklodische Linien fallend, ein. Die ! neuen Linien bewirken durch
die Zerschneidupg acyklodischer Fliachen einen Zusatz von [ Flichen, und die
k neuen Punkte durch die Zertheilung acyklodischer Linien einen Zusatz von
k Linien. Der Zuwachs in Folge einer Dialyse wird also sein: eine Fliche
und daneben ! Flichen, [4k Linien und 4 Punkte, d. h. ausser einer Fliche
ein Zuwachs von gleichviel Flichen und Linien und ein anderer Zuwachs von
gleichviel Linien und Punkten. Ein Raum, dessen Cyklose von der Ordnung
x " ist, wird also durch seine Reduction einerseits den Uebergang von D in
D—d_ andererseits ein Augment von

x " +n_ Flachen
n_ +ur' Linien
n’ Punkten

verursachen, und die Folge der durchgingigen Operation in der vierten Curie
wird sein einerseits der Uebergang von D in D—dJ und andererseils ein
Augment von

%" 4n Fldchen

n + n’ Linien

n Punkten.

Die hierbei mehrfach zur Bezeichnung gleicher Zuwachs-Antheile in zwei
benachbarten Curien gebrauchten Zeichen k, {, m, n (mit oder obne Affixa)
konnen sowohl Null als jede beliebige ganze positive Zahl bedeuten.

Der urspriinglich gegebene Complex hat jetzt durch die Reductiou in
den vier Curien eine Reibe von Stadien oder Phasen durchlaufen, die wir
aus den Erfolgen der einzelnen Operationen leicht uberblicken. Nennen wir
den Complex in seinem anfinglichen Zustande W und seine successiven Pha-
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sen: WO nach der Reduction der ersten Curie, W? nach der Reduction bloss
des rten Constituenten der ersten Curie, W' nach der Reduction der ersten
und zweiten Curie, Wr' nach der Reduction der ersten Curie und in der
zweilen Curie bloss des rlen Constiluenten, u. s. f. also W" den finalen Zu-
stand nach der durcbgingigen Reduction, so haben wir nech dem Bisherigen
folgenden Bestand an Constituenten des Complexes in seinen successiven Phasen.

Der Complex in der Phase unreducirl reducirt
;H—f-‘" enthalt Punkte a

Linien b
Flichen ¢
Réume d

we enthilt Punkte a—1 Punkt 1
Linien b
Flichen ¢
Riume d

WO enthdlt........... Punkte a
Linien b
Flachen ¢
Riume d

W'  enthdlt ........... Punkte a+-x’
Linien b—1 Linie 1
Fliichen ¢
Réume d

W’ enthalt ........... Punkte a+4-x’
........... Linien &
Flachen ¢
Riume d

W enthdlt........... Punkte a+4x'+m +m
........... Linien b+4-x,"+4m_
Flichen e—1 Fliiche 1
Riaume d

W enthdlt ........... Punkte a-+x'~4n+4m

........... Linien b4x"+m
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Der Complex in der Phase unreducirt reducirt

— i ——

—— ——

........... Fliachen ¢
Réume d

W™ enthalt ........... Punkte a+* 4w +m+n,
........... Linien b+ x"+m+n_+4n
........... Flichen c+x,"+n_
Réume d—1 Raum 1

W"” enthdlt ........... Punkte a4+ mw+m+n

........... Linien b+4x"4m-4-n4-n’
........... Flichen c4x"" +4n
........... Réume d

r

[

Wenden wir nun unter Beriicksichtigung, dass fir alle reducirten Con-
stituenten das Alttributiv wegfillt, die allgemeine Census - Gleichung (12) an,
so erhalten wir folgende Gleichungen fir die einzelnen Phasen:

fir W .... A—B+C—D =0 (14)
we ... (A—e)—B+C—D =0 (15)
we ... a—B+C—D =0 (16)
W' .... (a+x")—(B—6)+C—D =0 (17)
W e (a4x)—b4+C—D =0 (18)
w”.... (6+%+m +m)—(b+x"+m) +(C—yr)—D =0 (19)
w" .. (a+%'+m+m)— (b+*"4+m)4c—D =0 (20)

W .. (@5 +mtmtn))—(b+x"+mtn +n)+(c+x"+n)—(D—3)=0 (21)
W oo (0o fmtmtn)— (bt +mt ) +(c4+7 +n)—d =0 (22)
Aus (14) und (15) folgt —e = O und da x* = 0, so ist

e = —x (23)
Aus (16) und (17) folgt »* 46 =0, oder

& it (24)
Aus (18) und (19) folgt w —x"—y = 0 oder

7, =—*'+m, (25)

Aus (20) und (21) folgt x""+d_ = O oder
3 =—x" (26)

r
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Ebenso ergibt sich aus (14) und (16) A—a — 0 oder, da auch A —a6 =«
und x° =0,

a= —x0 (27)
aus (16) und (18) nach (13) auch B—b+4x = 0, oder da B—b =G,

§= —=x' (28)
aus (18) und (20): C—c+x"—mw = 0, oder da auch C—c =y,

y=—x"4x (29)
endlich aus (20) und (22): D—d+4x" =0, oder da D—d =,

§= —x" | (30)

Mit den Gleichungen (23) ... (30) ist der Satz bewiesen.

39.

Die allgemeine Gleichung (12) oder
(a++8)—(b+6) +(c+7)—(d+3) = 0
nimmt also zu Folge des eben bewiesenen Salzes diese Gestalt an
' (a—%)— (b—x) +(c—" +m)—(d—=") =0 (31)

Von dieser auf Einen Complex beziiglichen Census- Gleichung gehen
wir sofort auf den Fall einer beliebigen Zahl von Complexen iiber, der den
vorstehenden als Specialfall wird enthalten miissen.

Lehrsats. Sind p Complexe von irgendwie beschaffenen Constituenten
gegeben, in welchen die Gesammtzahl der Punkte a, der Linien b, der Fla-
chen ¢, der Raume d ist, und bezeichnen x0, x, x”, ¥” in den einzelnen
Curien die Summe der cyklomatischen Zahlen so wie 7 die Summe der pe-
riphragmatischen Zablen in der dritten Curie, so ist, wenn A —=a—x% B=5b—%
C=c—*"+m, D—=d—x""

A—B4C—D = p—1

Beweis. Stehen die Complexe in seclusiver Stellung, so dass also alle
von dem Amplexum umgeben werden, so wird man durch p—1 successive
acyklodische und sich nicht selbst kreuzende Verbindungslinien erst zwei, dann
drei, vier u. s. w. bis zuletzt alle p Complexe zu Einem Complex vereinigen
konnen. Ist die Stellung eine durchgiingig inclusive, so wird man eniweder
durch Anathese die seclusive Stellung einfiihren und wie vorher die succes-
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siven Combinationen zweier, dreier u. s. w. Complexe in beliebiger Ordnung
vollziehen, oder sofern man auf die Anwendung der Anathese verzichten will,
bei diesem Combinationsgeschift die Inclusions-Ordnung befolgen, vom inner-
sten zum néchsten #éussern oder umgekehrt vom #ussersten zum nichst inner-
sten fortschreilend. Die Zahl der Combinalionslinien ist auch in diesem Falle
p—1. Ist endlich die Stellung promiscue die seclusive und inclusive, so wird
man wiederum entweder durch Anathese durchgingig seclusive Stellung ein-
fihren, oder — ohne Anathese — die successiven Vereinigungen zwischen
einzelnen oder bereils untereinander verbundenen Complexen dadurch voll-
ziehen, dass man durch jede Verbindungslinie jedesmal nur Einen Zwischen-
raum durchsetzt oder gleichsam durchbohrt. Dass aber auch jetzt zur Ver-
einigung simmllicher Complexe in Einen Complex p—1 Combinationslinien
erforderlich und ausreichend sind, geht, wie auch fiir die vorigen Fille, aus
der Ueberlegung hervor, dass die Zahl der Complexe nach Einfihrung jeder
solcher Linie um 1 vermindert erscheint, so duss nach p—1 Linien die Zahl
der Complexe um p—1 vermindert sein, d. h. auf 1 herabgekommen sein muss.

Es ist, wie fir den gegenwirtigen Zweck, so auch in anderweitigem
Betracht von Interesse nachgewiesen zu haben, dass zur Herslellung Eines
Complexes aus p Complexen in allen Fillen, auch ohne Zuhiilfenabme der
Anathese, p—1 Combinationslinien erforderlich und ausreichend sind.

Jede Combinationslinie nun, welche gleichsam eine Briicke von einem
Complex zum andern quer durch den beide umgebenden Zwischenraum her-
zustellen hat, muss den einen ihrer Endpunkte in dem einen, den andern im
andern Complex finden. Untersuchen wir die Wirkung jedes solchen neuen
Punktes auf die Constituenten des betreffenden Complexes, so kommen fol-
gende fiinf Fille in Betracht.

Erstens: der Endpunkt der Combinationslinie ist ein bereils effectiver
Punkt des Complexes, dann erfiahrt der Complex von dieser Seite keine
Aenderung in seinem Bestande.

Zweitens: der Endpunkt ist ein Punkt aul einer acyklodischen Linie,
dann ist die Wirkung im Bestaude der Constiluenten ein Augment in a um |
und in b um 1.

Drittens: der Endpunkt ist ein Punkt auf einer cyklodischen Linie, danu
9



66

bildet der Punkt die Dialyse dieser Linie und die Wirkung ist ein Augment
in @ um 1 und in ¥ um — 1.

Viertens: der Endpunkt ist ein neuer Punkt auf einer aperiphraklischen
Fliche von dem cyklomatischen Range x ", dann ist die Wirkung ein Augment
in @ un 1 ued in x” oder in x" um 1.

Fiinftens: der Endpunkt ist ein neuer Punkl auf einer peripbraktischen
Flache, fir welche also m = 1, dann bildet der Punkt das Trema dieser
Flache, und die Wirkung ist ein Augment in @ um 1 und in 7 oder  um — 1.

Die Wirkung eines Endpunkls auf die im Census vorkommenden Gréssen
a, b, ¢, d, x° x, x, " und 7 ist also, indem wir einen Zuwachs mit +,

eine Abnahme mit — verzeichnen, die Aenderung
im 1. Fall keine oder von A um 0
von B um 0O
von C um 0
im 2. Fall von @ um 41 oder von A um 41
von b um +1 von B um <41
) von C um O
im 3. Fall von a um +1 oder von A um 41
von ¥ um —1 von B um 1
von C um O
im 4. Fall von ¢ um 41 oder von A um +1
von x" um 41 von B um O
von C um —I1
im 5. Fall von ¢ um +1 oder von A um +1
von mw um —1 von B um 0
von C um —1

und in allen Fillen bleibt D ungeiindert.

Bezeichnen wir durch # und »° Grossen, welche nur die Werthe O
oder 1 annehmen konnen, so lassen sich die vorigen finf Falle in zwei so
zusammenfassen, dass wir den Effect jeder der p—1 Verbindungen, welche
einerseits einen Zuwachs um eine acyklodische Linie, andererseits den eben
ermittellen Zuwachs durch jeden ihrer beiden Endpunkte einfiihrt, darstellen
als den Uebergang
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entweder von A in A4u+u
von B in B+u+u'41
oder von A in A4u+4
von B in B+4-1
von C in C—u—u
d. h. durch die Einfibrung jeder der p—1 Verbindungslinien entsteht im Be-
stande der Complexe entweder in den zwei Gliedern 4 und B ein Zuwachs,
der in B um die Einheit grosser ist, als in A, oder in den drei Gliedern
A, B, C ein Zuwachs, der in A und C gleich gross aber entgegengesetzt,
und in B der Einheit gleich ist. Bezeichnen o und w Zusitze, die sowohl O
als jede ganze posilive Zahl bedeuten konnen, so wird durch die Einfihrung
aller p -1 Combinationslinien im Bestande des dadurch hergestellten einzigen
Complexes ein Uebergang
entweder von A in A+
von B in B4o+p—1
oder von A in A4+w
von B in B4p—1
von C in C—w
bewirkt. Fir den nunmebr hervorgegangenen Complex aber gilt nach dem
Salze des vorigen Arl. die Gleichung (12), welche jelzt diese Gestalt annimmt
entweder (A+o0)—(B+o+p—1)4+C—D =0
oder (A4w)—(B+p—1)+ (C—w)—D=0
In beiden Fillen ist, was zu beweisen war:

A—B+C—D = p—1 (32)
oder nach Einfiihrung der Werthe von 4, B, C, D:
(@a—x9)—(b—x)+(c — '+ m)—(d—x") = p—1 (33)

Dies ist der Census riumlicher Complexe von endlicher Ausdehnung
in seiner allgemeinsten Bedeutung, wiewobl seine Form sich spater noch einer
weiter gehenden Verallgemeinerung fahig zeigen wird.

40.

Zur Veranschaulichung des Sinns und der Allgemeinheit dieses Theo-
9.
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rems filhren wir nun eine Reihe von Beispielen fiir einen oder mehrere Com-
plexe auf. Wir werden jedesmal aus dem Numerus und dem Attributiv die
Glieder A4, B, C, D und das Aggregat A—B+-C—D berechnen, dessen Be-
trag wir mit Q bezeichnen. Die Verification der Census-Gleichung wird als-
dann aus der Uebereinslimmung der Werthe von Q und p—1 hervortreten.
1. Ein einziger Punkt im Raum ist gegeben. Dann ist a—=1, x° =0,
A=1=B=0;¢=C=0;d=1,2"=0,D=1;p=1, also
0Q=1—040—1 =0
p—1 =0
Fir n verschiedene irgendwie im Raume gelegene Punkte ist a — g,
# =0, A=n; b=B=0; e=C=0; d=1, ¥'" =0, D=1; p=1, slso
Q=1—-04+0—1 =n—1
p—1 =n—1
2. Eine in sich zuriickkebrende mit einem effectiven Punkte versehene
Linie, wie Fig. 43, 44 oder 45, gibt a = 1, x° =0, A=1; b=1, ¥ =0,
B=1;¢c=C=0;d=1, =1, D = 0; p = 1, mithin
0=1—140—0=0
p—1 =0
Fir alle drei in Fig. 43, 44, 45 dargestellle, zugleich existirende Li-
nien, gleichviel ob sie unter einander verketlel seien oder nicht, hat man
a=3, 0 =0,4=3; =38, ¥=0, B=3;¢c=C=0;d=1,x"=3,
D= —2; p=23, also
Q=38—-34042=2
’ p—1 =2
3. Eine cyklische Linie ist gegeben. Dann ist a = A =0; b = I,
¥=1,B=0;¢e=C=0;d=1,x"=1, D=0; p=1. Also
0Q=0—040-0=0
p—1 =0
Fir n cyklische, sich weder beriihrende noch kreuzende Linien — ir-
gendwie verkeltet und verknotet oder nicht — hat man a = 4 = 0; b=r,
¥=n B=0;¢=C=0;d=1,x"—=n D=1—n; p=mn. Also
Q=0-040—(1—n)=n—1
p—1 =n—1
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4. Eine allseitig geschlossene, einen acyklodischen Raum einschliessende
I'liche ohne effective Punkte oder Linien ist gegeben. Sie kann die Geslalt
einer Kugel, eines Sphiiroids, einer Blase, eines geschlossenen Schlauchs
u. s. w. haben. Es ist a—=A=0; b=B=0;¢c=1,x"=0, =1,
C=2,d=2 x"=0, D=2;p=1. Also

0=0—-042—-2=0
p—1 =0

Fir n solche Flachen in seclusiver oder inclusiver Stellung vorausge-
selzl, dass sie einander weder berithren noch durchschneiden, ist a=— A =0,
b=B=0; c=n,2'=0, r=n, C=2W, d=a8+1, 2"=0, D=n+1;
p=n. Also

Q=0—-0+2%n—(n+1) = n—1
p—1 = n—1

3. Fir die in Fig. 24 dargestellte polycyklodische Fliche, fir welche
das Diagramm des eingeschlossenen Raums im 4. Beispiel des Art. 21, so
wie im 3. Beispiel des Arl. 22 sich als dreifach cyklodisch erwiesen hat,
welche sich selbst als sechsfach cyklodisch erweist und deren Amplexum
dreifach cyklodisch ist, hat man a = A =0; b=B =0; ¢ — 1, x" =6,

n=1,C=—4;d=2, 2,"=3,2,"=3, D= —4; p=1. Also
: 0Q=0—-0—444=0
p—1 =0

6. Es seien die in den Figuren 3 und 4 dargestellten Flichen zwei
zugleich gegebene Complexe. Jede derselben ist von einer cyklischen Linie
vollstindig begrenzt, die eine (Fig. 3) ist einfach cyklodisch, die andere
(Fig. 4) zweifach cyklodisch. Das Amplexum ist dreifach cyklodisch. Effective
Punkte fehlen. Man hat demnach a = A =0; b =2, »,' =1, x,” =1,
B=0;c=x'=12,=2,C=—1;d=1, 2"=8, D= —2;
p = 2. Mithin

Q=0—-0—-142=1
p—1=1

7. Eine ringformige Rohbre Fig. 58 besteht aus zwei Ringflichen, de-
ren eine in der anderen ohne gegenseilige Durchschneidung oder Beriihrung
enthalten ist. Sie stelll zwei Complexe dar, von welchen jeder aus einer
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periphraktischen, zweifach cyklodischen Flache besieht, und entb#lt zwei
Réume, einen einfach cyklodischen und einen zweifach cyklodischen. Das
Amplexum ist einfach cyklodisch. Hier ist also a =4 —=0; 6 = B = 0;

=2, #,;" =2, &, =¥; m; =1; wy=1; C=0; d=38, x" =1,
x2," =12 %" =1, D=—1; p =12, und somit
Q=—0—0404+1 =1
p—1 =1

Wiirden beide Ringilichen durch Anathese in seclusive Stellung ge-
bracht, so miisste, wie bereits in Art. 18 hierauf aufmerksam gemacht ist,
das Amplexum die Rolle des zweifach cyklodischen der drei Réume iiber-
nehmen, ohne dass dadurch die Glieder des Aggregals  eine Aenderung
ihrer Werthe erfuhren. Es bliebe nach wie vor Q =p—1 = 1. Wiren
stalt zweier beliebig viele solcher Ringflichen gegeben, gleichviel ob in se-
clusiver oder inclusiver Stellung, ob verkettet oder nicht, so wiirde sich of-
fenbar stets Q = p—1 ergeben

8. Die Figuren 19 und 20 enthalten zusammengenommen vier Com-
plexe, ndmlich zwei ringartige Korper und zwei cyklische Linien, letztere
jede mit einem effectiven Punkte. Die Oberfliche des einen Ringkérpers
(Fig. 19) ist periphraktisch und zweifach cyklodisch, der eingeschlossene Raum
einfach cyklodisch. Der andere, polyédrisch gestallet, besitzt 20 Ecken, 30
Kanten und 12 Flichen, wovon zwei einfach cyklodisch. Das Amplexum ist
vierfach cyklodisch Hier ist a —= A —=122; 6=32, ¥ =0, B—=32; ¢=13,
x"=2 2" =1, 2"=1, w, =1, C=10; d=3; 2,"=1, »,"=1,
x;" =4, D= —3; p=4. Mithin

Q= 22—324+104+3 =3
p—1 =3

9. Der leere complexlose unendliche Raum ullein sei gegeben. Dann

ist offenbar A = B=C= 0, D=1, p = 0, also
Q=p—1=—1

41.

Bevor wir zu weiteren Betrachtungen itbergehen, mdégen wir noch einen
Blick auf den Zusammenhang der in Arl. 33 zusammengestellten vier Special-
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silze mit unserem letzten Salze Art. 39 zuriickwerfen, woran sich einige
allgemeinere Bemerkungen von selbst anschliessen werden.

Die dort vorkommende Diakrise niémlich ist offenbar nichts anderes, als
der (mit negativem Zeichen versehene) Inbegrifl derjenigen Glieder der allge-
meinen Census-Gleichung (32), welche sich auf die von der Zihlung ausge-
schlossenen, d. i. als nicht effectiv betrachteten Curien in jenen Partial-Com-
plexen beziehen.

Insofern in jenen vier Sitzen jedesmal nur von Einem Complex die Rede
ist, so haben wir uns bei dieser Vergleichung nur an die Form (12) des
Census zu halten. Im ersten Satze ist nun § = — (C—D), wo C=c = 0,
D=d=1,also § = 1; im zweilen ist §f = —(C—-D), wo C=c¢ =1,
D=d=1,als0 §=0; im dritten § =D und D =d =1, also §' =1;
und im vierten §"=D, wo D =d—=—2 und somit §" = 2.

Es springt von selbst in die Augen, dass wenn z. B. im zweiten Salze
Flichen und Riume nicht als effective Constituenten gezihit werden, die Dia-
krise von solchen Abinderungen in den von der Zihlung ausgeschlossenen
Curien, welche sich innerhalb derselben compensiren, nicht berihrt werden
wird. Hille man etwa der in diesem Salze vorausgeselzten Fliche eine oder
mehrere andere innerhalb derselben linearen Umfangsgrenze beigesellt, so
wiirde ¢ und d, also C und D zugleich um Gleiches vergrissert werden, also
§ unverindert geblieben sein, und hiltle man die Flache — versteht sich
unter Beibehaltung des unverinderten Zustandes aller Linien und Punkte —
beseitigt, so wiire die Compensation durch Verringerung von ¢ aul Null und
Anwuchs von x” auf 1 erfolgt, weil der amplexe Raum durch die Abinderung
einfach cyklodisch werden musste.

Es findet hierdurch die im Eingange des Art. 31 gemachle Bemerkung
eine neue Begriindung.

Die Constanle 2 des Euler'schen Satzes ist mit der Diakrise §” des vier-
ten jener Specialsilze identisch, und ebenso ist im Cauchy’schen Satze (s. Art. 35)
die Zahl P41 eine Diakrise. Wir sehen jetzt, vom Standpunkte der Glei-
chung (32) diese diakrilischen Zahlen in dem Inbalte der Glieder der Census-
Gleichung in der Weise aulgehen, dass sie sich sei es im Numerus oder in
den Allributiven der Constituenten eingereiht finden.
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Der Census stellt gleichsam eine Bilanz auf zwischen zwei Abtheilungen
von Beitrags— Raten, welche aus den verschiedenen Gruppen von Elementen
der Complexe, d. i. aus den Curien erhoben werden. Die Diakrise erscheint
alsdann als der Ausschlag des nicht hestehenden Gleichgewichts, als ein Saldo
oder Deficit. Die in unseren Census-Silzen gewonnene Verallgemeinerung
des Euler'schen Theorems hal uns aber gezeigt, wie die Diakrisen der auf
tieferen Stufen der Allgemeinheit stehenden Formen des Census in den héheren
Stufen gleichsam wie durch Deckung eines Deficits ihre Erledigung finden.
Der Gedanke, ob in unserer zuletzt gefundenen Form des Census die Zahl
p—1 nicht gleicherweise nur eine Diakrise darstelle, die durch geeignete
Umgestallung einer Deckung fihig wire, und ob sich in der Bilanz nicht
volliges Gleichgewicht herstellen lasse, wird uns durch diese Erwiigungen
nahe gelegt. Diesen Gedanken wollen wir in der nachstehenden weileren
Veraligemeinerung verfolgen, und wenn auch der Fingerzeig zu diesem Ziele
nur als ein Spiel mit leeren, lediglich die Form des Census beriihrenden Bil-
dern erscheinen konnte, so wird gleichwohl die in diesem Sinne zu gewin-
nende neue Form unseres Satzes nicht nur den Blick so zu sagen auf die
metaphysische Seile des Census, sondern zugleich auch die situal-analytische
Kraft desselben dahin erweilern, dass er neben endlichen, wie bisher, nun
auch unendlich ausgedehnte Complexe in letzter Verallgemeinerung zu beherr-
schen vermag.

42.

Weitere Verallgemeinerung des Census.

In den bisherigen Unlersuchungen musste ein Hauptaugenmerk auf die
Cyklose und ihre numerische Ermittelung gerichlet sein. Wir haben zu dem
Ende die Complexe nur aus Constituenten der drei ersten Curien bestehen
lassen und sie so definirt, dass im Falle mangelnder Zusammenhinge der
Congregate von Punkten, Linien und Fliachen mehrere Complexe als existi-
rend angenommen werden mussten. Der Fall ferver, wo eine Fliche ohne
unendliche Ausdehnung einer Begrenzung durch Linien und Punkte ermangelte,
den wir durch den Ausdruck Periphraxis bezeichneten, stellte sich unter der
bisherigen Fassung des Begriffs der Complexe als ein leicht zu erledigender
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singulirer Fall dar. Um zu einer ferneren Verallgemeinerung des Census zu
gelangen, ist es zweckmiassig und erforderlich, den Begriff des Complexes
dahin zu modificiren, dass wir darunter den Inbegriff aller sugleich und neben
einander bestehenden Constiluenten verstehen, so dass jeweilig, auch wo bis-
her p Complexe vorhanden waren, nur von Einem Complex die Rede ist.

Diese neue Fussung des Begriffes ,,Complex®“ hat nun zur Folge

erslens, dass jeder gegebene Complex, mag es allein der eine Bestand-
theil oder Constituent, némlich der amplexe, ins Unendliche ausgedehnte Raum
oder ausser ihm noch andere Bestandtheile, wie Linien, Fliachen oder Riume
sein, welche unendliche Ausdebnung besitzen, unendlich ist, und

zweitens, dass da, wo nach der friheren Begriffsbestinmung mehrere
Complexe bestanden, die zeitherige Modalitit der Periphraxis, welche auf
gewisse Arten von Flidchen beschrinkt war, jetzt auch auf Constituenten der
vierlen Curie Anwendung findet, und somit ibr Vorkommen auf die dritte
und vierte Curie zugleich erstreckt.

Die in Art. 39 besprochenen p—1 Verbindungslinien, welche das Am-
plexum oder andere Riume zwischen den p Complexen im friiheren Sinne des
Worts, die wir der Kirze wegen nunmehr Complexionen nennen wollen,
gleichsam durchbohren, leisten in der vierten Curie dasselbe, was das Trema
in der dritten. Die Riéume, welche solche Verbindungslinien enthalten, er-
scheinen also vor dieser Diatrese periphraklisch, und um sie aperiphraktisch
zu machen, miissen ihnen lineare Tremata ebenso ertheilt werden, wie einer
periphraktischen Flache, um sie aperiphraklisch zu machen, ein trematischer
Punkt. Nach Ertheilung der p—1 Diatresen in der vierten Curie bleibt aber,
so lange die Complexionen, wie bisher noch immer angenommen worden,
keine ins Unendliche sich erstreckende Bestandtheile enthalten, offenbar das
ins Unendliche ausgedebnte Amplexum noch einfach periphraktisch, und um
diese letzte Periphraxis zu beseiligen, ist noch eine tremalische Linie erfor-
derlich, welche, von einem beliebigen Bestandtheile der p Complexionen aus,
den unbegrenzien umgebenden Raum bis in unendliche Ferne durchbohrt, so
dass also zur Beseitigung siammllicher Periphraxen der vierlen Curie bei p
gegebenen endlichen Complexionen p Diatresen erfordert werden.

Wir figen den peripbraklischen Zahlen im Altributiv der dritten Curie
10
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der Concinnitit wegen (wie den cyklodischen Zahlen in der zweilen Curie)
einen Accent bei und bezeichnen die den einzelnen Riéumen zukommenden
periphraktischen Zahlen durch =,", w,", ;" u. s. w., deren jede sowohl Null
als jede ganze positive Zahl bedeuten kann, so sind diese Zahlen, deren
Summe 7" — p ist, in das Attributiv der Constituenten der vierten Curie auf-
zunehmen, wie die Zahlen =, n,’, ;" u. s. w. und ibre Summe 7" in das
Autributiv der dritten Curie aufgenommen worden ist.

Die bisherige aligemeine Census-Gleichung (33) geht nach dieser Inter-
pretation des Theiles p in der als Diakrise betrachtelen Grosse p—1 nunmehr
in diese iiber:

(@ %0)—(b—=x)+(c—*'+n")—(d—x"+7") = —1 (34)

43.

Der Effect der p—1 Verbindungslinien zwischen den p endlichen Com-
plexionen, d. h. der Effect der ihnen entsprechenden p—1 Diatresen ist in
dem Beweise des Satzes Art. 39 erorlert und erledigt. Es bleibt nur noch
die Wirkung der im vorigen Art. besprochenen lelzten der p oder =" trema-
tischen Linien zu erwiigen, welche den amplexen Raum in den aperiphrakti-
schen Zustand zu versetzen erforderlich ist.

Diese Linie fihrt uns auf das Unendliche und macht die Beriicksichtigung
der ersten jener beiden im vorigen Art. hervorgehobenen neuen Wirkungen
der Modification in Begrilf des Complexes ebenso nothwendig, als die der
zweiten. Sie soll ihren einen Endpunkt, wie die iibrigen p—1 trematischen
Linien in einem Consliluenten der drei ersten Curien, den andern aber im
Unendlichen finden. Fiir den ersten Punkt wiederholt sich die Unterscheidung
derjenigen Fille, welche imn Beweise des Salzes Art. 39 fir jeden Endpunkt
der p—1 Combinationslinien nothig geworden. Die Folge der Einfihrung der
neuen Linie ist einerseits ein Augment 1 im Werthe von b, andrerseits aber
wenn ibr Ausgangspunkt in einem der & vorhandenen effectiven Punkte des
Complexes liegt, Null, oder wenn er auf einer effectiven Linie liegt, ein Aug-
ment 1 in den Werthen von A und B zugleich, oder endlich, wenn er auf
einer eflecliven Flache liegl, ein Augment 1 im Werthe von A und ein De-
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crement 1 im Werthe von C: in jedem Falle also ein Decrement 1 im Werthe
von (. Der andere Endpunkt, welcher im Unendlichen liegen soll, muss
mithin im Aggregate () augmentativ als 1 gezihlt werden, wodurch sich her-
ausstellt, dass das raumlich Unendliche die Rolle eines Punktes spielt, der in
unendlicher Ferne liegt und mit welchem diese trematische Linie den Inbegriff
der p Complexionen zu verbinden bat.

44.

Der allgemeine Ccosus in seiner finalen Gestalt.

Es geht aus dieser Betrachtung hervor, dass wir das raumlich Unend-
liche als einen in unendlicher Ferne gelegenen virtuellen Punkt zu betrachten
haben, der unter den Attributiven des Census ebenso nothwendig eine Auf-
nahme erheischt, wie die Cyklose und die Peripbraxis, und dass wir folge-
richtig die in der Gleichung (34) noch ubrige diakritische Zahl — 1 in der
Bedeutung des raumlich Unendlichen zunachst in das Attribuliv der vierten
Curie aufnehmen miissen. Es stellt sich aber leicht heraus, dass gleichwie
die Ordnungszahl der Cyklose im Attributiv der zweiten Curie und die Ord-
nungszahl der Periphraxis im Attributiv der dritten Curie nur die Werthe O
oder 1 annehmen koénnen, ebenso hier der censuelle Werth der Ausdehnung
ins Unendliche ausser 1 auch O sein kann, nidmlich in dem Falle, wo gar
Nichts, also auch kein unendlicher Raum gegeben wire, und somit auch der
Numerus in der vierten Curie wie in allen dbrigen gleich Null geselzt wer-
den miisste. Bedeutet also w entweder O oder 1 und bezeichnen wir da-
durch das Attribut der Ausdebnung ins Unendliche, so erhalten wir, indem
wir jetzt x0, welches stets — 0, weglassen, und in den bisherigen Zeichen
fir die Cyklose und die Periphraxis einen Accent weniger schreiben, folgende
allgemeinste oder finale Form fiir die Census-Gleichung.

a6 —(b—x)+(c—x'4+n)—(d—*"+n"—w) =0 (35)
Abgesehen von dem eben beriibrten ganz singuliéren Fall, wo w zugleich
mit allen in dieser Gleichung vorkommenden Grossen Null wird, hal w durch-

weg den Werth 1, durch welchen im Censusdas Unendliche in den Altribu-

liven verwerthet wird. Den in unendlicher Ferne zu denkenden, das Un-
10*
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endliche reprisentirenden Punkt nennen wir das Stigma. Er ist es zuvir-
derst, in welchem die das Amplexum auf den aperiphraktischen Zustand zu-
ziickfibrende trematische Linie ihren Endpunkt findet, zugleich aber ist das
Stigma auch als die gemeinsame Grenze aller in einem raumlichen Complex
etwa vorkommenden ins Unendliche sich erstreckenden Constiluenten der zwei-
ten und dritten Curie zu betrachten, so dass nach Einfiihrung des unter w in
Rechnung gebrachten Stigmas der Census in seiner nunmehrigen Gestalt von
selbst seine Geltung auch auf den Fall erstreckt, wo die Ausdehnung irgend
welcher Constituenten ins Unendliche Platz greift. Stalt zu sagen, eine Linie
(gerade oder krumm), eine Fliche (eben oder gekrimmt) dehnt sich nach einer
oder zwei oder beliebig viel Seiten ins Unendliche aus, ist nunmehr der
Ausdruck gestattel: sie endet oder findet ihre Grenze nach diesen Seiten hin
in dem Stigma, welches in allen solchen Fillen stels mit dem Werthe 1 in
Rechnung kommt. Die anfinglich gestelite Bedingung, dass in den drei ersten
Curien nur Constituenten von endlicher Ausdebnung vorkommen diirfen, ist
also in der gegenwirligen finalen Fassung des Census - Theorems gleichsam
ohne unser Zuthun weggefallen. Auch bleibt der Begriff des amplexen Rau-
mes, der bisher als durch die Ausdehnung ins Unendliche vor allen iibrigen
Constituenten bevorzugl scheinen durfte, und wie jelzt crhellt zugleich stets
periphraktlich war, durch den neuen und erweiterten Begriff des Complexes
nicht unbeeinflusst. Nicht nur, dass durch die unendliche Ausdehnung von
Linien und Flichen die rdumliche Cyklose und Periphraxis zu neuen Ord-
nungszahlen gelangen, durch unendliche Constituenten der dritten Curie konnen
sogar zwei oder mehr unendlich ausgedehnte Constituenten der vierten Curie
erwachsen, deren jeder von nun ab auf die zeitherige Benennung , Amplexum®
Anspruch machen kann. Die Singularitit des sog. Amplexums in dem fri-
heren minder allgemeinen Falle, wo unendlich ausgedehnte Constituenten in den
drei niederen Curien noch ausgeschlossen waren, gegeniiber den im Com-
plex enthaltenen ibrigen Constituenten der vierten Curie fllt demnach jetzl
so gut wie vollig weg?!). Gleichwohl mag die Benennung ihrer Bequem-
lichkeit wegen selbst fir mehrere ins Unendhche ausgedebnlte Raumtheile
zugleich beibehalten werden.
1) Vgl. Art. 18, Aumerkung.
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Nach dieser letzten Verallgemeinerung lasst sich der Inhalt der Census-
Gleichung (35) dahin aussprechen:

LEHRSATZ. In einem gegebenen, beliebig wie beschaffenen raumlichen
Complex ist die Summe der mit abwechselnden Zeichen versehenen vier Bei—
tragssahlen aus den vorhandenen Punkten, Linien, Flichen und Rdumen,
welche innerhalb jeder dieser vier Curien aus der Anzahl der Bestandtheile
und den aus den Modalititen der Cyklose, der Periphraxis und der Ausdeh-
nung ins Unendliche ermittelten Atlributiven erhalien werden, gleich Null.

45.
Beispiele.

Indem wir so durch die Gleichung (35) auf dem Stadium der umfas-
sendsten Allgemeinheit des Census angelangt sind, durch welche derselbe auf
einen beliebigen riumlichen Complex mit begrenzten oder unbegrenzten Con-
stituenten Anwendung findet, bleibt uns nur iibrig, den Umfang dieser Allgemein-
heit wiederum durch Auffihrung einiger Beispiele noch anschaulicher zu machen.

Wir stellen die finale Gleichung (35) auch jetzt noch, wie die fritheren
Ausdriicke des Census, in der summarischen Form

A—B4C—D=0
dar, wo nunmehr

A—a
B=b-—-x
C—=c—%+uw

D—=d—x"4n'--w
sein wird, und ermitteln in den concreten Fillen der nachfolgenden Beispiele,
wie frither, die numerischen Werthe der vier Glieder A, B, C, D und hieraus
den Werth Q des Aggregats A—B+C—D, welcher, sobald er sich gleich
Null herausstellt, unser Theorem verificirt.

1. Der in Fig. 59 dargestellte Complex bietet 88 effective Punkte, 132
Linien oder Kanten, 36 Flichen, wovon 2 einfach cyklodisch, und 2 mehr-
fach cyklodische Réume, einen inneren begrenzien und einen dusseren am-
plexen periphraktischen unbegrenzten, dar. Zur Ermittelung der Raumcyklose
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dient das in Fig. 60 dargestellte Diagramm, in welchem wir nach Art. 21
finden k =9, [ = 14 also x = 14—941 =26, oder nach Arl. 22 die Zahl
der Binnenfelder — 12, der Traversen — 6, also ebenso x — 6. Beide
Réume sind demnach 6 fach cyklodisch. Man bat also A — a —= 88; B=6
=132; e=136, 5'=1, '=1, C=384; d=2, x"=86, x"'=86,
n, =1, w=1, D= — 10, und somit

i Q = 88— 132434410 = 0.

In diesem Beispiele kam noch, wie in allen friiher aufgefiihrien, das
Attribut des Unendlichen dem Amplexum allein zu. Die Zahl solcher Fiille
zu vermehren, wie sie sich leicht wiirden erfinden oder aus Art. 31, 35, 40
entlehnen lassen, wiirde jetzt nur von geringerem Interesse sein, und filhren
wir deshalb ausser dem im Vorhergehenden wiederholentlich beriihrten Fall
des leeren unendlichen Raumes hauptsiichlich noch solche auf, in welchen
mehrere Constlituenten an der Ausdebnung ins Unendliche Theil nehmen.

2. Wenn der leere unendliche Raum allein den gegebenen Complex
bildet, so wird jetzt A = B=C=0;d=1, #'=0, =0, w =1,
D= 1—1 und Q=0. Wibrend hier D verschwindet, indem d und w zu-
gleich den Werth 1 annehmen, geschieht dasselbe im Falle d — 0 dadurch,
dass nun auch w = 0 wird.

3. Es sei ein Punkt gegeben und eine von ihm auvsgehende gerade
oder krumme, sich nirgend selbst durchkreuzende endlose Linie. Dann ist
g=A=1;b=B=1;C=0;d=1,2=94'=0,0=1, D=0,
und demnach Q =1—1 =0.

4. Eine auf beiden Seiten ins Unendliche sich erstreckende sich nicht
selbst durchkreuzende Linie ist gegeben; z. B. eine unbegrenzte gerade Linie,
Parabel, Logistik, Schraubenlinie u.s.w. Dann ist a—= A =0; =B =1;
C—=0; d==1, und da nunmehr der amplexe Raum offenbar einfach cyklo-
disch, ausserdem aber noch wie vorbin aperiphraktisch ist, x"—1, o' =0,
w=1, D=—1, also Q =—1+4+1—=0.

5. Nehmen wir auf der Linie des vorigen Beisp. noch einen eflectiven
Punkt an, so werden a und b zugleich um 1 grésser, und es wird 0 — 1—2
+1=0. Da es gleichgiiltig, ob die zwei an dem effectiven Punkte zusam-
mentretenden Linearelemente den Winkel 180° mit einander bilden oder nicht,
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so kann auch der vorliegende Complex als aus dem 3. Beisp. dadurch her-
vorgehend angesehen werden, dass wir von dem gegebenen Punkt statt einer
zwei ins Endlose sich erstreckende, aber nirgend Durchschnitts- oder Beriih-
rungspunkte bildende, iibrigens beliebig gestaltete Linien annehmen. In den
numerischen Werthen des 3. Beisp. wiichst alsdann b und x” zugleich um 1,
so dass wiederum § — 1—2+41 =—0. Offenbar muss durch jede neu hin-
zutrelende derartige Linie b und x” zugleich um 1 steigen. Durch m unbe-
grenzte in Einem Punkt sich kreuzende Linien entsteht ein Complex der vor-
liegenden Art mit 2m Linien, wo a =1, 6 =2m, d=1, *'=2m—1,
w=—1 und Q = 0. Man sieht, wie der Raum z. B. durch drei in ihm ge-
zogene Coordinatenaxen 5 fach cyklodisch wird. In der That kann sein
Diagramm durch die Ecken und Kanten eines Wiirfels dargestellt werden,
woraus nach Art. 21 oder 22 die 3 fache Cyklose erhellt.

6. Es haben n Linien von der vorigen Art und #" Linien von endli cher
Linge Einen gemeinsamen Ausgangspunkt. Dann besteht der Complex aus
1 4+n" Punkten, n+4n" Linien und der amplexe Raum ist aperipbraktisch, n—1
fach cyklodisch. Also a = A =I1+4n"; 6 =B =n+n'; C=0; d =1,
#=mn-1,7=0, wo=1, D= —n+1, und

Q= l4n'"—n—n'4+n—1= 0.

7. Ein Polyéder mit 24 Flichen und 14 Ecken (Fig. 61) etwa das in
der Kryslallographie sogenannte Tetrakishexaéder sei gegeben. Von dem
Mittelpunkt des Polyéders fihren gerade Linien je eine nach einem millen
aul jeder der dreieckigen Seitenflichen gelegenen Punkte, und von jeder Po-
lyéderecke aus geht eine radiale Linie bis ins Unendliche. Auch ohne dass
wir in der Figur die 24 inneren und 14 #usseren Linien darstellen, wird
sich der Census fir diesen Complex leicht ausfindig machen lassen.
Das Polyéder allein betrachtet besitzt 14 Ecken, 36 Kanten und 24 Flachen.
Die 24 Linien im Innenraum haben in der Mitte des Korpers einen gemein-
samen Anfangspunkt, und jede einen Endpunkt auf einer Seitenfliche, welche
durch diesen Endpunkt einfach cyklodisch wird. Der Innenraum selbst wird,
wie aus den vorigen Beispielen hinreichend erhellt, 23 fach cyklodisch, die
14 ven den Kérperecken ausgehenden endlosen Linien des Aussenraums aber
aber machen diesen Raum 13 fach cyklodisch. Wir finden somit 6 — A == 1
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+244+14—=239; b— B—24436414 —T74; ¢ —24 ¥—24, C—0,
d = 2, xl"m 23, 32":.‘ 13, w==1, D = —-35. FO]inCh

Q = 39—74+404-35 = 0.

8. Wiirde die polyédrische Oberfliche des Innenraums durch eine Ku-
gelfliche ersetzt ohne effective auf ihr liegende Linien, aber nach wie vor
die 24 Endpunkie der inneren, wie die 14 Anfangspunkle der #usseren ra-
dialen Linien enthaltend, so trite bloss eine Aenderung im Bestand der zweiten
und dritten Curie ein, indem durch Wegfall der 36 Polyéderkanten b — 24
+14 — 38, und durch Austausch der 24 einfach cyklodischen Polyéderflichen
gegen eine durch 38 effective Punkte 37 fach cyklodisch gewordene Kugel-
fliche ¢ =1, ¥ = 37 werden muss. Indem also B und C zugleich um 36
verringert werden, bleibt 0 — 0.

9. Zwei Linien im Raum, die eine beiderseils endlos, die andere mit 2
effectiven Endpunkten, weder einander noch sich selbst kreuzend oder beriih-
rend, sonst aber beliebig gestaltet, sind gegeben. Im einfachsten concreten
Falle mag man sich beide Linien gerade denken. Der amplexe Raum ist
jetzt einfach periphraktisch und einfach cyklodisch und es ist a— A4 = 2;
b=B=2;C=0;d=1,x=1, =1, o=1, D=0 und Q =2
—2=0. Durch Hinzufigung jeder neuen isolirlen endlichen Linie wiirde
aum 2, 6 um 1 und 7" um 1 zunehmen und Q — O bleiben. Vereinigte
man die Endpunkte der endlichen von beiden Linien zu Einem effecliven
Punkte, so wiirde 4 um | ab- und x” um 1 zunebmen. Jede neue solche
in sich zuriickkehrende Linie mit einem effecliven Punkie wiirde eine Ver-
grosserung von o und b, so wie von x” und 7' um 1 zur Folge haben, wo-
durch Q unverindert — O bliebe. Entzoge man der in sich zurickkehrenden
Linie den einen efecliven Punkt, wodurch sie cyklisch wiirde, so warden
sich die Aenderungen in @ und x wiederum compensiren. Jeder neue lineare
Cyklus wiirde 4 und x, so wie x” und #’ um 1 vergréssern und dadurch Q
unverandert lassen. Verschlingungen und Verkettungen solcher Linien unter
sich und mit der endlosen Linie in beliebiger Complication wiirden hierbei
irrelevant sein, da sie sich durch Anathese sofort beseitigen liessen.

10. Durch Verlingerung der endlichen Linie nach einer Seile bis ins
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Unendliche wiirde dem Complex ein effectiver Punkt, zugleich aber dem am-
plexen Raum die Periphraxis entzogen, weil beiden Linien Ausdehnung ins
Unendliche zukommt, d. i. weil dicselben durch das Stigma mit einander
zusammenbingen. Die Raum-Cyklose ist auch jetzl noch einfach. Jede neue
solche Linie mit Anfangspunkt und ohne Ende wiirde nur @ und & zugleich
um 1 vergriossern und somit Compensation im Census bewirken.

11. Geben wir der zweilen Linie wie der ersten unendliche Ausdehnung
nach beiden Seiten, wie z. B. bei zwei parallelen endlosen geraden Linien
der Fall wire, so hilte man a=A=0; b=B=2; C=0,d=1,
=2, =0, w=1, D=—2 und Q =2—2 =0. Fiir n beiderseils
ins Unendliche reichende Linien im Raum, gerade oder in beliebiger Kriimmung,
in beliebiger gegenseitiger Lage, aber ohne effective Punkte, wire 4 =0,
b=B=n C=0,d=1,x"=n, =0, o= 1, D= —nund Q =n
—n=0.

12. Von drei Linien der eben gedachten Art, Fig. 62, geht die eine
EF durch eine Kugel S hindurch, die zweite GH beriibrt sie in einem Punkte,
die dritte K geht in Distanz an ibr voriiber. Der Complex bat 3 Punkte, 6
Linien, 1 Fliche und 2 Raume. Die Kugelfliche ist durch 3 effeclive Punkte
zweifach cyklodisch, der innere Kugelraum vermége des in ibm befindlichen
Stiicks der Linie EF einfach cyklodisch. Die Cyklose des iiusseren Raums
wird aus dessen Diagramm erkannt, welches man in einer seiner Geslallen
z. B. dadurch erbilt, dass man von einem Punkte diesseits der Fig. 62 durch
die mit e, f, g, h, k bezeichneten Regionen nach einem Punkte jenseils
Linien gezogen denkt, wodurch sich (wie in Fig. 63) 5 Ziige und 2 Ausgiinge

oder — ohne Traversen — 4 Binnenfelder herausstellen. Der dussere Raum
ist also 4 fach cyklodisch. Somit ist 6—=A4=3; b=B=06; c¢=1,
=2 C=—1; d=2, ,\"—=1, %'"=4, =0, 0=1, D= —4.
Also

0Q=3—6—14+4=0.

Fiigen wir noch eine ganz isolirte Kugel ohne effecliven Punkt hinzu,
so wird eine acyklodische periphraktische Fliche und ein acyklodischer ape-
riphraktischer Raum, sowie eine einfache Periphraxis des Amplexums hinzu-
treten. Es wirdjelzt a = A =3; =B =6;c =2, 5, =2, ma= 1,

11
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C=1;d=3,x"=1,2'=4 =1, w=1, D = —2, und somit
Q=3-64+142=0.

Durch Hinzufigung jeder neuen solchen isolirten Kugel wiirden C und
D zugleich um 2 wachsen, indem ¢, w, d und " um 1 zunehmen.

13. Eine nach allen Seiten unbegrenzte Ebene theilt den ganzen unend-
lichen Raum in 2 gesonderte unbegrenzte Theile. Es ist A =0, B —= 0,
c=C=1,d=2 w=1,D=1. Also Q=1—1 - 0. Ziehen wir
in der Ebene eine gerade endlose Linie, so zerfillt die Ebene in 2 Stiickes
b und ¢ wachsen um 1, und Q bleibt = 0. Nehmen wir das eine Fliachen-
stick weg, so nehmen ¢ und d zugleich um 1 ab.

Zwei sich kreuzende unbegrenzte Ebenen ergeben eine unbegrenzte
Linie, 4 Flichen und 4 Riéume, und somit A =0, 6 = B =1; ¢ = C = 4;
d=4, w=1, D=3; also Q= —14+4—3=0. Durch Wegnahme
einer der 4 Fldachen wird C =3, d—=3, o =1, D—2 und Q= —143
—2.=0. Statt der drei von der gemeinsamen Linie ausgehenden nach einer
Seite unendlich ausgedehnten Ebenen kann man deren n annehmen und es
wird offenbar A = 0, B—1,C=1n, d=n, w =1, D= 4—1 und Q
= —14n—n+4+1=0.

Durch einen in der Linie angenommenen eflectiven Punkt steigt A und
B zugleich um 1 und Q bleibt Null.

Drei sich kreuzende unbegrenzte Ebenen (Coordinaten-Ebenen) ergeben
1 Punkt, 6 Linien, 12 Flichen, 8 Réume, also a—=A4—=1; b —= B — 6;
c=C=12,d=8, w=1, D="7. Also § —=1—64+12—7 = 0.

Alle diese Fille gestalten, ohne Einfluss auf die numerischen Elemente,
die vorkommenden Ebenen und geraden Linien durch krumme Flichen und
Curven zu ersetzen, wenn diese nur wie jene sich nicht in neuen Punklen
oder Linien kreuzen oder beriibren. )

14. Die Spitze oder der Mittelpunkt einer vollstindigen (doppelten) Ke-
gelfliche, Fig. 64, liege im Inneren einer Kugel, die durch sie in zwei cy-
klischen Linien durchschnitten werde. Der Complex enthill alsdann 1 Punkt,
2 cyklische Linien, 7 Flichen, von denen 3 der Kugel, 4 dem Kegel ange-
horen, 6 Raume, wovon 3 innerhalb und 3 ausserhalb der Kugel liegen.
Man hat also a — A ==1; b=2, 2, =1, =1, B—=0; ¢ =17, x'=—x;
=0, Hs=—fe=1, #'=1; #'=—14; =1, w=0;, C=4; d =48,
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und mithin

x =x2"—; 0’ x!:’._—: 1, X_|_"=25”: 0, xs.u: I, 1['=: 0, w — I y D—_—— 3’

0=1—-04+2—3=0.

15. An einem Wiirfel erweitern wir alle Flichen allseitig ins Unend-
liche, im Innern des Wiirfels sei eine isolirte Kugel enthalten. Dieser Com-
plex hat 8 Punkte, die Wirfelecken, jede der 12 Wiirfelkanten gibt mit 2
Verlingerungen 3 Linien, im Ganzen 36 Linien, in der Ebene jeder Wiir-
felseite liegen 9 Flachen, im Ganzen sind also, die Kugelfliche mitgezihlt, 55
Flichen vorhanden. Die Kugelfliche ist periphraktisch. Das Innere des Wiir-
fels zerfallt in 2 Réume, einen innerhalb der Kugel, acyklodisch und aperi-
phraktisch, und einen die Kugel umgebenden, periphraktisch acyklodisch. Der
amplexe Raum zerfdlll in 6 den Wirfelseiten, 12 den Wirfelkanlen und 8
den Wirfelecken anliegende Raume, alle ins Unendliche ausgedehnt, acyklo-
disch und aperiphraktisch. Der Census ergibt also a —= 4 —8; 6 — B — 36;
c=55, x'-———-'o,ﬂ'= 1, C=056; d—128, x”=0, "= 1, w=1, D=28.
Also

Q0 — 8—36456—28 —0.

Fiigen wir noch drei endlose gerade Linien hinzu, die sich unter ein-
ander rechtwinklig und den Wiirfelkanten parallel in einem Punkte innerhalb
der Kugel kreuzen, so wichst die Zahl der Punkte um 13, der Linien um
18. Flichen und Raume #ndern zwar nicht ihre Zahl, aber ihr Attributiv.
Die Kugelfliche verliert ihre Periphraxis und erlangt 5fache Cyklose. Jede
der 6 Wiirfelseiten wird einfach cyklodisch. Der im Wiirfel enthaltene, die
Kugel umgebende Raum wird aperiphraktisch und nimmt ebenso wie der In-
nenraum der Kugel 5fache Cyklose an. Von den 26 den Wiirfel umge-
benden ins Unendliche reichenden Réumen werden die 6 den Wiirfelseiten
entsprechenden einfach cyklodisch, die iibrigen 20 bleiben acyklodisch. Es
ergibt sich also nunmebhr ¢ = A= 121; b =B =04; ¢ =55, »'—35,
m -‘=0', .Z'xg' = 6, C= 44; d= 28, 31"-"—— 5, 32”:-5. ﬂ'l'= 0, 215"':6,
w =1, D = 11. Folglich

Q0 = 21—54+4+44—11 = 0.

Diese Beispiele, die sich leicht durch noch complicirlere vermehren liessen,
11*
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mogen fir den gegenwirligen Zweck geniigen. Die Anwendung des Census
in verwickelten concreten Fillen kann nach den im Vorhergehenden darge-
legten Regeln keinen weiteren Schwierigkeilen unterliegen.

46.
Wir schliessen diese Unlersuchung mit der Bemerkung, dass sowie
im Euler'schen Satze — wenn auch stillschweigend — nur acyklodische,

aperiphraktische und endliche Bestandtheile in dem polyédrischen Complex
vorausgeselzt werden, das Theorem des Census in allen Stufen der Verallge-
meinerung, auf welche wir dasselbe haben gelangen lassen, nach den gleich
anfangs gemachten Feststellungen sich binsicbtlich des den Constituenten bei-
gelegten Numerus nur auf den einfachsten Fall moglicher Voraussetzungen,
namlich auf die Annahme stitzt, dass die Constituenten schlechthin gezihlt
werden oder dass jedem die positive reelle Einheit als Numerus zukomme.
Wenn aber in gewissen Gebieten geometrischer oder topologischer Analyse
die Constituenten mit anderen von neuen Modalititen abbiéngigen Numerativen
ausgeriistet werden (s. beispielsweise , Vorstudien“ S. 870), so erdffnen sich
damit fir den Census auch nach dieser Seite hin noch fernere Erweiterungen,
die jedoch von der vorliegenden Untersuchung, in welcher zuniichst die Aus-
bildung desselben nach der Seite des Allributivs hin beziell werden sollte,
ganz ausgeschlossen bleiben mussten.
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Anhang,

enthaltend die kurze Erklérung einiger in der Abbandlung gebrauchten neuen Benennungen.

Acyklodisch , nicht cyklodisch, s. Cyklose, cyklodisch (Arl. 9).

Amplezum, der umgebende, ins Unbegrenzte ausgedehnte Raum (Art. 5).

Anathese, eine Umstellung der Complexe oder ihrer Theile ohne Eingriff in ihren Zu-
sammenhang (Art. 18).

Aperiphraktisch, nicht periphraktisch, s. Periphraxis (Art. 24).

Attributio, eine aus den Modalititen der Cyklose, der Periphraxis und der unendlichen
Ausdehnung abgeleitete Zahl (Arl. 37).

Ausgang, in den Linear-Complexen jeder Punki, in welchem melr als zwei Linien
(Zige) susammentreffen (Art. 19).

Census, die Relalion zwischen der Anzahl von Punkien, Linien, Flichen und korperli-
chen Riumen der Complexe und den Allributiven ihrer Bestandtheile.

Complex, jedes Aggregat von Punklen, Linien und Flichen ein- oder ausschliesslich
der dadurch abgegrenzien korperlichen Riéume (Art. 1 und 42)

Constituent, Bestandtheile eines Complexes (Art. 1).

Curie, Ablheilung oder Classe, zu welcher ein Conslituent im Complex gehort, ob
Punki, oder Linie, oder Fliche, oder korperlicher Raum (Art. 1).

Cyklodisch, ringmissig zusammenhingend, anastomosirend (Art. 9).

Cyklose , ringmiissiger Zusammenhang, Anastomose (Arl. 9).

Diagramm , eine Linearcomplexion, auf welche ein Constituent durch allmilige Veren-
gerung oder Retraction seiner Grenzen zurickgefihrt wird (Art. 13 u. ff)

Diakrise, cine von der Beschaffenheit des Complexes abhéingige constante Zahl (Art. 26).

Dialyse, Aullosung oder Annullirang der Cyklose (Art. 9).

Diaphragma, oder Zwerchfliche, eine acyklodische, durch cine cyklische Linie be-
grenzle Fliche (Art. 7).

Diatrese, Aufhebung oder Annullirung der Peripbraxis (Art. 24).

Effectio heissen alle im Census zur Zihlung kommenden Conslituenten (Arl. 2).

Felder, die einzelnen Flachenrdume in cinem auf eine Ftiche projicirten Diagramm
(Art. 19).

Flachen-Complex, cin Partial-Complex, in dessen Census nur die drei ersten Curien
gezdhlt werden (Art. 26, 29, 30).

Linear-Comples, ein Partial-Complex, in dessen Census nur die zwei ersten Curien
gezéhll werden (Art. 26, 27, 28).
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Monocentrisch, ein Diagramm mit einem einzigen Ausgang (Art. 20).

Periphraktisch, allseitig geschlossen, wie sphiiroidische Flichen oder rings umhillende
korperliche Ridume (Art. 24, 42).

Periphraxis, Eigenschaft einer Fliche oder eines Raumes, wenn sie allseitig zusammen-
héingen und einen Complex oder Complextheil rings umhiillen. (Art. 24, 42).

Stigma, ein das riumlich Unendliche im Census reprisentirender virtueller Punkt (Art. 43)-

Strecke, in einem Diagramm, die Stiucke, in welche bei seiner Projeclion auf einer
Fliche, die Zige durch die Traversen getheilt werden (Art. 19).

Traverse, in einem auf eine Fliche projicirten Diagramm die Punkte, in welchen sich
zwei Ziige iiberkreuzen, die sich im réumlichen Diagramm nicht schneiden (Art. 19).

Trema, der die Periphraxis einer Fliche auflosende oder annullirende Punkl (Art. 24)

Virtuell heissen Punkte, Linien, Flichen und Rdume, wenn sie in Complexen als nicht
effectiv gelten, oder nur zu Hiilfe genommen werden, ohne im Census mitgezihlt zu
werden (Art. 2).

Zug, im Diagramm jeder lineare Weg zwischen zwei Ausgiéngen, der keinen Ausgang
als Binnenpunkt enthilt (Art. 19).

Zwerchfliche s. Diaphragma (Art. 7).

Verbesserungen.
statt k=13, |=24 lies k=19, I=230.

S. 38 Zeile 1 v. o.
, 40 . 1 v. o, statt des Diagramms lies das Diagramm.
w  »  » 10 v. 0. stat [400] lies [300].
, 42 T v.u. statt Fig. 45 lies Fig. 45a.
, 45 , 11 v. o. stait Fig. 50 lies Fig. 49.
, 49 , 7 v.o. und Zeile 3 v. u. stalt (1) lies (2).
. 62 6 v.u stait m lies m
, 63, 14 v. u. st § lies §
9 v. u. statt (c +x"+u) lies (c+x"+u).
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