
Abbildungsklassen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten. 
Von 

Heinz  Hopf  in Berlin. 

Brouwer hat die Umkehrbarkeit seines Satzes, da~ zwei zu derselben 
~Klasse ~ gehSrige, d .h.  stetig ineinander iiberfiihrbare Abbildungen einer 
n-dimensJonalen, geschlossenen, zweiseitigen MannJg~altigkeit /~ auf eine 
n-dimensionale Mannig~altigkeit /~' denselben ,Grad" besitzenl), fii~ den 
Fall n = 2 untersucht und dieses Problem dutch Angabe der notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen erledigt, die zwei Abbildungen aul~e~ de~ 
Ubereinstimmung ihre~ Gradzahlen erfiillen rail,sen, um zu derselben Klasse 
zu gehSren~')s). W~hrend einige der dabei angewandten Methoden und 
gewonnenen Ergebnisse nicht an die Dimensionenzahl 2 gebunden sind4), 
l~i/~t sich, soviel ich sehe, de~ Beweis gerade des wichtigsten der hierher 
gehSrigen Brouwerschen Satze nicht ohne weiteres auf den FalI mehr- 
dimensionaler Mannigfaltigkeit~n iibertragen. Dieser Satz lantet: ,,]:st n ~ 2, 
und ~ '  die Kugel, so gehSren zwei Abbildungen gleichen Grades zur 
gleichen Klasse" ~). 

Das Hauptziel der vorliegenden Arbei~ ~st der Beweis des entsprechenden 
SaSses ffir allen. Er wird --  otme Benutzung des Brouwerschen Resultats -- 
dutch Schlu~ von n -  1 auf n gefiJhrt. Die Ubereinstimmung der Grade 
der betrachteten Abbildungen f~ und fs grei~ in die im iibrigen ganz 
elementare ( ~  1, 2)Untersuchung dadurch ein (w 3), dai], wie eine dutch 
Verallgemeinerung Brouwerscher Betrachtungen fr'tiher von mir bewiesene 

~) Ubez Abbildung yon MannigfaltJgke/ten, Math. Ann. 71. 
2) Sur Ia notion de nclassee . . . ,  Proc. of the V. in~m.  Congr. of Math., 

Cambr/dge 1919. -- Over ddn-&~nduidJge continue transformaties . . . ,  Amst. Akad. 
Versl. 21, (19t3). 

a) Aufz~hlung der AbbildungsMassen endlichfaeh zusammenh~ugender Fl~chen, 
Math. Ann. Sl. 

~) S. z. B. w 4 me/net Arbeit: Zum Clifford-Kleimschen R~umproblem, MaSh. 
Ann. 95. 
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Formel ~) lehrt, die Anzah] der Punkte yon /~, yon denen fl und fc zu- 
einander diametrale, also der Uberfiihrung" ineinander am st~rksten wider- 
strebende Bildpunkte liefern, bei richtiger Beriicksichtigung von gewissen 
Vielfaehheiten 0 ist. Fiir spezieIle /~, z. B. flit die n-dimensionalen 
Kugeln, kann man die Benutzung der erwiihnten Formel, sowie einige 
etwas umst~indliche vorbereitende Uberlegungen (w 2) dutch einfachere 
Betrachtungen ersetzen (w 6). 

Anwendung finder unser Satz bei Behandlung gewisser ,,Randwert- 
aufgaben". Einer seiner Spezialf~lle besagt n~imlich, da~ sich eine Ab- 
bildung des Grades 0 einer n-dimensionalen Kugel auf eine andere stetig 
in eine Abbildung auf einen einzigen Punkt verwandeln I~l~t. Diese Tat- 
saehe ist mit der LSsbarkeit der einfaehsten der erwghnten Aufgaben 

n + l  

identiseh, die sieh folgendermaSen ausspreehen l~i~t: ,,Flit ~ '  x~ = 1 is~ 

ein System yon n + 1 stetigen, nirgends gleichzeitig versehwindenden 
Funktionen ~'1,-- . ,  ~'~+1 yon x l , . . . ,  x~+ 1 gegeben, dessen Kroneekersche 

~ + 1  2 
Charakteristik e) den Weft 0 hat; man soll fiir Z x ~  ~ 1 ein System ste- 

tiger, nirgends gleichzeitig versehwindender Funktionen ft, . . . ,  f, +t yon 
x~, . . . ,  x,+ 1 mit den Randwerten Ea, . . . ,  E,+I definieren." (DaB das 
Verschwinden der Charakteristik fiir die Existenz der f~ , . . . ,  f,+~ not- 
wendig ist, igt bekannt6).) Einige derartige Randwertaufgaben werden 
behandelt; dabei wird die geomegrische Terminologie der anderen Abschnitte 
beibehal~en, die das Funktionensystem sis Vektor, die Charakgeristik 
sis Abbildungsgrad deutet (w 5). 

Nachdem gezeigt ist, dab ~g h6chstens eine Klasse yon Abbildungen 
gegebenen Grades der gegebenen Mannigfaltigkeit # auf die n-dimensionale 
Kugel gibt, liegt die Frage nahe, ob eine solehe Klasse stets existiert. 
DaB diese Frage, wie gezeigt wird (w 4), zu bejahen ist, ist nicht selbst- 
verst$ndlich; denn es hat z.B. jede Abbildung einer Fl$che vom Ge- 
schlecht 0 auf eine Fl~ehe hSheren Geschlechts den Grad 0 8),). 

w  

Stetige Abiinderung yon Yektorfeldern. 

r(P) bezeichne die Entfernung des Punktes P im n-dimensionalen 
euklidischen Raum vom Nullpunkt O des Koordinatensystems. Dutch 

5) ~ber die Curvatura integra geschlossener Hyperfl~chen (w 2), Math. Ann. 95. 
6) Kronecker, Uber Systeme yon Funktionen mehrer Variabeln, Mon.-Ber. & 

Kg]. Pr. Akad. d. Wiss. zu Berlin 1869. - Hadamard, Note sur quelques applications 
de l'indice de Kronecker in Tannery, Introduction ~ la th~orie des fonctions IL 
2. dd. 1910. 
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r(P) ~ R ist eine n-dimensionMe Vollkugel K, dutch r ( P ) =  R ihr Rand, 
die (n --  1)-dimensionale Kugel S *-x, charakterisiert. In K sei ein stetiges 
Feld ~ auf dem Rand nirgends verschwindender n-dimensionaler Vektoren 

(P) definiert. Wit betrachten stetige, die Randvek~ren festlassende Ab- 
/inderungen von ~ ,  d .h .  in P und einem Parameter t fiir 0 <: $ ~ t~ 
stetige ~) Vektorflmktionen ~(P ,  t), die die Gleichtmgen 

, ( P ,  0) = ~ (P )  iiir r(P)<=R 

, ( P , t )  = , ( P )  fiir r(P)---R,  O~t<_t~ 
befriedigen. 

H i l f s s a t z  I. Man kann ~ ste$ig unter Festhattung der Randvek- 
toren in ein Vektor]eld abdndern, das genau einen veraehwindenden Vektor 
enthdlt. 

Beweis .  Wegen des Nichtverschwindens am Rande und der Stetig- 
keit der t~ gibt es zwei Zahlen r~ , r , ,  so da~ 0 < r ~ < r ~ < R  und flit 
r(P) ~ rx stets t , ( P ) [  > 0 ist. Wit definieren die stetige Funktion 

(r)  = 1 fiir 0 r _< 

(r) - -  0 fiir r _< R 

and fiihren zun/ichst mit 0 _~ t ~ 1 folgende, die Randvek~oren festhaltende 
stetige Ab~iaadertmg aus: 

~(P, t ) - -[1 -- , .q~ (r (P))].10 (P). 

In ihrem Ergebnis, dem Fold der Vektoren 1~(P, t )  verschwinden alle 
Velrtoren fiir r (P)<: r~, wiihrend fiir r ( P ) ~  r~ atle Vektoren yon 0 ver- 
schieden und don urspriinglichen Vektoren ~ (P) gleichgeriehtet, flit r ( P ) ~  r~ 
alle Velr~ren unwriindert geblieben sin& 

Bozoio]~ot Pr 1 den auf dora Strahl O P in der Entfernung r x yon 0 
liegenden Punkt, ~ '  das Vektorfeld, das aus ~ entsteht, wenn man flit 
r (P)  < rl ~ Wktoren , ( P )  durch ~e  W ~ r e n  , '  ( P ) = ,  (P,~) e r ~ t ,  
so ist ~ '  in O und nut dort unstetig. Das Feld ~ "  der Vektoren 
I~"(P)=r(P).I~'(P) ist iiberall stetig, ~ P + O  yon 0 verschiedon, flit 
r ~ r x mit ~8 gleiehgeriehtet trod attf dem Rand von K mit ~ identiseh. 

Nun setzen wit die begolmene Ab~.nderung flit 1 ~ t ~ 2 folgender- 
maBen fort: 

0 (P ,  t ) =  , ( P ,  1 ) + ( $ -  1 ) - 9 ( r ) - , " ( P ) .  

7) Untmr Stetigkeit einer Transformationsflmktion f ( P ,  ~) is~ bier und im 
Folgenden st~ts gleichm~6ige Stetigkeit in den ~ + 1 Variablen x ~ , . . . ,  x~, t zu ver- 
stehen. 



212 H. Hopf. 

Dabei bleiben wieder die Vektoren mit r ~ r~. fest, so dal~ in dem Er- 
gebnis 

13(P, 2 ) ~  l~(P, 1) + cp (r).13" (P) 

gewil~ 13 (P, 2) + 0 fiir r ~ r~ ist; fiir 0 < r < r~ abet ist der Vektor 
qD(r).13" (P) + 0 und der Vektor 13(P, 1) entweder mit ibm gleichgeriehtet 
oder 0, also 13(P, 2 )4  = 0; es ist nut D(O, 2 ) =  0. Damit ist der Satz 
bewiesen. 

Fragen wit nun, unter welchen Bedingungen sich dutch eine hb- 
/inderung der betrachteten Art stimtliche Nullstellen des gegebenen Vektor- 
feldes beseitigen Iassen. Nehmen wit an, dies sei mSglieh; mit Pn be- 
zeichnen wit die Randpunkte yon K, mit Pr den Punkt, der auf O Pn im 
Abstand r yon O liege, mit ~ das Feld der Randvektoren 13 (P~), mit !~* 
das nullstellenfreie, txansformierte Feld der Vektoren 13" (P),  dessen Rand- 
feld ebenfalls ~ ist. Dann kann man ~ dutch den Ab~inderungsprozeI~ 

13 t) = 13.(P,), [R_>t_> 0] 

stetig in das konstante Feld 1~*(O) iiberfii~en, ohne dal~ dabei jemals 
ein Vektor versehwindet; dies l~l~t sich aueh so ausdriicken: Die durch 
die Vektoren von ~ vermittelte Abbildung des Randes S n-1 yon K auf 
die Riehtungskugel des n-dimensionalen Raumes I~Bt sich stetig za einer 
Abbildung auf einen einzigen Punkt ab~indern. 

Von der hiermit festgestellten Tatsache gilt folgende Umkehrung: 

Hi I f s sa t z  II. Lgfit sich das Rand/eld ~ stetig in ein Feld paralleler 
Vektoren iiber]iihren, ohne daft dabei einmal ein Vektor verschwindet, so 
kann man !~ unter Festhaltung yon ~ stetig in ein nirgends verschwin- 
dendes Vektor]eld ab6ndern. 

Beweis .  Es gelten die Bezeictmungen des Beweises zu Hilfssatz I. Das 
Feld !81 der 13 (P~I) l~i~t sieh ebenfalls stetig in ein paralleles Feld iiber- 

a 

fiihren, ohne dal] dabei einmal ein Vektor versehwindet, da es dutch 

13(P,l, t)=13(Pt),  [r~ ~ t < _ R ]  

in !8 iibergefiihrt wird; mithin ~ t  es sieh auch stetig in ein Feld gleicher 
Vektoren transformieren. Es gibt also eine nirgends in ihrem Definitions- 
gebiet vex~schwindende stetige Vektorfunktion 

iv ( Prl , t) ffir r, > t >_ O, 
mit 

w r & ,  13(&), o ) =  
wobei mo ein konstanter Vektor ist. Das dureh 

1 3 " ( P ) = W ( P , , , r ( P ) )  ffir r(P)<=rl 
, " (P) = t3 (P) fftr r (P) ~ r x_ 
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definierte Feld !~"  hat die beim Beweis des Hilfssatzes I genannten Eigen- 
schaften yon ~ "  mit dem Unterschied, dab es auc-h in O nicht ver- 
schwindet. Ersetzt man daher in diesem Beweis ~ "  dutch ~ ' ,  so erh~lt 
man einen Beweis yon Hilfssatz II. 

w  

Konzentration der t~bereinstimmungspunkte zweier Abbildungen. 

Die n-dimensionale, geschlossene, unberandete, zweiseitige Mannig- 
faltigkeit # sei den eindeutigen and stetigen Abbildungen f~ und f~ auf 
die n-dimensionale Kugel S ~ unterwoffen. 'Unter einem Ubereinstimmungs- 
punkt yon fl und f~ verstehen wit einen Punkt P yon #, dessen durch 
f~ und f~ gelieferte Bflder P1 = f~ (P), P~ = f~(P) zusammenfallen. -- Es 
gilt der 

Satz  I. Ist n > 1, so lassen sich f~ und f~ stetig in Abbildungen 
f f  und f~ abdndern, die einen einzigen ~bereinstimmungspunkt besitzen s). 

Beweis.  f[ sei eine in ganz # erkl~irte simpliziale Abbildung~ die 
fl so gut approximiert, da$ man fl stetig durch gleichfSrmige Bewegung 
der Bfldpunlrte auf GrofkreisbSgen in sie iiberfiihren kann, fiir die also 
der sph~risehe Abstand fl(P)f~ (P) kleiner als : t i s t .  Q sei ein Punkt 
yon S ~, der nieht auf dem Rande eines Bildsimplex liegt, A1 , . . .  , A z 
seien die Punlrte yon #, deren Bild er bei der Abbildung f[ ist. Wit 
dfirfen annehmen, dab f~(Ax)~= Q ( 2 =  1 , . . . ,  l) ist, da wit dies, falls 
nStig, dureh eine stetige Ab/inderung yon f~ erreiehen kSnnen, f~ sei eine 
f~ so gut approximierende in ganz tt erkl~rte simpliziale Abbildung, dab 
man f~ stetig in sie iiberfiihren kann, und daf aueh f~'(Az) ~ Q ( 2 =  1, . . . ,  l) 
ist; f~ sei ferner so gew~:hlt, daft Q nicht auf dem Rande eines Bild- 
simplex liegt. B x, ..., B~ seien die Pantcte, fiir die f~(B,)=Q (~,= 1 , . . . ,m)  
ist. ~*-1 sei eine (n - - 1 ) -  dimensionale Kugel der sph~rischen Maf- 
bestimmung von S ~ mit dem Mittelpunkt Q and so klein, dai] 1. sie 
ganz im Innern aUer den Pun!or Q bei den Abbildungen f~ und f~ be- 
deckenden Bfldsimplexe liegt, und dab 2. die die Punkte _41,..., A z bzw. 
B~, . . . ,  B~ umgebenden Mannigfaltigkeiten 92f~, . . . ,  9X~, ~1, . . . ,  ! ~ ,  deren 
Bild ~ - ~  bei f[ bzw. f~ ist, untereinander punktfremd sin& 

s) Fiir n = 1 gilt der Satz nich?,; denn zwei Abbildungen der Grade g~, g~ einer 
Kreislinie auf eine andere hab~n stets mindestens [g~--g~l voneinander verschiedene 
~bereinstimmungspunkte. 

9) In der in FuBnote 1) zitierten Abhandlung definiert Brouwer die simplizialen 
Approximationen f' tier Abbildung fder Mannigfaltigkeit ~ auf die Man-igfaItigkeit 
t~ ~ nut i~. Teilen yon p;  ist p '  jedoch die ~-dimensionale Kugel, so 1~1~ sich f"  in 
gauz /~ stetig de6nieren; s. w 2 meiner unter b) zitierten Arbeit. 
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a l , . . . , a  z, h i , . . . ,  b ,  seien die von 9~1,.. . ,  ~ ,  ~1, .-- ,  ~ ,  be- 
grenzten abgeschlossenen Umgebungen yon A I , . . . ,  B ,  in /z. Wir ~indern 
mm h' stetig so in eine Abbildung f~' ab, dal~ fa' "and f;' Uberein. 
stimmlmgspunkte hSehstens im Innern der a , , . . . ,  a S, bx , . . . ,  b ,  haben, 
und dab die dutch f~ und f~' gelieferten Bilder dieser l + m Elemente 
noch ein Gebiet yon S n unbedeckt lassen. Zu diesem Zweck nehmen wir 
mit S ~ die stereographisehe Projektion s yon Q aus auf den zu Q dia- 
metralen Tangentialraum T o vor. sf[ und sf~ bilden den abgeschlossenen 

Toil # '  ~ /~  -- ax -- 9i;.) + • (b~ -- ~ derart auf das Innengebiet 

der Kugel s (~n-1)  = ~ und auf diese selbst ab, dal~ sA' (9~x)-~sf~ ( ~ ) = ~  

sf~:(P), deren P a u f  keinem ~l  odor ~ liegen, dem Innern von ~ an- 
gehSren. Daher ist das Maximum e der Entfernungen s f~ (P) sf~ (P) ffrr 
alle P von /z' kleiner als der Dureh_messer d: yon 2.  c bezeichne den 

l t ~ t - -  

Minimalabstand der Menge 2 sf~ (az) + Z sfx (b,) yon ~, h sei eine 
i=l "=I 

Zahl, die die Ungleiehungen e < h < d, h > d - -  c ediillt. Ist nun t eine 
Translation in T o urn die Streeke h, so hat die Abbildung f~'= s-~ t s [~ yon 
/~ auf S '~ die obengenannten Eigensehaften: f~ und [~' haben in #'  keinen 

I t  
Ubereinstimmungspunkt; denn aus t~' (P )=  f~' (P)-~ s-~tsf~ tP) folgt 
sf~(P)-~tsf~(P),  also mut~ der Abstand der Punkte sf~ (P)und aft(P) 
gleich h > e sein, was fiir einen Punkt P aus # '  unmSglich ist. Da ferner 
wegen h <  d die Innengebiete yon ~ und t (~ )  ein gemeinsames Ge- 
bier ~,' enthalten und dieses frei yon Punlrten der Mengen sA'~al) lind 

tsf (az) ist, ist das Gebiet r=s- (y ') in S" frei yon Punkten der 
! I t  b I 11 l,* 

Mengen f1 (az), f~ ( , ) ,  f~ (b,), f~ (az). Sehlieffiich hat f~ aueh die Eigen- 
schaft, sieh stetig aus f~ erzeugen zu lassen, da dem die Translation t 
herbeifiihrenden Bewegungsvorgang in T o vermSge s -~ ein in ganz S" ste- 
tiger Deformationsprozel~ entsprich~. 

Jetzt schliel~en wit die az und b, in ein einziges Element E ein, 
desert Bi ae    a,-men a u a  n o a  ein St ok von S" 
unbedeek-~ lassen: wir ziehen 1 + m -- 1 einfache Streekenziige oi , . . . ,  o~+~-a 
in # derart, da~, wenn wit b,, = az+,, ~,, = ~z+,, [~'----1,..., m] se~en, 
a~ seinen Anfangspunlct mit 9d~, seinen Endpunkt mit ~+x ,  im iibrigen 
aber keinen Punkt mit einem a i odor einem yon ibm selbst versehiedenen 
aj gemeinsam hat; zur Definition der ,,Streeke" ist dabei etwa die f( be- 
stimmende simpliziale Zerlegung yon b~ zugrunde zu legen. Shad ux,..., ut+~-x 
hinreiehend kteine abgesehlossene Umgebungen der ol, . . . ,  az+m_~, so bilden 
die Vereinigungsmengen tier a~ und u~ ein Element B. Die yon f~' mid f~' go- 
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heferten Bflder der ~i shad stiiekweise analyt-ische Kurven in E",  da 
f;, f~, s - t t s f~  stiickweise analyCisehe Abbildungen sind, uJad lassen 
mithin, da n > 1  ist, ein Teilgebiet 7~ yon ~, ~-s-~(7 ') frei~~ dasselbe 
gilt daher, wenn wit nur die u i hinreiehend klein w~hlen, flit E und ein 
Teilgebiet 7~ yon 7t. 

[Die Konstruktion des Elements E dutch Bildung der u t , . . ,  stags 
auf keinerlei Schwierigkeit, weiI die ~i dutch die affinen Abbildungen 
f( und f~' in die Kugel ~n - t  iibergehen, also analytische, konvexe Hyper- 
fl/~chen sind.] 

Ist nun R ein Punk~ von 73, P die stereographische Projel~ibn der 
Kugel S ~ von R aus auf den zu R diam~tralen ebenen Tangential- 
raum T_~, so sind p f~ und p f~' in ganz E stetige Abbildungen, die auf 
dem Rand yon E keinen Ubereinstimmungspunk* haben. Wit ordnen 
jedem Punkt P yon E denjenigen Vel~or D (P) von Tn zu, dessen &nfangs- 
punkt p f~ (P), dessert Endpunkt p f~'(P) ist. Dieses Vektorfeld kSnnen 
wir nach Hilfssatz I mittels einer Funktion D (1:', t) (0 _< t _< 1) stetig so ab- 
Sndern, dal~ I~(P, 0 ) = , ( P )  fiir alle P,O(P, t ) = D ( P )  flit alle P des 
Bandes von E ist, und dal~ yon den Velrtoren 1j (P, 1) nut einer, 0 (Po, 1), 
verschwindeg. Bezeichnen wir nun den Endpunlrg des im Punlr~ p f~(.P) 
angeVragenen Vektors ~(P, t) mit p f('(P, t), und setzen wit f4"(P, t) 
= fg'(P) fiir alle nicht zu E gehSrigen P, so wird, w~hrend t yon 0 bis 1 
1/iuft, /g' (P) = fg' (P, 0) stetig in die Abbildung f "  (P) =: f"  (P, 1) iiber- 
gefiihrt, die mit f2 nut den einzigen ~3bereinstimmungspunk* Po hat. -- 

Damit ist Satz I bewiesen. Die Frage lieg* nahe, warm sich auch 
der letz~e Ubereinstimmungspunkt besgitigen lii~t. Eine hierfiir notwendige 
Bedingung ist bekannt: lassen sieh f~ mad f~ st~tig so ab~indern, dag sie 
kdnen einzigen Ubereinsgimmungspun~ mehr haben, so liigt sieh/~ welter 
dutch Bewegung der Punkte f~(P) auf den yon fl (P) naeh f~ (P) laufenden 
Orogkreisen in die zu f, diametrale Abbildung iiberfiihren, und die beiden 
Abbildungsgrade unterscheiden sieh daher um den Fak~r  (-- 1) "+~ ,1). Im 
Iolgenden Paragraphen wird gezeigt werden, dag diese Tatsaehe umkehrbar 
die genannte notwendige Bedingung also auch hinreiehend ist. 

w  

Stetige lJberiiihrtmg zweier Abbildungen gleiehen Grades ineinander. 
Die am Ende des vorigen Paragraphen erw~Jante Umkehrung eines 

bekannten Satzes lautet folgendermal~en: 

lo) Dies ist die einzige Stelle ira" Beweis von-Satz I ,  an der die Vorau~a~qctzung 
n >  1 benutzt wird. 

tl) nSat~ yon Poincar~-Boht"; s. Hadamard, a a. 0. S. 467 f. 
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Satz  IIa .  Sind fl,f~ zwei Abbildungen der n-dimensionalen, ge. 
~schlvssenhn, unberandeten, zweiseitigen Mannig/altigtr # au/ die n-dimen. 
sionale Kugel S'*, sind gl, g~ die Abbildungsgrade van fl und f~, und 

X~n+l ist g.,.--(-- ) gl, so lassen sich f~ und f~. stetig in zwei Abbildungen 
[~, f~ iiber~hren, die keinen Ubereinstimmungspunlct besitzen. 

Dieser Satz is~ iiquivalent mit dem Io]genden" 

Sa tz  IIb. Sind F1, F~ zwei Abbildungen gteichen Grades yon /~ 
au/ S'*, so lassen sie sich stetig ineinander iiber/iihren. 

Um die ~quivalenz der beiden S~itze zu erkennen, nehme man zu. 
niichst Satz I I a  als richtig an und betrachte zwei Abbildungen F~, F~, 
die die Voraussetzungen von IIb  erfiillen. Bezeichnet / 7  die zu F.~ dia- 
metrale Abbildung yon # auI S ~, so erfiillen fl -~- Fx, f~ ---- ~ die Voraus- 
setzungen yon I Ia ,  lassen sich also in zwei iibereinstimmungsfreie und 
nach dem am Schlu~ des vorigen Paragraphen erwiihnten bekannten Ver- 
fahren sogar in zwei zueinander diametrale Abbildungen f~, f~----~ 
stetig iiberffihren. Bei diesem 1)roze]~ werden F~ = f~ und F~ = ]~ be]de 
in f~ iibergefiibxt, so da~ also die Behaut)tung I Ib  erfiillt ist. Wird 
andererseits I Ib  als bewiesen angenommen, und erfiillen fj, f~ die Voraus- 
setztmgen yon I Ia ,  so kann man F 1 = fl, Fe = ]~ ineinander, d.h.  f1 
und f~ in zwei zueinander diametrale, also gewiB iibereinstimmungsfreie 
Abbildungen iiberfiihren. 

Den Beweis  des Satzes I Ia ,  b fiihren wit dutch vollst~ndige In- 
duktion: er sei flit die Dimensionenzahl n -  1 bewiesen, and f~, fo. seien 
zwei Abbildungen der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit # mit den in IIa 
vorausgesetzten Eigenschaften. Gem~iI~ Satz I fiihren wit sie stetig in 
zwei Abbildungen f~, f~ m~t einem einzigen Ubereinstimmungspunkt P0 iiber. 
Ist Jx~ der ,,Index der Ubereinstimmung" 5) von f~, f~ in Po, so folgt 
aus der Formel 5) j ~  =_ ( _  1)~ g~ + g~, da g~ = (-- 1) ~+~ g~ ist, J ~ 0 .  
Das bedeutet: vollzieht man yon einem nicht mi~ Q = f ~ ( P o ) =  f~(Po) 
identischen t)unkt R yon S ~ aus die stereographisehe Projektion p a u f  
den zu R diametralen Tangentialraum T~ und ordnet jedem Punkt P 
des Po enthaltenden Elements E, das so klein sei, cla~ R weder von f~ (E), 
noch yon fJ~ (E) bedeckt wird, denjenigen Vektor t~(P) von T~ zu, dessen 
Anfangspunkt p f f  (P), dessen Endpunkt p f~(P) ist, so hat die dutch 
die 9 (P) vermittelte Abbildung des Randes fil yon E auf die Richttmgs- 
kugel S ~-x yon T~ den Grad 0. Diese Abbildung l~il~t sich, da Satz IIb 
fiir die Dimensionenzahl n - - 1  als riohtig betrachtet wird, stetig iiber- 
fiil~en, in eine Abbildung yon ~ auf einen einzigen Ptmkt der Riohtungs- 
kugeL Dann lii~t sich nach Hilfssatz II  alas Feld de~ ~ (P) tinter Festhaltuag 
de~ Randvcktoren stetig in ein nirgends verschwindendes Feld ab~indera. 



Abbildtmgsklassen n- dimensionaler MannigfMtigkeiten. 217 

Dieser ~ndertmg lassen wit, ebenso wie im Beweis des Satzes I ,  eine 
stetige ~nderung yon f~ entspreehen, die f~ in allen Punkten von/z auf 
and aul3erhalb E unge~ndert Hil3t. Ihr Ergebnis ist eine ibbildung f ~ ,  
die mit f~ in keinem Punkt iibereinstimmt. Satz I I  gilt also aueh flit 
die DimensionenzaM n.  

Wir haben ihn nur noeh fiir n = 1 zu beweisen. In diesem Fall 
sind tz mad S x dutch K~eise repr~entiert;  a seien die Winkelkoordin~te~t 
yon /z, fl die yon S ~, f eine Abbildung des Grades g von/z  auf S x, und 

es sei f ( 0 ) =  0; dann ist 

f(a + 2:~-m) = f(a) + 2~mg, 
und mittels der Funktion 

f(a, t )=(1--  t). f(a) + t.ga, 
die fiir jedes t # eindeutig und s~etig auf S a abbfldet, wird f ,  w~ihrend 
t yon 0 bis 1 w~iehst, stetig in die ,Normalform" 

f*(a)=f(a,  1)=ga 
transformiert. --  Damit ist Satz I I a ,  b vollst~ndig bewiesen. 

w  

Die Klassen der Abbildungen einer n.dimensionalen, geschlossenen, 
zweiseitigen Mannigfaltigkeit auf die n-dimensionale KugeL 

Nachdem so gezeigt is~, dab es bei gegebener Mannigfaltigkeit # mad 
gegebener Gradzahl g hSchstens eine Klasse yon ibbildungeu des Grades g 
yon /z auf S 4 gibt, ist zu untersuehen, ob diese Klasse auch wirklich stets 
existiert. Wir diirfen dabei, wie aus dem letzten Absatz des vorigen 
Paragraphen hexvorgeht, den Fall n - - 1  beiseite lassen. 

4+1  
Sei zun~iehst /z -~ S ~ und dutch die Gleiehung Z xr = 1 im (n -~ 1 )- 

~'~1 
dimensionalen euklidischen Raum definiert. Fiihren wir in dem ebenen 
n-dimensionalen Raum x~+ 1 ~ 0 ,Zylinderkoordinaten" r,  qo, xs, . . . ,  x .  
dutch die Beziehungen xl ~-- r cos ~,  xe ~- r sin q0 ein, so wird dieser Raum, 
wenn die ganze ZaM g > 0 ist, dutch r '  ----- r,  q0 ~- g -  ~, x; --- x, [ v ~ 3 ,  . . . ,  n] 
derart auf sich abgebildet, dab jedes hinreichend kleine Gebiet, in dem 

3> 0 ist, von genau g punktfiremden Gebieten positiv, yon keinem Gebiet 
negativ iiberdeekt wird. VermSge stereographiseher Projektion yore Punlrb 
~+a ~ 1, xv ~- 0 [~ = 1, . . . ,  n] aus entsprieht dieser Abbildung eine 
kbbildang des Grades g yon S ~ auf sich. Da femer dutch x~'-~ x, 
[~ ~ 1, . . . ,  n ] ,  x~+x = --  x~+l eine Abbildung des Grades --  1 yon S ~ 
auf sich definier~ mad die Existenz von Abbildungen des Grades 0 trivial 
ist, gibt es Abbfldungen yon S 4 auf sich mit jeder beliebigen Gradzah]: 

Mathematische Anualen. 96. 15 
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Um nun dassdbe ffir die Abbildungen einer beliebigen Mannigfaltig- 
keir # auf S ~ nachzuweisen, geniigt, da bei Zusammensetzung zweier 
Abbildungen sich die Gradzahlen multiplizieren, die Herstellung einer 
Abbildung des Grades • 1 yon # auf S ~. Wit konstruieren eine solehe 
folgenderma~en: P~, . . . ,  P~, seien die Eckpunkte einer simplizialen Zer- 
legung yon/x, P : , . . . ,  P~, irgendwelche k Punkte des (n -4-1)-dimensionalen 
Raumes, yon denen niemals n-~  2 einem n-dimensionalen ebenen Raum 
angehSren; jedes Simplex mit Ecken Pm~, P~ ,  . . . ,  P~,,+~ der Zerlegung yon# 
bilden wit simpliziaV) auf das entsprechende Simplex P/~,, P'~~ ..., P~,~+~ 
ab; auf diese Weise wird /x einer eindeu~igen und steligen Abbildung 
P '  --  s (P) auf eine aus endlich vielen Simplexen des gewShnlichen Raumes 
bestehende Punktmenge /x' tmterzogen, und diese Abbildung ist im I.nnern 
der Simplexe eindeutig umkehrbax. Nun betrachten wix eine geriehtete 
Geraxte des Raumes, die/~', abet keine der (n ~ 1)-dimensionalen Schnitte 
zweier Simplexe von # '  trifft, and auf ihr einen Punkt B,  der hinter 
dem ersten Setmittpunkt A, abet vor jedem weiteren SchnitVpunk~e mit #P 
liegt, Wit projizieren # '  yon B aus auf eine Kugel S ~ um B; bezeich- 
nen wit diese ProjekSJon re_it p, so wird /~ dutch die Abbildmag p s (P) 
atff S ~ bezogen. Dabei wird eine Umgebung des Sehnitt-punktes des St~ahls 
B A  rest S" einfaeh iiberdeckt, mithba hat die Abbildung p s den Grad 
•  -- Dam_it is$ bewiesen: 

Satz III. Ist /z eine n-dimen~ionale, geschlossene, zweiseitige Mannig- 
/altigkeit und g eine beliebige ganze Zahl, so gibt es eine und nut eine 
Klasse yon Abbildungen des Grades g yon /~ au/ die n-dimensionale 
K ez s" ( n >= 1). 

w 
I~ndwertaufgaben f ~  Vektor,erteilnngen. 

1. Ist ira Inn~zn ~ d  auf dem Rande des n-dimens~onalen Elementes 
E ~ im n-dimensionalen euklidisehen Raum ein ni~gends versehwindendes 
Vek-torfeId ~ gegeben, so hat die dutch die Randvektoren yon ~ vez- 
mittelte Abbildung des Randes ~ n-a yon E ~ auf die RiehtungskugeI not- 
wendig den Grad 08). Aus Satz II ergibt sich die Umkelmmg dieser Tat~ 
sache, d.h. die LSsbarkeit folgender ,Rmadwertaufgabe": 

Auf dem Rande ~ - ~  des n-dimensionalen Elementes E ~ im n-dimen- 
sionalen euklidisehen Raum ist eine nirgends versehwindende st+tig~ 
Vek+oorverteilung ~ gegeben, die eine Abbildung des Grades 0 yon $~'~ 
auf die RiehttmgskugeI vermitteIt; man soll ein in gsnz E n sgetiges and 
nit,ends versehwindendes Ve~orfetd ~ mit den Randwerten ~ konst~iere~. 
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Diese Aufgabe ist in der Tat stets 15sbar: wir diiffen ohne Be- 
~chrSnkung der Allgemeinheit annehmen, dag E * eine Vollkugel vom 
Radius 1 ist, da ein Element ja deren eineindeutiges stetiges Bfld ist. Nach 
8atz II  kann man ~ stetig in ein Fetd paralleler, also auch in ein Feld 
gleicher Vek~oren abSndern, ohne dal~ wShrend dieses Vorganges jemals 
ein Vek~r versehwindet. Es gibt mithin eine fiir alle Punkte P yon @*-t 
und 1 ~ t ~ 0 erkl~rte stetige Funktion ~(P, t) mit 

~(P, 1)=~(P-), ~ ( P , O ) = ~  o, 

wobei ~ (P) die Ve]~oren yon ~, D o einen festen Vekfx)r bezeJchnet. Jetzt 
wird die Aufgabe dutch ~(P,)=D(P, t)gelSst, wenn P, der auf demzu P 
gehSrenden Radiusvek'tor im Abstand t vom Mittelpunkt gelegene P u n ~  ist. 

Bevo~ wit" eine Verallgemeinerung der eben behandelten Aufgabe 
15sen, betrachten wir noeh einige ~ihnliehe, einfaehere Aufgaben, zu deren 
LSsung keiner der im Vorstehenden bewiesenen S~i~ze benutzt wird. 

2. Es sei k < n. Auf dem Rande ~k- i  des im n-dimensionalen 
euklidischen Raum liegenden k-dimensionalen Elementes E ~ ist eine stetige, 
nirgends versehwindende, im iibrigen ganz beliebige Vektorverteilung 
gegeben. Man soll eine in ganz E ~ stetige, nirgends verschwindende Vektor- 
verteilung ~ mit den Randwerten ~8 konstruieren. 

Die bei Behandlung der ersten Aufgabe benutzte Methode lehrt, dab 
es zur LSsung der jetzt gestellt~n Atffgabe geniigt, die dutch ~ vermittelte 
Abbildung f von ~ , - 1  auf die RichtungskugeI S ~-1 stetig in eine Ab- 
bildung auf einen einzigen Punkt iiberzufiihren. Dies ist abet stets mSg- 
lich; denn erstens kann man f stetig in eine f approximierende simpliziale 
Abbildung f '  iibeffiihren, indem man die Punkte f(P) gleichfSrmig auf 
den GroBkreisbSgen nach f' (P) laufen l~iB~, falls nut der sph~irische Ab- 
stand f ( P ) f '  ( P ) <  ~ ist, und zweitens kann man, da die Abbildung f '  
stiickweise analy~isch ist and die Menge f ' ( t~ *-~) daher wegen k < n ein 
Oebiet yon S ~-~ frei 1/igt, die Punkte f' (P) auf den GrogkreisbSgen, die 
yon einem von f '  (~ , - t )  nieht bedeekten Punkt A ausgehen, gleichf6rmig 
in den Gegenpunkt _d yon A iiberfiihren. 

3. W ~ sei ein n-dimensionaler Quader, d.h.  eine dutch l x~l ~ e~, 
c, > 0 (v = 1, . . . ,  n) im n-dimensionalen euklidischen Raum definierte 
Ptmktmenge. ~R 1 sei ein ,,vollst~ndiger" Teil des Randes ~R yon W n, 
d.h. ein solcher Teil von ~ ,  da~, wenn ein innererPunl~ eines k-dimen- 
sionalen Randquaders W k von W* zu ~R1 gehSrt, W ~ ganz zu ~ gehSr~ 
(0 ~ k ~ n --  1). 3~ sei aber nicht der ganze Rand yon W*, es gebe also 
ein W ~-~, dessen innere Punkte nich~ zu ~R~ gehSren. (~Pt~ brauch~ nich~ 
~asammenh~ngend zu sein.) Auf 3~ ist eine stefige, nirgends versehwindende 

15" 



220 H. Hopf. 

Vektorverteilung ~ gegeben. Man soll in W ~ eine stetige, nirgends ver- 
schwindende Ve~orver~eflung !8 definieren, die in ~1 mit !~ iibereinstimmt. 

W~ -1 sei ein nieht zu ~1 gehSriger ( n -  1)-dimensionaler Quader 
yon ~ .  Dutch Anbringung willkiirlieher Vektoren in etwa noch unbesetzten 
Ecken W ~ und dutch sukzessive LSsung yon Aufgaben des Typus 2 fiir 
die W 1, W~,. . .  1/i, Bt sich in allen Punkten yon ~, die nicht innere Punkte 
yon W~ -1 sind, eine stetige, nirgends verschwindende Vektorverteilung ~ '  
definieren, die in ~1 mit !~ iibereinstimmt. Sei nun W~ -1 etwa die durch 
x~ ~ c n definierte Seite yon W n. Dann w~.hlen wir einen Punkt A mit 
den Koordinaten x~ ~- 0 (v -~ 1, . . . ,  n -- 1), xa --~ a > cn; jeder Punk~ P" 
von W n wird yon A aus in einen und nur einen Punkt P des mit Rand- 
vek%oren ~ bereits versehenen Teils des Randes yon W n projiziert. Dutch 
die Bestimmung • ( P ) =  ~(P) wird unsere Aufgabe gelSst. 

(Die analoge Aufgabe fiir ein Simplex start flit einen Quader ist 
analog 15sbar.) 

4. Nunmehr kSnnen wir eine Verallgemeinerung der Aufgabe 1 15sen: 
Auf dem Rande @~-1 des n-dimensionalen Elements E ~ im n-di- 

mensionalen euklidischen Raum sei ein sr nirgends verschwindendes 
Vek~orfeld ~ gegeben, das eine Abbildung des Grades a yon @n-1 auf die 
Richtungskugel vermittelt; ferner seien ira Innern von E ~ k Punkte 
/)1, P~, . . . ,  P~ (k >~ 0) gegeben und derart mit ganzen Zahlen a~, as, . . . ,  a k 

k 

versehen, dab Z a~. ~ a ist. Man soll ein in ganz E"  stetiges Vektor- 

feld ~ mit den Randwerten ~ konstruieren, das in den Punkten P1, P~, 
. . . ,  P~ yon den Ordnungen a~, a~, . . . ,  a~, sonst abet nirgends, ver- 
schwindet. Dabei ist die Ordnung einer Nullstelle eines Vektorfeldes gleich 
dem Index der Singularit~t des zugehSrigen Richtungsfeldes, d.h. gleich 
dem Grade der durch das Feld vermittelten Abbildung einer die Nullstelle 
mngebenden Kugel auf die Richtungskugel. (n _> 1.) 

Wit flenken uns E ~ dutch den ,,Wiirfel" 0 <: x~ ~ 1 (v ----- 1, 2, . . . ,  n) 
repr~sentiert und zerlegen diesen durch (n -- 1)-dimensionale ebene, seinen 
Seiten parallele R/i.ume derart in reeh~ckige Quader, da]~ kein P~ auf 
dem Rand eines Quaders liegt, dab kein Quader W~, der einen der P~ 
enth/flt, noch einen zweif~n dieser Punkte P~ enth/ilt, dab kein derar- 
tiger W~ an den Rand von E ~ stSl~t, und dab kein Quader der Zerlegung 
mit mehr als einem W~ einen Punkt gemeinsam hat. 

Auf dem Rande .jedes W~ bringen wit nun, was, da n -  1 ~ 1 ist, 
naeh w 4 mSglieh ist, eine stetige, nirgends versehwindende Velrtorverteilung 
!~  an, die ihn mit dem Grade a~ auf die Richtungskugel abbildet; ist P 
ein Puntr~ des ][,nern von W~, P '  der Sctmittptufl~t des Strahles P,,P 
mit dem Rande yon Wry, so ordnen wit dem Punkt P denjenigen Vek~or D (P) 
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zu, der parallel zu ~ ( P ' )  ist mad dessen L~nge sich zu der yon ~ ( P ' )  
verh~lt wie die Strecke P~ P zu der Strecke P~, P ' .  Nachdem so die W~ 
in vorschriftsm/iBiger Weise mit Vektoren versehen sind, haben wit in 
dem Rest yon E ~ ein nullstellenfreies Vektoffeld mit den richtigen Rand- 
werten zu konstruieren. 

Zu diesem Zweck bringen wit die Teilquader yon E '~ in eine be- 
stimmte Reihenfolge. Die Zerlegung yon E ~ werde dadurch bewirkt, dab 
man jedederStrecken 0 ~ x ~ l _  ~_ ( v = l ,  . . . ,  n) in nh, Strecken s l ,  ss,  . . . ,  s ~  
zerlegt; dann sind die Quader eineindeutig bestimmt dutch n Indizes 
al, % , . . . ,  a~, die besagen, dab der betreffende Quader zu den Streeken 

s~l ~ , s~s , . . . ,  s~  gehSrt. Wir ordnen nun die Quader lexikographiseh, d. h.: 
es sei (c~, r . . . ,  ~=) < (fl~, f i ~ , . . . ,  ~ ) ,  wenn es ein j ~ 1 gibt, so 
da~ aj < f13, aber ~ = fl~ flit i < j ist. Bei dieser Ordnung gibt es zu 
jedem Quader (al ,  tz~, . . . ,  t~,,) auger zu dem letzten (m~, m s, . . . ,  m~) 
mindestens einen, ( ~ ,  ~ ,  . . . ,  u~), der die Bedingungen erfiillt: 

P a) (~;, ~ ,  . . . ,  g ~ ) >  (~ ,  ~s, .-- ,  a~); b) (t~, r .-- ,  a~) hat mit 
. , . . . ,  . . . ,  (al, ~ ~,) eine ( n - -  1)-dimensionale Seite gemeinsam; e) ' ' 

ist keiner der W~. -- In der Tat existiert ein soleher (r ~ , . . . ,  ~ ) ;  
ist n'~miich fiir kein v ~ = m~, so erfiillen die Quader ( r  as, . . . ,  ~,) 
und (al,/~.,. + 1 , . . . ,  ~ )  beide die Bedingungen a) und b), und mindestens 
einer von ihnen au$erdem c), da die Teilung so rein gew/iMt war, da$ 
kein Quader an zwei verschiedene W~ stSl]t; ist andererse~ts fiir ein v 
a~= m~, so gibt es wegen (r r  r  (ml, m~, . . . ,  m=) einen 
Index #,  flit den % < m ~ .  ist, und der Quader ( t~,a 's , . . . , r  
=(a~,  . . . ,  % - i ,  a~,-J- 1, ~+~, . . . ,  r erfiLllt aul~er a) und b) auch c), 
da kein W, an den Rand stSSt und dieses (al, a '  �9 ' s, ..,a,~) den Index m~ 
enth~lt, also ein Randquader ist. 

Sind nun die r ersten der so georchaeten Quader derart stetig mit 
auSer in den P,  nieht versehwindenden Vektoren versehen, daI~ diese auf 
dem Rande yon E"  und in den W, mit den dort bereits angebrachten 
Vektoren iibereinstimmen, und ist tier n~ehste, noeh nieht mit Vektoren 
versehene Quader noeh nieh~ der letzte in unserer Ordnung, so kSnnen 
wit aueh in ihm in vorschriftsm/iBiger Weise Vektoren definieren, die sich 
stetig an die bereits vorhandenen ansehliel]en; denn infoIge der Eigen- 
sehaften a), b), e) besitzt er eine noch nieht mit Vektoren beleg~ 
( n -  1)-:limensionaIe Seite. Die Bestimmung der Vektoren in ihm f~ihr~ 
also auf Aufgabe 3, welche wit 15sen kSnnen. So sind schlie~lich in allen 
Quadern, auBer in dem letzten, W*, sowie auf dem Rande ~ *  yon W* 
die Vektoren definiert. Wie gro/] ist nun der Grad der dutch die auf ~ *  
angebrachten Vektoren vermittelten Abbildung yon ~ *  auf die Richtungs- 
lmgeI ? Um ihn zu bestimmen, addieren wit die Grade der Abbildungen 
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auf die Richtungskugel der R~nder aller Teilquader: Jeder W. liefert den 
Beitrag a , ,  W* den Beitrag x ,  jeder andere Quader den Beitrag 0, da 
in ihm die Vektoren nirgends verschwinden; die Summe ist also 

/r 

x ~ _,~ a~ ~ x ~ a ; andererseits ist diese Summe gleich dem Grade der 

ibbildung des Randes der Summe aller Quader, also des Randes von B~; 
dieser Grad ist a, d .h .  es ist x = 0 .  Mithin lil]t sich die Vektor- 
verteilung wegen der LSsbarkeit der Aufgabe 1 aueh in W* nullstellenfrei 
fortsetzen, und damit ist Aufgabe 4 gelSst. 

Zusatz .  Bei der Definition der Felder ~ in den W~ kSnnen wit in 
weitgehendem ]}/ia6e willkiirlich verfahren, wir haben nut den in P~ vor- 
gesehriebenen Index zu beriieksichtigen. So kSnnen wit z.B. ohne weiteres 
erreichen, dab in W~ die Vektorkomponenten analytisehe Funktionen der 
Koordinaten sind. Diese Bemerkung kann mitunter niitzlieh sein, da es 
oft angenehm ist, Velrtorfelder betrachten zu kSnnen, die sich in der Um- 
gebung ihrer Singularit~iten mSgliehst unkompliziert verhalten le). 

5. Wir verallgemeinern Aufgabe 4 weiter- 

M ~ sei eine n-dimensionale (n ~ 2), von r (n -- 1 )-dimensionalen 
gesehlossenen Mannigfaltigkeiten M ~ - I  . . . ,  M~-i  berandete Teilmannig- 
faltigkeit des n-dimensionalen euklidisehen Raum~s, P1, .-- ,  P~ seien 
Punkte im Innern yon M ~, a i , . . . ,  a k ganze Zahlen. Auf den M~ -1 sind 
stetige, nirgends verschwindende Vek-torverteilungen ~e definiert; b l, . . . ,  b~ 
seien die Grade der dutch sie vermittelten Abbfldungen auf die Richtungs- 
kugel, wobei die Indikatrizen der M~ -i  als ,,Randindikatrizen" yon M ~ 

/r r 
bestimmt sind, mid es sei Z a~ = Z be- Man soll in M ~ eine stetige 

Vekt~rverteilung ~ mit~ den Randwerten ~e konstruieren, die in den P~, 

und nur dort, verschwindet, und zwar von den Ordnungen a~. 
Man nehme eine simpliziale Zertegung von M ~ in Simplexe T ~ ~. VOr~ 

definiere in den nicht auf den Me ~-I liegenden Eclrpunkten dieser Zer- 
legungen willkfirliche Vektoren mid versehe dutch sukzessives LSsen yon 
Aufgaben des Typus 2 alle ( n -  1)-dimensionalen Seiten der Simplexe 
st~tig mit nicht verschwindenden Vektoren, die auf dem M~ ~1 mit denen 
der ~e iibereinstimmen. Dann w~ale man im Innern jedes Simplexes T~ si 
einen Punkt C~. und definiere in T~. ~ ein in Ci und nur dort verschwin- 
derides Velr~orfeld nach dem in Aufgabe 4 bei der Behandlung der Quader ~ 
angewandten Verfahren. Nun konstruiere man ein ganz im Innern von M ~ 
!iegendes, die endlich vielen Punkte Ci und P~ im Innern entha|tendes 

~) Siehe z. B. w 4 der nachs~henden Arbeit: Vektorfelder in n-dimensionalen 
Mannigfaltigkeiten. 
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Element E ~ (etwa als Umgebungsmenge eines s.l!e P~ und G'x verbindenden 
S~reekenzuges; vgl. w 2). ~ sei der Grad der dutch die bisher angebrschten 
Vektoren vermittelten Abbildung des Randes @~-~ yon E ~ auf die Rich- 
tungskugel, falls man die Indikatrix yon ~ - ~  als Randindikatrix yon E = 
bestimmt; er sei also - - c ,  falls man diese Indikatrix als Randindikatrix 
der Mannigfaltigkeit M~ bestimm~, welehe aus M s dutch Fortlassen des 
Innern yon E ~ entsteht; dann ist, da dss Vek~rfeld in M~ keine Null- 

steUe hat, ~ b~ -- c = 0, c = Z b~ -~ ~ ' a ~ .  Daher kann man Aufgabe 4 
~=1 ~=I ~=1 

fiir E ~ so 15sen, dal~ man die bisher im Irmem yon E"  angebraehten 
Veld0oren dutch solche mit den vorgeschriebenen Nullstellen und den bereits 
vorhandenen Randvektoren ersetzt, womit Aufgabe 5 gelSst ist. 

w 

Vereiniachter Beweis des Satzes aus w 3 tiir gewisse Spezialf~Ue. 

Mit Hilfe der bei Behandlung der Randwertaufgaben im vorigen Para- 
graphen angewandten Methoden kann man den in den w167 1 und 2 vor- 
bereiteten, in w 3 zu Ende gefiihrten Beweis des Satzes, dab zwei Ab- 
bildungen der n-dimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeit # auf die 
Kugel S ~ sieh sf~tig ineinander iiberfi~ren lassen, wen n ihre Grade iiberein- 
stimmen, durch Zuriiekfiihrung auf einen Ieiehter zu beweisenden Spezial- 
fall elementarer gestalten, falls man die Gesamtheit der be~rachteten 
Mannigfaltigkeiten /~ einschr~k~. Die Einsehrinkung, der # unterworfen 
werden mu$, besteht darin, daI~ sieh /~ dureh eine 5ordansehe, iiberall 
stetig differenzierbare Hyperfl/bhe im (n + 1)-dimensionalen euklidischen 
Raum repr'~en~ieren 1/iBt, --  eine Einsehr/inkung, dutch die, wie ich 
friiher gezeigt habe x~), gewisse Mannigfaltigkeiten yon der Betraehtung 
ausgesehlossen werden. 

Die Vereinfachung des Beweises besteht, wie man sehen wird, damn, 
dab 1. die in w 2 vorgenommene Konzentration der Ubereinstimmungs- 
punkte zweier Abbildungen, und 2. die Verwendung der Formel 
Jl~ = (--  1)~gl A- g~ in w 3 fortfillt. Da fast alle Schritte des vereinfaehten 
Beweises im Vorstehenden sehon vorgekommen sind, sei eine kurze Dar- 

"stellung unter Beru_fung auf friiher aus/fihrlieh behandelte Schliisse gestattet: 
/~ lasse sich in der oben genannten Weise dutch die Hyperfliohe ~i 

repr~entieren. Es sd l  zun~ehst gezeigt werden, da~ der Beweis gefiihrt 
ist, falls man ~ufgabe 1 (w 5) 15sen kann. ~t~ sei eine Parallelfl~whe 
yon /~1, die dutch A b ~ g e n  einer hinreiehend kleinen Streeke a auf den 
inneren Normalen yon #~ entsteht, M ~+1 die yon #~ und /x~ begrenzte 

~3) w167 4, 5 der unter ~) zitierten Arheit. 
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Mannigfaltigkeit. Sind /1, f~ zwei Abbildungen des Grades g yon # auf 
S ~, so bringe man auf #1, tt~ die stetigen, nirgends verschwindenden, die 
Abbildungen f~, f~ yon th, #~ auf die Richtungskugel vermittelnden Vektor- 
felder ~1, ~ an. Die Grade dieser Abbildungen sind, wenn man ttl und 
tt~ als Berandungen yon M ~+1 orientiert, g und - - g .  Wenn Aufgabe 1 
16sbar ist, Ig!]t sich daher, wie die Behsndlung yon Aufgabe 5 (iibrigens 

�9 ohne Behandlung von 4) zeigt, in M ~+1 ein stetiges, nirgends verschwin- 
dendes Vel~orfeld ~ mit den Randfeldern ~1, ~e detinieren. Bezeichnet 
nun Pt den im Abstand t von dem Punkt P yon tt~ auf der inneren 
Normalen dieses Punktes liegenden Punkt, und D(Pt) den zugehSrigen 
Vektor yon ~, so wird durch D(P, t ) ~  , (Pt) ,  w~ihrend t von 0 bis a 
l~uft, ~1 in ~e, also f~ in f~ stetig fibergefiibrt. 

Damit ist der Beweis yon Satz II flit die je~zt betraehteten ,u 
zuriickgefiihrt auf die LSsbarkeit von Aufgabe 1, also auf denjenigen 
seiner Spezialf~lle, in dem die abgebildete Mannigfaltigkeit selbst die 
Kugel, der den beiden Abbildungen gemeinsame Grad 0 ist. Beweisen 
wit Satz II nun flit Abbildungen des Grades 0 beliebiger Mannigfaltig- 
keiten, so haben wit ihn fiir eine Gesamtheit yon Sonderf~,llen bewiesen, 
in denen der am Anfang dieses Paragraphen genannte, anf Beschriinlcung 
auf gewisse ~ beruhende, enthalten ist. 

f sei also eine Abbildung des Grades 0 der Mannigfaltigkeit # auf 
die Kugel S ". Wit zeigen, da] man f stetig in eine Abbildung auf einen 
einzigen Punkt A iiberfiihren kann, indem wir diese Behauptung flit die 
Dimensionenzahl n ~ 1 als bewiesen annehmen" Wit fiihren [ stetig in 
eine simpliziale Approximation f '  fiber; bei ihr seien C 1, . . . ,  C~ die Punkte 
von #,  deren Bild der Diametralpunkt A von A ist. Wit umgeben nun die 
C~, . . . ,  C~ mit einem Element E, dessen Bild f ' (E)  einen Punkt R yon S ~ 
nicht bedeck-t, vollziehen die stereographische ProjektJon p von R aus auf T~ 
(vgl. w167 2, 3) und ordnen jedem Punkt P yon E den Vektor mit dem Anfangs- 
punkt p(A) ,  mit dem Endpunkt p f '  (P) zu. Aus der Definition des Abbii- 
dungsgrades --  ohne Benutzung der frfiher an der analogen S~elle benutzten 
Formel J~ --- (-- 1 ) ~ gl ~ g~ -- folgt, dal~ die dutch diese Vek'toren vermittelte 
Abbfldung des Randes von E auf die Richtangskugel von T~ den Grad 0 
hat; an/ Grund yon ttilfssatz II  kann man daher (vgl. w 3), da der zu be- 
weisende Satz flit n -  1 gelten soll, f '  stetig in eine Abbildung f" ab- 
~ndern, bet der ,~ nicht Bildpunkt ist, und ['" l~l~t sich nun~ (s. w 2, letzter 
Absatz) stetig in die Abbildung auf den zu A diametralen Punkt A 
iibe~ffih~e n. 

(Eingegaagen am 11.8. 1925.) 


