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Zusammenfassung

Bei der Klassifikation von Poincare-Riumen beginnt man sinn-
vollerweise mit den Riumen, die nur in wenigen mittleren Di-
mensionen nichttriviale Homologiegruppen haben. Der Inhalt
dieser Arbeit orientiert sich an den Arbeiten von SASAO, WALL
und STUCKER. SASAO stellt in (1) und (2) Klassifikationssitze
fiir (n-1)-zusammenhingende (2n+1)- und (2n+2)-dimensionale
Poincare-Raume mit trivialen Zz—Homologien und Normalfaserungen
auf. Es handelt sich also um die Homotopieklassifizierung

einer Klasse von Mannigfaltigkeiten. Die Ergebnisse in SASAO (1)
stimmen mit denen von WALL iiberein, der die (n-1)-zusammen-
hdngenden (2n+1)-dimensionalen Mannigfa]tigkeiten anhand

eines vollstdndigen Invariantensystems bis auf Diffeomorphie
klassifiziert.

In dieser Arbeit werden Poincarée-Riume mit den elementaren
homotopietheoretischen Methoden behandelt, die in den einlei-
tenden Kapiteln von STUCKER aufgefiihrt wefden. Dabei wurde
stets auf die Anwendbarkéit dieser Methoden auf mbglichst all-
gemeine Raumklassen geachtet. Die ersten beiden Kapitel ent-
halten bis auf II,viii. und ix. allgemein bekannte Tatsachen.
In III. werden zwei Aspekte der additiven Zerlegung behandelt.
IV. ist der Aufgabe gewidmet, ein dhnlich vollstidndiges Inva-
riantensystem wie das von WALL fiir die entsprechende Klasse
von Poincareé-Rdumen aufzustellen und damit die Ergebnisse aus
SASAO (1) von den Einschrdnkungen zu befreien. In V. gehe ich
der iiberraschenden XKhnlichkeit zwischen diesen Invariantensys-
temen nach. In VI. betrachte ich abschlieBend die Moglichkeit

a]]geme1nerer Ergebnisse, besonders am Beispiel der in SASAQ (2)
begonnenen Aufgabe.
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[. Vorbereituncen

i. Notation

Alle in dieser Arbeit auftretenden topologischen Riume sind
endliche CW-Komplexe, auBer O, H, BO und BH.

Ist 0 - A > B > C » 0 eine exakte Sequenz, so schreibe ich
B =C& A.

n ist der Erzeuger von n?. 1,17 ist die Identitit auf s™ oder
die Inklusion einer n-Sphire in einen Raum.

e™ ist das Raumpaar (D",s™”!

) sowie die charakteristische
Abbildung in ﬂn(Wuen,W) . meeist die Einpunktvereinigung

von m n-Zellen beziiglich eines Punktes am Rand. %

Ch = CL(X), c™(x,n) sind zelluldre Ketten- und Cokettengruppé'

~ L) n o~ m o~
{Cn} = mee’, wenn C_ = 7. c, = nn({cn}).

? steht fiir eine ganze Zahl, die nicht bekannt ist. Mehrere ?
innerhalb eines Terms sind im allgemeinen verschiedene Zahlen.

s als Index steht nie fiir eine Zahl, sondern ist das Symbo1 fiir
Stabilitdt.

zush(X) = max{k|X ist k-zusammenhingend}



ii. Das Whitehead-Produkt

Das Whitehead-Produkt [f,g] zweier Abbildungen f und g kommt
in dieser Arbeit in zwei verschiedenen Formen vor: als ver-
allgemeinertes Whitehead-Produkt (siehe etwa LANG)

[,1: [SAIX] X [SBIX] > [S(AAB) + X1

mit dem Spezialfall

[, 1: “rl(X) X TUn(X) > T (X)

n+m-1

und als relatives Whitehead-Produkt (siehe etwa BLAKERS, MASSEY)
{ ’ ] :“n(XIA) X ﬂm(A) > Trn+m__1 (XIA)'
Ich benutze die Relationen

[£,9] = [g,f] o ST mit T : AAB > BAA und

[feSu,goSv] = [f,g] o S(uav)
fir das verallgemeinerte sowie

olf,g]l = -[3f,g] und

(d,e) o [f,g] = [def,ecg] mit (d,e) : (X,A)— (Y,B)

fur das relative Whitehead-Produkt.

iii. Die Hilton-Milnor-Formel

Mit der Hilton-Milnor+Formel kann man die Homotopiegruppen von
Ein-Punkt-Vereinigungen eingehdngter Rdume auf die Homotopie-
gruppen der einzelnen Bestandteile zuriickfiihren. In dieser
Arbeit komme ich mit der folgenden einfachen Hilton-Milnor-
Formel aus:




Satz:
Sind W und V (k-1)-zusammenhdngend, so gilt fiir n<3k:

nn(SWVSV) = nn(SW) ® ﬂn(SV) ® ﬂn(SWAV).

Dabei werden die drei Summanden mit den Homomorphismen

15, 1! und [1w, 1V]* injiziert. 3

iv. Der Hopf-Homomorphismus

Mit H bzw. fl bezeichne ich die Abbildungen H2 (siehe STUCKER)
bzw. A, (siehe BOARDMAN, STEER) in dem Diagramm

fi=), T 41 (SAASA)
ﬂn(SA) Us

H=H, ﬂn(SAAA)

Dabei ist U : S(SAAA) - SAASA ein kanonischer Homdomorphismus,
S fir halbstabiles wnSA ein Isomorphismus und das ganze
Diagramm fiir eingehdngtes A kommutativ. Diese Voraussetzungen
werden stets. zutreffen, wenn der Hopf-Homomorphismus benutzt
wird. Ich benutze die Gleichungen:

H(gof) = (gag) o H(f) + H(g) o SE und

(g+h) o f = gof + hof + [g’h] o Hf

Beweise findet man in den angegebenen Quellen.

v. Die Whitehead-Sequenz und das Whitehead-Gitter

Sei wieder nnw halbstabil, also n<3 zush(W). Dann ist die
Sequenz '

H P S
m W 8 T +1SW = nn+1(SW W) > mo W T SW >



)

nach WHITEHEAD exakt. Mehrere Whitehead-Sequenzen lassen
sich zu einem Whitehead-Gitter mit exakten Abbildungs-Treppen

zusammenfiigen.
m_W
n
¥
ﬁn+3SSWASW-+ﬂn+1SW-+ ﬂn+1SWAW-—+ nn_1W
¥ ¥
ﬂn+ZSSW -+ ﬂn+2SSWASW > ﬂnSW~f~—+ﬂﬂnSWAW
4 ¥
ﬂn+1SSW > ﬂn+1SSWASW

Die Homotopiegruppen der Smash-Produkte sind stabil und in
Jjeder der Zeilen untereinander isomorph iiber
SUS : 1

SWAW - L SSWASW

n-1 +1

mit U wie in iii. Ich werde diese Gruppen iiber diesen Isomor-
phismus identifizieren. Der "Stabilitdtsgrad" der iibrigen
Gruppen ist in jeder der Zeilen derselbe; das Gitter endet
da, wo die Homotopiegruppen der Smash-Produkte verschwinden
und damit die librigen Gruppen stabil werden. AuBerdem gilt:

P o SUS = [id,,id 1.

Vergleiche dazu LANG. Damit ist das ganze Gitter natiirlich
gegentiber eingehangten Abbildungen V - W.

vi. Die S-Dualitidt

Eine Abbildung u : ST o VAW erzeugt ein Homologieelement
[u] :='u*[Sn] in Hn(VAW) und dieses einen Homomorphismus
/ul : HP(V) » Hn_p(W) : X > x/[u]. Andererseits erzeugt es
fir jedes X einen Homomorphismus

u! : {w,x} » {s",vax) : f -~ (1d,AE) o u



Satz: Ist /[u] ein Isomorphismus fiir alle p, so ist u! ein
Isomorphismus fiir alle W.[J

Der Beweis dieses Satzes sowie einige andere Eigenschaften
der S-Dualitdt, die ich in dieser Arbeit benutzen werde, stehen
in SPANIER.

vii. Spharische Faserungen

Die Klassifikationssdtze fiir sphdrische Faserungen und fiir
Vektorraumbiindel sowie die Tatsache, daB jedes Vektorraum-
biindel eine sphirische Faserung induziert, fihren fiir jeden
eingehingten CW-Komplex X = SW zu dem folgenden kommutativen

Diagramm:
KO(X) = KO(SW) z [X,BO] = [W,O0]
J WJ WJ J NI
Ky (X) = K (SW) = [X,BH] = [W,H] = tw,s%)

Dabei sind H bzw. 0 die induktiven Limites der Halbgruppen
H(n) der Homotopiedquivalenzen auf Sn—1 bzw. der Gruppen
0(n) der orthogonalen Abbildungen auf R" und BH bzw. BO
ihre klassifizierenden Rdume. Die genannten Rdume sind also
entgegen der sonst in dieser Arbeit giiltigen Konvention

keine endlichen CW-Komplexe.

viii. Die James-Sequenz

Sei W m-zusammenhangend und V = W\Tien. Dann ist nach JAMES
die folgende Sequenz exakt fiir alle rsmin(3(n-1),2m+n):
n o°H n

X
m.S = om W ¥ T (VW) > S~

n
a» [e ,a]

i
5
,
!
;



.. n 2n-1 n-1

Dabei ist H : LI S n > WS der Hopf-
Homomorphismus zwischen einer halbstabilen und einer stabilen
Homotopiegruppe. Relative Homotopiegruppen in der beschriebenen
Art werden im Kapitel III und in Kapitel IV eine wichtige

Rolle spielen.

\

tehen
Fiir r<2n-1 oder a=0 zerfdllt die Sequenz in kurze exakte
Sequenzen mit natiirlichen Spaltungshomomorphismen, aber auch
im anderen Fall gibt es fast-inverse Homomorphismen zu F
und Y.
c e .. .n -1 n-1
) Definition: E := e o aD 2 om__5S > (v,W)
en . n . n-1 n-1
mit BD nr_1(D 'S y ﬂr_ZS

Lemma: y o E = 8

; n -1
Beweis: x o E(Yy) = X o e, o ay (y) = Xp © BD Y

. n .n-1
mit Xp * ﬂr_1(D S ) > m_qS -

Xp ° 851_= S, wie man leicht geometrisch nachpriift.[]

Einen etwas interessanteren Homomorphismus finden wir auf der
anderen Seite durch Verallgemeinerung einer in STUCKER, Abschnitt
4.1 benutzten Methode. Man betrachte die Abbildung

(8,i) : (V,W) » (ws™,v).

€ beschreibt das Zusammenziehen einer ins Innere der n-Zelle &
eingebetteten (n-1)-Sphire. Die Inklusion iiber 1" bewirkt eine
natiirliche Spaltung der James-Sequenz fiir das Paar (WS",V).

(VvSn) R Ve

Tr-1 r-n r-1 r-n




Definition: e# := p o (&,i), : =

r_1(V,W) T TronV

Lemma: effE(y) = 0; efF(a) = ia; e#sp = 0

Beweis: Das Ausstiilpen der n-Sphire hat auf die charakte-
ristische Abbildung e" den Effekt:

(é,i)*en =e + 1Mo Xp = oo Xp in ﬂn(VvSn,V)

da e =0 dort.

Also: efE(y) = p((&,i) o e o 8517) =p" o XD8;1y)
= P(lnSY) =0
Und  e#F(a) = p((&,i) ° [e",a] = p([(&,i) ° e, ia])

p([1" o Xprial) = ia

Zum Beweis der letzten Aussage betrachte ich g in MooV H')
mit SV' = V,SW' = W,

Es ist e# SB

1

p((&,i) » SB) = p(S(&',i') o SB)

p(s({(e',i') = B))

p(s(™ 1, %)+ ™ Toy))

i

n-1

]

p(1n o Sy) = 0 , denn S[1 X1 = 0.
Sollte die letzte Aussage fiir das relative Whitehead-Produkt
nicht allgemein gelten, kann man sie hier leicht auf den Fall
des absoluten Whitehead-Produkts zuriickfiihren. [
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Diese Homomorphismen sind also insofern fast-invers
zu F und x, als das folgende Diagramm kommutiert.

n-1
£ nr_2S
/
)
aoH F n
¥ 1Tr~nw ” Trr—1 (V. W) ;"r-—1s ooH
i+ L/G#
Xl \Y
r-n

ix. Cap-Produkte

Die Abbildung e# hat einen direkten Bezug zu Cap-Produkten
in Rdumen des Typs Vuf e". Ist namlich

q:omo_ (s o m s oz 1S_ (v)

die Projektion auf den dritten Summanden in der einfachen
Hilton-Milnor-Formel, so gilt e#jf = q(& o £). Damit kann
man zeigen:

Satz: Fiir n > r/2 gilt
nle™ B (vyeT) o Hen (VURT) 2 1€+ pletsf)

‘Beweis: Die Abbildung & 1Bt sich fortsetzen zu

b
e

- r n
€ : Ve = Vys a0 f » so daB &,[e¥] = [eT)

sowohl in den Grundriumen als auch in den vollstdandigen Klebe-
rdumen gilt &*1s"[ = 1e™[. Die Natiirlichkeit des Cap-

Produktes schreibt sich

1" 1~ 8, 1e¥) = &, (8*1s" [~ [eF]) = &, (e 1~1e']).




Andererseits gilt:

18P [~ Bgle¥] = 1S [ [e¥]

da auf H._

n

= 18" [N &of

= 1571~ (1Vea + 1Mob + [1V, 1™ oq(Be£))
= ]Sn[r\llv,lnloq(éof)
= p(1Voq(Bof)

= 1Y o plq(&of))

g, identisch mit 1! ist, ist die Behauptung bewiesen.q
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| IT. Poincaré-Riume

i. Die Poincare-Dualitit

Ein Poincaré-Raum ist ein Raum P, fiir den eine Bedingung
dhnlich dem Poncaré'schen Dualitdtssatz fiir Mannigfaltig-

keiten gilt. die passende Formulierung dieser Bedingung
flir einfach zusammenhiangende Riume lautet:

Es gibt eine natiirliche Zahl r und ein [P] in Hr(P)’ so daB

; die Homomorphismen
en. [

.= .= yP
A :=nN[P] := HY(P) ~ Hr_p(P)
, Isomorphismen sind fiir alle ganzen Zahlen p.
i
g' Aus dieser Eigenschaft folgt lber das universelle Koeffizien-
?v, tentheorem auch ein entsprechender Satz fiir beliebige

Abelsche Gruppen als Koeffizienten. Fiir nicht einfach zu-
sammenhdngende Rdume beschreibt diese Eigenschaft noch

nicht die volle Poincare-Dualitit. Darauf werde ich aber
hier nicht eingehen, sondern statt dessen von allen Poincarée-

Rdumen, die in dieser Arbeit vorkommen, voraussetzen, daB
sie einfach zusammenhdngend sind. Die Klasse von n-zusammen-
hdngenden r-dimensionalen Poincare-Riumen bezeichne ich mit
r
P
0ft wird die Poincaré-Dualitit auf den Torsionsteilen und
den freien Quotienten der Homologiegruppen als Bilinearformen
dargestellt:

. =1 :
$H (P) X ¢Hr_p(p)3§§¥L+¢Hp(p) X ¢HP(P) + Z "Schnittzahlen"

, -1
idxIlA P -
THp_1(P,Z) X rHr_p(P,Z)——»——aTHp_1(P,z) X THY (W,2) »

Gy (e,2) x P (p,0/2) » o/

g "Verschlingungszahlen"
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Genau dann ist P ein Poincaré-Raum, wenn alle diese Bilinear-

formen nicht degeneriert sind.

ij. Die Normalfaserung

Der Begriff der Poincaré-Rdume entstand aus der Frage, unter
welchen Bedingungen ein Raum den Homotopietyp einer ge-
schlossenen Mannigfaltigkeit hat. Da das Cap-Produkt homo-
topieinvariant ist, ist die Existenz eines Fundamentalzyklus
[P]1 und die Isomorphie der abgeleiteten Homomorphismen
sicherlich notwendig. Unklar blieb fir einige Zeit, ob diese
Bedingung auch hinreichend ist, oder ob die Poincarée-Dualitdt
nur eine von vielen Eigenschaften der geschlossenen Mannig-
faltigkeiten ist, die selbst noch gar keine sinnvolle Klasse
von Riumen definiert.

Es stellte sich heraus, daP die Wahrheit in der Mitte liegt.

In SPIVAK wurde fiir jeden Poincaré-Raum eine halbgeometrische
Invariante, die Normalfaserung v, definiert, die als sphdrische
Faserung liber P eindeutig bestimmt ist und eine Verallgemeinerun
des normalen Biindels einer Mannigfaltigkeit auf diese groBere
Raumklasse darstellt. Die Frage, ob ein Poincare-Raum eine
Mannigfaltigkeit ist, reduziert sich in vielen Fdllen auf

die Frage, ob die normale Faserung dieses Raumes als Vektor-
raumblindel darzustellen ist, in jedem Fall ist dies eine
weitere notwendige Bedingung.

iii. Die Cohomologieoperation V¥

Sei W ein Raum, fiir den HP(W) = 0 fiir a < p < b. Dann ist eine
Abbildung

Yy : HY(W) + Hb(w,nb_1sa) definiert.

¥(x) ist eine Obstruktion gegen die Existenz einer Abbildung
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X zwischen dem b-dimensionalen Geriist von W und der @ mit
X* ]Sa[ = X,

Fiir P aus P;_1 kann man diese Konstruktion durchfiihren mit
a = r-nund b = r. Nach Unformung durch die Poincarée-Dualitit
und eventueller Einhdngung erhdlt man einen Homomorphismus

. S
Yo Trn(P) MLE

iv. Die Summe zweier Poincaré-Riume

Der Begriff der zusammenhiingenden Summe in der Klasse der
n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten 1Bt sich leicht auf die
Klasse der einfach zusammenhingenden Poincaré-Riume verall-
gemeinern. Fiir diese Raume unterscheide ich in der Homologie
und Cohomologie die duBeren Dimensionen 0 und r von den
inneren Dimensionen zwischen diesen beiden. Fijr P, Q und R
aus P? gilt P = Q + R, wenn es eine Abbildung von P nach Qv R
gibt, die auf den inneren Dimensionen in der Cohomologie und
Homologie Isomorphismen induziert und die jeden der beiden
Fundamentalzyklen von Q und R auf den Fundamentalzyklus von
P abbildet. Alle bisher definierten Invarianten sind in
ihrer Art additiv beziiglich dieser Summe.

v. Zellzerlegungen

Wahrend in den vorigen Abschnitten Wert auf eine natiirliche
Formulierung von Eigenschaften der Poincare-Riume gelegt
wurde, verfolge ich nun einen eher technischen Ansatz (siehe
z.B. STUCKER und SASAQ). Diesem Ansatz liegt der folgende
Satz aus WALL (Z) zugrunde:

Satz: Jeder einfach zusammenhidngende CW-Komplex W mit endlich
erzeugter Homologie H,(W) besitzt eine Zellzerlequng der Art:

~
W *\Ja)‘l {Cz}uKa)\z{Ca}Udea

2 2 3 3 3
= $28"Vv 128 L&sze \Ja2¢3e \JA2T3e
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dabei ist ¢i bzw. T; der Rang des freien Quotienten bzw.

des Torsionsteiles von Hi(N), nek die Einpunktvereinigung

von n k-dimensionalen Zellen mit Grundpunkt am Zellenrand

und {Cn} die entsprechende Einpunktvereinigung von Erzeugern

von Cn. o und Ai kdnnen als nu11homo!og vorausgesetzt werden
und Ky uberlagert nur i-Zellen in Tie1. Die Zellen in dieser

Zerlegung bilden also eine kanonische Basis des zelluliren

Kettenkomplexes C, im Sinne von FRANZ. (]

Zundchst begniige ich mich mit der SchluBfolgerung, daB jeder
einfach zusammenhdngende Poincare-Raum darstellbar ist als

p A e" mit (r-2)-dimensionalem CW-KompTlex W. Der Raum W, +

im folgenden auch Grundraum genannt, ist dabei bis auf
Homotopiedquivalenz eindeutig bestimmt, sein Homotopietyp
also eine "Invariante". Die Klebeabbildung f ist bis auf die
Operation von Aut(W), der Gruppe der Homotopiedquivalénzen
von W, gemdB

Aut (W) X T W

1 1" (h,f) » h o £

eindeutig bestimmt. Wir haben somit ein vollstédndiges Invarianten-|

paar (|IWI| ’llfll ) .

Die Summenoperation in P; kann mit Hilfe dieser Zellzerlegung

sehr einfach dargestellt werden. Mit

P=wWe,e ud Q=v ef gilt P +Q =wWuve, eF
£ g f+g )

Unsere beiden Invarianten verhalten sich also in der Jjeweiligen

Kategorie additiv beziiglich der Summenbildung. -

Ich mdchte nun eine weiter beschrinkte Klasse von Poincare-
Rdumen betrachten.

Definition: Pg sei die Klasse aller Poincaré-Riume P mit
3 - zush(P) > dim(P) = r.
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IIT1. Zerlegung hochzusammenhingender

Poincaré-Riume

I. Ein Zerlegungssatz

Als ersten Schritt zur Klassifikation von Poincaré-Riumen

mit Hilfe von "W" und "f" versucht man zweckmiRigerweise,

diese Rdume in moglichst kleine Summanden zu zerlegen, da

dann W und nr_1(W) sehr viel handlicher werden. Notwendig

fir die Existenz einer Zerlegung ist offenbar eine Darstellung
von W als Einpunktvereinigung YvZ dergestalt, daB die Poin-
care-Dualitdt fiir p>0 HPZ auf Hr—pz und HPY auf Hr—pY abbildet.
Diese Abbildungen sind dann auch Isomorphismen. Es zeigt sich,
daB diese Forderungen in der Klasse PZ auch hinreichend sind.

Satz: Sei P = Yvizu el in pg und sei mit

r

P:YvZ >Yund P : P> YU _ e

pf
PiocHAoD* : gy - Hr_nY’ehwlsomorphiymw fur O0<n<r.

Dann ist P = Yuer + ZL)er.

Beweis: Offenbar ist Y e’ ein Poincaré-Raum und daher

pf

Hpf in LI (YAY') eine Dualitdatsabbildung. Sei

Y i YvZ 2 2, q : YvZ > Z. Alle diese Abbildungen sind
stabil, alle Rdume eindeutig eingehdngt; die inverse Einhdngung

wird jeweils durch ein Apostroph gekennzeichnet. Nach der
einfachen Hilton-Milnor-Formel ist

f = ipf + jgf + [i,jlca mit a aus ﬂr_1(SZV\Y').

Hpf! : [(¥Y',2'] » T4 (SY'AZ') = T._q{(YAZ")

b' - (idY/\kJ')Opr ist ein Isomorphismus.
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Sei a = -Hpf!b'; Sb' = b. Die Abbildung
id + jbp : YvZ 5> YvZ ist eine Homotopiedquivalenz, denn
(id + jbp)o(id - jbp) = id + jbp - jbp - jbpjbp = id

wegen pj = 0. Ich lasse nun diese Homotopiedquivalenz auf f
operieren:

(id + jbp)ef = (id + jbp)e (ipf + jgf + [i,jlca)

(id + jbp)eipf + (id + jbp)eojgf + {(id + jbp)eo[i,j]ea

(i + jb)epf + jgf + [i + Jb,jlea

= ipf + jbpf + [i,jbleHpf + jgf + [i + jb,jloa

[i,jb]oHpf

[i°Sidy,,joSb'] oHpf

[i,j]o(idY/\ bl]°pr = [Zl.,:]]opr!bl

(id + jbp)eof

ipf + (jbpf + jgf + [j,jlea) + [i,jlo(a + Hpfl!b')

]

1f1 + ]fz

Daraus folgt die Behauptung.[]

ii. Zerlegungshindernisse

Die Zerlegung eines Poincaré-Raums in Pg wird also auBer
durch die Schnittzahlen und die Verschlingungen nur durch
die Klebeabbildungen innerhalb des Grundraums verhindert.
Deshalb Tohnt es sich, die Wall'sche Zellzerlegung

[a'4

2 2 3 3 3
W = ¢ZS VTZS UKZT‘Ze ua2¢38 UAzTBe e e

= *U{CZ}UK(I)\z{C3}\"<Cx>\3{C4} vt

genauer zu betrachten. Ich mdchte dies mit Hilfe des zelluliren
Kettenkomplexes tun und stelle daher zunichst einige Konventioner
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zusammen. Eine n-Zelle e" wird als Paarraum = (Dn,Sn_1)
betrachtet. {Cn} = {Cn(W)} ist die Einpunktvereinigung der
n-Zellen von W beziiglich eines Grundpunktes am Rand der
Zellen; {Cn} = (¢n + T +,Tn_1)en in der minimalen Zerlegung.
Rand{C_} = (¢n for Tn_1)5n'1. Sind alle auftretenden Homo-

topiegruppen stabil, so ist

s _ n-1 .n-2
“n-1®"k-n = Mg W )
s ' n-1, (KO P«
o 8m Meoq (W 1) T _q (Rand{C_})
13 +3
S e ) n n-1 { C} s
C, &M _, = ﬂk(w W ) == ﬂk( c,
e

“k(*\J{Cﬂ})
ein kommutatives Diagramm mit Isomorphismen Xc» ac, S.
Aus den Kaxn erwachsen Zerlegungshindernisse. Um sie zu unter-
suchen setze ich voraus, daB W mindestens (n/2+1)-zusammen-
hangend ist, so daB alle im folgenden auftretenden Homotopie-
gruppen stabil sind. Ist dies nicht der Fall, hinge ich Kaxn
entsprechend oft ein. Die Klebeabbildung

KaA i Rand{cn} + W™ definiert einen Homomorphismus
kaln 1= (Kaxn)*oac

Cn+1 -

[[1E %%

n+1({cn+1})

URCIECTCC PRRLLLS Ly

also eine Cokette in Cn4ﬁ1(w,1ul(wn)) . Mit den Bezeichnungen

’ n n n-i-1, = -i-
Cort¥ == 1 %) 2w wu ) 3o T
kal i
n Yo
-i-1
Trn--1(wn )
n+1 n+1

- . i .
definiere ich: kal (e ) == Jijekal (e ).

et bezeichnet hier die charakteristische Abbildung.
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Ich werde diese GroBen fiir i=0 und i=1 untersuchen.

0 n _n-1i
kaln : C -+ nn(w W

n+1 ) =¢C

n

ist nichts anderes als der Randhomomorphismus 3 das erste

n+1°
Zerlegungshindernis sind die Torsionen. Erfahre ich auch auf

diese Weise nichts neues, so erhalte ich doch die Bedingung

n+1

0 = 23, kaln(e“”)) - B(kalg(e )

ey da w? = wt! {c }

= Ko U
Kakn_1

OBC(B

n-1 n+1

en+1).

]

kal (Bn

n-1 +1

Die Coketten ka]n und damit auch die ka]% sind also Cozyklen
und definieren Elemente der entsprechenden Homologiegruppen.
Insbesondere ist

0, _ . n+1
[kaln] = 0 in H (W,Cn(W)).

Um kalg zu betrachten, muB ich den Teil der Klebeabbildung, der
nur den Randoperator beschreibt, abtrennen. Ich betrachte daher
statt des Paarraums den Quotienten und mache von den zusatzlichen
Voraussetzungen iber Kns O und An im Wall'schen Satz (siehe
II,v.) Gebrauch.

W wh T2 w{c 1oy {c))
n

n-1

= (1, _,+d ) S

n-1 n-1 2. h

n

Von den n-Zellen werden nach denselben Zusatzannahmen nir die
TnSn durch Kaxn uberlagert, zieht man also die trivial angeklebten
n-Zellen zusammen, so bleibt von ka]l(en+1) nur die Abbildung

iu in ﬂn(*\J{Cn_1}\u% T

ibrig. Durch Definition von u auf allen (n+1)-Zellen erhdlt man

n nf
V (t__.S “y Th=1e® IV (e +T )ST]

n, . n+1 :
_q€)mit u(e ") aus myvolc o)




)S
ten

3% |

. _ s
eine Cokette u : Chep ™ ﬂn(*\J{Cn_1}) =C _q®m
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Eine genauere Betrachtung der Bedingung Boj1* okallrl =

1"

0 wiirde

zu einem Zerlegungshindernis [u] in gt (W,Hn_1 Ud,n?))

fuhren. Ich mdchte hier aber u auf eine bekannte Operation

zurlckfihren, die Steenrod-Quadrate Sq

Satz: Sei

X

n

2

C > g in ¢! (W,2,) ein Cozyklus.

n-1 2

Dann wird qu[x] reprdsentiert durch den Cozyklus

u
C +Cn_

n+1

1

®

v

i

S X®
1 2

mlt.
Z.. —

2

z,

Beweis: Ich zeige zundchst, daB diese Aussage in w”+1/w”'2
gilt, und schreibe dazu u als Matrix

u(e?+1) = Z u
J
zerlegung. W'

B 2 2
X = (Tn_2+¢n_1)S \/(Tn_1S

s

+iii

n+1

(

wenn ﬁ*oaé(e

T

n

1

n-1
ij

3 3
y T._q€ )\/(¢n+Tn)S

n-3

n-—
n

4

X mit

n+1+¢n+1J'Tn+2)e '

+1

) = § ﬁij

1n-1
J

°0

und

u,.

ij

u, .
1]

ej °n beziiglich der ausgewdhlten Zell-

mod 2.

O ist dabei das Element mit Hopfinvariante 1ausn352. Wegen

der cohomologischen Eigenschaft der Hopf-Invariante gilt fir

ZZ—Cohomologiek1assen:

2 2
]Sj[U]Sj[

4
g Jegl uyy

(*#)

Dies fiihrt in w"+1/wn_2 zu den gewlinschten Steenrod-Quadraten:

s"2as2iu1s? = sq?(s™ 3182 = § s7 e
] J J i

sq?(]s

n-1
J

[)

i3
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n’1(

Man nehme nun ein x aus H w,zz) und betrachte das Diagramm

: %
Hk(W,Zz) 3 Hk(wn”,zz)
tr* +r*
- sk -
1S (w/w" 2,z2) Tk @ty 2,22)

Fir k = n-1 sind beide r* surjektiv, also ist x = r*x'. qu(i*x')
habe ich berechnet, es ist

r*qu(i*x') = r*i*qux' = i*r*qux' = i*qux .

Dadurch ist Sq2x eindeutig bestimmt, da i* .gnt! uv,zz) >

N Hn+1(wn+1

sind also durch die in W

,Z2) injektiv ist. Die Steenrod-Quadrate in W
n+1/wn—2

eindeutig bestimmt. Die
Formel (*#) kann direkt tébernommen werden mit
L SIS Y PR £ P R P

r*]s

Damit ist die Behauptung bewiesen. [

Sol1l W durch Ankleben einer r-Zelle zu einem Poincaré-Raum
erganzt werden, sind nicht mehr alle Klebeabbildungen in W
moglich. Mit den Methoden aus I,viii. kann ich aus

n+1

en+1#jf = JIA Je [ und 33jf = 0 einschrdnkende Bedingungen

fiir ka]n(en+1) auf offenen Zellen herleiten.

“2n

2n - .
+ Pn—2’ mit

. Y2 B
Bekanntlich gilt: Pn__2 = Pn_1
32n _ . .
P,_, = {P|H_P ist endlich}.

Satz 5?2: Das einzige Zerlegungshindernis fiir einen Raum P aus
S2n . . . .
Pn_2 ist ein symmetrischer Tensor [u] in H (P ® H .PeiZ,

B genau dann, wenn

P=0+RmMtH _.0 =2 und Ho 4

[u] = a + b mit a ausAoA&Zzundb ausBeBeZz..i
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Beweis: Sei ¢ = Rang(c‘,an_]P), T = Rang(THn__1P) .
i und j Taufen, wenn nichts anderes verlautet, von -t unter
Auslassung der 0 bis ¢. Ich numeriere die Zellen einer mini-

malen Zellzerlegung von P

2n n-1 n-1 n n+1
P ¥ WUe & V Si Vv V Xi (kl) A4 V Si UKG)\ V ei
i>0 i<0 i<0 n i
'2n
e
£

mit kal (er.1+1 ) k1.0 4 Xu..lr}_1on flir i<0
n i i :

und kaln(e?+1) “VYon Fiir i>0

1
-~
~
o]

so, daB die Poincaré-Dualitdt gegeniiberliegende Zellen auf-

einander abbildet: TIA ]eril”[ = [1?—1]. Es ist

W=V (T+¢)en+1, und in Ton-1 (W,V) mub nach I,viii.

n+1 - n-1 . n
gelten e; #f = [v, '] und daher mit aaus m, S5 :
. + - - \

Jf =) ([e? 1,1? B e?+1oaD1ai).

i
Ich ersetze nun n-1 durch m.

0 = 93f T,V =1,V

T o(3e™2,0™ 4+ 3e™%0071a))

i i 1 i D 71
_ m+2 _ m+2 m
—;ZL ((E)ei ‘)oai ['aei ,1i])
= 7 xa™Nea, - k. 0™, 4
1<0 iti i iti i
m m m
+ u,.(1.onea, - . .1o
igj lJ( jenea; [11,131 n)

Nach der einfachen Hilton-Milnor-Formel sind fir i>j die Ab-
bildungen [1?,1§H* Injektionen von disjunkten direkten

Summanden von "2mV der Form
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m m .
n2m+1(Si/\ Sj) (i,3 > 0)
m m . .
n2m+1(siA X (kj)) (i > 0 > 3j)
m m PR
93f = 0 dimpliziert also J wu,.[(",1Men = 0, also
L. Tijt it
i#3
_ m, .m _
(uiji uji)O(tiA lj) n = 0.
. " . m P
Fiir kj ungerade ist fiir alle i ‘Jij1j°r‘ = 0. Fir ki
ungerade ist uijlg%rl kein Zerlegungshindernis. Sei nimlich
X. @ witl o, Sm+1,und
J J

ho: Wt wot := id + z ) ui.1m°n°p..
ij<o 131 J
h ist eine Homotopiedquivalenz und fiir die Klebeabbildung einer

(m+2)-Zelle e?*z mit kj ungerade gilt

1 - . m m+1 \ m
h k.1n."+ + u,.1.0 = k.. + (1+k;, u,.1.on = k.

® k515 buggiyen =k (k) ) uggigen = x;
Ich kann also vbrauséetzen, daB uij = 0, wenn ki oder kj

ungerade; der Homotopietyp von w hdngt nur von

+2 Syy L
[u] ¢ H" (P,H (P,7])) = H P o HP ez,

ab. Fir ki und kj gerade ist (1§fﬁ\1?)or1 # 0 und somit

uyy = ujj_xnod 2. Das ist die behauptete Symmetrie.[]
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IV Klassifikation der (2n+l)-dimensionalen
(n-1)-zusammenh&ngenden Poincaré-Raume

In dem folgenden Kapitel sollen Homotopieinvarianten von
Poincaré-Raumen definiert werden, an denen man erkennen kann,
ob zwei solche Rdume homotopiedquivalent sind. Ich gehe von
dem in II,v definierten vollstidndigen aber etwas unhandlichen
Invariantenpaar "W" und "f" fiir einfach zusammenhingende
Poincaré-Rdume aus. Die Moglichkeit quasigeometrischer Inter-
pretationen fiir die gewonnenen GroBen werde ich im nichsten
Kapitel besprechen.

Der Grundraum W ist ein (n-1)-zusammenhingender (n+1)-dimen-
sionaler endlicher CW-Komplex und daher schon durch seine
Homologie bis auf Homotopiedquivalenz bestimmt. Ich numeriere
die Elemente einer Basis von G := Hn(w) durch von -1 := -1(G)
bis ¢ := ¢(G) unter Auslassung der Null und schreibe

W o (¢+T)Sn Ua ((15+T)en+1

V x“(ki) ; ky = 0 fir i>0; k>0 fiir i<0
i

Die verbleibende Invariante "f" liegt in

n n n
M, (W) = QP Mo (X7 (k) @ iﬂ?j Ton (X 0 IAXT (k)

Der Berechnung dieser Gruppen sind die nachsten beiden Ab-
schnitte gewidmet.
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i. Homotopiegruppen von Sphidren

Die notwendigen Informationen iliber die instabilen Homotopie-
gruppen der Sphdren entnehme ich den Arbeiten von THOMEIER
fir groBe Dimensionen und TODA fiir kleine. Ich arrangiere
ihre Ergebnisse in dem Whitehead-Gitter, die zugehdrigen
Hopf-, P- und S-Homomorphismen ergeben sich dabei entweder
aus den Gruppenstrukturen und aus den Exaktheitsbedingungen
im Whitehead-Gitter oder aus den Berechnungen im Paragraph 3
von THOMEIER.

(sN*2-2)

3 1 1 - —a * —
Definition: T = Toneo.a

Definition: Diejenigen natiirlichen Zahlen n, fiir die [1”, 1"]
in “2n-1sn keinen direkten Summanden erzeugt, nenne ich
kritische Zahlen.

2, 4, 8 sind kritische Zahlen, fur n>8 kann n nach THOMEIER
nur dann kritisch sein, wenn n=7 mod 8.

Definition: Ich wahle fiir jedes n>7 ein Rechtsinverses 5_3 zZu
s my o S"T1 o 1S mit Hes™3=0. Ich setze 572 = 5573, 571 = s

Ist n+1 nicht kritisch, wihle ich S™3 als Homomorphismus.

-2

Ein solches 5'3 existiert stets, zu HoS'3 beachte, daB H auf
"2n-1sn_1 von einem Element der Ordnung 2 getragen wird. Fiir
nicht kritisches n+1 ist damit eine Aufspaltung
n—a = “s @ Kern Sa

n n
gegeben. Die Einhdngungen sind die direkten Summen aus der
Identitdt auf n; und S : Kern $2 > Kern 271,

Satz: (THOMEIER) Die folgende Tabelle gibt fiir n>7 die letzten
drei nicht trivialen Zeilen des Whitehead-Gitters fiir die
Sphdaren wieder.[]




i L i 4L m:.
([v 1) Czen ([11]) zeu ([141]) Czpu ([11])zeu S
(L] ¢——— 1 (1] &1
12— (V] &—11 17— [11] <—11
U = 9 9 U+
(9)¢ze([u’1]) Czeu (fu'1])zeu (9) "z3u L _ S
(U] ——u [u1] U gz=[u 1]+l
A
?
M3 U ———L9 3 3z 4~
(9) Szou E@vmmmic\ctmwom (3) 8zgu i T.qucmp
[u’u) —,u 3p=[u‘u] €U
0 L 4 £ p pou u

ss72, %
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Mit Hilfe dieser Ergebnisse untersuche ich nun zwei Homo-

morphismen, die ich in diesem Kapitel benutzen werde.

Definition: n : S + s induziert die Abbildungen

> o
-1 n

s
n

S n+2 n+1
n-1 TT2n+1S M Tr2n+1S
s

n

n

st L 5 g
2n

i

-1 Ton

Lemma n: Fiir n>7, n+1 nicht kritisch gilt:

s -2_s8 s -1_s
nzﬂn_1(: S "m_; nlwn_1C: s w_
Beweis: Die zweite Aussage folgt durch Einhdngen aus der ersten.

Sei also a in ﬂ?n5n+1 2u, mit 52k =0
2 2

, dann ist noa = k+S$~

und 2u = 25 nea - 25k = 0.
n = 3 mod 4 : Kern 82 = 0
n = 2 mod 4 : nea = 26§ + S—zu

nos—1a = ?g + S‘3u + ?22[n,nl

2nos—1a = 27?¢
0 = 2 mod 4
n =171 mod 4 : “mea = ?[1,n] "+ S—2u
nes la = 286n + s7%u + 2?2[n,n]
H(nes 'a) = 2n?

= H(S(nos %a))

=0
n = 0 mod 4 : nea = ?2[i,n] + 2?28 + S—2u
H(noa) = 22n = H(S(neS la)) = 0
?2?2 = 0 mod 2

?2[1,n] = 0 wie fiir n = 1 mod 4 [J
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- n
ii. n2nX (k)
Mit diesem Ausgangsmaterial gehe ich nun an die Berechnung

von wZan(k). AuBerdem interessiert mich das Verhalten dieser
Gruppen unter den folgenden Abbildungen:

Definition: Fir jedes m, 1 aus N, sei eine Abbildung Im,1|
definiert, fir die das Diagramm

X
st Xn(lk) 5 Sn+1

lm llm,ll ll

Sn N Xn(mk) ; Sn+1

kommutiert. AuBerdem sei ]0,0| := 0 : X"(k)-X"(k').

Eine solche Abbildung exisiert genau in der beschriebenen
Situation, beachte 0-k=0.

Ist (piri)i eine Primzahlzerlegung von k, so spaltet X"(k)
eindeutig in eine Einpunktvereinigung der Xn(piri). Die ge-
mischten Terme in der Hilton-Milnor-Formel verschwinden,

da X"(p)Ax"(q) * « flir (p,q) = 1. In der daraus folgenden
natlirtichen Summendarstellung spielt der Anteil der Zweier-
potenzen eine besondere Rolle; dies liegt daran, daB die ersten
beiden stabilen Homotopiegruppen der Sphiren von der Ordnung 2
sind. In dem folgenden Abschnitt werde ich nznx“(k) fir alle

Zweierpotenzen k bestimmen bis auf die stabile Gruppe
L § Qn(k) 1= nZan(k). Das entsprechende Ergebnis fiir ungerade k

5 werde ich lediglich zitieren. Sei also im folgenden k eine
- Iweierpotenz.

Der Ausgangspunkt fiir die Berechnung dieser Gruppe ist die
exakte Paarsequenz

n en ny i ny J n <Ny 3 n
Moy (X158 Fay (M) 3wy (XM (8N B, (s

n-1
Die relativen Gruppen und die Randhomomorphismen berechne ich

anhand der exakten Sequenz von JAMES. Dariiberhinaus brauche
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ich Informationen iiber die S- und H-Homomorphismen auf n2n(Xn).
Dazu bette ich die Gruppen in ein Whitehead-Gitter ein,

dhnlich wie es im vorigen Abschnitt mit den Spharen geschehen
ist. Es wird sich leider als notwendig erweisen, dieses

Gitter bis zur dritten Zeile zu berechnen.

n .n-1 n-1, H n-1 .n-2.
Tons1 (XAX ) ¥ Ton-1 (X ) =+ "2n—1(x A X )=: C
¥S
n+i .n n n, _n-1 _.
Tons2 (X AXT) = 7, (X)) > M, (XAXT ) =: B
¥
n+2  n+1 n+1 n+1 .n .
Ton+s3 (X AXT ) om, (X)) > Tone X AXT) =: A
¥
9
n

Ich verldngere also die exakte Paarsequenz entsprechend
und definiere:

Definition: In der exakten Sequenz

n _n 3 n n n _.n o
T[2n+2(X 57) g Ton+1S Ton+1% 7 "TZ'n+1(X 'S7) $
§2n2nsn > nznxn > ﬂ2n(Xn,Sn)'%
& Ton-1S. > Tono1X Ton-q (X587 % L
sel I, _4 := Kern 9
_ n .
Jheq % Ty (S / Bild 3
K := Kern o,
n
_ n .
Ln := nan / Bild 9,
n+1 25 Kern 3
— n 2
Nn+1 := ﬂ2n+1s / Bild O3

Da die Paarsequenz mit der Einhdngung kommutiert, habe ich
das System von kurzen exakten waagerechten Sequenzen:




- -

Lemma: (i) roE

-3 -

* %

K

¥

I ~0
n

¥

i

LR -
4

S
®Z, > T >

. S
0 > m o2 2n n-1

*Zk—*O

Damit sind die Moglichkeiten der Homotopiesequenz des Paares

(X S ) erschopft. Die so definierten Gruppen I bis N be-
rechne ich wie in STUCKER, Abschnitt 4.1 fiir L und K geschehen,
nach der exakten Sequenz von JAMES und dem Abschn1tt IV i.

Wir haben nach I,viii ein Diagramm:

n-2
Ton-35
k/,//’ vS
E
s n-2 n—2 n-1
0 > m, 5 Ton-2 (X 'S 25 — 0
> j/7/ is
s -1
0 - ﬂ1 E Trzn_1(Xn ,Sn m, ~Ji ﬂ
St //:i///’ ls
k * Kk k
H s F n +1
T oMy T Ty (X TonS 0
S+ 9 -
//7l=s
F n+l .n+1 s
0 2n+1(X 'S ) ; Theq > 0

Die Quadrate in diesem Diagramm sind kommutativ, auch die
Abbildung E paBt sich weitgehend kommutativ ein.

"

S

(1) Eor = S fiir die obersten beiden Homomorphismen E

Beweis: (i) siehe I,viii
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(i1) Es gilt xE(xy) = S(xy) = x(Sy),

also E(xy) - Sy = F(a).
Es ist aber e#(E(xy) - Sy) = e#E(xy) - e#Sy = 0 nach Lemma ef
in I,viii, also e#F(a) = ia = 0. Fiir die beiden obersten
E-Homomorphismen folgt daraus o = 0. (]

Fir 9 hingegen gilt: 30E = (ki), , denn
A(E(Y)) = 3leoap’y) = (2e)oapaply = (Ki)oy.

Mit Hilfe dieses Diagramms berechne ich nun die Gruppen
I bis N.

Lemma IKM:
(i) Fir gerade n>8 kommutiert

F + Ee°S 2: n? ® n§_1*zk > Mn
VW +id 5
E°S—1 : 'n's *2, + K
n-1""k n
Yid S
E : wi_1*zk * I, mit waagerechten

Isomorphismen.

(ii) Fir ungerades und nicht kritisches n>8 kommutiert fiir k>2

-2 n .-1 s s
F +EeS "+ eod’ : ) @ Th-1*%k @ Z2,(8) » M
+40+id+0 {S

=1 s
F + EoS : Z2k an_1*Zk > Kn
+0+id IS

s
BE . : nn_1*Zk <> In

Fiir k=2 verschwinden 22(6) und enoaai. In jedem Fall sind die

waagerechten Abbildungen isomorph.

Beweis: Die jeweils unterste Zeile der zwei Diagramme ergibt
sich schnell, da x dort ein Isomorphismus ist. Die jeweils zweite
Zeile ist in STUCKER behandelt. Fiir die oberste Zeile gilt:
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Kern E = ([1,n]), da

E([1,n]) = e “T(lv,nl) = e d™,n] = (e®,kn] = o,
und da andererseits

Kern E in Kern S wegen S = Y°E.

AuBerdem ist 3F(n) = B[en,n] = —[aen,n] = -[k1,n] = O.

Aus 3oE = (k1), folgt fiir gerade n die Behauptung,
fir n ungerade hat man lediglich zu beachten, daB
2106 = [1,n] # 0, denn

fir n = 3 mod 4: 2108 = 26§ = {i,n}],

fir n = 1 mod 4: 2108 = 28 + [1,1]0HS = [1,n].
Fir k = 2 liegt E(8) also nicht in Mn’ wohl aber
fir k>2. [

Definition: Die Projektion Kn > sz fiir nichtkritisches ungerades

n nenne ich v.

Lemma: JLN:
(i) Fir 6 = mod 8, n + 1 kritisch, habe ich:

Nn = ﬂzn_1S ® Zk
) +S

_ n
Ln = ﬂan ® Zk
S ¥S

_ n+1
In = MonstS ® Zy

(ii) In den lbrigen F&llen spalten die Sequenzen

g3 g
0 ~» nn > Nn § ﬂn ® Zk -+ 0
e} =
01 -»> 1 Ezns ® 2. -~ 0
n n n k
15 =
. S s
0 ~» i Jn > T, ® Zk + 0

tber $™® und es gilt:
ite
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nmod 4| k |n S 1 %

3 bel.|0 » 0 - Zk([lyll)

2 bel. Z8(€)®Zk > Z4(6)®Zk > Z2([1,1])
e+ 6 > [1,1]

i

1| =2]z,0m 3 z000nn 2z (1,00)

> 212,(8n)ez,([n,n]) » 2, ([1,n]) 9 Zk([1,1])
én »+  [i1,n]

n

0 =210 > 22(6) Zz([1,1])

> 2 Zz(E) > Zz([n,ll)ezz(é) > Zz([l,ll)
E > [v,n];86 » [1,1]

Beweis: Ich benutze wieder das Diagramm #x%, ersetze aber n

durch n+1:
n-1
Ton-1°
¥
F n-1 _n-1 n
0 > T, > n2n(X 'S ) - "2ns
¥ ¥
s n _n n+1 s
0 - T “2n+1(X 'S7) M TT2n+1S > Ty
4 ¥
s n+1 _.n+1 s
L 5 Tons2 X 45 ) > omy
4 ¥
nS -
n n

Zur Berechnung von Bild 3 benutze ich die Tatsache, daB die
Abbildungen E + F im modifizierten Diagramm % fiir n>7
stets surjektiv sind, auBer in der obersten Zeile fiir

n = 0 mod 4. Das Tiegt daran, daB nur in diesem Fall

"X¢E = S nicht den ganzen Kern von kH enthdit (vgl. THOMEIER-
Tabelle). Diesen Ausnahmefall werde ich zuletzt behandeln.
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Ist E + F surjektiv, so ist Bild 8 = Bild (3o(E+F)).

Da in den beiden obersten Zeilen gilt:

3F (n?) = 3(e™,n?] = kin,n] = 0 bzw.

3F(n) = [e"',n] = k(1,n] = 0

ist hier Bild 8 = Bild 3oE = Bild (ki),. (ki), unterscheidet
sich von der Multiplikation mit k nur in den folgenden
Fallen:

1l

i

n=0mod 4 : (21),& = 2 + [1,1]1°HE = [n,n]

(21) 48 = 28 + [1,1]°HS = [1,n]
n=1mod 4 : (21),8n = 28n + [1,1]°Hén = [n,n]
In der dritten Zeile ist entweder kH = H = 0 und
Bild 3 = Bild 9oF = Bild (ki) = km, ,S"™1, oder es gilt
fir n ungerade
3(F(m)+E(0)) = ale™!,m) + 3" o0 o)

= —[8en+1,m1] + (k1)08D8510

-kn[1,1] + koo
Sn+1
Z2n+1
Mit diesen Informationen und den Ergebnissen THOMEIERs erhilt

also auch hier: Bild 3 = kn

man fir n # 0 mod 4 die Diagramme in der Behauptung. Fiir

n = 0 mod 4 kann man ]n und jn auf dieselbe Art bestimmen,
fiir Ny entsteht die obengenannte Schwierigkeit. Zu ermitteln
ist noch der Wert von 3 auf dem Element w in n2n(Xn_1,Sn—1),
das unter x auf § abgebildet wird. Bild F, Bild E und dieses
Element spannen die Gruppe auf. Ich betrachte das Diagramm:

§ < 1w > 3w
n n-1 _.n-1 n-1
TonS fn—_NZn(X 'S ) 3 Ton-1°
¥ ¥S ¥
n+1 n .n n
Ton+1S ¥ Mon+ (X #8) =% 7, S
[1,1] < — E(8§)4?2F (n) ¢+ > kog

i

{1,n], wenn k=2

Es ist also Sow = (ki),8 = ko8
' 0, wenn k>2.

!

Da in diesem Fall auch S injektiv ist, habe ich
ow = £, wenn k=2 und 3w =0, wenn k>2. Daraus und aus den vorigen
Berechnungen ergibt sich auch dieser Fall.[]
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Die Berechnung der Gruppen I, K, M fiir kritisches n unter-
scheiden sich nur an einer Stelle vom Normalfall: 5_1, 572
sind keine Homomorphismen. Man erhidlt also die korrekten
Gruppenstrukturen indem man im Diagramm unter (ii) jeweils
"e" durch "&" ersetzt. Die Unteilbarkeit von [ln+1,1n+1] be-
wirkt in den Gruppen Jn’ Ln’ Nn zusatzlich, daB die von ¢, &
und [,y erzeugten Untergruppen fiir bestimmte k verschwinden.

Mit diesen Lemmata sind die beiden HuBeren Spalten des Dia-
gramms xx vollstdndig bestimmt. Fiir die FuBeren Spalten im
Diagramm * gilt die Vereinbarung aus I,v, daB Gruppen in der-
selben Zeile liber SUS identifiziert werden. Das in STUCKER
beschriebene Smash-Produkt Xn/\Xn-1 ist ein (2n+1)-dimensionaler
(2n-2)-zusammenhingender CW-Komplex, seine Homologie bestimmt
man Uber die Kinneth-Formel zu H2n—1 = Hon = Lo Hp = 0 fir

p>0 sonst. Seinen genauen Homotopietyp erschlieBe ich aus den
Gruppen A, B und C. '

Lemma (STUCKER):
A = Zk(1) mit 1= 1 = 1%1

B =2 (u) & z,(1en);
u ist eine Dualitdtsabbildung mit u!y = 1, das Bild von u
unter dem Hurewicz-Homomorphismus erzeugt H2n.[:]

Fir die Art der Erweiterung in B gibt es zwei Moglichkeiten.
Davon hdngt der topologische Typ des Smash-Produktes und damit
auch C ab.

Lemma: B = 2, @ 2., :

k 2 2n=1.,.2n,; n n-1
Es gibt eine Homotopiedquivalenz X UJVX x)—=x (kX" '(k)
2n=1 ., { und 1“" o u,

@

mit 1

B = Z,,

K0 00 2 X govs™ e mit o = k20 4 (207,
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Beweis: vy : X2n—1-v SZn 1 2n-1 2n

n n- .
+ XA X mit 1 - 1, 1 = u

gelingt immer. Je nach Art der Erweiterung in B ist yoa = 0

fir a = k12n oder<x==k12n + 12n—1

2n-1 2n
v S U,

on, und die damit existierende
e2n+1

Fortsetzung von x auf X induziert nachlder;KUnneth—
Formel in allen Dimensionen Isomorphismen der Homologie, ist

also eine Homotopiedquivalenz. (]

Korrolar: B

i
N
&

2
22 & C = Z2(1on ) @ Zz(uon) @ Z2(T)

= - _ : 2 _
= ‘ B = ZZk @ C = Zz(uon) ® Z2(T), 1en” = 0

’ Beweis: Man berechnet C wie nann selbst nach der exakten
- Sequenz von JAMES. (]

Einige Werte der Hopf-Homomorphismen im Diagramm * sind bekannt.

0 mod 4 ist H: iE + n°
k| H: i » n

Lemma H: Fur n

1 mod 4 ist H: ién » in2

Fiir n

Korrolar: in2'= 0 in C(2).

1]
o

Beweis des Korollars: Fir n = 0 mod 4, k = 2 ist ig
nach Lemma JLN, also auchHg = rn2 =0 [

Korollar: B(2) = Z4

Beweis zu Lemma H: Da i: S" » X" eine eingehdngte Abbildung ist,

folgt aus den Eigenschaften des Hopf-Homomorphismus (siehe I,iv)
A(iox) = iaieHA(x), und mit den Ergebnissen von THOMEIER °
(siehe Tabelle) die Behauptung.[]

Weiter folgt aus STUCKER, Abschnitt 4.1
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Lemma v: Es gibt ein v in T, X" fiir n ungerade mit
(1) jv = [e™*7, 7
(i) Szv =0

(iii) Hv = u + ?1n. mit dem vorher definiertén
u in B.

Beweis: (i) gilt, da [en+1,1 ] in K fiir n ungerade.

(ii1) folgt aus (i) nach STYCKER. Fur (ii) betrachte ich das
Diagramm % und uberspringe dabei die dritte Zeile.
S2 : Ln > nzezk ist surjektiv (siehe Lemma JLN).

Aus 3V = [en+1,1n] folgt Sjv = 0 und daraus SV = iy.
S

-Aus besagter Surjektivitit folgt sv = isz. B :
X := ¥ - iz erfillt dann (§i). (O |

Korollar: Fiir k>2: B(k) = Z @ 2,

Beweis: Ware B(k) zyklisch, so muBte fiir n ungerade nach Lemma H

H : Ton (x™) - Ton (x"Ax™ )fur n ungerade sumektw sein. §
Damit wdre wegen der Exakthe1t -im Whitehead-Gitter die Einhdangung i
S : "ann -+ 2n+1x: *+1 fir n gerade injektiv. Fiir n # 3 mod 4 :

ist aber i[1,n] # 0 in "an und Sil1,n] = iS[13n] = 0. O3

'

Definition: In m, (XAX""") se Up = Hv fiir n ungerade

= SUS u._y fir n gerade

Ich weiB leider nicht, ob es sich stets um dasselbe Element
in B handelt, ob also Uoyq = SUS SUS Uo_q» und kann deshalb 1
den Index n nicht weglassen. Weitere Unbequem11chke1ten wird 3
mir diese Frage beim AbschluB der Klassifikation bereiten. 1

Zum SchluB identifiziere ich zwei regelmdBig auftretende
Elemente in Mo _1Xn -

Satz: In "2n—1x n-1 gibt es ein w mit

(1) 3w = [e™,n] (i1) Sw = 0  (114) 2w = O
Fir n ungerade und k>2 gibt es dort ein B mit

(1) 3B = E(8) (ii) SB = kv (iii) HB = 0 oder in2
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Beweis: Die Bedingungen (i) sind nach dem Lemma IKM erfiillbar.
Wegen Sjw = jSw = 0 und SjB = jSB = E([1,1]) = k(e" 1] miissen
Sw und SB - kv in Ln liegen. Aus Lemma JLN folgt aber, daB
alle Ln—Elemente Einh@ngungen von Mn-E1ementen sind bis auf

i§ in L4k; es ist aber nach Lemma H: Hi§ = n, was fir die
4 : beschriebenen Elemente nicht moglich ist. Also liegen SW, SB-kv
: ? in SMn, und man kann w,8 so abindern, daB (ii) gilt und (i)

: erhalten bleibt.

(iii) fir w folgt aus w = P(x) fiir ein x in C, da C nur

Elemente der Ordnung 2 enthilt. Zuletzt untersuche ich die
Frage, ob B eingehdngt ist. Fiir ein Element y in ﬂ2n_1(Xn_2,Sn-2)
mit xy = & gilt: E(xy) = E(8) = Sy. Man beachte dazu das Lemma
im AnschluB an das Diagramm *x. oy ist 0 fir k>2 nach dem
2n—2xn—2 mit

= Nn’ also ist

Beweis zu Lemma JLN. Also gibt es ein z in 7
i(S2-8) = 0, also liegt Sz-8 in im, s"!
H(Sz-B8) = H(ia) = 10H(a), siehe Beweis zu Lemma H.1Das einzige

Element £ 0 in 1°n; C ist aber 1n2.E]

Mit Hilfe dieser Informationen kann ich das Whitehead-Gitter
- auffiillen, soweit ich es brauche.

Satz: Sei n>8, weder n noch n+! kritisch und k eine Zweier-
potenz.

(i) Die kurze exakte Sequenz
2 n
0 + Kern S° » ﬂan (k) ~» Qn(k) + 0
spaltet.

(ii) Die letzten drei Zeilen des Whitehead-Gitters haben
die in den folgenden Tabellen dargestellte Struktur.

Definition: Im Beweis dieses Satzes werden Homomorphismen

. ‘ . n+1
definiert mit den Eigenschaften

2 ' i S -
E b ke lm/1]| = mByy s B (L)) = 13 B, (is 'n) =0




([11]) %z

([11]) Szes ([111) %z oy ([141])%zep

[1/1] €&—1 [11] =—1 [1/1] €«<— 1 [11] «———1

Ut «—— 9 n <————— A

bl e——— [U/1]¢+AZ «——' 1

Ul ————

M —— 1 Un <

(u9) Sze (n) Sz (3) “ze () Czers

(2) X ou
L+ug

(2) | X u

(2) X Cu
l-ug

(@), X o

p pow u




s d 5 s Xt
([v1]) Czey ([11]) zeys ([1/1]) Czers (1)) zops e
17 ——— [1/1] 1 12— [171] é—————n
(11] ——— 1 T:% [141] e—— 1 ?:u.m
ur ¢—— 9 " e—— A 9 oe—— 4
[U1]¢+az e——"n A7 —_—
([u'1]) Pz (9) ey ([u1]) Cze (a) Cray (9) Vzo15 (8) %oy X Cu
[u1) &———— u1 9Z={U1] &— W
(U] e—— L a3 9 _ a3
M T 3 T e 8 (y=3x ° * (7=31)
(U] e—.u .ouvm.vnm_ﬁcu‘lucﬂ € ------ d
un <— M o« 1l Uun < M 1 Un< M < 1 Un < M < 1
(3) ¢ze () Czap ([u’u]) Sz (m) Czets (3) 820 () Czes (9) Sze (m) Czens X
(u9) °ze (g) ’ze _
0 ! 2 € . ppud

2<x
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Beweis: Ich konstruiere zundchst 6. In dem Diagramm

n+1 i

*
2 ®n2n+15 —Z 7

n
2 2n+1X (2) o2z

VZ,®X 4 videp

Sn+1/8_11rS Xn(2)®Z

2y = Zy0m n eqazz Tr2n+1

2 27 7°2n+1 2
Existiert eine Abbildung 8oz, als Fortsetzung einer Linear-
form auf einem Vektorraum. Die Homomorphismen

6, :=id ® p o 0 ® 2 0. 3= 0,°]1,k|

20 Yok
haben die gewiinschten Eigenschaften, denn fiir m # 1 ist
die Aussage trivial. Fiir n = 0 mod 4 kann ich einen solchen

Homomorphismus auch durch 6,°5 = H definieren.

Die Behauptungen in den obersten Zeilen der Diagramme sind
groBtenteils im vorhergehenden Satz bewiesen. Fiir n = 1 mod 4
weiB ich nicht, ob 28 = 0 oder [1,1]. Aus der Natiirlichkeit
von P gegeniiber eingehdngten Abbildungen folgt:

P(un) = P(u)en = 2ven = 0 und P(1n2) = p(1)0n2 = [n,n]

Da SW = 0, muB P(t) = w + 2[n,n] sein. Ich mache nun von
der Freiheit in der Definition von w Gebrauch und definiere
W =P(1).

Hw = un + ?1n2 + 2t (in diesem Punkt ist das Diagramm etwas 3
ungenau), denn: Jjw =='[en,n] ist nicht eingehdngt, da e#jw #| f
> w st nicht eingehingt = Bw # 0. Hw € (1n2,7) wider- [E
sprdche aber der Exaktheit zwischen P und H, denn P(T) # O.

In der mittleren Zeile haben wir v in Kern Sz, und da B
keine Untergruppe der Ordnung 2k enthdlt, muB Sv = %[1,1]

und kv = SB. ZZk(V) ist sicher ein direkter Summand, da es in
n2r331(k) keine Untergruppe von hoherer Ordnung gibt. Dasse1pe
gilt fiir Z4(6), wenn k = 4. Fiir hthere k ist die Hintereinander-
schaltung n2n(xn(4k)) Wfrﬁzr n2nxn(4) > Z4(6) eine
Projektion.
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Fir k = 2 sieht die Situation etwas einfacher aus: :
(v,n] = 0 immer, P(t1) = W gilt fir ein ohnehin eindeutig
bestimmtes W und u kann ich fest in B wihlen, das heiBt :
= !
u, =Stsu _, ¥n. J

DaB [1,n] fir n = 0,1 mod 4 einen direkten Summanden erzeugt, ‘
kann ich weder durch s, noch durch H, noch durch |1,k| zeigen.
R n U = . = n
Ist G, 3 TynX /v firn =1 mod 4 und G, =71, X /8
fir n = 0 mod 4, so geniigt es, zu zeigen, daB G, =92 @ Zz( [1,n]).

Man kann aber aus 82 T Xn_2 + ., X" ein Rechts-
2n-2 2n

inverses zu 82 : Gn + Qn ableiten, denn S4 ist surjektiv
und [1,n] ist nicht zweimal eingehdngt. Ich werde diesen
Beweis hier nicht weiter ausfiihren, da ich die Spaltung von

([1,n]) in dieser Arbeit nicht benutzen werde. []
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iii. Die Invarianten

Un im allgemeinen Fall Invarianten aus der Klebeabbildung
definieren zu kinnen, muB ich zundchst die Ergebnisse des
Tetzten Abschnittes auf beliebige Torsionen und auf die

unend]ichen>2yk1en verallgemeinern. Sei also k30 eine ganze
Zahl.

Die Struktur der Gruppen "ann(o) ist direkt aus der
THOMETER-Tabelle abzu]esen:

n _ s n
n2nx (O)»- “n—1 ® 7, S e B(0)

2n

Fiir ungerade k kann man das Hhitehead-Gitter shnlich wie
fur Zweierpotenzen untersuchen, man erhilt einfachere,
nur von n mod 2 abhdngige Diagramme (siehe WENTE )

n mod 2 ' 1 0
2n-1 _
Th-1X 0 Q 0=C Q
_ S+ St=
n —
m, X Z, R ez, (x) ] 7, =B
st S+=
n+1 , _
"2n+1x Zk E~Q®Zk([1,1]) ] Zk—A
Sy Siz
s _n
TonX Q Q

Definition: Sei n>7 gerade und n+1 nicht kritisch.
Fir k=0 beschreibe p das Zusammenziehen der S"2 und es sei

n+1 Px n+1 n+1, -1 s _
eo : n2n+1x (0) = n2n+1S + n2n+1S /S 'n” = 2

Fiir k>0 sei p die Projektion auf den Anteil der Zweierpotenz k,
(Vgl. Anfang von ii.) und

: ¢
. n+1 ) n+1 )
6 T Tons1® (ky) Yz

k ."ﬂ2n+1x (k) 2

mit Ok wie in Abschnitt ii. definiert.
a
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Definition: Fiir k>0, n nicht kritisch sei v : n2nxn(k);+ Kn(k) > ZZk

gegeben durch if = V(jf)-[en+1,1n] mod E(S_1ﬂ§).

Anhand der James-Sequenz prift man leicht nach, daB Vv ein
wehlbestimmter Bemomorphistus ist. Ich definiere nun drei

Homomorphismen, aus denen die Invarianten konstruiert werden
sollen.

Definition:

n -
e = T X0 (k) e (k)

V.

<

x G n2nxn(k) ;*Kn(k) 2k Q/2% fir n ungerade und nicht
kritisch und k>0
2nxn(k) 3 n2n+1xn+1(k) J(ZZ fir n gerade und n+1 nicht

kritisch.

[=o]

Ak I 1]

Da ich das Verhalten dieser Homomorphismen unter Abbildungen
der xrl(k) kennenlernen mochte, brauche ich noch die Struktur
der Abbildungsmengen zwischen den Torsionsrdumen.

Lemma;

(1) |m,1] ist durch die in der Definition gefordertén Eigen-
schaften bis auf iny eindeutig bestimmt.

kii) Seien m, 1 und k positiv, m und 1 teilerfremd. Dann ist

[x" (1x) ,x™ (mk) ]

n

Z, (Im,1]) & (Z,(1nx) ez, )

(x™(x) ,x™(0)]

n

Z2(1nx)®zk

i

X0, XM 0] = 2 (11,0 & (2, (1) 0z, )

[(x"(0),x"(0)1 = z(|0,1]) ® z(]1,0]) o 2, (1nx)

Beweis: Es gibt verschiedene M691ichkéiten, diese Gruppen
zu berechnen, ich benutze die Puppe-Sequenz
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* *

X p
ﬂn+1Xn(q) s ﬂn+1xn(q) + X (p),x"(q)1 3 ann(q) > wan(#

n

. n e
es ist LIPS (q) 22(1n)() fir g>0

n+1

m

Z (1 ) @ Z, (iny) fir g=0

n

z (1)

n
und m X (a) q

Damit rechnet man aus, daB Gruppenerweiterungen der behaupteten
Art vorliegen. [

Lemma: Bis auf iny gilt:

1

(1) |m,1| + |p,q| |m+p,1+q|

lm’ll ° Iplql Imprlql r

wenn alle Abbildungen mit jeweils geeigneten k existieren.

(ii) Sind kX =k'k*, 1 =1'1* undm = m'm* jeweils
Aufteilungen in Primzahlanteile beziiglich einer Disjunktion
der Primzahlen, so kommutiert das Diagramm

XM1k) 2 XM (1k v XD (1rk*)
¥{m, 1| dm', 1" |v|m*,1%|
XM (mk) % Xn(m'k')vxn(m*l*) ,wenn |m,1]| existiert.

Beweis: Wenn diese Abbildungen uberhaupt existieren, was
jeweis direkt aus der Voraussetzung folgt, beschreiben die
Zahlen m bzw. 1 die Bilder dieser Abbildung unter Hn bzw. Hn+
daraus folgen diese Rechenregeln. [

1’

Lemma: A . o |m,1|,= md 6k © SIm/1]i= mo

k i 1k

‘pmk ° Im’ll*= 1‘Plk
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Beweis: Die zweite Aussage folgt aus %o [m, L= Ly,

2 2
denn y_ o|m,1], (5%X)x 0520 m, 1]y = S20xyo|m,1],

1t

2
S OlX* = l\Plk

Die erste Aussage folgt aus enﬂ{OSIIn,ll* = rnelk‘durch

Vorschalten der Einhdngung. 6 ist leider nicht so natiirlich
definiert wie y; ich muB verschiedene Fille unterscheiden.
Zundchst stelle ich fest, dap emko1nx = 0, da das Bild von
inx nach Lemman in 1S_1n: liegt, und 6 in allen drei Fdllen
so konstruiert ist, daB 6‘(5—1n§) = 0 ist. I¢h kann daher

die Behauptung an beliebigen Darstellungen von |m,1| nachpriifen.

) n+2
1. spes|0,1] : x™ 1 (1k) SX P27 yn+1 ;) B on+l
ist nulThomotop, also eoolo,l{* = 0.

n+1
2,1sm,0] + x™ V(o) B ogPtt mi ynel oy ks 0

. . n+1 n+1 _
8 kemges.chrankt auf 1, Tone1S = Jn(mk) war nach
n+1 —1ﬂs

m
Definition gerade das Kiirzen von 15 S n’ damit ist auch
diese Aussage bewiesen.

3. s|m,1] : x™T(0) » x™*1(0)

mz: S + S ist kommutativ, daraus
folgt die Behauptung.

4. Es bleibt noch der Fall m,1,k > 0. Hier kann ich fiir alle
drei Zahlen eine Aufteilung in ungeraden Anteil und den Anteil
der Zweierpotenzen durchfithren und S|m,1| nach den Rechenregeln
aufspalten. Den ungeraden Teil kann ich zusammenziehen. Fiir den
Anteil der Zweierpotenzen ist © im Beweis zum Satz aus ii.
gerade so definiert, daB die Behauptung gilt.
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Fir beliebige natiirliche Zahlen k folgt dann

oSIm,lI = 0 6S|m2,;].2| =m0

Ok m; ko Lok, - ™29y

moy, ,da 6 Z,-wertig ist. [J

Die vier Fallunterscheidungen in diesem Beweis sind nﬁtig,
weil ich im Fall von Torsionen nicht die einfache, bis auf
die Wahl von S'1 natiirliche Definition von 8 benutzen konnte.
Das liegt daran, daB man fiir k>0 den Deckel von Xn+1(k) nicht
zusammenziehen kann. Dennoch sind die Homomorphismen 6o und
6, verwandt als Projektionen auf 22([1n+1,1n+1]).

2n+1_

Un diese Homomorphismen auf allgemeine Grundrdume W von P11—1

Raumen anwenden zu kdnnen, benutze ich die Darstellung
w=y Xn(ka) aus der Einleitung zu diesem Kapitel und
a

definiere die Inklusionen ia von und die Projektionen Pa auf

Xn(ka). Ich fiihre die Rohinvarianten

Vg * lpka © Pax JVy 3% Vg © Pgx und

a

Aa := Aka ° Pox = eka °© S o P *

‘ein und untersuche die Operation
von Aut(W) auf diesen Homomorphismen-(¢+t)tupein. Jede Homo-
topiedquivalenz in Aut(W) erzeugt einen Automorphismus auf
Ci(W), dem zelluldren Kettenkomplex von W, da man jede Abbildung
zu einer Zelluldren Abbildung deformieren kann. Da ich homo-
logische Invarianten definieren will, bette ich Aut(W) in die

kurze exakte Sequenz

1l »~ Kern C, » Rut(W) -+ C,(Aut(W)) - 1
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ein. Ich werde feststellen, daB die Operationen von Ab-
bildungen in Kern C, weder ¥ noch A oder v verindern; die
Operation von Aut(W) auf den Rohinvarianten faktorisiert
also liber C,.. Dies kann man auch direkt zeigen, ich werde
auf die Operation von Kern C4 spdter zuriickkommen.

Die Wirkung von C,(Aut{W)) werde ich in einem allgemeineren
Rahmen behandeln: Sei U der Grundraum eines anderen P2n;ﬂ1_

Raumes, und sei U dargestellt wie W, nur daB die Indexmenge
eine Teilmenge von Z' = {z'|z€ Z} ist. Auf diese markierten
Zahlen beziehe ich mich mit griechischen Indizes a, B, ¥y
Wieder gilt kaé»O fir a<0 und ka=0 fir o>0. Sej nun

g : W->Ueine zelluldre Abbildung, dann ist der induzierte
Kettenhomomorphismus gegeben durch

n

€n(9) = (gpynde = m (W) > 7w (U7

Coo1(9) = gy = W, W) > (u,u")

Th+1 n+1

da WMt - W und Wn'1 = %. Ich betrachte alle zelluliren

Abbildungen g, ia’ Pa ohne Anderung des Namens auch als

Abbildung zwischen den Raumpaaren und schreibe e := i oen+1

fir p aus Z oder Z'. Dann sind durch {ep} und {1 } Basen
fiir die Kettenkomplexe von W und U gegeben. Kettenhomomorph1smen

),(1, )):

h schreibt man als Matritzenpaare ((m),(1)) = ((m

aq aa

h e) =1V%1

e . = m 1
n+1( a o ao o Y n a) za ao o

Lemma |h|: Sei 'h = ((m), (1)) ein Paar von Homomorphismen

(CnW C W) -+ (C u,cC

n+1 n+1U)‘

(1) Fir jede topologische Abbildung g mit g,=h gilt:

paggoia = |m_ ,1 + 7iny

aaq aa |
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(ii) h wird genau dann von einer topologischen Abbildung
induziert, wenn alle Abbildungen Im ,laal existieren und
es ist |h|, = h mit

|h| := § i

Beweis: Fiir (i) hat man lediglich die Homologie von p 09@1
zu berechnen. Aus (i) folgt (ii) durch Berechnen von h x auf
(W) und w L (W W), O3

Aus diesem Lemma und der Definition von |m,1| folgt auch, daB
Jeder Kettenhomomorphismus topologisch darstellbar ist. Ich
bin nun in der Lage, die Invarianten zu definieren:
Definition: Morphismen in der Kategorie P‘n71 seien die
Abbildungen vom Grad 1.

Satz: A := Z‘Aa'l(f)ma in H_(P,Z,) fr n gerade, n+1 nicht
a

kritisch und
- ¥ . s
= g wa(f)®ea in Hn+1(P,ﬂn_1)

sind natilirTiche Homotopieinvarianten in Pif:1

Beweis: Ein Morphismus zwischen zwei Poincare-Riumen aus dieser
Klasse induziert eine Abbildung h zwischen den Grundraumen W

und U. Ist g die Klebeabbildung in n2n(U) und f die Klebeabbil-
dung in w2n(W), so gilt g = hof, Sei 'h, = ((m),(1)) wie vorher.

1}

A, (hef) 0, (8(hef))

Ga( (SbgB iB(lmbB,le|+? 1nx)pb) °Sf)

it

8, ( bz,B (51585 Imbé'lbs | Sp, Sf))
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(Wegen der Linksdistributivitit fir eingehdngte Abbildungen,
und da 8 (Smprf) = 0)

=b§aea(8(18§mb8,1b8|pbf))

[

L0y (Slmpy o1y 1ppE))
mbde}cb (Spbf)
m

boceb(Sf)

A

[}

H
Ur~1 U~ D'

p(£)omy,
also XAa(hof)ma =1 Ap(Elem 1 = ) A (£)ehy (1))
o oy b

Die zweite Behauptung folgt durch eine ganz @hnliche Rechnung,
wenn man erst einmal gezeigt hat, daB der Ausdruck uberhaupt
ein Zyklus ist. Dies folgt aber aus kawa(f) =0. [

Fiir v gilt ein solcher Satz nicht, v verhdlt sich nicht

linear gegeniiber Morphismen, da es nicht iiber die Einhdngung
faktorisiert. Um seine Transformationseigenschaften zu be-
schreiben, brauche ich die Verschlingungszahlen. Ich betrachte
sie hier als Bilinearform

Ve o " g oy w™t Ty X g™ w,0/2) X TH™W » Q/%

. +
wobei & auf tH" 1

W = Bild 6¢* ein Linksinverses zum Randope-
rator der Koeffizientensequenz Z -~ Q + Q/Z ist. v und V sind
insofern miteinander verwandt, als beide iiber j : W - (w,w“)
faktorisieren. jf ist in w2n(w,w") eine Summe von Elementen
aus Ea 1= iaE(S_1wﬁ) und Whitehead-Produkten [e 5] (vergleiche
Abschnitt ii. und STUCKER, Abschnitt 4.1. zusammen mit der
einfachen Hilton-Milnor-Formel in I,iii.). Bezeichne ich mit

E die von den Ea aufgespannte Untergruppe, so kann ich v und V
direkt ablesen aus
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jf = zb xab(f)[ea,1b] mod E , denn fiir a<0 gilt:

Va(f) = xaa/ka mod 2%

. N . . . .
€ ]ea[(1b) = Gab/kb ist ein geeignetes Rechtsinverses zu &*

®

D
Fh
I}

e #3if = Y x
c

)

Vap(£) 1= Ve(leyLileyD = e* el (] x o,

il

xab/kb fir a,b<0

Die erste Gleichung folgt aus der letzten Definition von V,
die zweite Aussage rechnet man mit der vorgegebenen kano-
nischen Basis des zelluldren Kettenkomplexes leicht nach..
Spater werde ich brauchen, daB aus dieser Gleichung auch
folgt: Xae = 0 fir a<0 und c>0. Die dritte Gleichung
folgt aus I,viii.; der Ausdruck ist wohlbestimmt, da ea#E = 0.
Die vierte Gleichung folgt aus den beiden vorhergehenden.

Ich untersuche nun das Verhalten von v gegeniiber Abbildungen

[h| 2 WU, h=((m,(1)). |h| bildet E auf sich selbst ab,
und mod E gilt:

H

3hlE =3 1 4(m,1
a,o

o
aal + .1nx)paf

Yoi(m_ L1 | o+ 2un)p. ) X (£) le_rgl ¢
aa o aa’' aa a %y cd a3

14

(dabei werden |m | und 1nx als relative Abbildungen

' | aa’ a .
(xn(ka),Sn) > (XM (ka),S ) betrachtet, in diesem Sinn ist iny = 0)2
= ] x,g(B) 1 § 4_|m n1

1 .
aa’ aozlpalce ' 2 lalmaa 1 Ipa d

c,d a,o a,a
A 1
~-CZ xCd(f)[ g lOtlmca’lc e” Z l dal )
_ ; . n+1 . n
I x q(B)0 ] 1 i, , g mgg ig U]
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) arB?C,d Xcd(f) lca mdo(, [eOL' 18] =a§BXaB(hf) [ea,18]

also x,g (hf) = ) X q(f) 1

c a co mdB

Ich interessiere mich nur fiir die Fille a=B<0. Ist c>0, so ist
nach der Definition von |m,1| 1.0 Ist c<0 und d>0, so ist
Xed = 0, denn ]ec[(\f = ec#jf = X.q'q> und Af ist ein Homo-

morphismus. Also ist mod 2Z

k

_ _ \ ~d
Vo (hE) = x,, (hE) /K, = q ) Loa Feq (8 /kg) Mg, ¢
,C<0 o
Nun ist aber
n n n n
lmda,ldal P X (1g k) > X mg k) 2 ox U (ky) > ox (k)
k 1l
fiur ein k>0, und daher Kg - _da , also
m
a do
v (hf) = 1, (x_ (£)/k.)
a c,d<0 ca “da ' “ecd d
- 2 \
- CZO lca Vc(f) * d<§<0 lca lda 2Vcd(f)

Da Vcd(f) mod Z bestimmt ist, ist 2VCd(f) und damit die ganze
Gleichung mod 27 bestimmt.

Ich bin jetzt auch in der Lage, v als Invariante zu definieren.

Definition: v : 8™ ' » Q/22 sei fir P aus Pff?’

2n+1

P o~y Xn(_ka) e definiert als

a

; 2
v ( t_ le [) = tT v_(f) + t.t 2V(le, [,]le D)
azo a’ a aZO a a b<<§::<0 be b ¢
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Satz: v Hn+1 (P) » Q/2Z st eine quadratische Form

P
und es gilt vP(x) = VP(x,x) mod 1. Fiir eine Abbildung

a:P-+Q vomGrad 1 gilt: vQ(x) = vP(a*x) . O I,t

Zum SchluB dieses Abschnittes komme ich auf den kritischen
Fall zuriick. Ist n kritisch, so wihle ich in TTZn_1Sn einen

direkten Summanden ZC(K) aus mit %K = [1,1]. Ist ¢ minimal, '

so ist es eine Zweierpotenz. Weiter wihle ich einen Summanden

Fomit ¥eZ (k) = s™. S ist auf m injektiv. Das Bild
C 2n-1

nenne ich #° und definiere # 2. := Urbild von 7> unters?,
n-1 n-1 n-1 |
Ich kann % stets so wihlen, daB ﬁ§_1 das Bild von J enthidlt, :f‘ :

da s7'[Bild J] = Bild J e [1,1]. AuBerdem enthilt g

alle Elemente von ungerader Ordnung in "rs;-1' Fiir die Folge

~=a . e
(Trn_1,S)‘_i:0'1 ,2,3 gelten dieselben formalen Regeln wie fiir

n;: im nichtkritischen Fall; man kann sie in das Whitehead-Gitter ‘
(siehe Thomeier-Tabelle in i.) einbauen, ohne die Exaktheit

zu zerstoren. s° : 7 3
n=-1

kann also S~ 2 fiir a = 1,2,3 definieren.

ﬁi_1 ist rechtsinvertierbar, ich’

n-a

Die Berechnung von # X

_ N ~S b ,
on-a := {£|s"xf ¢ io_qflra=0,+1} W

kann man nun mit denselben Lemmata durchfiihren wie fiir un- 3
PR SR | 3
kritisches n, indem man iiber jedes ﬂn?1 eine ~ setzt. Man kommt '

zu denselben formalen Ergebnissen. Entsprechend werden \

se oL n+1 . -1z-1.s .
Mit E := g e ©°9, 8 ' _, kann man V und v in

ﬁZn(W,W‘n) mod E definieren wie im nichtkritischen Fall. |

-~ _

Definition: Sei fir jedes kritische n 1’?;131, S™? gewihlt. Ich

2n+1 2n+1
n-1 n-1 '

wenn Bild y(P) in ﬁ;f1 liegt. Ist weder n noch n+1 kritisch, |

nenne einen Raum P aus P normal und schreibe P ¢ P

nenne ich alle Riume aus Pif_‘? normal.
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iv. Die Realisierung von Homotopiedquivalenzen

In diesem Abschnitt soll das Klassifikationsproblem in folgendem
Sinne geldst werden: Seien P und Q (2n+1)-dimensionale
(n-1)-zusammenhingende Poincaré-Riume und sei h - H P > HO
ein Isomorphismus. Unter welchen Bedingungen wird h durch eine
Abbildung |h| : P + @ induziert? Ich beschrinke mich im
folgenden in der Kategorie Pif;ﬂl auf die Homotopiedquivalenzen
vom Grad 1 als Morphismen.

Definition und Lemma h,h*: Respektiert ein Isomorphismus

h o H P+ HQ fir P,0.C Pﬁr_lr die Verschlingungszahlen,

so seien die abgeleiteten Isomorphismen definiert durch

hA(A) -h e A h™(A) = Hom(h,a)

1A (Q) hnoHA(P)ohn+1; MTA(Q) = h_ . ollA(P)oh®

n+1
Diese Isomorphismen hy, h* haben beziiglich des unjversellen
Koeffiziententheorems und der Produkte alle Eigenschaften von
induzierten Homomorphismen. Sie werden von einer Abbildung

i |[h| : W > U zwischen den Grundrdumen induziert, die bis auf

Kern C, (W) (Xern C, (U)) durchheindeutig bestimmt ist.

Beweis: Die kurzen exakten Sequenzen des UKT kommutieren mit der TA [] ﬁ

Damit ein Hn-Isomorphismus realisierbar ist, miissen er und seine
abgeleiteten Cohomologie-Isomorphismen die natiirlichen Invarianten
aus Abschnitt iii. respektieren. Es gibt noch eine weitere In-
variante: die Normalenfaserung. Ich komme hier mit der auf den
Grundraum W eingeschrinkten Normalenfaserung v°(P) aus. Die
Gruppe KH(W) = {W,S1} = [W,BH] der Faserungen iiber W ist
aus der Puppe-Sequenz

ni_r -
Rand{C,,,} » W' 3w 3 w/w" = s(Rand{c_,.}) -+ su"

(siehe Diagramm in I11,ii.) zu berechnen.
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n n * i* n
Ky (SW') + K (w/wh) 5 Ky (W) 3 K (W) > Ky (Rand{c__,})

~ o~ ~ o~

it

n
n s n+1 s n s §n n+1 s
C (W,Trn)Q C (W,Trn) -+ KH(W) -+ C (W,'nn_.]) C (W,Trn__1) |

Aus dieser exakten Leiter gewinnt man eine natiirliche kurze
exakte Sequenz (sei a : W » U) :

sk
0+ " w,nS) Fr.oom Fulw, S ) > o0
n H K n-1
a*t - 4+ a a*+

n+1 s i* n s
0 » H' (U, m) E*KH(U) 3y (U,m>_1) > 0

iR

. n s s oo N
Es ist H W,y _4) Hom(HnW,nn_,l) und fir einen Raum P
mit Grundraum W gilt: i*(v(P)) = Y(P) : H W > 7S

n-1°
(siehe II,vi.)

Zur Konstruktion von v° in KH(N) muBte ich von einer beliebigen
minimalen Zellzerlegung von P ausgehen. Die Frage ist, wie
weit diese Konstruktion wohlbestimmt und natiirlich ist. Aus

den beiden Lemmata vom Anfang dieses Abschnitts schlieBe ich,
daB jeder Isomorphismus zwischen an und HnQ, der von einer
topologischen Abbildung induziert wird, auch eine Homologie-
dquivalenz zwischen den entsprechenden Grundriumen W und U
induziert, der eindeutig bis auf Kern Cx festagelegt ist. Ich -
werde deshalb die Operation von Kern C, auf KH(W) untersuchen.

Lemma Kern C,: (i) Ist

IW := {a|C,(a) = 0}, so ist
BW) = r*i, (wwh,wh o= w,s™tT) . o 1s™,wl und

(Z,+) > (Kern C,,°) : o+ idW + o ein Isomorphismus.
(ii) Das Orbit von x aus KH(N) unter der Operation von Kern C,
besteht aus den Faserungen x + r*y mit

y € B (w,n,Bild(i*x)), i*x : H (W) > nS .

Beweis: DaB die Abbildung ¢+ id + ¢ bijektiv ist, folgt aus
der Additivitdt des Funktors C,. DaB sie in diesem Fall sogar
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homomorph ist, liegt daran, daB die Verkniipfung o in £ trivial
ist. (ii) folgt dann mit Hilfe der exakten Leiter und der kurzen
exakten Sequenz fiir KH(N). ]

Definition: K°(p) := Hn(P,’ﬂi__.]

und v°(P) € K (P) ist eine natiirliche

) & 1R, w%/n,Bila y)

ist ein Funktor in Pif_‘;1

Homotopie-Invariante.

Ein Teil von v°® ist durch ¢ beschrieben; sicher wire es erstre-
benswert, auch den Rest durch eine Invariante in

gt (P,nrsl/n*Bild lPP) zu beschreiben. Dies scheint mdglich,

da die Erweiterung in K°(P) im allgemeinen trivial ist, nur
beim Auftreten von Torsionen der Ordnug 2 muB man etwas aufpassen.
Schwierigkeiten macht vor allem die Natiirlichkeit.

Satz: Seien P und Q in P2n+1 . n>8. Ein Isomorphismus

n-1
h : HP Ho , der die Verschlingungszahlen respektiert, wird

genau dann von einer Homotopiedquivalenz induziert, wenn seine '

ineinander 'u'berﬂihrén :
po 3 —_ . - S
¥(Q) = h,y(P) in H (@) bzw. y, =Yoo h P H () >

v2(P) = h*g&h* v°(Q) in K°(P)

A (Q) h,A(P) in H (Q,2,)

Vg = Vp °ht e o g/2z

und wenn ein letztes Realisierungshindernis z (h) im symmetrischen

Tensorraum von n,Bild ‘PQ verschwindet.

Beweis: Ich benutze weiterhin die Schreibweise f
W=V xn(ka) s P = wuf e2n+1, QU \Jg ezn—1 . Inverse !
a
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Einhdngungen werden wieder durch ein Apostroph gekennzeichnet.
Nach Lemma h,h* gibt es eine Homotopieiquivalenz |h! : w > U,
die h, und h* induziert. h wird genau dann von einer Abbildung
P > Q vom Grad 1 induziert, wenn es ein solches |h| giebt.mit
|h|°f = g.

(i) j4|h]ef = j,9 mod E.

Es ist j,ilh|ef = zb Xy, ([h|ef) [e,r1y] mod E

14

J«g = Z Xab(g) [ea,tb] mod E
a,b

X.b fir a,b < 0 ist mod kb bestimmt durch die Verschlingungs-

zahlen, fiira < 0 < b ist x = 0, x mod 2k_ ist durch
ab aa a

v festgelegt, und die restlichen X b durch die Bilinearform der

Schnittzahlen. Also ist xab(lhlo_f) = x,,(9) ¥ a,b.

(i) s2(|h]ef - g)

Wir haben das Diagfamm {w',s%) —Hfl {szn,w}
Ih|*y +h],

(w ,s%) BUBLE (20

Hg ist durch j,g mod E festgelegt bis auf Elemente der Untergruppe ~’(

. ' ° S ) N . .
L= g}b(la/\ 1b) Ty von n2n(UAU ) . Wegen (i) ist also

Hg = H(|h|[°£f) + o, o ¢ E . AuBerdem ist fiir v aus {u.,s°} :
|h| . (HE! (|h]'*v)) = |h|e(id Ave|h|' )oHE = (|h|/\vo|hr)f;
‘ = (davie(n|Afn] )ent = n(|nl-nnf

Also ist - Szg

1]

Hg!vU(Q) = .(H(|h|°f)+0')!\)U(Q)
= - Szf + olvU(Q) und schlieBlich
((taA tb')°n)-'vU(Q).'= (idAvU(Q))o(laA Ib')°n
=1 A (\)U°1b‘oh) = ‘1.a/\(wQ(1b)°n)
= 1a°(n*1p(1b)), also insgesamt

Szg = s%¢ mod ): 1ao1r? ow('tb).

a,b

(1ii) Aus der Natiirlichkeit von A gegen h, folgt A |h]eof-g)
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Damit liegt |h|~g in der von {[1a,1b]°n, 1,on°v (1) | a,b }
aufgespannten Untergruppe. h ist bis auf Kern C,(U) bestimmt, ich
untersuche nun die Operation dieser Gruppe -genauer :

Lemma Kern C,: (iii) Das Orbit von £ € m,,W unter der Operation
von Kern C (W) = id + I besteht aus den Funktionen

. 2n+1
£+ Yap ([ rtplen + 1 mup, (1)), mit P =Wy, e .

a,b t

Beweis: Mit w = sw', y = sy erzeugt Hf ¢ "Zn(w w')

einen Isomorphismus

HE!: [w',s™] - Mo (W s™ : x' > (idAY')oHF

% ' . -1, = n . .
r " ! Py - = l
4 Sei X} == HE! (1a/\1 ). I wird erzeugt von {1anxbla,b} und

(id+1anxb)f= f +'1anxbf + [id,laﬂxb]°Hf

{id,lanxb]OHf [idOSid',lanOng]on

1l

. id' v!'YoHf = T[4 oHf v
[1d,1ax]°S(1d xb) Hf [1d,1an] Hf.xb

. n, _
[1d.1an]oS(1b 1) = [1b,1an]

= [1ar1b]°n

Xpf = ¥p M 0r 1s™ 7)) = y (1)

(id+1anxb)of = f + 1aan(1b) + [la,lb]°n

Ich setze nun voraus, daB fiir ein 1€ {-1, --- ¢} gqilt :

@P(la)l a ¢ I} ist eine Basis des Z,-Vektorraums n,Bild wQ und
wP(1g) = 0 fiir a ¢ T . Dies kann ich durch elementare Operationen
stets erreichen. Wende ich eingeeignetes Kern C,-Element z auf g -
an, so kann ich |h|ef-g weiter reduzieren :

lh‘of— zog = 2 Cab [1a,1b]on = z—1o|h|of - g

a,bex
Diesen Rest kann ich im allgemeinen nicht mehr durch Verdnderung
g ' von |h| weiter reduzieren, da ich dazu Elemente der Form id+1anxb
gﬁ} mit a und b aus I brauchte, die aber im allgemeinen auch Szlhl—g

verdndern.




- 60 -

Y ronv) eny(y) ist das Realisierungshindernis ¢(h).[J
axb a b

Der Fall n Bild Yp # 0 entspricht dem "exceptional case" bei
WALL, wenn er auch bei Poincare-Riumen in allen Dimensionen
auftreten kann. Im "non-exceptional case" ist das Invarianten-
System ( H,V,v,A,v) also vollstdandig. In jedem
Fall 1st d1e Hochstzahl von nicht homotopiedquivalenten Riumen
in P m1t gleichen Invarianten gegeben durch d(d+1)/2,

d = d1n111*Bild V. Sie ist im.allgemeinen kleiner, denn es
gibt in dem Tensorraum, in dem z(h) liegt, auBer der Symmetrie
noch weitere Relationen:

(i) n w(la) ® 1 w(1a) =0, Wennn=3md4 odern#1md 4 und 8

1, von Ordnung 2 in HO

(ii) n 11;(1:a) ® w(1b) = 0, Wenn 1 @ n,w(la) in Hn(P,vrrSl) .

Nur bis auf diese Relationen ist ¢(h) wohlbestimmt. AuBerdem
kann ¢ noch von h abhingen, wenn es mehrere Isomorphismen gibt,
die die Invarianten respektieren. Darum kann man aus ¢ auch
keine Rauminvariante herleiten. | B

Fir die kritischen Fdlle ist die Klassifikation in derselben Art
durchfithrbar, jedoch wire die Formulierung eines Invarianten- ¥
Systems recht umstindlich. Sie h1nge z.B. von der minimalen Ordnmg f
¢ des direkten Summanden ab, der [{™ M enthdlt, ab, denn fiir |
Zweierpotenzen k hat das Whitehead-Gitter zu o Xn(k) fir k<c,. ‘
k=c und k>c jeweils eine andere Gestalt. Ich verz1chte daher auf f;ﬁ
eine detaillierte Beschreibung dieser Fille. Ebenso verzichte ich’
darauf, die kleinen Dimensionen ( ns8 ) zu betrachten. Ein Diagram:
analog zu dem THOMEIER-Diagramm erhilt man fgr kleine n aus dem
Kapitel V und den Tabellen in TODA' die Methpden aus 1V,ii. sind
dann auch zum groBten Teil fiir diese Dimensionen anwendbar, wenn K
mann den Exaktheitsbereich der Whitehead-Sequenz beriicksichtigt.

Nur fiir die niedrigsten D1mens1onen (vor allem fiir n=2) treten
neue Probleme auf.

-
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V. Quasi-geometrische Konstruktionen und
Veraleich mit den Eraebnissen von Wall

i. Poincaré-Rdume und Mannigfaltigkeiten

In BROWDER werden hinreichende und notwendige Bedingungen dafiir
angegeben, daB ein Poincaré-Raum den Homotopietyp einer Mannig-
faltigkeit hat. Eine notwendige Bedingung ist stets, daB sich
die Normalfaserung v auf P als Biindel darstellen 1iBt. Im

Falle gerader Dimensionen kommen weitere Bedingungen hinzu.
Obwohl diese zusdtzlichen Obstruktionen sehr gut bekannt sind,
werde ich ihnen aus dem Weg gehen, indem ich einen etwas er-
weiterten Begriff von geschlossenen Mannigfaltigkeiten benutze
und Rénder zulasse, die den Homotopietyp einer Sphire haben.
Zieht man den Rand dieser fast geschlossenen Mannigfaltigkeiten
zusammen, so erhdlt man geschlossene Mannigfaltigkeiten in der
topologischen und der PL-Kategorie, also insbesondere Poincaré-
Rdume. Um einen Vergleich zu ermdglichen, schneide ich éuch in
die Poincaré-Rdume Locher, indem ich den null-dimensionalen
Poincare-Raum * einbette.

Definition: (LEVITT) Eine Einbettung eines n-dimensionalen
Poincaré-Raums K" in einen r-dimensionalen Poincaré-Raum P"
ist eine Abfolge von Abbildungen

K" 5N > NuUM S PT

wobei (N,NAM) und (M,NAM) Poincare-Paare sind, und
NAM > N (r-n-1)-zusammenhingerd ist.

Ich schreibe 9N = 3M := NNM.

Satz: (QUINN) Sei K" + PV eine n—E%l zusammenhdngende Abbildung
zwischen Poincaré-Riumen und sei rzn+3. Dann ist diese Abbildung

homotopiedquivalent zu einer Einbettung. [J
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Das Ergebnis einer Einbettung von * ist also ein Poincare-
Paar (P°,Sr_1). Mit der Mayer-Vietoris-Sequenz rechnet man
nach, daB P° homotopiedquivalent zum Grundraum W von P ist.

oy o . . 2n+1 . S
\)IPO € Ky (P°) = Ky (W) ist fiir P aus P n-1 nK (P)

gerade gleich v°. v -1 =: Vg ist ein triviales Sphiren-
| sr-1 S
biindel.

Mit v ist auch das Biindelpaar (vw,vs) reduzibel (siehe SPIVAK);

Die notwendige Homotopieklasse erhdlt man nach dem Ausschneidunm;
satz. Es gilt daher nach BROWDER I1I1.3.10.:

Satz: (E“’,sr_1) ist genau dann homotopiedquivalent zu einer

fast geschlossenen Mannigfaltigkeit, wenn Yy dquivalent zu einem
Biindel ist.

AuBer dem Wegfallen der zusitzlichen Obstruktionen hat dieser
Satz fir mich den Vorteil, daB nur Yy benutzt wird, was zu-
mindest in der K]asse P: der hoher als dim/3-zusammenhingenden §
Poincaré-Rdume in einfacher Weise aus der Klebeabbildung f
der Topzelle zu berechnen ist.

Ich betrachte nun die Klasse P§§:1. Nach IV,iii. sind alle
Mannigfaltigkeiten in dieser Klasse normal fiir n ungerade.
Normale Rdume zeichnen sich dadurch aus, daB

0 > Kern 82 > 1, W > ns
2n 2

spaltet, und daher die Kern S-Invarianten V, v und A sowie das
Realisierungshindernis ¢ auf der einen und die Szf-Invariante v°

Wa0
n

auf der anderen Seite unabhingig sind. Alle mdglichen Werte
'von Invarianten der'erstgenannten Klasse treten bei Poincare-
Rdaumen beliebiger "Oberflichenstruktur" auf, also auch bei
glatten und topologischen Mannigfaltigkeiten, und klassifizieren
auch diese Raumklassen bis auf Homotopie. Sie sind dann auch
Diffeomorphie-bzw. Homdomorphie-Invarianten; allerdings wird
man im allgemeinen erwarten, daB weitere Invarianten beziiglich
der eingeschrinkten Xquivalenzrelationen auftreten.
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Die folgenden Uberlegungen legen jedoch den SchluB nahe,
daB die Homotopiedquivalenz nur in wenigen Fillen echt
schwdcher ist als die Diffeomorphie. Ich vergleiche die
in IV definierten Invarianten mit denen von Wall:

Satz (WALL): Diffeomorphieklassen von fast geschlossenen
2n+1
n-1
Isomorphieklassen der folgenden Diffeomorphie-Invarianten

Mannigfaltigkeiten in P stehen im Verhdaltnis 1-1 zu

1. eine endlich erzeugte Abelsche Gruppe G := HnP

. eine (n+1)-symmetrische Bilinearform

[pn]

b : 1(G) X t(G) » Q/%Z

3. ein Homomorphismus o : G - m,-150

4. wenn n, Bild o = 0, eine Klasse B in Hn+1 (P,'nnSO)

5. fiir n ungerade eine quadratische Form

q : T(G) » Q/22 mit L(q(x+y)-q(x)-q(y)) = b(x,y) mod 1

n+1

fiir n gerade, eine Klasse $ in H (P’Zz)

6. wenn n, Bild o # 0, einw1n22 flirn = 0 mod 8

und ein w in 2 firn = 1 mod 8, das aber mod 4

8
durch b und a festgelegt ist.

a aus diesem Satz und y aus IV und II hingen iiber

J:m SO > nfl zusammen. B in Hn(P,nz) zu B 1dBt sich

fir jeden Poincaré-Raum definieren, wenn w(THnP) = 0.
Auch bei WALL ist a(tG) = 0 die eigentliche Bedingung fiir die
Definition einer nichttrivialen und wohlbestimmten Invariante

8; man beachte, daB wegen der Struktur von T _4SO0 diese

-1
Bedingung nur im Fall n = 1 oder 2 mod 8 verletzt werden kann.

Fir n = 2 mod 8 st 1,50 = 0 und § formal definierbar.
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Die Verschlingungszahlen sind fiir Poincaré-Riume und Mannig-
faltigkeiten gleich definiert, es bleiben also noch die
Invariantenpaare A - §, v - g und ¢ - w. Die Xhnlichkeit
zwischen diesen GroBen ist in der Tat Uberzeugend; zu ¢ - w
beachte man, daB n, Bild a héchstens eindimensional tiber 22
ist, und daB w in jedem Fall genau zwei verschiedene VYerte
annehmen kann. Fiir $ auf dem Torsionsteil fehlt mir die Defi-
nition, WALL verweist hier auf eine fiir mich nicht aufﬁndbare
Fortsetzung seiner Arbeit. Zu v werde ich eine Konstruktwn

angeben, die der von WALL zu q entspricht.

ii. Einbettung von Homotopieklassen

Sei g™

P ¢ PY. Die Homologie von 3B := BA X ¢ P* wwd von
(1], [9B] und zwei weiteren Elementen ¢ und o erzeugt, denn

+ B > BuX » P die Poincare- Embettung Zux g m P,

~ pX-n-1
n+1(B aB) -+ H (aB) - H B ~» 0, Hn+1(B,3B) € H B

ist eine exakte Seqzenz. Es ist also

r-n-1 n r-1 . n
9B o S¢ e Vg e 3 J.g _.—,.V[ecﬂb‘]

B entsteht aus 3B durch Ankleben von zwei Zellen:

B &~ 3B “ erﬂ% et.

1e" ™[ ist eine Cohomologieklasse in H' " (B,3B) = v " (p,x)

r—n

und in H P. Mit Hilfe der folgenden Oberlegungen und der

Wang-Sequenz kann man im allgemeinen zeigen, daB i, : 9B + B
eine spharlsche Faserung ist, die Normalfaserung von x in P, und

1e* ™[ ihre Thom- Klasse. In jedem Fall gilt

r—-n r—

[ € B 7P ist das Poincare-Duale zu x.

Beweis: yle™ ™[ : #™ Tp » gM " (B,3B) ist ein Isomorphismus,

der Thom- Isomorph1smus, da [B, aB] ein Poincare- Paar ist. Daraus 5.
folgt ]e [ﬂ[B] = x 1in H'B bei geeigneter Orientierung von,f
e™™ und mit der Natiirlichkeit des N -Produktes die Behauptung.



- 65 -

Ich betrachte nun den Spezialfall r = 2n+1. In diesem Fall

Tiegen ¢ und o in derselben Gruppe. Die Faser ¢ ist bestimmt

durch ¢ = 2e*~'. Damit ist

2B = 5,V S\ e®™, g = (¢,0] + doa', &' € 1. .S°

g 2n-1

Lemma: Kern[lXP : X » P] = Z(1X¢)

Beweis: Die beiden ersten Zeilen in dem Diagramm

i *eiB*
H X » H P+ H (B) ————5> H X @ H B
n+1 n . n n

X
n+1

H X > H P> H
+

<
114

Hom(HnP,Z) »> Hom(HnB,Z)

sind exakte Sequenzen, und Hom(iBP*,z) = 0, da x ein Torsions-

element ist. Damit ist ix*eiB* injektiv, und iy$ von

unendlicher Ordnung. - !

Nun kann ich die WALL'sche Definition von q wortlich ubernehmen.
Mit kx = 0 ist k iypiyo = 0, also k g =1-i¢.q(x):= 1
: ist zundchst mod 2z bestimmt, da ¢ eindeutig und o bis auf ¢

festgelegt ist. Man kann aber iiber g zusdtzlich fordern:

o' = s 'sa' = shund erhdlt q : 1 _P » Q/22. Mit § := 0%
hat man ndmlich g = [¢,8] + ¢o(a +[17,1"]). Diese Zu- 1'
- satzforderung entspricht bei geeigneter Wahl von S_1 genau
3 der Forderung "¢(a1) = 0" bei WALL.
n.d‘;
Un g auf v zuriickzufiihren, vergleiche ich die oben angegebene

Zellzerlegung von P mit der am Anfang von IV. benutzten.

Py \f e

2n+1 2n+1

- n
= Z X (ka)\v% e

Qi A Satz: v(]ea[) = _q(nA]ea[)
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Beweis: Sei 'x := HA]ea[ eingebettet und k := ka. Es ist
~ n+1 2n+1
P X kﬁ)e \{% e

Es gibt also eine Homotopiedquivalenz H : X u¢ et o W,

n+1

und Je" [ = 1e?g.

und da X * W 'P+ Xn(k) % gh*1 nulThomotop ist, fiihrt
a

dies nach der Puppe-Sequenz zu einer Paarabbildung "(H,X) :

n+1
(Sovsq) u¢ e 'Sovs<b)
¥({inj,in)
(3B Ucp en+1,aB) 2 8B\J¢ en+1 E 2n
. n+1. .
+(1Xue. ,1X)
(X e x)
(ua,l) ¥ (H,A)
W, Vx"(k ) vs"
a#b
+ Pa

(x™ (x),s™)

Fs ist (u,ﬁ)oen+1 = en+1,ﬁ¢ = k1" und k-iig = l-iip = klln‘i:

2n’
da H, P = 0. F 13Bt sich also wie folgt zusammenkleben:
F = (injeN)we?? , p2n A p?™ . 3B Y, et
qg S
e ist die charakteristische Abbildung der 2n-Zelle in "B und
. . . n+1 .
N eine NuHhomotqme von g in m, (Sov S¢\Je 'S,V 8,)

- ¢
Also gilt 3F = e?® + inj,.N

und  (p_ o (H, K)o (1, 0e™ 1)), 5F = 5,p £ = (u,0), N

Nach James ist N = m, [en”,(b] + mzlen”)ol_ + E(B'). N;

.l
ot

MW= my L4901 - myld,0) + ¢ep’ = g,

als‘,oAm1 = 0o mod 2 und m, = -1.

n+1 ,kln] + m2 [e

j*Paf = m1[e n+1'11n] + E(Bi)

-11e™7,{" moda E O
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VI. Klassifikation in grésseren Raumklassen

Die in den beiden vorhergehenden Kapiteln behandelte Klasse
von Poincare-Rdumen ist die zweit-einfachste nach P§f1,
Klassifikation man in STUCKER findet. Es stellt sich die

Frage, ob sich die Methoden aus kapite] IV. auch fir Rdume

deren

mit mehr nichttrivialen Homologiegruppen und entsprechend
komplizierteren Zellstrukturen anweénden lassen. Geht man
schrittweise vor, so stellt man fest, daB das Diagramm zum
Satz aus IV,ii. auch geniigend Informationen enthdlt, um den
Fall Pifz zu behandeln. Ich unterscheide wieder Invarianten,
die Uber die Einhdngung faktorisieren und deshalb einen
linearen Charakter in der Homologie haben, von den eher

zur Bilinearitdt neigenden Kern-S-Invarianten. In der ersten
Gruppe' ist

fiir n ungerade ein [SB] € H (P,2,),

firn = 2 mod 4 ein [se] € H_;(P,2,),
flirn=1mod 4 ein [S6n] € Ho_,(P,2,) und
1.3 - firn=0mod 4 ein [SE] € H___(P,2,)

i zu erwarten. Die Definition der letzten drei Invarianten miBte

‘ der von A in IV. &hneln und auf dieselben Schwiérigkeiten stoBen.
Bei allen vier Invarianten sind Komplikationen durch das Zer-
legungshindernis [u] zu befufchten; sie werden in jedem Fall

von [u] abhdngig sein. Die Homotopieklassen in - |

Kern S € Ton-1" geben nur in wenigén'F'a'Hen homo]qgische
Invarianten ab. Betrachtet man namlich die Operation von ’

Kern C,(W) = 'id + Z(W) mit (W) wie in IV,iii., so hat man

1]

it

f + oof + [id,id]ecHflo

(id + o)sf
' 1

f + og°f + P((sus)”

Hflg) .
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und auf diese Weise wird gerade Bild P = Kern S durch solche
Homotopiedquivalenzen sehr stark betroffen. Allein die fiir die
Schnitt- und Verschlingungszahlen verantwortlichen Homotopie-
klassen, die groBtenteils in Kern S liegen, und die Klassen
[12,12] fiir ig,lg € TH P liegen nicht in P((SUS)~1Hf!X)
und Tiefern Invarianten in der Art von Bilinearformen.

Zu der Frage der additiven Zer]egung in P
der Vollstdndigkeit halber nach

~o trage ich jetzt

Satz: Der Diagonalteil von [u] verschwindet fiir n = 0 mod 4
stets, fir n # 2 mod 4 verschwindet der Diagonalteil bis auf
die Diagonale in A @ A ® ZZ' A besteht aus den direkten

Summanden der Ordnung 2 in H _4P-

Beweis: Die Bédingung fiir den Diagonalanteil lautet:

,n—1 n-1 n-1
iy o(no(g ugieas) - ug, TP en) = 0

Die Behauptung fo]gt dann aus Lemma n in IV,i. und aus dem Satz
aus IV,ii. '

Im iibrigen ist trotz der einfachen Fofm.des Zerlegungshinder-
nisses die Frage nach den méglichen Zellstrukturen unzerlegbarer
Pi -Rdume uberraschend komp1121ert

Fir Poincaré-Rdume mit noch mehr Zellschichten treten drei
Probleme éuf. Das erste entsteht aus der technischen Schwierig-
keit, zu der Injektion

0> L (V) /Kern (i) —ir L '(Vuw)

Linksinverse zu finden, die auch mog]1chst n1cht rein willkiirlich
sein sollen. Zum zweiten hiufen sich die, Ausnahmen in der Perio-
dizitdt der instabilen Homotopiegruppen der Sphdren, dem Aus-
gangsmaterial zur Berechnung yon Homotopiegruppen, um so mehr; je
tiefer man in den instabilen Bereich vordringt. Dies liefert, wie
man bei den kritischen Zahlen sehen kann, keine grundsdtzliche
Schwierigkeit bei der Klassifikation, filhrt aber zu sehr un-
schtnen Invariantensystemen und dazu, daB man schlieBlich auf
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periodische Sdtze ganz verzichten und jede Dimension einzeln
behandeln muB. Zum dritten ist die Kenntnis iiber die instabilen
Homotopiegruppen der Sphiren selbst begrenzt; die Ergebnisse

von THOMEIER wiirden héchstens noch fiir Pi?;1 ausreichen.

Versucht man, in Grundriumen, die aus Zellen von mehr als drei
verschiedenen Dimensionen bestehen, die Klebeabbildungen durch
Objekte wie [ul zu beschreiben, so stoBt man auf eine der
Obstruction-Theorie eigéne Schwierigkeit: Zer]egungshindernissé
aus l<ali, i>1, sind nur dann natiirlich definierbar, wenn die
Hindernisse niedrigerer Ordnung verschwinden.

SchlieBlich braucht man zur Behand]ung der Gleichung fiir

(id¥ o) of Kenntnisse iiber o,, also Verallgemeinerungen des

Lemma n. Auch bei der Herleitung von Relationen in den Zerlegungs-
hindernissen treten solche Terme auf, wie im Beweis zum Satz [u}.
Der Beweis von Lemma n stiitzt sich aber ganz wesentlich auf die
THOMEIER-Ergebnisse. Daher ist zu befiirchten, daB auch in“dieser
Hinsicht die Methoden aus IV im instabilen Bereich der Homotopie-
gruppen der Sphdren steckenbleiben.
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