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Mathematische Annalen 26, 26–51 (1885)

Die ~-d imens iona len  Veral lgemeinerungen tier fundamen ta l en  
Anzahlen uuseres Raums. 

Von 

tt~R~A~S SeH~ER~ in Hamburg. 

Um 'durch Anwendung des Princips yon der Erhaltung der Anzahl 
(Katkiil der abz~ih]. Geom., w 4) die Zahl der Strahlen zu linden, 
welche vier gegebene Strahlen schneiden, ertheilt man diesen die be- 
sondere Lage, dass zwei yon ihnen slch schneidefl, und ebenso der 
d_ritte den vierten schneider, beaehtet dann, dass die gestellte Bedinguag 
sowohl yon dem Verbindungss~ahle der beiden Sehniff~punkte, wie 
auch yon dem Sehnittstrahle der beiden Sehnittebenen, also yon zwei 
SSrahlen erfiillt wird, m~d schliess~ hieraus, (lass, wie auch die vier 
gegebenen Sh-ahlen liegen mSgen, die gesuch~ Zahl immer gleieh 
zwei ~ein muss, wenn sie tiberhaupt endlich bleibt. Der wesentlieh 
algebraische Charakter des hierbei angeweadeten Prineips ffihrte reich 
auf den Gedanken, dasselbe auch aaf die Gebilde des n-dimensionalen 
Raums, oder, was ~ dasselbe isi, auf Gleichungssysteme zwischen 
n Variabeln anzuwenden. Dadurch kann man, wenn man die diese 
Gleiehungssysteme cons~ituirenden Gleiehungen s~mmtllch linear sein 
t~st ,  alle fundamentalen Anzalde,a des n-diz~ensionalen l~aums er- 
halten, d. h. utle Anzahten ftir den n-dimensionalen Raum, deren 
entsprechende in unserm Raum beispielsweise angeben, wie viel Ebenen 
durch drei gegebene Punkte geheu~ wie viel Strahlen durch einen 
gegebenen Punkt gehen und dabei zwei gegebene Strahlen schneiden, 
wie viel Strahlen vier gegebene Strahlen schneiden, u. s.w. Ffir den 
Pankt werden diese Anzahten, auch im n.dimensionalen Raume, 
siimmtlich gleich 1, weil ein System yon ,~ linearen Gleiehungen 
zwischen n Unbekannten immer nur dutch eine einzige Warzelgruppe 
befrledig~ wird. Fiir den Strahl, die Ebeneund hSher-stufige~ tineare 
G.ebilde werden abet jene Anzahle~ im Allgemeinen Fanctionen yon n. 

Im Folgenden sind nun einerseits zwei Formetn (w entwickelt~ 
welche yon den eben genannten Functionen die auf den Strahl be- 
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Acta Mathematica 8, 97–118 (1886)

97 

ANZAHL-BESTIMMUNGEN FOR LINEARE RAUME 

BELIEBIGER DIMENSION 

V O N  

H. SCHUBERT 
i n  t t A ~ B U R G .  

In einer Abhandlung, 1 die im 26 ten Bande der M a t h e m a t i s e h e n  
A n n a l e n  (S. 26- -5I  ) ersehienen ist, habe ich als Funktionen yon na l l e  
diejenigen Anzahlen ausgedr~ekt, welche angeben, wieviel Straklen in 
einem n-dimensionalen linearen Raume gegebene Grundbedingungen er- 
fi'filen, wo unter Grundbedingung jede Bedingung zu verstehen ist, welche 
verlang~, dass eln Strahl in einem gegebenen a.dimensionalen linearen 
Raume liegt ( a ~ n )  und dabei einen in diesem Raume liegenden a-di- 
mensi0nalen linearen Raum (a < ~) schneider, d. h. einpunktig trifft. 
Zugleieh habe ich dort nicht allein far den Strahl sondern auch f~r die 
Ebene und fiberh~upt fi~r jeden p.dimensiona!en !inearen Raum diejenigen 
Bedingungen aufgezghlt und auch mit passenden Symbo!en bezeieh;net, 
welehe man als Grundbedingungen zu betraehten hat. Ich wiederho!e hier 
diesc auch im Folgenden fortwghrend angewandte Bezeichnungsweise: 

Die Dimension des linearen Raums, in welehem alle vorkommenden 
Gebi!de gedaeht werden sollen, helsse stets n. Es bedeute ferner jedes 
Symbol 

Die u-dimensionalen Verallgemeinerungen der fttndamentalen Anzahlen unseres Raumes. 
Von dieser Abhandlung, die ich im Folgenden immer kurz Fund. Anz. nennen werdc, 
benutze ieh hier hauptsttehlieh nut die dort in w 2 angeftthrten, zum Theil auch schon 
von Herrn VERO~ESE (Mathematisehe Annalen: Bd. I9) zusammengestelltcn~ sehr 
naheliegenden allgemeinen Stttze fiber lineare Riiume und ihre Dimensionen. 

.4eta m a t h e m a t i c a .  8. I m p r i m $  le 1 Mars 1886. 1~ 
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98  H.  Schube r t .  

wo a irgend eine ganze Zahl oder ein eine ganze Zahl darstellender 
Buchstaben-Ausdruck ist, einen a-dimensionalen linearen Raum, z. B. [o] 
einen Punkt,  [i] einen Strahl, [2] eine Ebene, u. s. w., endlich In] den 
n-dimensionalen linearen Raum, der allen Betrachtungen zu Grunde gelegt 
wird. Man erhalt dann die samtlichen Grundbedingungen, welche einem 
[p] auferlegbar sin(l, wenn man sich auf alle m0gliehe Weise p - 4 - i  
Raume [ao], [a:], [a,!, . . . ,  lap] a ls gegeben denkt, yon denen [ao] in 
[a:! ,  [a~] in [a~], [a2] in [aa] , u. s. w., liegt, und wenn man dann ver- 
langt, dass der [p] mit dem [a0] einen Punkt,  mit dem [a~] einen Strahl, 
mit dem [%] eine Ebene, und rtberhaupt mit dem [ak] einen [k] ge- 
meinsam haben soll. Die Bedingung, welche dadurch dem [p] auferlegt 
ist, bezeichne ich stets mit 

(a  o, tt t ,  a, 2, a,~ . . . . .  ctp : .  a~) .  

Es bedentet hiernaeh z. B. das Grundbedingungs-Symbol: 

(% 2), dass ein Strahl einem gegebenen Strahlbt'~sehel angehSren soll, 

(o, n), dass ein Strahl dureh einen gegebenen Punkt  gehen sol!. 

(4, 5), dass ein Strahl in einem gegebenen fanfdimensionalen linearen 
Raume liegen soll (dass er dabei aueh einen in dem [5] liegenden [4] 
sehneiden soll, kann bei der [~:bersetzung des Symbols fortgelassen werden, 
well in elnem [5] ieder Strahl mit einem 14! einen Punkt  gemein hat), 

( n - - 3 ,  n i, n), dass eine Ebene mit einem I n - - 3 ]  einen Punkt  
gemeinsam haben soll, 

(a 2, a i. a), dass eine Ebene in einem [a] liegen soll. 

(o, i. 2. 3), dass ein [3] gegeben sein soll. 

(o, t, 4, 5, n), dass ein [41 mit einem gegebenen [5] einen [3] ge- 
meinsam haben soll. und dabei dureh einen gegebenen, in dem I5] 
l iegemen Strahl gehen soll. 

Aus der Definition des Bedingungssymbols (a0, a~, a., . . . . .  %) geht 
hervor, dass a o < a :  < a ~  < a ~  < . . .  < a p ~ n  sein muss. Da a 0 nieht 
kleiner a l s o  sein kann, so kann also auch a~ nicht kleiner als k sein. 
Indem man die p-J-  I Buehstaben a0, a~, a:, . . . .  ap allen hiernach zu- 
l~sigen ganzen Zahlen gleiehsetzt, erhi~lt man leieht, (lass sich einem [p] 
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Schubert varieties I.

I Notation [a] : “Linear subspace”
= projective subspace of Pn of dimension a

I Definition Given

[a0] ⊂ [a1] ⊂ · · · ⊂ [ap] , 0 6 a0 < a1 < · · · < ap 6 n

let

{[p] | dim[p] ∩ [ak ] > k} = Schubert variety (a0, a1, . . . , ap)

I Example

(n − p, . . . , n − 1, n) = variety of all [p] in Pn

= Grassmannian G (p + 1, n + 1)

= U(n + 1)/(U(p + 1)× U(n − p))

= G , dimG = (p + 1)(n − p) .
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Some remarks about the Grassmannian G

I e1, e2, . . . , en+1, unitary base for Cn+1

I Tn+1 = {e2πiα1 , . . . , e2πiαn+1} operates on

G = U(n + 1)/(U(p + 1)× U(n − p))

I Fixpoints are the

(
n + 1

p + 1

)
linear subspaces spanned by p + 1 base

elements. Poincaré-Hopf :(
n + 1

p + 1

)
= Euler number(G )

=
∑

b2i

= rank(H∗(G ,Z)) (bi = 0 for i odd, no torsion) .

I There are

(
n + 1

p + 1

)
Schubert cycles, and they are a base for H∗(G ,Z).

I Ehresmann, Sur la topologie de certaines variétés algébriques réelles.
J. Math. pur. appl. (1937)
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Schubert varieties II.

I dim(a0, a1, . . . , ap) =
p∑

i=0
(ai − i)

=
p∑

i=0
ai − p(p + 1)/2 6 dimG

I Examples (n − p, . . . , n − 1, n) = G

I 1.
p∑

i=0
(n − p + i − i) = (p + 1)(n − p) = dimG

I 2. (0, 1, . . . , p) consists only of the given [p]. The dimension is zero.

I 3. (n − p − 1, n − p + 1, . . . , n − 1, n) = {[p] | [p] ∩ [n − p − 1] 6= ∅}
has dimension dimG − 1.
This Schubert variety is the generator of H2 dimG−2(G ,Z).
We denote it by g .
Let d be the dimension of (a0, a1, . . . , ap)
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Schubert (Acta Mathematica)

I p. 101
gd(a0, a1, . . . , ap) = degree(a0, a1, . . . , ap)

=

d!
∏
i>j

(ai − aj)

a0!a1! . . . ap!
I p. 104

g(a0, . . . , ap)

= (a0 − 1, a1, . . . , ap) + (a0, a1 − 1, . . . , ap) + · · ·+ (a0, a1, . . . , ap − 1)

I p. 106

deg(3, 4, 5, 6) =
12!1 · 2 · 3 · 1 · 2 · 1

3!4!5!6!
=

(
11

5

)
= 462 = 11.6.7

I

106 H. SchUbert. 

(2, 4, 5, 6) 0 - - 5 . (  ~ , ', 5, 6) q- i6 . (o ,  2, 4, 6)--I- 1o.(o, 3, 4, 5) 

+ 5.(~, :, 3, 6 ) +  9~.(,, ~, 4, s), 

( 2 , 4 ,  5, 6) 7 - 2 i . ( o ,  I, 4, 6)-+- 2 i . (o ,  e, 3, 6)q-  35.(o, 2, 4; 5) 

+ I4 . ( I ,  2, 3, 5), 

(:2, 4, 5, 6) 8 = 42" (  0, I ,  3, 6) --['-" S6.(O, I, 4, 5) -{- 7 0 . (  o, 2, 3, 5) 

+ , 4 . ( I ,  2, 3, 4), 

(2, 4, 5, 6) '~ = 42 . (  ~ i, 2, 6 ) +  i68 . (o ,  1, 3, 5 )n  t- 84.(0, 2, 3, 4), 

(2, 4, 5, 6) ' 0 =  2 ,0 . (0 ,  ,, 2, 5 ) +  252.(0, ' ,  3, 4), 

(2, 4, 5, 6) ~ =  462.(0, ,, 2, 4), 

(2, 4, 5, 6) ~ ' =  462.(  ~ , ' ,  2, 3)- 

Dieses Resultat ergiebt den Salz: In jedem seehsdimensionalen linearen 
P~tame giebt es 462 dreidimensionale lineare Ilaume, yon denen jeder I2 
gegebene Ebenen in je einem Punkte trifft. 

II. 

Unser.Ziel in diesem Abschnitt ist die Auffindung der Funktion, 
welehe fill" die Ebene dig Anzahl 

("0, ",, . ~ ) ( n -  3, , ~ -  ,, n) ~176176 

dutch ao, a~, a s ausdvfickt. 
kilrzung Gebrauch machen. 

Dabei wollen wit yon dec folgenden Ab- 
Es bezeichne 

f(ao, a,, as) 

stets die Zahl der Ebenen, welche die Bedingung: 

("0, "1, " , ) ( ~ -  3, , ~ -  i, .)o0+.,+o,.,-3 
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van der Waerden, Zur algebraischen Geometrie VIII.
Der Grad der Graßmannschen Mannigfaltigkeit der linearen Räume

Sm in Sn (Math. Ann., 1936)

I G (p + 1, n + 1) = G , dimG = (p + 1)(n − p)

I degreeG =
(dimG )!1!2! . . . p!

n!(n − 1)! . . . (n − p)!
=

(dimG )!∏
16i6p+1
16j6n−p

(i + j − 1)

I RRH, Borel-H, H (in the fifties)

χ(G , kg) =
∏

16i6p+1
16j6n−p

(k + i + j − 1)

(i + j − 1)

I RRH ⇒ coefficient of kdimG =
∏ 1

(i + j − 1)
=

degreeG

(dimG )!

Example p = 1 Schubert (Mathematische Annalen)



10

G = U(n + 1)/(U(2)× U(n − 1))

I dimG = 2n − 2

I degG =
(2n − 2)!

n!(n − 1)!
= Cn−1

I Cn = 1, 1, 2, 5, 14, 42, . . . (Catalan numbers, n > 0)

I In P3 there are 2 lines meeting 4 given lines.
In P4 there are 5 lines meeting 6 given 2-spaces.
In P5 there are 14 lines meeting 8 given 3-spaces.
In P6 there are 42 lines meeting 10 given 4-spaces . . .

I We note that

χ(G , g) =

(
n + 1

p + 1

)
Plücker embedding!



11

The Schubert variety (a0, a1, . . . , ap) in G = G (p + 1, n + 1) I.

I If si = ai − i , then

d = dim(a0, . . . , ap) =
∑

si and 0 6 s0 6 s1 6 · · · 6 sp 6 n − p .

I The image of the homology class of (a0, a1, . . . , ap) under the Poincaré
isomorphism is a cohomology class of dimension 2(dimG − d).

I How to calculate it?
I Let V be the tautological vector bundle (fibre Cp+1) over G and V ∗ its

dual. The Chern classes ci of V ∗ are regarded as elementary symmetric
functions in variables x0, x1, . . . , xp (ci ∈ H2i (G ,Z), 0 6 i 6 p + 1).

I Theorem The image of (a0, a1, . . . , ap) under the Poincaré
isomorphism is ∑

α∈Sp+1

sign(α) · α(xn−a00 xn−a11 . . . x
n−ap
p )∏

p>j>i>0
(xi − xj)

This is symmetric in x0, . . . , xp, hence a polynomial in c1, . . . , cp+1

(the Schur polynomial).
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The Schubert variety (a0, a1, . . . , ap) in G = G (p + 1, n + 1) II.

I The leading term of the polynomial is

x t00 x t11 . . . x
tp
p

with ti = (n − ai )− (p − i) = n − p − si . It checks that∑
ti = dimG − dim(a0, . . . , ap)

I If we put
xj = e2πiαj (j = 0, . . . , p) ,

then Poincaré-iso (a0, . . . , ap) = character of the irreducible
representation of U(p + 1) with highest weight

t0α0 + t1α1 + · · ·+ tpαp

restricted to the maximal torus of U(p + 1). (Hermann Weyl)
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Examples I.

I The r -th Chern class (0 6 r 6 p + 1) has leading term x0x1 . . . xr−1.
Therefore

(s0, s1, . . . , sp) = (n − p − 1, . . . , n − p − 1︸ ︷︷ ︸
r times

, n − p, . . . , n − p)︸ ︷︷ ︸
(p+1−r)-times

hence the Schubert cycle for cr equals

(a0, . . . , ap) = (n − p − 1, . . . , n − p + r − 2, n − p + r , . . . , n)

which can also be defined as

{ [p] | dim([p] ∩ [n − p + r − 2]) > r − 1 }

I Compare Shiing-Shen Chern, Characteristic classes of Hermitian
manifolds, Ann. of Maths. 47 (1946), p.101.

I For r = 1, we get the element g studied before.
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Examples II.

I It follows also that cp+1 corresponds to the Grassmann variety

G (p + 1, n) ⊂ G (p + 1, n + 1)

I More generally ckp+1 (0 6 k 6 n − p) is the Poincaré duality
isomorphism of G (p + 1, n + 1− k) ⊂ G (p + 1, n + 1).

I cn−pp+1 corresponds to a point, hence it is the cohomology fundamental
class for G (p + 1, n + 1).
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Conclusion.

I Exercise Prove that the r -th Chern class of the tautological bundle
complementary to V corresponds under the Poincaré isomorphism to
the cycle

{[p] | [p] ∩ [n − p − r ] 6= ∅}

([n − p − r ] is given).

I For the cohomological part of this talk I used
P. Griffiths and J. Harris, Principles of Algebraic Geometry,
J. Wiley and Sons (1978).

I I thank Andrew Ranicki for organizing this talk as a Beamer
presentation (a first for me).


