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x1. �áâ®à¨ï ¯®áâ ¢«¥­­ëå § ¤ ç.

�á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¢®áå®¤ïâ ª ¯ïâ¨ ª« áá¨ç¥áª¨¬ à ¡®â ¬: [No],
[Fa1-3] ¨ [Du]. � ª®­æ¥ 19-£® ¨ ­ ç «¥ 20-£® ¢¥ª  ¬¥¦¤ã íâ¨¬¨ à ¡®â ¬¨ ¡ë«® £®à §¤®
¬¥­ìè¥ ®¡é¥£®, ç¥¬ á¥£®¤­ï. �¡êïá­ï¥âáï íâ® ¢ ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì à¥¢®«îæ¨®­­ë¬ ¯à®-
àë¢®¬ ¢ ¡¨à æ¨®­ «ì­®© £¥®¬¥âà¨¨ ¢ ª®­æ¥ 80-å £®¤®¢, á¤¥« ­­ë¬ ¡« £®¤ àï à ¡®â ¬
�.� ¢ ¬ âë, �.�®à¨ ¨ �.�.�®ªãà®¢ . �®¢ ï ª®­æ¥¯æ¨ï, ­ §¢ ­­ ï Ǳà®£à ¬¬®©
�¨­¨¬ «ì­ëå �®¤¥«¥© (Ǳ��), ¯®§¢®«¨«  ¤®ª § âì ¬­®¦¥áâ¢® ­¥à¥è�¥­­ëå ¯à®¡«¥¬
¨ ¯¥à¥¤®ª § âì ¬­®£¨¥ ª« áá¨ç¥áª¨¥ à¥§ã«ìâ âë. �® çâ® ­¥ ¬¥­¥¥ ¢ ¦­®, ®£à®¬­®¥
ª®«¨ç¥áâ¢® à ­¥¥ ª § ¢è¨åáï ­¥á¢ï§ ­­ë¬¨ ¤àã£ á ¤àã£®¬ ­ ¯à ¢«¥­¨© ®ª § «¨áì
¡«¨§ª¨¬¨ á ­®¢®© â®çª¨ §à¥­¨ï.
� à ¡®â å �.��¥â¥à  [No] ¨ �¦.� ­® [Fa1] ¨áá«¥¤®¢ «¨áì áâàãªâãàë £àã¯¯ ¡¨à -

æ¨®­ «ì­ëå  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ P2 ¨ £« ¤ª®© ª¢ àâ¨ª¨ ¢ P4 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �¥á¬®âàï
­  â®, çâ® ¢à¥¬¥­­®© ¨­â¥à¢ « ¬¥¦¤ã ¤¢ã¬ï à ¡®â ¬¨ { ¯®çâ¨ ¯®«¢¥ª , ¨å ¬¥â®-
¤ë ®ç¥­ì ¡«¨§ª¨. �¡¥ à ¡®âë á®¤¥à¦ «¨ ®è¨¡ª¨,   à ¡®â  [Fa1] ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¡ë« 
¯à¥¤ ­  § ¡¢¥­¨î ¤® 70-å £®¤®¢ ­ è¥£® áâ®«¥â¨ï.
� 1971 £®¤ã ¢ëè«  à ¡®â  �.�.�áª®¢áª¨å ¨ �.�.� ­¨­  [�á� ], ª®â®à ï ¨á¯à -

¢¨«  ®è¨¡ª¨ à ¡®âë [Fa1]. � íâ®£® ¬®¬¥­â  ­ ç «áï ­®¢ë© ¯¥à¨®¤ à §¢¨â¨ï ¡¨à æ¨-
®­ «ì­®© £¥®¬¥âà¨¨. � à ¡®â¥ [�á� ] ­¥ â®«ìª® ¡ë« ãá¨«¥­ áâ àë©, ¤ ¢­® § ¡ëâë©
¬¥â®¤ à ¡®â [No] ¨ [Fa1], ­® â ª¦¥ ¡ë« ¨§®¡à¥â�¥­ ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­® ­®¢ë© ¬¥â®¤ { ¬¥â®¤
\¯à®¡­®£® ª« áá ".
�áâ¥áâ¢¥­­®, ­®¢ë¥ ¬¥â®¤ë à ¡®âë [�á� ] ¡ë«¨ ¯à¨¬¥­¥­ë ª è¨à®ª®¬ã ª« ááã

¬­®£®®¡à §¨© (á¬. [�á3]). � ®á­®¢­®¬ íâ® ¡ë«¨ £« ¤ª¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï á ®¡¨«ì­ë¬
 ­â¨ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ¤¨¢¨§®à®¬. �á­®¢­ë¬ áâ¨¬ã«®¬ ¤«ï íâ®£® á«ã¦¨« â®â ä ªâ, çâ®
¢á¥ â ª¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ®ç¥­ì ­ ¯®¬¨­ îâ à æ¨®­ «ì­ë¥, ­® ­¥ª®â®àë¥ ¨§ ­¨å, â¥¬
­¥ ¬¥­¥¥, ­¥ à æ¨®­ «ì­ë. � ¯¥à¢ë¬ â ª¨¬ ¯à¨¬¥à®¬ áà¥¤¨ âà�¥å¬¥à­ëå ¬­®£®®¡à -
§¨© ¡ë«  £« ¤ª ï ª¢ àâ¨ª  ¢ P4. Ǳ®á«¥¤­¥¥ ¨§¢¥áâ­® ª ª ®âà¨æ â¥«ì­®¥ à¥è¥­¨¥
Ǳà®¡«¥¬ë �îà®â  (á¬. [�á� ]).
� 80-¥ £®¤ë ¢ ®¡« áâì ¤¥©áâ¢¨ï ¬¥â®¤®¢ à ¡®âë [KaMa] ¯®¯ «¨ à áá«®¥­¨ï ­  ª®-

­¨ª¨. �.�.� àª¨á®¢ë¬ ¢ à ¡®â å [� 1-2] ¡ë«® ¯®«ãç¥­® ª« áá¨ç¥áª®¥ ãá«®¢¨¥ ­ 
¡¨à æ¨®­ «ì­ãî ¦�¥áâª®áâì à áá«®¥­¨© ­  ª®­¨ª¨. � á ¯®¬®éìî ­¨å ¡ë« ¯®«ãç¥­
ª®­âà¯à¨¬¥à ª �¨¯®â¥§¥ �®¢¨«ï. � ¢ à ¡®â å [�á4-5] ¡ë« áä®à¬ã«¨à®¢ ­ ¨ âé -
â¥«ì­® ¨áá«¥¤®¢ ­ �à¨â¥à¨© � æ¨®­ «ì­®áâ¨, ª®â®àë© ­  á¥£®¤­ïè­¨© ¤¥­ì ¯®çâ¨
¤®ª § ­.
�¤¥áì áâ®¨â ®â¬¥â¨âì, çâ® £¥®¬¥âà¨ï à áá«®¥­¨© ­  ª®­¨ª¨ ¨­â¥­á¨¢­® ¨§ãç « áì á

­ ç «  70-å £®¤®¢ ¬¥â®¤®¬ ¯à®¬¥¦ãâ®ç­®£® ïª®¡¨ ­ . � ª ®¤­® ¨§ ¯à¨¬¥­¥­¨©, ¡ë« 
¤®ª § ­  ­¥à æ¨®­ «ì­®áâì £« ¤ª®© âà�¥å¬¥à­®© ªã¡¨ª¨. �¤­ ª® íâ¨ ¬¥â®¤ë ¯®ª 
­¥ ¯¥à¥­¥á¥­ë ¢ ¡®«¥¥ ¢ëá®ªãî à §¬¥à­®áâì. Ǳà¥ªà á­ë© ®¡§®à ® à áá«®¥­¨ïå ­ 
ª®­¨ª¨, ¯à®¬¥¦ãâ®ç­®¬ ïª®¡¨ ­¥, ¬­®£®®¡à §¨¨ Ǳà¨¬  ¨ ¢®¯à®á å à æ¨®­ «ì­®áâ¨



á®¤¥à¦¨âáï ¢ à ¡®â¥ [�î].
� ¬®¬¥­â  ¯à®­¨ª­®¢¥­¨ï Ǳ�� ¢ ¡¨à æ¨®­ «ì­ãî £¥®¬¥âà¨î ­  à ¡®âë ® áâàãª-

âãà¥ £àã¯¯ ¡¨à æ¨®­ «ì­ëå  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ áâ «¨ á¬®âà¥âì ­¥áª®«ìª® ¨­ ç¥. �®-
¯¥à¢ëå, á ¬ â¥à¬¨­ \¡¨à æ¨®­ «ì­® ¦�¥áâª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥" ­¥áª®«ìª® ¯à¥®¡à §¨«áï
¨ â¥¯¥àì ¥£® ¯à¨­ïâ® à áá¬ âà¨¢ âì ¢ á¬ëá«¥ à ¡®âë [Ǳã2]. �®-¢â®àëå, ¨áá«¥¤®¢ -
­¨ï à áá«®¥­¨© ­  ª®­¨ª¨ ¢ à ¡®â å [� 1-2] ¯à¨¢¥«¨ ª á®§¤ ­¨î â ª ­ §ë¢ ¥¬®©
Ǳà®£à ¬¬ë � àª¨á®¢  {  «£®à¨â¬ã à §«®¦¥­¨ï ¡¨à æ¨®­ «ì­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© ­ 
í«¥¬¥­â à­ë¥ \«¨­ª¨". � ¢-âà¥âì¨å, ®ª § «®áì, çâ® ¢¬¥áâ¥ á Ǳ�� ¬¥â®¤ë à ¡®âë
[�á� ] á¯®á®¡­ë à¥è âì á«¥¤ãîéãî § ¤ çã.
� ¤ ç  � ­®-�áª®¢áª¨å. � ©â¨ ¢á¥ íªáâà¥¬ «ì­ë¥1 à áá«®¥­¨ï � ­® ¡¨à æ¨-

®­ «ì­® ¨§®¬®àä­ë¥ ¤ ­­®¬ã ¬­®£®®¡à §¨î.
�®¢á¥¬ ­¥¤ ¢­®, ¢ á¥à¥¤¨­¥ 90-å £®¤®¢, �.�.Ǳãå«¨ª®¢ã ¢ à ¡®â¥ [Ǳã2] ã¤ «®áì

­ ©â¨ «®ª «ì­ë©  ­ «®£ ¬¥â®¤  \¯à®¡­®£® ª« áá ". �ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì, ¥£® ­¥-
à ¢¥­áâ¢®¬ �áª®¢áª¨å-Ǳãå«¨ª®¢  ¯®  ­ «®£¨¨ á £«®¡ «ì­ë¬ ­¥à ¢¥­áâ¢®¬ ��¥â¥à -
� ­® (á¬. ¯ à £à ä 1 £« ¢ë I). Ǳ¥à¢ë¬¨ ¯à¨¬¥­¥­¨ï¬¨ ­¥à ¢¥­áâ¢  �áª®¢áª¨å-
Ǳãå«¨ª®¢  áâ «¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® à¥§ã«ìâ â   ­ «®£¨ç­®£® [�á� ] ¤«ï ®¡é¨å £¨¯¥à-
¯®¢¥àå­®áâ¥© áâ¥¯¥­¨ M ¢ PM ¢ à ¡®â¥ [Ǳã3] ¨ à¥è¥­¨¥ ¢ à ¡®â¥ [Ǳã4] ª« áá¨ç¥áª®©
¯à®¡«¥¬ë ® ¡¨à æ¨®­ «ì­®© ¦�¥áâª®áâ¨ à áá«®¥­¨© ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ®. �
à ¡®â å [�à1-2] íâ® ­¥à ¢¥­áâ¢® ¡ë«® ¯à¨¬¥­¥­® ¤«ï ®á®¡ëå ¬­®£®®¡à §¨©.
�¥¯¥àì ¢¥à­�¥¬áï ¡®«¥¥ ç¥¬ ­  ¯®«¢¥ª  ¢ ¯à®è«®¥. �á«¥¤ §  ¢®¯à®á ¬¨ à æ¨®­ «ì-

­®áâ¨ ®â¤¥«ì­ëå âà�¥å¬¥à­ëå ¬­®£®®¡à §¨© �¦.� ­® áâ « ¨áá«¥¤®¢ âì ®¡é¨¥ á¢®©-
áâ¢  íâ¨å ¬­®£®®¡à §¨©. � ¯®á«¥¤áâ¢¨¨ ¨å áâ «¨ ­ §ë¢ âì ¬­®£®®¡à §¨ï¬¨ � ­®. �
á®¢à¥¬¥­­ëå â¥à¬¨­ å ¢ à ¡®â å [Fa2-3] ¡ë«¨ \ª« áá¨ä¨æ¨à®¢ ­ë" âà�¥å¬¥à­ë¥ ¬­®-
£®®¡à §¨ï � ­® æ¥«®£® ¨­¤¥ªá . �¤­ ª®, ª ª ¢ à ¡®â¥ [Fa1], â ª ¨ ¢ à ¡®â å [Fa2-3]
¡ë« ¤®¯ãé¥­ àï¤ ®è¨¡®ª. �¨­ «ì­®, ¨á¯à ¢«¥­¨¥ \­¥â®ç­®áâ¥©" à ¡®âë [Fa2] ¯à¨¢¥-
«® ª ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ �.�.�áª®¢áª¨å, �.�®à¨ ¨ �.�ãª ¥¬ ¢á¥å £« ¤ª¨å âà�¥å¬¥à­ëå
¬­®£®®¡à §¨© � ­® (á¬. [�á2]). �¤¥¨ áâ âì¨ [Fa3] ¯®¯ëâ «¨áì ¢®ááâ ­®¢¨âì ¢ [CoMu],
­® ¯®«­®áâìî á¤¥« âì íâ® ­¥ ã¤ «®áì, ¨ ¡®«ìè¨­áâ¢® ­¥¤®ª § ­­ëå ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ¡ë-
«¨ áä®à¬ã«¨à®¢ ­ë ¢ ¢¨¤¥ £¨¯®â¥§.
� 50-¥ £®¤ë ¢ ª­¨£¥ [Ro] ¡ë«¨ à §®¡à ­ë ­¥áª®«ìª® áâ â¥© �¦.� ­®. � â®¬ ç¨á«¥ ¨

áâ âì¨ [Fa1-3]. �¤­ ª® ¨§-§  ­¥¤®áâ âª  â¥å­¨ª¨ ¯®çâ¨ ­¨ª ª¨å ¨á¯à ¢«¥­¨© ­¥ ¡ë«®
á¤¥« ­®. � ¬ ¦¥ ãâ¢¥à¦¤ « áì ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢¥à­®áâì á«¥¤ãîé¥© £¨¯®â¥§ë.
�¨¯®â¥§  � ­®. �­®£®®¡à §¨ï, çì�¥ £¨¯¥à¯«®áª®¥ á¥ç¥­¨¥ ¥áâì ¯®¢¥àå­®áâì

�­à¨ª¢¥á , à æ¨®­ «ì­ë ªà®¬¥ ª®­ãá®¢.
� ¬¥â¨¬, çâ® ¬­®£®®¡à §¨ï ¢ �¨¯®â¥§¥ � ­® { íâ® ¢ â®ç­®áâ¨ ¬­®£®®¡à §¨ï, ª®â®-

àë¥ �¦.� ­® ¨áá«¥¤®¢ « ¢ à ¡®â¥ [Fa3].
�¥áª®«ìª® «¥â ­ § ¤ ¢ à ¡®â å [Be] ¨ [Sa] ¡ë«¨ ­¥§ ¢¨á¨¬® ª« áá¨ä¨æ¨à®¢ ­ë

¢á¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ¨§ à ¡®âë [Fa3], ª®â®àë¥ ¨¬¥îâ æ¨ª«¨ç¥áª¨¥ ä ªâ®à-®á®¡¥­­®áâ¨.
�¥§ã«ìâ âë ®¡¥¨å à ¡®â ã¤¨¢¨â¥«ì­® â®ç­® ¯à¥¤áª §ë¢ «¨áì �¦.� ­® ¥é�¥ 60 «¥â
­ § ¤.
�­®¢ì ¢¥à­�¥¬áï ¢ ¯¥à¢ãî ¯®«®¢¨­ã ­ è¥£® áâ®«¥â¨ï. � ª« áá¨ç¥áª®© à ¡®â¥ [Du]

¡ë«¨ ¨áá«¥¤®¢ ­ë ¯®¢¥àå­®áâ¨, ª®â®àë¥ á¥©ç á ¯à¨­ïâ® ­ §ë¢ âì ¯®¢¥àå­®áâï¬¨

1Ǳ®¤ íªáâà¥¬ «ì­®áâìî ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï â¥à¬¨­ «ì­®áâì ¨ Q-ä ªâ®à¨ «ì­®áâì ®á®¡¥­­®áâ¥© ¨
à ¢¥­áâ¢® Z ®â­®á¨â¥«ì­®© £àã¯¯ë Ǳ¨ª à .



¤¥«ì Ǳ¥ææ® á �î � «¥¢áª¨¬¨ (¨«¨ ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨) ®á®¡¥­­®áâï¬¨. � à ¡®â¥ [BiBrDr]
íâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¡ë«¨ ¨áá«¥¤®¢ ­ë á ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬ ãá«®¢¨¥¬, çâ® £àã¯¯  Ǳ¨ª à 
à ¢­  Z. Ǳ®á«¥¤­¥¥ ãá«®¢¨¥ ¢ á¢¥â¥ Ǳ�� ¢¯®«­¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­®.
� ¬­®£®ç¨á«¥­­ëå à ¡®â å �.�.�«¥ªá¥¥¢  ¨ �.�.�¨ªã«¨­  á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª¨ ¨áá«¥-

¤®¢ «¨áì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ® á «®£ â¥à¬¨­ «ì­ë¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨. � ç áâ­®-
áâ¨, ¢ à ¡®â¥ [�«�¨] ¡ë«¨ ª« áá¨ä¨æ¨à®¢ ­ë ¢á¥ â ª¨¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥-
­¨¨, çâ® ¨­¤¥ªá £®à¥­èâ¥©­®¢®áâ¨ à ¢¥­ 2. �¥áª®«ìª® «¥â ­ § ¤, ¨á¯®«ì§ãï â¥å­¨ªã
�.�®«« à , ¢ à ¡®â¥ [KeMc] ¡ë«¨ ª« áá¨ä¨æ¨à®¢ ­ë \¯®çâ¨ ¢á¥" ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì
Ǳ¥ææ® á «®£ â¥à¬¨­ «ì­ë¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¨ £àã¯¯®© Ǳ¨ª à  Z.
� 90-å £®¤ å ¡¨à æ¨®­ «ì­ ï £¥®¬¥âà¨ï ¬­®£®¬¥à­ëå ¬­®£®®¡à §¨©, Ǳ��, à á-

á«®¥­¨ï � ­® ¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ® áâ «¨ á¢ï§ ­ë ¬¥¦¤ã á®¡®© ­ áâ®«ìª® â¥á­®,
çâ® ®¯¨á âì íâ® ¯®¤à®¡­® ¤ ¦¥ ¢ æ¥«®© ª­¨£¥ ¯à®áâ® ­¥¢®§¬®¦­®. � ¯ à £à ä¥ 4 ¬ë
¯®ª ¦¥¬ ª ª ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ­ ¬¨ ¬¥â®¤ë \¤¢®©áâ¢¥­­®" á¢ï§ë¢ îâ ¨áá«¥¤ã¥¬ë¥ ­ -
¬¨ ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¦�¥áâª¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï � ­®, à æ¨®­ «ì­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï � ­® ¨
®á®¡ë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ®.

x2. �á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë.

�ë à §à ¡®â ¥¬ ¬¥â®¤, ¯®§¢®«ïîé¨© ­ å®¤¨âì ¡¨à æ¨®­ «ì­ë¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¡¨-
à æ¨®­ «ì­® ¦�¥áâª¨å ¬­®£®®¡à §¨© ¢ à áá«®¥­¨ï, ç¥© ®¡é¨© á«®© ¨¬¥¥â à §¬¥à­®áâì
�®¤ ¨àë ­®«ì. �ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì â ª¨¥ à áá«®¥­¨ï K-âà¨¢¨ «ì­ë¬¨, ¯®áª®«ìªã
¯® ¬®¤ã«î Ǳ�� ¨å ¬®¦­® ¯¥à¥áâà®¨âì ¢ à áá«®¥­¨ï á ç¨á«¥­­® âà¨¢¨ «ì­ë¬ ®â­®-
á¨â¥«ì­ë¬ ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ª« áá®¬.
� ¯®¬®éìî ¯®«ãç¥­­ëå ¬¥â®¤®¢ ¬ë ®¯¨è¥¬ ¢á¥ ¡¨à æ¨®­ «ì­ë¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¢

K-âà¨¢¨ «ì­ë¥ à áá«®¥­¨ï á«¥¤ãîé¨å âà�¥å¬¥à­ëå ¬­®£®®¡à §¨©:

(1) ¤¢®©­®£® ­ ªàëâ¨ï P3, à §¢¥â¢«�¥­­®£® ¢ £« ¤ª®© á¥ªáâ¨ª¥,
(2) £« ¤ª®© ª¢ àâ¨ª¨ ¢ P4,
(3) ¤¢®©­®£® ­ ªàëâ¨ï £« ¤ª®© ª¢ ¤à¨ª¨ P3, à §¢¥â¢«�¥­­®£® ¢ £« ¤ª®© ¯®¢¥àå-

­®áâ¨, ¢ëá¥ª ¥¬®© ­  ª¢ ¤à¨ª¥ ª¢ àâ¨ª®©,
(4) \á¨«ì­® à §¢¥â¢«�¥­­®£®" à áá«®¥­¨ï ­  ª®­¨ª¨,
(5) ®¡é¥© £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâ¨ áâ¥¯¥­¨ M ¢ PM .

� ç áâ­®áâ¨, ¬ë ¤®ª ¦¥¬, çâ® ¤¢®©­®¥ ­ ªàëâ¨¥ P3, à §¢¥â¢«�¥­­®¥ ¢ £« ¤ª®©
á¥ªáâ¨ª¥, ¨ ®¡é ï £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâì áâ¥¯¥­¨ M ¢ PM ¤«ï M > 4 ¡¨à æ¨®­ «ì­® ­¥
¯¥à¥áâà ¨¢ îâáï ¢ à áá«®¥­¨¥ ­  í««¨¯â¨ç¥áª¨¥ ªà¨¢ë¥,   ¢á¥ â ª¨¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨
¤«ï £« ¤ª®© ª¢ àâ¨ª¨ ¢ P4 § ¤ îâáï ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ ¨§ ¯àï¬ëå.
�âà ¡ âë¢ ï ­ è¨ ¬¥â®¤ë ¢ ¤¢ã¬¥à­®¬ á«ãç ¥, ¬ë à¥è¨¬  ­ «®£¨ç­ãî § ¤ -

çã ¤«ï íªáâà¥¬ «ì­ëå ¯®¢¥àå­®áâ¥© ¤¥«ì Ǳ¥ææ® ¬ «ëå áâ¥¯¥­¥© ¨ \á¨«ì­® à §¢¥â-
¢«�¥­­ëå" à áá«®¥­¨© ­  ª®­¨ª¨ ­ ¤  «£¥¡à ¨ç¥áª¨ ­¥§ ¬ª­ëâë¬ ¯®«¥¬.
� è¨ ¬¥â®¤ë, ¯®§¢®«ïîâ â ª¦¥ ­ å®¤¨âì ¡¨à æ¨®­ «ì­ë¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¡¨à æ¨-

®­ «ì­® ¦�¥áâª¨å ¬­®£®®¡à §¨© ¢ ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ à áá«®¥­¨ï � ­® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨
®á®¡¥­­®áâï¬¨. � á«ãç ¥, ª®£¤  ¡ §  â ª®£® à áá«®¥­¨ï ®â«¨ç­  ®â â®çª¨, íâ® ­¥
¤ �¥â ­¨ç¥£® ­®¢®£® ¢ âà�¥å¬¥à­®¬ á«ãç ¥ ¢ á¨«ã Ǳ��. �¤­ ª®, ¡¨à æ¨®­ «ì­ë¥ ¯¥-
à¥áâà®©ª¨ ª®­ªà¥â­®£® ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¦�¥áâª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï ¢ ¬­®£®®¡à §¨ï � ­®
á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨, ¢®§¬®¦­® ­¥ Q -ä ªâ®à¨ «ì­ë¬¨, ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¨ á ¯à®¨§¢®«ì­®©
£àã¯¯®© Ǳ¨ª à  ¥é�¥ ­¨£¤¥ ¨ ­¨ª®£¤  ­¥ à áá¬ âà¨¢ «¨áì.



�ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¢á¥ ¯¥à¥ç¨á«¥­­ë¥ ¬­®£®¬¥à­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï §  ¨áª«îç¥­¨¥¬
¤¢®©­®£® ­ ªàëâ¨ï ª¢ ¤à¨ª¨ ­¥ ¨¬¥îâ ¡¨à æ¨®­ «ì­ëå ¯¥à¥áâà®¥ª ¢ ¬­®£®®¡à §¨ï
� ­® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨,   ¤«ï ¤¢®©­®£® ­ ªàëâ¨ï ª¢ ¤à¨ª¨ ¬ë ®¯¨-
è¥¬ ®¤­®¬¥à­®¥ á¥¬¥©áâ¢® â ª¨å ¯¥à¥áâà®¥ª.
� áá¬ âà¨¢ ï ¢¬¥áâ® ª ­®­¨ç¥áª®£® ª« áá  «®£ ª ­®­¨ç¥áª¨© ª« áá, ®¯à¥¤¥«¨¬

«®£K-âà¨¢¨ «ì­ë¥ à áá«®¥­¨ï ª ª à áá«®¥­¨ï, ç¥© ®¡é¨© á«®© ¨¬¥¥â «®£ �®¤ ¨à®¢ã
à §¬¥à­®áâì ­®«ì. Ǳ® ¬®¤ã«î �®£ Ǳà®£à ¬¬ë �¨­¨¬ «ì­ëå �®¤¥«¥© (�Ǳ��)
¨å ¬®¦­® ¯¥à¥áâà®¨âì ¢ à áá«®¥­¨ï á ç¨á«¥­­® âà¨¢¨ «ì­ë¬ ®â­®á¨â¥«ì­ë¬ «®£
ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ª« áá®¬. � ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ª« áá «®£ K-âà¨¢¨ «ì­ëå à áá«®¥­¨© ¢å®¤ïâ
K-âà¨¢¨ «ì­ë¥ à áá«®¥­¨ï ¨ à áá«®¥­¨ï � ­®.
� è¨ ¬¥â®¤ë ¡ §¨àãîâáï ­  «®£ â¥®à¨¨, ¯®íâ®¬ã ¢á¥ ¯®«ãç¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¤«ï

K-âà¨¢¨ «ì­ëå à áá«®¥­¨©  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ áâ ­®¢ïâáï ¢¥à­ë¬¨ â ª¦¥ ¨ ¤«ï «®£ K-
âà¨¢¨ «ì­ëå à áá«®¥­¨©. � ¤ «ì­¥©è¥¬ ¬ë «®£ K-âà¨¢¨ «ì­ë¥ à áá«®¥­¨ï ¡ã¤¥¬
­ §ë¢ âì ¯à®áâ® K-âà¨¢¨ «ì­ë¬¨ à áá«®¥­¨ï¬¨.
\�¡à â­ë¥" ¬¥â®¤ë ¯®§¢®«ïâ ­ ¬ ¤®ª § âì ®£à ­¨ç¥­­®áâì à §¬¥à­®áâ¨ ¨ ç¨á« 

á¥¬¥©áâ¢ ¬­®£®®¡à §¨© � ­® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¨ æ¥«ë¬ ¨­¤¥ªá®¬ ¨
¨å à æ¨®­ «ì­®áâì ¢ á«ãç ¥, ¥á«¨ ªã¡  ­â¨ª ­®­¨ç¥áª®£® ¤¨¢¨§®à  ­¥ ¬¥­ìè¥ 10.
�âªã¤  ¬ë ¢ë¢¥¤¥¬ ¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ à¥è¥­¨¥ �¨¯®â¥§ë � ­® (á¬. ¯ à £à ä 1) ¨
¯®áâà®¨¬ ­®¢ãî ¬®¤¥«ì ¬­®£®®¡à §¨ï �­à¨ª¢¥á 2 (á¬. Ǳà¨¬¥à 4.3).
� ¯®¬®éìî ¯à¨¬¥­¥­¨ï \®¡à â­ëå" ¬¥â®¤®¢ ª ¯®¢¥àå­®áâï¬ ¤¥«ì Ǳ¥ææ®, ¬ë

­ ©¤�¥¬ íää¥ªâ¨¢­ë©  «£®à¨â¬ ­ å®¦¤¥­¨ï ¢á¥å ç¨á«¥­­ëå ¯®¢¥àå­®áâ¥© ¤¥«ì Ǳ¥æ-
æ® á £àã¯¯®© Ǳ¨ª à  Z ¨ ­¥à æ¨®­ «ì­ë¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨.

x3. Ǳà¥¤¢ à¨â¥«ì­ë¥ ¯®­ïâ¨ï.

�á¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ¢ ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¬­®£®®¡à §¨ï, ¥á«¨ ­¥ ®£®¢®à¥­® ¨­ ç¥, ¯à®-
¥ªâ¨¢­ë ¨ ®¯à¥¤¥«¥­ë ­ ¤ ¯®«¥¬ C . �á­®¢­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï, ¯®­ïâ¨ï ¨ ®¡®§­ ç¥­¨ï
á®¤¥à¦ âáï ¢ à ¡®â¥ [KaMaMa].
Ǳ®¤ ¯®¤¢¨¦­®© «®£ ¯ à®©

(X;BX) = (X;
NX
i=1

biBi)

¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®¤à §ã¬¥¢ âì ¬­®£®®¡à §¨¥ X ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨ á ä®à¬ «ì­®© ª®­¥ç­®©
«¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥© «¨­¥©­ëå á¨áâ¥¬ Bi ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­ëå ª®¬¯®­¥­â, â ª®© çâ®
¢á¥ bi 2 Q�0 .
Ǳ®áª®«ìªã ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì â®«ìª® ¯®¤¢¨¦­ë¥ «®£ ¯ àë, â® ¬ë ¡ã¤¥¬ ­ -

§ë¢ âì ¨å ¯à®áâ® «®£ ¯ à ¬¨,   KX+BX ¨ BX «®£ ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ª« áá®¬ ¨ £à ­¨æ¥©
«®£ ¯ àë (X;BX) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.
� ¬¥â¨¬, çâ® «®£ ¯ àã (X;BX) ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ®¡ëç­ãî «®£ ¯ àã, ¥á«¨

§ ¬¥­¨âì ª ¦¤ãî «¨­¥©­ãî á¨áâ¥¬ã Bi ­  ¥�¥ ®¡é¨© í«¥¬¥­â, ¥á«¨ bi < 1, ¨ ­  \¢§¢¥-
è¥­­®¥ áà¥¤­¥¥" ­¥áª®«ìª¨å ®¡é¨x í«¥¬¥­â®¢ ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬,

2�¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï �­à¨ª¢¥á  á®¤¥à¦¨âáï ¢ £« ¢¥ V.



¢ ¤ «ì­¥©è¥¬, ¥á«¨ ­ã¦­®, ¬ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì «®£ ª ­®­¨ç¥áª¨© ª« áá ¨ £à ­¨æã
¤¨¢¨§®à ¬¨3.
�«ï «®£ ¯ à, ç¥© «®£ ª ­®­¨ç¥áª¨© ª« áá ï¢«ï¥âáï Q -� àâì¥ ¤¨¢¨§®à®¬, ¬®¦­®

®¯à¥¤¥«¨âì ¯®­ïâ¨ï ¤¨áªà¥¯ ­â­®áâ¨, â¥à¬¨­ «ì­®áâ¨, ª ­®­¨ç­®áâ¨, «®£ â¥à¬¨-
­ «ì­®áâ¨ ¨ «®£ ª ­®­¨ç­®áâ¨  ­ «®£¨ç­® á [KaMaMa]. �ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® «®£
¯ à  (X;BX) Q -ä ªâ®à¨ «ì­ , ¥á«¨ ¬­®£®®¡à §¨¥ X â ª®¢®.
Ǳà¨¬¥à 3.1. � áá¬®âà¨¬ «¨­¥©­ãî á¨áâ¥¬ã B, á®áâ®ïéãî ¨§ ¯àï¬ëå ­  P2,

¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ â®çªã O. �®£¤  «®£ ¯ à 

(P2; bB)

â¥à¬¨­ «ì­  ¤«ï b 2 [0; 1), ª ­®­¨ç­  ¤«ï b = 1, «®£ â¥à¬¨­ «ì­  ¤«ï b 2 [0; 2) ¨ «®£
ª ­®­¨ç­  ¤«ï b = 2.
Ǳà¨¬¥à 3.1 ¯®ª §ë¢ ¥â ­¥§­ ç¨â¥«ì­ë¥ ¨ ­¥¬­®£® ­¥¯à¨¢ëç­ë¥ ¢­¥è­¨¥ ®â«¨ç¨ï

¯®¤¢¨¦­ëå «®£ ¯ à ®â ®¡ëç­ëå.
�ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ­¥¯à¨¢®¤¨¬®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ Y � X { æ¥­âà ª ­®­¨-

ç¥áª¨å ®á®¡¥­­®áâ¥© «®£ ¯ àë (X;BX), ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¡¨à æ¨®­ «ì­ë© ¬®àä¨§¬
f :W ! X ¨ f -¨áª«îç¨â¥«ì­ë© ¤¨¢¨§®à E �W , â ª¨¥ çâ®

a(X;BX; E) � 0 ¨ f(E) = Y:

�¡®§­ ç¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® æ¥­âà®¢ ª ­®­¨ç¥áª¨å ®á®¡¥­­®áâ¥© «®£ ¯ àë (X;BX) {
CS(X;BX). �á«¨ «®£ ¯ à  (X;BX) ª ­®­¨ç­  ¨ ¬­®¦¥áâ¢®

[Ni=1Bs(Bi)

­¥ á®¤¥à¦¨â í«¥¬¥­â®¢ CS(X;BX), â® ¬ë áª ¦¥¬, çâ® «®£ ¯ à  (X;BX) ¨¬¥¥â ¯®«ã-
â¥à¬¨­ «ì­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨.
Ǳà¨¬¥à 3.2. � áá¬®âà¨¬ ª¢ ¤à â¨ç­ë© ª®­ãá Q � P3 ¨ á¢®¡®¤­ãî «¨­¥©­ãî

á¨áâ¥¬ã ¥£® £¨¯¥à¯«®áª¨å á¥ç¥­¨© B. �®£¤  «®£ ¯ à 

(Q; bB)

¯®«ãâ¥à¬¨­ «ì­  ¤«ï ¢á¥å b 2 Q�0 .
�â¬¥â¨¬ âà¨ ¢ ¦­ëå á¢®©áâ¢  ¯®¤¢¨¦­ëå «®£ ¯ à:

(1) ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ á¯®á®¡®¬ ®¯à¥¤¥«�¥­ ¯àï¬®© ®¡à § £à ­¨æë ¯à¨ ¡¨à æ¨®­ «ì­®¬
®â®¡à ¦¥­¨¨,

(2) ¢­¥ [Ni=1Bs(Bi) ®á®¡¥­­®áâ¨ «®£ ¯ àë (X;BX) á®¢¯ ¤ îâ á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¬­®-
£®®¡à §¨ï X,

(3) �Ǳ�� á®åà ­ï¥â ª ­®­¨ç­®áâì ¨ â¥à¬¨­ «ì­®áâì.

�á«¨ «®£ ¯ à  (X;BX) â¥à¬¨­ «ì­  ¨ Q -ä ªâ®à¨ «ì­  (ª ­®­¨ç­ ), â® ¬ë ¡ã¤¥¬
£®¢®à¨âì, çâ® ®­  â¥à¬¨­ «ì­ ï (á« ¡® ª ­®­¨ç¥áª ï) ¬®¤¥«ì, ¥á«¨ ¤¨¢¨§®à KX+BX

3�ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì Q-¤¨¢¨§®àë ¯à®áâ® ¤¨¢¨§®à ¬¨.



ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­. �á«¨ ®­ ª â®¬ã ¦¥ ¨ ®¡¨«¥­, â® ¬ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® «®£
¯ à  (X;BX) { ª ­®­¨ç¥áª ï ¬®¤¥«ì.
� ¯à¨«®¦¥­¨ïå ®¤­ ª® ­¥ ç áâ® ¢áâà¥ç îâáï â¥à¬¨­ «ì­ë¥, á« ¡® ª ­®­¨ç¥áª¨¥

¨ ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ¬®¤¥«¨. �ë áª ¦¥¬, çâ® á« ¡® ª ­®­¨ç¥áª ï (â¥à¬¨­ «ì­ ï, ª ­®-
­¨ç¥áª ï) ¬®¤¥«ì (V;BV ) ¥áâì ª ­®­¨ç¥áª ï (â¥à¬¨­ «ì­ ï, ª ­®­¨ç¥áª ï) ¬®¤¥«ì
«®£ ¯ àë (X;BX), ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¡¨à æ¨®­ «ì­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥  : X 9 9 KV , â ª®¥
çâ® BV =  (BX).
� ¬¥â¨¬, çâ® ã «®£ ¯ àë (X;BX) ¬®¦¥â ¡ëâì ¬­®£® â¥à¬¨­ «ì­ëå ¨ á« ¡® ª ­®-

­¨ç¥áª¨å «®£ ¬®¤¥«¥©, ­® ª ­®­¨ç¥áª ï ¬®¤¥«ì ¥¤¨­áâ¢¥­­  ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â. �«ï
®¡ëç­ëå «®£ ¯ à ¯®á«¥¤­¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ å®à®è® ¨§¢¥áâ­® (á¬. [�®2]). � ­ è¥¬
á«ãç ¥ ­ã¦­® ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¨§ [�®2] § ¬¥­¨âì ®¡ëç­ë¥ «®£ ¯ àë ­  ¯®¤¢¨¦­ë¥,
«®£ ¯à®®¡à § £à ­¨æë ¯à¨ ¡¨à æ¨®­ «ì­®¬ ¬®àä¨§¬¥ ­  ®¡à â­ë© ®¡à § ¯®¤¢¨¦­®©
£à ­¨æë ¨ «®£ ª ­®­¨ç¥áªãî ¬®¤¥«ì ­  ª ­®­¨ç¥áªãî.
Ǳà¨¬¥à 3.3. � áá¬®âà¨¬  ­â¨ª ­®­¨ç¥áª¨ ¢«®¦¥­­®¥ £« ¤ª®¥ âà�¥å¬¥à­®¥ ¬­®-

£®®¡à §¨¥ � ­® V á Pic(V ) = Z ¨ �K3
V = 16 (á¬. [�á2]). Ǳãáâì HC { «¨­¥©­ ï á¨-

áâ¥¬  £¨¯¥à¯«®áª¨å á¥ç¥­¨© V , ¤¢ ¦¤ë ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ ¤®áâ â®ç­® ®¡éãî ¯àï-
¬ãî C � V . �®£¤  «®£ ¯ à 

(V; bHC)

­¥ ª ­®­¨ç­  ¤«ï b > 1
2 ,   ¤«ï b > 4 ¥�¥ ª ­®­¨ç¥áª ï ¬®¤¥«ì ¥áâì

(P3; bjOP3(1)j):

�á«¨ «®£ ¯ à  (X;BX) ­¥ â¥à¬¨­ «ì­a ¨«¨ ­¥ Q -ä ªâ®à¨ «ì­a, â® ¬ë ¬®¦¥¬
à áá¬®âà¥âì ¡¨à æ¨®­ «ì­ë© ¬®àä¨§¬ f :W ! X, â ª®© çâ® «®£ ¯ à 

(W;BW ) = (W; f�1(BX));

â¥à¬¨­ «ì­  ¨ Q -ä ªâ®à¨ «ì­ . �¯à¥¤¥«¨¬ ¤«ï «®£ ¯ àë (X;BX) ®â®¡à ¦¥­¨¥ �¨-
â ª¨ I(X;BX) ¨ à §¬¥à­®áâì �®¤ ¨àë �(X;BX). Ǳ®«®¦¨¬

I(X;BX) = �jn(KW+BW )j Æ f
�1 ¤«ï n� 0

¨

�(X;BX) =

(
dim(I(X;BX)(X)) ¥á«¨ jn(KW + BW )j 6= ; ¤«ï ­¥ª®â®à®£® n 2 N ;

�1 ¥á«¨ jn(KW + BW )j = ; ¤«ï ¢á¥å n 2 N :

�®¦­® ¯®ª § âì, çâ® �(X;BX) ¨ I(X;BX) ­¥ § ¢¨áïâ ®â ¬®àä¨§¬  f , ¤ ¦¥ ¥á«¨ «®£
¯ à  (W;BW ) â®«ìª® ª ­®­¨ç­ .
� ª ¢ á«ãç ¥ ª« áá¨ç¥áª¨å «®£ ¯ à «®£ ¯ à  (W;BW ) ­ §ë¢ ¥âáï â¥à¬¨­ «ì­®©

¬®¤¨ä¨ª æ¨¥© «®£ ¯ àë (X;BX), ¥á«¨ ¤¨¢¨§®à KW + BW ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­ ®â-
­®á¨â¥«ì­® ¬®àä¨§¬  f .



x4. �á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¬¥â®¤ë.

Ǳ®áâ ¢¨¬ á«¥¤ãîéãî § ¤ çã.
� ¤ ç  4.1. � âì ®¯¨á ­¨¥ «®£ ¯ à ­  ã­¨«¨­¥©ç â®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨.
�ë ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤¢  ¯®¤å®¤  ª � ¤ ç¥ 4.1 ¨ ­ §ë¢ âì ¨å Ǳàï¬®© ¨ �¡à â­®©

� ¤ ç¥©.
Ǳ®¤ Ǳàï¬®© � ¤ ç¥© ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®¤à §ã¬¥¢ âì ®¯¨á ­¨¥ �®¤ ¨à®¢®© à §¬¥à­®-

áâ¨ ¨ ®£à ­¨ç¥­¨¥ \á¢¥àåã" ®á®¡¥­­®áâ¥© «®£ ¯ à ¢ ®¤­®¬ ª®£®¬®«®£¨ç¥áª®¬ ª« áá¥.
Ǳ®ª ¦¥¬ íâ® ­  ¯à¨¬¥à¥.
Ǳà¨¬¥à 4.2. Ǳãáâì X { ¤¢®©­®¥ ­ ªàëâ¨¥ P3, à §¢¥â¢«�¥­­®¥ ¢ £« ¤ª®© á¥ªáâ¨ª¥.

� áá¬®âà¨¬ «®£ ¯ àã

(X;BX) = (X;
NX
i=1

biBi)

­  ­�¥¬ ¨ ¢®§ì¬�¥¬ � 2 Q>0 [ f+1g, â ª®¥ çâ® ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

KX + �BX �Q 0;

¯à¨ç�¥¬ � = +1, ¥á«¨ BX = ;. �®£¤ 

�(X;BX) =

8>>><
>>>:

�1; ¥á«¨ � > 1;

0; ¥á«¨ � = 1;

1; ¥á«¨ � < 1 ¨ ¢á¥ Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ®¤­®£® ¯ãçª  P � j �KX j;

3 ¢ ®áâ ¢è¥¬áï á«ãç ¥.

�®«¥¥ â®£®,

(1) ¥á«¨ �(X;BX) = �1, â® «®£ ¯ à  (X;BX) â¥à¬¨­ «ì­ ,
(2) ¥á«¨ �(X;BX) = 0, â® «®£ ¯ à  (X;BX) ª ­®­¨ç­ ,
(3) ¥á«¨ �(X;BX) = 1, â® «®£ ¯ à  (X;BX) ­¥ ª ­®­¨ç­  ¨ I(X;BX) = �P .

�ë ¤®ª ¦¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï Ǳà¨¬¥à  4.2 ¢ ¯ à £à ä¥ 2 £« ¢ë III, £¤¥ ¯®ª ¦¥¬, çâ®
®­ ®¡®¡é ¥â � ¤ çã � ­®-�áª®¢áª¨å ¤«ï ¤¢®©­®£® ­ ªàëâ¨ï P3, à §¢¥â¢«�¥­­®£® ¢
£« ¤ª®© á¥ªáâ¨ª¥.
�¥â®¤ë à¥è¥­¨ï Ǳàï¬®© � ¤ ç¨ ¡ §¨àãîâáï ­  £«®¡ «ì­ëå ¨ «®ª «ì­ëå ¬¥â®¤ å,

à §à ¡®â ­­ëå ¢ à ¡®â å [Co], [�á3], [�á� ], [� 1-2] ¨ [Ǳã1-4],   â ª¦¥ ­  ¯à¨¬¥­¥­¨¨
ãá¨«¥­­®© Ǳ�� (á¬. ¯ à £à ä 4 £« ¢ë III).
Ǳ®¤ �¡à â­®© � ¤ ç¥© ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®¤à §ã¬¥¢ âì ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¥©, à §-

¬¥à­®áâ¨ �®¤ ¨àë ¨ ª ­®­¨ç¥áª®© ¬®¤¥«¨ ­¥ª®â®à®© \á¯¥æ¨ «ì­®©" «®£ ¯ àë. Ǳà®-
¨««îáâà¨àã¥¬ íâ® ­  ¯à¨¬¥à¥ (á¬. â ª¦¥ Ǳà¨¬¥à 3.3), ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ª®â®à®£® ¬ë
¤®ª ¦¥¬ ¢ ¯ à £à ä¥ 6 £« ¢ë V.
Ǳà¨¬¥à 4.3. � áá¬®âà¨¬ âà�¥å¬¥à­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ �­à¨ª¢¥á  (á¬. ¯ à £à ä 2)

Y á â¥à¬¨­ «ì­ë¬¨ ä ªâ®à-®á®¡¥­­®áâï¬¨. Ǳ®«®¦¨¬ BY = bB, £¤¥ B { «¨­¥©­ ï
á¨áâ¥¬  ¯®¢¥àå­®áâ¥© ¢ j �KY j, ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ ­¥£®à¥­èâ¥©­®¢ãî â®çªã ¬­®-
£®®¡à §¨ï Y . �®£¤ , «®£ ¯ à  (Y;BY ) ­¥ ª ­®­¨ç­  ¤«ï b > 1

2 ¨ �(Y;BY ) � 0 ¤«ï



b � 2. �®«¥¥ â®£®, ¥á«¨ b > 2, â® ª ­®­¨ç¥áª®© ¬®¤¥«ìî «®£ ¯ àë (Y;BY ) ï¢«ï¥âáï
«®£ ¯ à  (V;BV ), â ª ï çâ® V { ¤¢®©­®¥ ­ ªàëâ¨¥ P3, à §¢¥â¢«�¥­­®¥ ¢ ª¢ àâ¨ª¥ á
è¥áâìî ¨§®«¨à®¢ ­­ë¬¨ ®á®¡ë¬¨ â®çª ¬¨ ¨

KV +
2
b
BV �Q 0:

�á­®¢­ë¥ ¬¥â®¤ë à¥è¥­¨ï �¡à â­®© � ¤ ç¨ á®áâ®ïâ ¨§ �Ǳ�� (á¬. [�®2]), ¨áá«¥-
¤®¢ ­¨ï íªáâà¥¬ «ì­ëå ®ªà¥áâ­®áâ¥© íªáâà¥¬ «ì­ëå «ãç¥© (á¬. [Mo]), «®ª «ì­®£®
 ­ «¨§¥ ®á®¡¥­­®áâ¥© â¥à¬¨­ «ì­ëå «®£ ¯ à (á¬. [�«]) ¨ ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¬­®£®®¡à -
§¨© � ­® ¡®«ìè®£® ¨­¤¥ªá  (á¬. [CaFl]).

x5. �à âª®¥ ®¯¨á ­¨¥ ¤¨áá¥àâ æ¨¨.

�­ ç «  ®â¬¥â¨¬, çâ® ®¯¨á ­¨¥ ®á­®¢­ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ª ¦¤®© £« ¢ë á®¤¥à¦¨âáï
¢ ¥�¥ ¯¥à¢®¬ ¯ à £à ä¥.
�« ¢  I ¯®á¢ïé¥­  ¨áá«¥¤®¢ ­¨î £«®¡ «ì­ëå ¨ «®ª «ì­ëå á¢®©áâ¢ «®£ ¯ à ­ 

íªáâà¥¬ «ì­ëå à áá«®¥­¨ïå � ­®
� ¯®¬­¨¬, çâ® íªáâà¥¬ «ì­ë¥ à áá«®¥­¨ï � ­® ¯à¨­ïâ® ­ §ë¢ âì à áá«®¥­¨ï¬¨

�®à¨ (á¬. [KaMaMa]).
� ¯ à £à ä¥ 2 £« ¢ë I ¬ë ®¯¨è¥¬ àï¤ £«®¡ «ì­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢, ª®â®àë¥ ®¡®¡-

é îâ ­¥à ¢¥­áâ¢  ��¥â¥à -� ­®. � ¯ à £à ä¥ 3 £« ¢ë I ¬ë ¯¥à¥­¥á�¥¬ ­¥à ¢¥­áâ¢®
�áª®¢áª¨å-Ǳãå«¨ª®¢  ¢ ¡®«¥¥ á« ¡ë¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï.
�« ¢  II ¨««îáâà¨àã¥â ¯à¨¬¥­¥­¨¥ à¥§ã«ìâ â®¢ £« ¢ë I. � ¨¬¥­­®, ¬ë à §¡¥à�¥¬

Ǳàï¬ãî � ¤ çã ¤«ï ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¦�¥áâª¨å ¤¢ã¬¥à­ëå à áá«®¥­¨© �®à¨.
� £« ¢¥ III ¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ à¥§ã«ìâ âë £« ¢ë I ¤«ï à¥è¥­¨ï Ǳàï¬®© � ¤ ç¨

¤«ï ¤¢®©­®£® ­ ªàëâ¨ï P3, ª¢ àâ¨ª¨, ¤¢®©­®£® ­ ªàëâ¨ï âà�¥å¬¥à­®© ª¢ ¤à¨ª¨ ¨
âà�¥å¬¥à­ëå à áá«®¥­­¨© ­  ª®­¨ª¨. � ª ª á«¥¤áâ¢¨¥ ¬ë ª« áá¨ä¨æ¨àã¥¬ ¢á¥ ¡¨à -
æ¨®­ «ì­ë¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨ íâ¨å ¬­®£®®¡à §¨© ¢ K-âà¨¢¨ «ì­ë¥ à áá«®¥­¨ï.
�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ ¯ à £à ä¥ 3 £« ¢ë III ¬ë ®¯¨è¥¬ ¢á¥ ¡¨à æ¨®­ «ì­ë¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨

¤¢®©­®£® ­ ªàëâ¨ï ª¢ ¤à¨ª¨ ¢ ¬­®£®®¡à §¨ï � ­® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨.
�« ¢ë IV-VI ¯®á¢ïé¥­ë O¡à â­®© � ¤ ç¥ ¤«ï âà�¥å¬¥à­ëå ¬­®£®®¡à §¨© � ­®

æ¥«®£® ¨­¤¥ªá .
�« ¢  IV ï¢«ï¥âáï ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®© ¤«ï £« ¢ V ¨ VI. � ­¥© ¬ë ¯®ª ¦¥¬, çâ®

¬­®£®®¡à §¨ï, à áá¬®âà¥­­ë¥ �¦.� ­® ¢ à ¡®â å [Fa2-3], íâ® ¢ â®ç­®áâ¨ âà�¥å¬¥à­ë¥
¬­®£®®¡à §¨ï � ­® á æ¥«ë¬ ¨­¤¥ªá®¬.
� £« ¢¥ V á ¯®¬®éìî ¬¥â®¤®¢ �¡à â­®© � ¤ ç¨ ¬ë ¤®ª ¦¥¬ à æ¨®­ «ì­®áâì ­¥£®-

à¥­èâ¥©­®¢ëå âà�¥å¬¥à­ëå ¬­®£®®¡à §¨© � ­® á æ¥«ë¬ ¨­¤¥ªá®¬ ¨ ªã¡®¬  ­â¨ª ­®-
­¨ç¥áª®£® ¤¨¢¨§®à  ­¥ ¬¥­ìè¥ 10. �âªã¤  ¡ã¤¥â á«¥¤®¢ âì ¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ à¥è¥­¨¥
�¨¯®â¥§ë � ­®.
� £« ¢¥ VI ¬ë ¤®ª ¦¥¬ ®£à ­¨ç¥­­®áâì ç¨á«  á¥¬¥©áâ¢ ¬­®£®®¡à §¨© ¨§ £« ¢ë V.

� ç áâ­®áâ¨, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ®æ¥­ªã ­  ªã¡  ­â¨ª ­®­¨ç¥áª®£® ¤¨¢¨§®à  âà�¥å¬¥à­®£®
¬­®£®®¡à §¨ï � ­® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ £®à¥­èâ¥©­®¢ë¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¨ ­¥¯ãáâë¬
¡ §¨á­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬  ­â¨ª ­®­¨ç¥áª®© «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬ë.



� £« ¢¥ VII ¬ë ¨áá«¥¤ã¥¬ �¡à â­ãî � ¤ çã ¤«ï \âà¨¢¨ «ì­®©" «®£ ¯ àë ­  ç¨-
á«¥­­ëå ¯®¢¥àå­®áâïå ¤¥«ì Ǳ¥ææ® á ­¥à æ¨®­ «ì­ë¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨.
� �®¡ ¢«¥­¨¨ ª £« ¢¥ III ¬ë ¢¥à­�¥¬áï ª Ǳàï¬®© � ¤ ç¥ ¨ ­ ©¤�¥¬ ¢á¥ K-âà¨¢¨-

 «ì­ë¥ à áá«®¥­¨ï ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¨§®¬®àä­ë¥ ®¡é¥© £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâ¨ áâ¥¯¥­¨ M
¢ PM .
� � ª«îç¥­¨¨ ¬ë ®¯¨è¥¬ ¢®§¬®¦­ë¥ ¯à¨¬¥­¥­¨ï ¯®«ãç¥­­ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¨ ¯¥à-

á¯¥ªâ¨¢ã ¤ «ì­¥©è¨å ¨áá«¥¤®¢ ­¨©, ¯à®¤®«¦ îé¨å ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï, ¨§«®¦¥­­ë¥ ¢
¤¨áá¥àâ æ¨¨.
�¢¨¤ã â®£®, çâ® à §«¨ç­ë¥ £« ¢ë â¥á­® á¢ï§ ­ë ¬¥¦¤ã á®¡®©, ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯à ª-

â¨ç¥áª¨ ¢ ª ¦¤®© £« ¢¥ ¨á¯®«ì§®¢ âì â¥®à¥¬ë, «¥¬¬ë, ª®­áâàãªæ¨¨ ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï
¨§ ¤àã£¨å £« ¢. Ǳà¨ íâ®¬ ¢ ááë«ª å ­  à¥§ã«ìâ âë, ¯®«ãç¥­­ë¥ ¢ â®© ¦¥ £« ¢¥
¤¨áá¥àâ æ¨¨, ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¯ãáª âì ­®¬¥à £« ¢ë.
�á¥ à¥§ã«ìâ âë ¤¨áá¥àâ æ¨¨ á®¤¥à¦ âáï ¢ à ¡®â å [�¥1-6].



����� I

�������� Ǳ�������� ��� Ǳ��

x1. �á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë £« ¢ë I.

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë áä®à¬ã«¨àã¥¬ ®á­®¢­ë¥ â¥®à¥¬ë ® «®ª «ì­ëå ¨ £«®¡ «ì­ëå
á¢®©áâ¢ å «®£ ¯ à, ª®â®àë¥ § â¥¬ ¤®ª ¦¥¬ ¢ íâ®© £« ¢¥.
�¥©ç á ¬ë ¯à¨¢¥¤�¥¬ ¤¢¥ â¥®à¥¬ë, ª®â®àë¥ ­ ª« ¤ë¢ îâ £«®¡ «ì­ë¥ ãá«®¢¨ï ­ 

«®£ ¯ àë ­  à áá«®¥­¨ïå �®à¨. � £« ¢ å II ¨ III ¬ë ¯à¨¬¥­¨¬ ¨å ¤«ï ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï
Ǳàï¬®© � ¤ ç¨ ¤«ï «®£ ¯ à ­  ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¦�¥áâª¨å ¬­®£®®¡à §¨ïå.
�¥®à¥¬  1.1. � áá¬®âà¨¬ â ªãî «®£ ¯ àã (X;BX), çâ® �(X;BX) 2 [0; dim(X)),

  X ¥áâì ¬­®£®®¡à §¨¥ � ­® á £àã¯¯®© Ǳ¨ª à Z ¨ â¥à¬¨­ «ì­ë¬¨ Q -ä ªâ®à¨ «ì-
­ë¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨. � ä¨ªá¨àã¥¬ � 2 Q \ (0; 1], â ª®¥ çâ®

KX + �BX �Q 0:

Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® «®£ ¯ à  (X;�BX) â¥à¬¨­ «ì­ . �®£¤  � = 1, �(X;BX) = 0 ¨
ã «®£ ¯ àë (X;BX) ­¥â á« ¡® ª ­®­¨ç­ëå ¬®¤¥«¥© ®â«¨ç­ëå ®â ­¥�¥ á ¬®©.
� ¬¥â¨¬, çâ® �¥®à¥¬  1.1 ï¢«ï¥âáï  ­ «®£®¬ â ª ­ §ë¢ ¥¬®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  ��¥â¥à -

� ­®,   á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  á¢ï§ ­  á Ǳà®£à ¬¬®© � àª¨á®¢ .
�¥®à¥¬  1.2. Ǳãáâì � : X ! S { à áá«®¥­¨¥ �®à¨, â® ¥áâì �KX �-®¡¨«¥­,

Pic(X=S) = Z ¨ ®á®¡¥­­®áâ¨ X â¥à¬¨­ «ì­ë Q -ä ªâ®à¨ «ì­ë. � áá¬®âà¨¬ «®£
¯ àã (X;BX) á �(X;BX) 2 [0; dim(X)) ¨ â ª®¥ � 2 Q \ (0; 1], çâ®

KX + �BX �Q �
�(L)

¤«ï ­¥ª®â®à®£® Q -� àâì¥ ¤¨¢¨§®à  L ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ S.
�®¯ãáâ¨¬, çâ® «®£ ¯ à  (X;�BX) ª ­®­¨ç­ ,   ¤¨¢¨§®à L ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­

¨ ®¡ê�¥¬¥­. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¤®¬¨­ ­â­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

 : I(X;BX)(X) 9 9 KS;

â ª®¥ çâ® � =  Æ I(X;BX).
�­®£®ç¨á«¥­­ë¥ ¯à¨¬¥àë ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® £«®¡ «ì­ëå ãá«®¢¨© �¥®à¥¬ 1.1 ¨ 1.2

­¥ å¢ â ¥â ¤«ï ¯à®¤ãªâ¨¢­®£® ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï á¢®©áâ¢ «®£ ¯ à ­  ¬­®£®¬¥à­ëå ¬­®£®-
®¡à §¨ïå. � ª ã¦¥ ã¯®¬ï­ «®áì ¢ �¢¥¤¥­¨¨ ¢ à ¡®â¥ [Ǳã2] ¡ë« ­ ©¤¥­ «®ª «ì­ë©
 ­ «®£ ¬¥â®¤  \¯à®¡­®£® ª« áá " { ­¥à ¢¥­áâ¢® �áª®¢áª¨å-Ǳãå«¨ª®¢ . �«¥¤ãîé ï
â¥®à¥¬  ï¢«ï¥âáï ãâ®ç­¥­¨¥¬ íâ®£® ­¥à ¢¥­áâ¢ .



�¥®à¥¬  1.3. Ǳãáâì ­ ¬ ¤ ­  «®£ ¯ à  (X;BX) ­  âà�¥å¬¥à­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ X,
â ª ï çâ® CS(X;BX) á®¤¥à¦¨â £« ¤ªãî â®çªã O. �®£¤ 

multO(B
2
X) � 4:

Ǳà¨ç�¥¬, ¥á«¨ ¢ë¯®«­¥­® à ¢¥­áâ¢®, â® a(X;BX ; E) = 0, £¤¥ E { ¨áª«îç¨â¥«ì­ë©
¤¨¢¨§®à à §¤ãâ¨ï â®çª¨ O.

x2. �«®¡ «ì­ë¥ ¬¥â®¤ë: «®£ ¯ àë ­  à áá«®¥­¨ïå �®à¨.

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ¤®ª ¦¥¬ �¥®à¥¬ë 1.1 ¨ 1.2.
� ä¨ªá¨àã¥¬ à áá«®¥­¨¥ �®à¨ � : X ! S, «®£ ¯ àã

(X;BX) = (X;
NX
i=1

biBi) (2.1)

á �(X;BX) 2 [0; dim(X)) ¨ � 2 Q \ (0; 1], â ª®¥ çâ®

KX + �BX �Q �
�(L)

¤«ï Q -� àâì¥ ¤¨¢¨§®à  L ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ S.
�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 1.1. Ǳ® ãá«®¢¨î dim(S) = 0 ¨ «®£ ¯ à  (X;�BX)

â¥à¬¨­ «ì­ . � ¬ ­ã¦­® ¯®ª § âì, çâ® � = 1 ¨ á« ¡® ª ­®­¨ç¥áª ï ¬®¤¥«ì (2.1)
¥¤¨­áâ¢¥­­ .
Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® � < 1. � áá¬®âà¨¬ Æ 2 Q \ (�; 1), â ª®¥ çâ® «®£ ¯ à  (X; ÆBX)

â¥à¬¨­ «ì­ . �®£¤ 

dim(X) = �(X; ÆBX) � �(X;BX) < dim(X):

� ª¨¬ ®¡à §®¬, � = 1, «®£ ¯ à  (2.1) â¥à¬¨­ «ì­  ¨ �(X;BX) = 0.
�®¯ãáâ¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï ¤¨ £à ¬¬ 

W

f . & g

X
�
9 9 K Y

;

â ª ï çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ W £« ¤ª®, ¬®àä¨§¬ë f ¨ g ¡¨à æ¨®­ «ì­ë, «®£ ¯ à 

(Y;BY ) = (Y; �(BX))

ª ­®­¨ç­  ¨ ¤¨¢¨§®à KY +BY ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­. �®£¤ 

kX
j=1

a(X;BX ; Fj)Fj �Q g
�(KY + BY ) +

lX
i=1

a(Y;BY ; Gi)Gi;



£¤¥ ¤¨¢¨§®àë Gi ¨ Fj ¨áª«îç¨â¥«ì­ë ¤«ï ¬®àä¨§¬®¢ g ¨ f á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �§
�¥¬¬ë 2.19 à ¡®âë [Ko1] á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ¢á¥å ¤¨¢¨§®à®¢ E ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ W

a(X;BX ; E) = a(Y;BY ; E):

� ç áâ­®áâ¨, KY + BY �Q 0, «®£ ¯ à  (Y;BY ) â¥à¬¨­ «ì­  ¨ k = l.
Ǳ®áª®«ìªã Pic(X) = Z ¨ ¬­®£®®¡à §¨¥ X Q -ä ªâ®à¨ «ì­®, â®

rk(Pic(W )) = 1 + k:

�® á ¤àã£®© áâ®à®­ë,
rk(Pic(W )) � rk(Pic(Y )) + l:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬­®£®®¡à §¨¥ Y Q -ä ªâ®à¨ «ì­® ¨ Pic(Y ) = Z.
�¥¯¥àì ®áâ �¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â � 2 Q>1 , â ª®¥ çâ® ®¡¥ «®£ ¯ àë

(X; �BX) ¨ (Y; �BY ) ¡ã¤ãâ ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ¬®¤¥«ï¬¨. �âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ®â®¡à -
¦¥­¨¥ � { ¨§®¬®àä¨§¬. �

�á«®¢¨ï �¥®à¥¬ë 1.1 ­¥«ì§ï ®á« ¡¨âì.
Ǳà¨¬¥à 2.1. � áá¬®âà¨¬ £« ¤ªãî âà�¥å¬¥à­ãî ª¢ àâ¨ªã V ¢¬¥áâ¥ á «¨­¥©­®©

á¨áâ¥¬®© ¥�¥ £¨¯¥à¯«®áª¨å á¥ç¥­¨© HC , ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ ä¨ªá¨à®¢ ­­ãî ¯àï¬ãî
C � X. Ǳ®«®¦¨¬ BV = bHC ¤«ï b 2 Q>1 . �®£¤ 

KV +
1
b
BV �Q 0;

�(V;BV ) = 1 ¨ «®£ ¯ à  (X; 1
b
BV ) ª ­®­¨ç­ , ­® ­¥ â¥à¬¨­ «ì­ .

�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 1.2. Ǳ® ãá«®¢¨î ¤¨¢¨§®à L ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­ ¨
®¡ê�¥¬¥­,   «®£ ¯ à  (X;�BX) ª ­®­¨ç­ . Ǳãáâì � = 1. �®£¤  I(X;BX) =  jn��(L)j
¤«ï n � 0. �âªã¤  á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¤ ¦¥ ¡¨à æ¨®­ «ì­®£® ¨áª®¬®£® ®â®¡à -
¦¥­¨ï  .
Ǳãáâì â¥¯¥àì � 2 (0; 1). � áá¬®âà¨¬ ¡¨à æ¨®­ «ì­ë© ¬®àä¨§¬ f : W ! X, â ª®©

çâ® «®£ ¯ à 
(W;BW ) = (W; f�1(BX))

â¥à¬¨­ «ì­  ¨ Q -ä ªâ®à¨ «ì­ . �®£¤ 

KW +BW �Q KW +�BW +(1��)BW �Q f
�(��(L))+

kX
i=1

a(X;�BX ; Fi)Fi+(1��)BW ;

£¤¥ ¤¨¢¨§®àë Fi f -¨áª«îç¨â¥«ì­ë ¨ ¢á¥ a(X;�BX ; Fi) � 0. Ǳ®áª®«ìªã

I(X;BX) = I(W;BW ) Æ f
�1;

â® ¬ë áà §ã ¯®«ãç ¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¨áª®¬®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 2.2. � ãá«®¢¨ïå �¥®à¥¬ë 1.2 ¥á«¨ ¬®àä¨§¬ � ¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ I(X;BX)
¡¨à æ¨®­ «ì­® ­¥ íª¢¨¢ «¥­â­ë, â® «®£ ¯ à  (X;�BX) ­¥ â¥à¬¨­ «ì­  ¢ ®ªà¥áâ-
­®áâ¨ ®¡é¥£® á«®ï ¬®àä¨§¬  �.



�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ã¦­® ¯à¨¬¥­¨âì �¥®à¥¬ã 1.1 ª ®¡é¥¬ã á«®î ¬®àä¨§¬  �. �

�â¬¥â¨¬ ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®¤­® á«¥¤áâ¢¨¥ ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ë 1.2.
�«¥¤áâ¢¨¥ 2.3. � ãá«®¢¨ïå �¥®à¥¬ë 1.2 á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë:

(1) ®â®¡à ¦¥­¨¥  ¡¨à æ¨®­ «ì­®,
(2) � = 1,
(3) ®¡é¨© á«®© ®â®¡à ¦¥­¨ï I(X;BX) { ã­¨«¨­¥©ç â®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥,
(4) �(X;BX) = dim(S).

� ¤¨¬ ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®¤­® ®¡®¡é¥­¨¥ �¥®à¥¬ë 1.2.
�¥®à¥¬  2.4. Ǳãáâì «®£ ¯ à  (X;�BX) ª ­®­¨ç­ . �®£¤  ¤«ï n� 0 áãé¥áâ¢ã¥â

¤®¬¨­ ­â­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

 : I(X;BX)(X) 9 9 K�jnLj(S);

â ª®¥ çâ®

 Æ I(X;BX) = �jnLj Æ �:

�á«®¢¨ï �¥®à¥¬ë 2.4 ­¥«ì§ï ®á« ¡¨âì.
Ǳà¨¬¥à 2.5. Ǳãáâì ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ S �= P2 ¤ ­  ¤¢ã¬¥à­ ï á¢®¡®¤­ ï «¨­¥©­ ï

á¨áâ¥¬  ªã¡¨ª C, çì¨ í«¥¬¥­âë ¬ë ®â®¦¤¥áâ¢¨¬ á â®çª ¬¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ Z �= P2.
� ¤ ¤¨¬ âà�¥å¬¥à­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ V ¢ S � Z á®®â­®è¥­¨¥¬

(x; y) 2 V () ªã¡¨ª  y á®¤¥à¦¨â â®çªã x:

�®¦­® ¯®ª § âì, çâ® V £« ¤ª®. �¡®§­ ç¨¬ � : V ! S ¨ � : V ! Z ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¥
¯à®¥ªæ¨¨. �®£¤  � ¥áâì à áá«®¥­¨¥ ­  í««¨¯â¨ç¥áª¨¥ ªà¨¢ë¥,   � ¥áâì P1-à áá«®¥­¨¥
á á¥ç¥­¨¥¬. � ç áâ­®áâ¨, ¬­®£®®¡à §¨¥ V à æ¨®­ «ì­®.

�®£ ¯ à 

(V;BV ) = (V; bj��(OP2(1)j)

â¥à¬¨­ «ì­  ¤«ï ¢á¥å b > 0 ¨

KV +
2
b
BV �Q 0:

� ¬¥â¨¬, çâ® ¡¥§ ãá«®¢¨ï �(X;BX) � 0 ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï �¥®à¥¬ë 2.1 ¨ 2.3 ¢ ®¡é¥¬
á«ãç ¥ ¯à®áâ® ­¥ ¢¥à­ë (á¬. Ǳà¨¬¥à 4.3 �¢¥¤¥­¨ï).

x3. �®ª «ì­ë¥ ¬¥â®¤ë: £« ¤ª ï â®çª 

ª ª æ¥­âà ª ­®­¨ç¥áª¨å ®á®¡¥­­®áâ¥©.

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ¤®ª ¦¥­ �¥®à¥¬ã 1.3, ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì  à£ã¬¥­â ¬¨ à ¡®-
âë [Ǳã2].



Ǳãáâì ­ ¬ ¤ ­ë: âà�¥å¬¥à­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ X, «®£ ¯ à 

(X;BX) = (X;
NX
i=1

biBi) (3.1)

¨ £« ¤ª ï â®çª  O 2 X.
�ë à §®¡ê�¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 1.3 ­  ­¥áª®«ìª® «¥¬¬.
�¥¬¬  3.1. �¥®à¥¬  1.3 ¢¥à­ , ¥á«¨

a(X;BX ; E) � 0;

£¤¥ E { ¨áª«îç¨â¥«ì­ë© ¤¨¢¨§®à à §¤ãâ¨ï â®çª¨ O.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë ¨¬¥¥¬

a(X;BX ; E) � 0) multO(BX) � 2) multO(B
2
X) � 4

¨
multO(B

2
X) = 4) multO(BX) � 2) a(X;BX ; E) � 0:

�

�ã¤¥¬ áç¨â âì ¤ «¥¥, çâ® ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥ �¥®à¥¬ë 1.3, ­® ­¥ ¢ë¯®«­¥­® ãá«®-
¢¨¥ �¥¬¬ë 3.1. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ­ ¡®à ¡¨à æ¨®­ «ì­ëå ¬®àä¨§¬®¢

 i;i�1 : Xi ! Xi�1 ¤«ï i = 1; : : : ; K;

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢ ¬:

(1) X0 = X ¨  1;0 ¥áâì à §¤ãâ¨¥ â®çª¨ P0 = O,
(2) ¥á«¨ Ei =  �1i;i�1(Pi�1), â®

( ) ¤«ï i 2 [2; L] ¬®àä¨§¬  i;i�1 ¥áâì à §¤ãâ¨¥ â®çª¨ Pi�1 2 Ei�1,
(¡) ¬®àä¨§¬  L+1;L ¥áâì à §¤ãâ¨¥ ®¡é¥© â®çª¨4 ªà¨¢®© PL � EL,
(¢) ¤«ï i 2 [L + 2; K] ¬®àä¨§¬  i;i�1 ¥áâì à §¤ãâ¨¥ ®¡é¥© â®çª¨ ªà¨¢®©

Pi�1 � Ei�1, ­¥ «¥¦ é¥© ¢ á«®ïå ¬®àä¨§¬   i�1;i�2jEi�1
,

(3) a(X;BX ; EK) � 0, ­® a(X;BX ; Ei) > 0 ¤«ï ¢á¥å i < K.

�¡®§­ ç¨¬  j;i =  i+1;i Æ : : : Æ  j;j�1 ¤«ï j > i ¨  j;j = idXj . �¢¥¤�¥¬ «®£ ¯ àë

(Xi; BXi) = (Xi;  
�1
i;0 (BX)) ¤«ï i = 0; : : : ; K:

Ǳãáâì C0 = B2
X ,   ¤«ï i � 1 § ¤ ¤¨¬ íää¥ªâ¨¢­ë© 1-æ¨ª« Ci � Ei á®®â­®è¥­¨¥¬

B2
Xi

=  �1i;i�1(B
2
Xi�1

) + Ci:

Ǳ®«®¦¨¬

(1) di = degEi(Ci) ¤«ï i = 1; : : : ; L (Ei �= P2),
(2) Cij =  �1i;j (Cj) ¤«ï i � j,

(3) mi;j = multPj�1
(Cj�1i ) ¤«ï i < j � L,

(4) �i = multPi�1
(BXi�1

).

4�­®£®®¡à §¨ï Xi á«¥¤ã¥â áç¨â âì ­¥¯®«­ë¬¨ ¤«ï i > L.



� ¯à¨­ïâëå ®¡®§­ ç¥­¨ïå ­ ¬ ­ã¦­® ¯®ª § âì, çâ®

m0;1 > 4:

� ¬¥â¨¬, çâ® B2
Xi

= Ci0 + : : :+ Cii .
�¥¬¬  3.2. �«ï i 2 [1; L] ¢ë¯®«­¥­® à ¢¥­áâ¢®

i�1X
j=0

mj;i = �2i + di:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® i = 1, ¯®áª®«ìªã á«ãç © i 6= 1 ¤®ª §ë-
¢ ¥âáï ¨¤¥­â¨ç­®, ­® ®¡®§­ ç¥­¨ï ¡®«¥¥ £à®¬®§¤ª¨¥. �®-¯¥à¢ëå,

m0;1 =
NX

i=1;j=1

bibjmultO(Bi � Bj):

�®-¢â®àëå,

�21 =
NX

i=1;j=1

bibjmultO(Bi)multO(Bj):

�-âà¥âì¨å,

d1 =
NX

i=1;j=1

bibjdegE1
(Qi;j);

£¤¥ ªà¨¢ ï Qi;j 2 E1 § ¤ ­  ãá«®¢¨¥¬

 �11;0(Bi) �  
�1
1;0(Bj) =  �11;0(Bi � Bj) +Qi;j:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® BX = B1. � ¯®á«¥¤­¥¬ á«ãç ¥ à ¢¥­áâ¢®

m0;1 = �21 + d1

å®à®è® ¨§¢¥áâ­® (á¬. [Ǳã2]). �£® «¥£ª® ¯®«ãç¨âì, ¥á«¨ ®£à ­¨ç¨âì ¢á¥ ¤¨¢¨§®àë ­ 
®¡é¥¥ £¨¯¥à¯«®áª®¥ á¥ç¥­¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï X, á®¤¥à¦ é¥£® â®çªã O. �

� ¤ «ì­¥©è¥¬, ¨á¯®«ì§ãï �¥¬¬ã 3.2, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ®æ¥­ªã á­¨§ã ¤«ï m0;1 ¢ ¢¨¤¥
«¨­¥©­®© äã­ªæ¨¨ ®â dL ¨ �2i (i = 1; : : : ; L) á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ N . Ǳ®íâ®¬ã ­ ¬
¯®­ ¤®¡¨âáï ®æ¥­ª  á­¨§ã ¤«ï dL.
�¥¬¬  3.3. �ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢®

dL �
KX

i=L+1

�2i deg( i�1;LjPi�1
):



�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¯à¥¤¥«¨¬ ç¨á«  di ¤«ï i > L ª ª ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ 1-æ¨ª«  Ci � Ei
á® á«®¥¬ ¬®àä¨§¬   i;i�1jEi . �®£¤ 

dL � multPL(B
2
XL) ¨ di � multPi(B

2
Xi)deg( i;i�1jPi) ¤«ï i > L:

Ho, ª ª ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ �¥¬¬ë 3.2, ¬®¦­® ¯®ª § âì, çâ®

multPi(B
2
Xi) = �2i+1 + di+1 ¤«ï i � L:

�âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

dL �
KX

i=L+1

�2i

i�1Y
j=L

deg( j+1;jjPj+1) =
KX

i=L+1

�2i deg( i�1;LjPi�1
):

�

�á« ¡¨¬ ­¥à ¢¥­áâ¢® ¢ �¥¬¬¥ 3.3.
�«¥¤áâ¢¨¥ 3.4. �ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢®

dL �
KX

i=L+1

�2i :

�¢¥¤�¥¬ ®à¨¥­â¨à®¢ ­­ë© £à ä �. � ª ç¥áâ¢¥ ¥£® ¢¥àè¨­ à áá¬®âà¨¬ ¨áª«îç¨-
â¥«ì­ë¥ ¤¨¢¨§®àë fEig. Ǳãáâì Ej ! Ei ®¡®§­ ç ¥â, çâ® ¢¥àè¨­ë Ej ¨ Ei á®¥¤¨­¥­ë
­ ¯à ¢«¥­­ë¬ à¥¡à®¬ ¨¤ãé¨¬ ®â ¯¥à¢®£® ª ¯®á«¥¤­¥¬ã. Ǳ®«®¦¨¬

Ej ! Ei () j > i ¨ Pj�1 �  
�1
j�1;i(Ei):

�¯à¥¤¥«¨¬ äã­ªæ¨î T (i) ª ª ª®«¨ç¥áâ¢® ®à¨¥­â¨à®¢ ­­ëå ¯ãâ¥© ¢ £à ä¥ �, ¨¤ã-
é¨å ¨§ ¢¥àè¨­ë EK ª ¢¥àè¨­¥ Ei.
�¥¬¬  3.5. �¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®

a(X;BX ; EK) =
LX
i=1

T (i)(2� �i) +
KX

i=L+1

T (i)(1� �i)

¨ ­¥à ¢¥­áâ¢®

T (i) �
X

Ej!Ei

T (j):

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¡  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ­¥á«®¦­® ¢ë¢®¤ïâáï ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨© £à ä 
� ¨ äã­ªæ¨¨ T (i). �

�¥¯¥àì ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï äã­ªæ¨ï¬¨ T (i) ¨ �¥¬¬®© 3.2, çâ®¡ë ¯®«ãç¨âì ®á­®¢­®¥
­¥à ¢¥­áâ¢® íâ®£® ¯ à £à ä .



�¥¬¬  3.6. �ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢®

LX
i=1

T (i)m0;i �
LX
i=1

T (i)�2i + T (L)dL:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¬­®¦¨¬ à ¢¥­áâ¢® ¨§ �¥¬¬ë 3.2

j�1X
i=0

mi;j = �2j + dj (j = 1; : : : ; L)

­  T (j),   § â¥¬ ¯à®áã¬¬¨àã¥¬ ¯® j. �ë ¯®«ãç¨¬ à ¢¥­áâ¢®

LX
j=1

j�1X
i=0

T (j)mi;j =
LX
j=1

T (j)�2j +
LX
j=1

T (j)dj :

�§¬¥­¨¬ ¯®àï¤®ª áã¬¬¨à®¢ ­¨ï {

LX
j=1

j�1X
i=0

T (j)mi;j =
L�1X
i=0

LX
j=i+1

T (j)mi;j:

� ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ 1 � i < j � L, â® mi;j � di ¨

mi;j > 0 () Ej ! Ei:

�âªã¤ , ãç¨âë¢ ï �¥¬¬ã 3.5, ¬ë ¯®«ãç¨¬, çâ®

L�1X
i=0

LX
j=i+1

T (j)mi;j �
LX
j=1

T (j)m0;j +
L�1X
i=1

X
Ej!Ei

T (j)di �
LX
j=1

T (j)m0;j +
L�1X
i=1

T (i)di:

� ª¨¬ ®¡à §®¬,

LX
j=1

T (j)m0;j +
L�1X
i=1

T (i)di �
LX
j=1

T (j)�2j +
LX
j=1

T (j)dj

¨ ¯®á«¥ á®ªà é¥­¨ï
LX
j=1

T (j)m0;j �
LX
j=1

T (j)�2j + T (L)dL:

�

�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 1.3. �¢¨¤ã �¥¬¬ë 3.1 ¬ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ®
a(X;BX ; E) > 0, £¤¥ E ¥áâì ¨áª«îç¨â¥«ì­ë© ¤¨¢¨§®à à §¤ãâ¨ï â®çª¨ O.



�§ �¥¬¬ë 3.6 ¨ �«¥¤áâ¢¨ï 3.4 á«¥¤ã¥â, çâ®

m0;1

LX
i=1

T (i) �
LX
i=1

T (i)m0;i �
LX
i=1

T (i)�2i + T (L)
KX

i=L+1

�2i �
KX
i=1

T (i)�2i :

Ǳãáâì �0 =
PL
i=1 T (i) ¨ �1 =

PK
i=L+1 T (i). �§ �¥¬¬ë 3.5 á«¥¤ã¥â, çâ®

KX
i=1

T (i)�i � 2�0 + �1:

�¥á«®¦­ë© ¢ à¨ æ¨®­­ë©  ­ «¨§ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®

m0;1 �
1
�0

KX
i=1

T (i)�2i �
(�1 + 2�0)2

�0(�1 + �0)
= 4 +

�2
1

�0(�1 +�0)
> 4;

¯®áª®«ìªã �1 6= 0. �



����� II

��� Ǳ��� �� Ǳ�����������

x1. �á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë £« ¢ë II.

� íâ®© £« ¢¥ ¬ë ¯à¨¬¥­¨¬ à¥§ã«ìâ âë £« ¢ë I ª à¥è¥­¨î Ǳàï¬®© � ¤ ç¨ ¤«ï
£« ¤ª¨å ¯®¢¥àå­®áâ¥© ¤¥«ì Ǳ¥ææ® ¨ ¤¢ã¬¥à­ëå à áá«®¥­¨© ­  ª®­¨ª¨. �«ãç ©  «-
£¥¡à ¨ç¥áª¨ § ¬ª­ãâ®£® ¯®«ï ­¥ï¢­® à áá¬®âà¥­ ¢ à ¡®â å [Co] ¨ [�®]. Ǳ®íâ®¬ã ¬ë
¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ­ ¤ ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ¯®«¥¬ F á  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ § -
¬ëª ­¨¥¬ �F .
� ¬¥â¨¬, çâ® ¢á¥ à¥§ã«ìâ âë £« ¢ë I ®áâ îâáï ¢¥à­ë¬¨ ­¥á¬®âàï ­  ¯à®¨§¢®«ì-

­®áâì ¯®«ï F. Ǳ®¤ â®çª ¬¨ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®¤à §ã¬¥¢ âì ­ã«ì¬¥à­ë¥ áå¥¬­ë¥ â®çª¨.
�¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¥ â®çª¨ ¬ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì F-â®çª ¬¨.
�á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë íâ®© £« ¢ë á®áà¥¤®â®ç¥­ë ¢ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ïå �¥®à¥¬ 2.3, 2.4,

2.5, 3.1, 3.3 ¨ 3.4. �ä®à¬ã«¨àã¥¬ ­¥áª®«ìª® á«¥¤áâ¢¨© ¨§ ­¨å.
�¥®à¥¬  1.1. Ǳãáâì X { £« ¤ª ï ¯®¢¥àå­®áâì ¤¥«ì Ǳ¥ææ® á Pic(X) = Z. �®£¤ 

¥á«¨ K2
X � 3, â®

(1) ¯®¢¥àå­®áâì X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ­¥ ¨§®¬®àä­  à áá«®¥­¨î ­  ª®­¨ª¨,
(2) á â®ç­®áâìî ¤® ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ë Bir(X) ¢á¥ ¡¨à æ¨®­ «ì­ë¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨

¯®¢¥àå­®áâ¨ X ¢ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨
¨áç¥à¯ë¢ îâáï áâ ­¤ àâ­ë¬¨,

(3) á â®ç­®áâìî ¤® ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ë Bir(X) ¢á¥ í««¨¯â¨ç¥áª¨¥ à áá«®¥­¨ï, ¡¨-
à æ¨®­ «ì­® ¨§®¬®àä­ë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ X, § ¤ ­­ë ¯ãçª ¬¨ �«ìä ­ .

�â¬¥â¨¬, çâ® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯ãçª  �«ìä ­  ¨ áâ ­¤ àâ­®© ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¯®¢¥àå­®-
áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ® á®¤¥à¦ âìáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯ à £à ä¥.
�¥®à¥¬  1.2. Ǳãáâì � : X ! S { £« ¤ª®¥ à áá«®¥­¨¥ ­  ª®­¨ª¨ á Pic(X=S) = Z ¨

K2
X < 0. �®£¤  ¯®¢¥àå­®áâì X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ­¥ ¨§®¬®àä­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ®

á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨, à áá«®¥­¨î ­  í««¨¯â¨ç¥áª¨¥ ªà¨¢ë¥ ¨ à áá«®¥­¨î
­  ª®­¨ª¨ ¡¨à æ¨®­ «ì­® ­¥íª¢¨¢ «¥­â­®¬ã à áá«®¥­¨î �.
� ¬¥â¨¬, çâ® £¥®¬¥âà¨ï ¯®¢¥àå­®áâ¥©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬ �¥®à¥¬ë 1.1 ¨

1.2, å®à®è® ¨§ãç¥­  ¢ à ¡®â å [�á1], [�á6] ¨ [M 1-2].

x2. Ǳ®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ®.

� ä¨ªá¨àã¥¬ £« ¤ªãî ¯®¢¥àå­®áâì ¤¥«ì Ǳ¥ææ® X á Pic(X) = Z ¨ K2
X � 3. � á-

á¬®âà¨¬ «®£ ¯ àã

(X;BX) = (X;
NX
i=1

biBi) (2.1)

¨ � 2 Q [ f+1g, â ª®¥ çâ®
KX + �BX �Q 0;



¯à¨ç�¥¬ � = +1 ¤«ï BX = ;.
�ë å®â¨¬ ¨áá«¥¤®¢ âì á¢®©áâ¢  «®£ ¯ àë (2.1) ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ç¨á«  �. �®

á­ ç «  ­ ¬ ­ã¦­® áª § âì ­¥áª®«ìª® á«®¢ ® á ¬®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ X.
� à ¡®â¥ [Ko2] ¯®ª § ­®, çâ® ¯®¢¥àå­®áâì X ¬®¦¥â ¡ëâì § ¤ ­  ®¤­¨¬ ¨§ á«¥¤ãî-

é¨å á¯®á®¡®¢:

(1) ª ª á¥ªáâ¨ª  ¢ P(1; 1; 2; 3) ¢ á«ãç ¥ K2
X = 1,

(2) ª ª ª¢ àâ¨ª  ¢ P(1; 1; 1; 2) ¢ á«ãç ¥ K2
X = 2,

(3) ª ª ªã¡¨ª  ¢ P3 ¢ á«ãç ¥ K2
X = 3.

� ª ª¨¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ®, à áá«®¥­¨ï ­  ª®­¨ª¨ ¨ í««¨¯â¨ç¥áª¨¥ ªà¨¢ë¥
¬®¦­® ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¯¥à¥áâà®¨âì ¯®¢¥àå­®áâì X? �®à®è® ¨§¢¥áâ­®, çâ® ¯®¢¥àå-
­®áâì X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ­¥ ¨§®¬®àä­  à áá«®¥­¨î ­  ª®­¨ª¨ ¨ £« ¤ª®© ¯®¢¥àå­®áâ¨
¤¥«ì Ǳ¥ææ® á £àã¯¯®© Ǳ¨ª à  Z, ®â«¨ç­®© ®â á ¬®© X (á¬. [� 1-2]).
� §¡¥à�¥¬ ®¤­ã ª®­áâàãªæ¨î ¡¨à æ¨®­ «ì­®© ¯¥à¥áâà®©ª¨ X ¢ ¯®¢¥àå­®áâì ¤¥«ì

Ǳ¥ææ® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨.
Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¡¨à æ¨®­ «ì­ë© ¬®àä¨§¬ f : W ! X, â ª®© çâ®

¯®¢¥àå­®áâì W £« ¤ª ï ¨ K2
W > 0.

�¥¬¬  2.1. � á¤¥« ­­ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå ¤¨¢¨§®à �KW ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­ ¨
®¡ê�¥¬¥­.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¬®àä¨§¬ f ¥áâì ®¤¨­ ¨§ á«¥¤ãîé¨å:
( ) ¨§®¬®àä¨§¬,
(¡) à §¤ãâ¨¥ F-â®çª¨ O ¯®¢¥àå­®áâ¨ X,
(¢) à §¤ãâ¨¥ ¤¢ãå F-â®ç¥ª O1 ¨ O2 ¯®¢¥àå­®áâ¨ X,
(£) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®¥ à §¤ãâ¨¥ ¤¢ãå à §«¨ç­ëå F-â®ç¥ª,
(¤) à §¤ãâ¨¥ â®çª¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ X, ª®â®à ï à á¯ ¤ ¥âáï ­ ¤ ¯®«¥¬ �F ­  ¤¢¥ ª®¬-

¯®­¥­âë.
�¯ãáª ï á«ãç © ( ), à §¡¥à�¥¬ á«ãç © (¡). � áá¬®âà¨¬ «¨­¥©­ãî á¨áâ¥¬ã HO,

á®áâ®ïéãî ¨§ ªà¨¢ëå ¢ j �KX j, ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ â®çªã O. �®£¤ 

dim(Bs(HO)) = 0:

Ǳ®á«¥¤­¥¥ á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® ¢ á«ãç ¥ K2
X = 2 «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  j �KX j á¢®¡®¤­ 

¨ § ¤ �¥â ¤¢ã«¨áâ­®¥ ­ ªàëâ¨¥ P2,   ¢ á«ãç ¥ K2
X = 3 ¯®¢¥àå­®áâì X ¬®¦­® ®â®-

¦¤¥áâ¢¨âì á £« ¤ª®© ªã¡¨ª®©. �¨á«¥­­ ï íää¥ªâ¨¢­®áâì ¤¨¢¨§®à  �KW á«¥¤ã¥â ¨§
á®®â­®è¥­¨ï

f�1(HO) � �KW :

Ǳ®áª®«ìªã, K2
W > 0, â® ¤¨¢¨§®à �KW ®¡ê�¥¬¥­.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á«ãç ïå (¢)-(¤) ­¥®¡å®¤¨¬®K3
X = 3. �ë à áá¬®âà¨¬ â®«ìª® á«ãç ©

(¢) ¢¢¨¤ã â®£®, çâ® á«ãç ¨ (£) ¨ (¤) à áá¬ âà¨¢ îâáï ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¨¤¥­â¨ç­®.
� áá¬®âà¨¬ ¯àï¬ãî L, ¯à®å®¤ïéãî ç¥à¥§ â®çª¨ O1 ¨ O2 ¨ ¯ãç®ª HL £¨¯¥à¯«®áª¨å

á¥ç¥­¨© ¯®¢¥àå­®áâ¨ X, á®¤¥à¦ é¨å ¯àï¬ãî L. � ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ( )

f�1(HL) � �KW :

Ǳ®íâ®¬ã ­ ¬ ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ®

dim(Bs(HL)) = 0:



Ǳ®á«¥¤­¥¥ á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® ¯àï¬ ï L ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¯®¢¥àå­®áâ¨ X, â ª ª ª
Pic(X) = Z. �

�§ â¥®à¥¬ë ® á¢®¡®¤¥ ®â ¡ §¨á­ëå â®ç¥ª (á¬. [KaMaMa]) á«¥¤ã¥â, çâ® «¨­¥©­ ï
á¨áâ¥¬  j � nKW j á¢®¡®¤­  ¤«ï n � 0 ¨ § ¤ �¥â ¡¨à æ¨®­ «ì­ë© ¬®àä¨§¬ ­  ­®à-
¬ «ì­ãî ¯®¢¥àå­®áâì V . Ǳ® ¯®áâà®¥­¨î V ï¢«ï¥âáï ¯®¢¥àå­®áâìî ¤¥«ì Ǳ¥ææ® á
ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨.
�ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¡¨à æ¨®­ «ì­ ï ¯¥à¥áâà®©ª  �j�nKW j Æ f

�1 ¯®¢¥àå­®áâ¨
X ¢ ¯®¢¥àå­®áâì V áâ ­¤ àâ­ . � ª ¬ë ã¢¨¤¨¬, ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¯®¢¥àå­®áâì X
¨¬¥¥â ¬­®£® ­¥áâ ­¤ àâ­ëå ¡¨à æ¨®­ «ì­ëå ¯¥à¥áâà®¥ª ¢ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ®
á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨.
�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ®¤­ã ª®­áâàãªæ¨î í««¨¯â¨ç¥áª®£® à áá«®¥­¨ï, ¡¨à æ¨®­ «ì­®

¨§®¬®àä­®£® ¯®¢¥àå­®áâ¨ X.
� §®¢�¥¬ ¯ãç®ª P ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ j � nKX j ¯ãçª®¬ �«ìä ­  (á¬. [�®]) ¥á«¨

®â®¡à ¦¥­¨¥ �P ¬®¦¥â ¡ëâì § ¤ ­® ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­®© ¤¨ £à ¬¬ë

W

f . & �j�nKW j

X
�P
9 9 K Z

;

£¤¥ f ¥áâì à §¤ãâ¨¥ K2
X â®ç¥ª, ¨ «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  j�nKW j á¢®¡®¤­ . �§ ¯®áâà®¥­¨ï

á«¥¤ã¥â, çâ® ¬®àä¨§¬ �j�nKW j { í««¨¯â¨ç¥áª®¥ à áá«®¥­¨¥.
�ë â ª¦¥ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì «î¡®¥ í««¨¯â¨ç¥áª®¥ à áá«®¥­¨¥, ¡¨à æ¨®­ «ì­® íª¢¨-

¢ «¥­â­®¥ à áá«®¥­¨î �j�nKW j, í««¨¯â¨ç¥áª¨¬ à áá«®¥­¨¥¬, § ¤ ­­ë¬ ¯ãçª®¬ �«ì-
ä ­  P.
� ¬¥â¨¬, çâ® «î¡®© ¯ãç®ª ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ j�KX j ï¢«ï¥âáï ¯ãçª®¬ �«ìä ­ ,

¨ § ¤ ­­®¥ ¨¬ í««¨¯â¨ç¥áª®¥ à áá«®¥­¨¥ ­¥ ¨¬¥¥â ªà â­ëå á«®�¥¢.
�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ªà¨¢ ï Z à æ¨®­ «ì­  ­ ¤ ¯®«¥¬ �F . �¤­ ª® ¢¥à­® ¡®«ìè¥¥.
�¥¬¬  2.2. � ¤ ­­®¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¯ãçª  �«ìä ­  ªà¨¢ ï Z à æ¨®­ «ì­ .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ®¡®§­ ç¥­¨ï¬¨, ¯à¨­ïâë¬¨ ­ ¬¨ ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥-

­¨ï ¯ãçª  �«ìä ­ . � á«ãç ¥ n = 1 ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ «¥¬¬ë ®ç¥¢¨¤­®. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
¬®¦­® áç¨â âì, çâ® n > 1.
�§ �¥®à¥¬ë �¨¬ ­ -�®å  á«¥¤ã¥â, çâ®

H0(�KW ) = F:

�¤¨­áâ¢¥­­ë© í«¥¬¥­â F «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬ë j � KW j ï¢«ï¥âáï ªà â­ë¬ á«®¥¬ à á-
á«®¥­¨ï �j�nKW j. �¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë Gal(�F=F) ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ W 
 �F ®áâ ¢«ï¥â ¨­¢ -
à¨ ­â­ë¬ ¤¨¢¨§®à F 
 �F . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ªà¨¢ ï Z á®¤¥à¦¨â F-â®çªã �j�nKW j(F ) ¨,
á«¥¤®¢ â¥«ì­®, à æ¨®­ «ì­ . �

�¢¥¤�¥¬ ¯®­ïâ¨¥ ¬ ªá¨¬ «ì­®áâ¨ «®£ ¯ àë (2.1).
� áá¬®âà¨¬ ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë Bir(X) ­  «®£ ¯ à å ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ X.

�«ï ª ¦¤®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï g 2 Bir(X) áãé¥áâ¢ã¥â �(g) 2 Q>0 [ f+1g, â ª®¥ çâ®

KX + �(g)g(BX) �Q 0:



Ǳ®áª®«ìªã

1
�(g)

=
NX
i=1

bidi(g); £¤¥ g(Bi) �Q �di(g)KX ¨ di(g) 2 N ;

â® ¬­®¦¥áâ¢® ç¨á¥« f�(g)g ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ®¡àë¢  ¢®§à áâ îé¨å æ¥¯¥©. �
ç áâ­®áâ¨, ®­® ®¡« ¤ ¥â ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬ í«¥¬¥­â®¬ �(gmax). �®®â¢¥âáâ¢ãîéãî «®£
¯ àã

(X; gmax(BX)) = (X;
NX
i=1

bigmax(Bi))

¬ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¬ ªá¨¬ «ì­®©.
�ä®à¬ã«¨àã¥¬ ®á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â ¤ ­­®£® ¯ à £à ä .
�¥®à¥¬  2.3. Ǳãáâì «®£ ¯ à  (2.1) ¬ ªá¨¬ «ì­  ¨ � = 1. �®£¤  �(X;BX) = 0 ¨

«®£ ¯ à  (2.1) ª ­®­¨ç­ , ¨ ¥á«¨ ®­  ­¥ â¥à¬¨­ «ì­ , â® «¨¡® ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë
Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ®¤­®£® ¯ãçª  �«ìä ­  P, «¨¡® áãé¥áâ¢ã¥â áâ ­¤ àâ­ ï ¡¨à æ¨-
®­ «ì­ ï ¯¥à¥áâà®©ª  � ¯®¢¥àå­®áâ¨ X ¢ ¯®¢¥àå­®áâì ¤¥«ì Ǳ¥ææ® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨
®á®¡¥­­®áâï¬¨ V , â ª ï çâ® «®£ ¯ à 

(V;BV ) = (V; �(BX))

¯®«ãâ¥à¬¨­ «ì­ .
�ë à §®¡ê�¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ë 2.1 ­  ­¥áª®«ìª® «¥¬¬, ­® á­ ç «  ¢ë¢¥¤¥¬

¨§ ­¥�¥ ¤¢¥ â¥®à¥¬ë.
�¥®à¥¬  2.4. Ǳãáâì «®£ ¯ à  (2.1) ¬ ªá¨¬ «ì­  ¨ � > 1. �®£¤  �(X;BX) = �1

¨ «®£ ¯ à  (2.1) â¥à¬¨­ «ì­ .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¦­® áç¨â âì, çâ® � 6= +1. �¬­®¦¥­¨¥ ­  ¯®«®¦¨â¥«ì­®¥

ç¨á«® ­¥ ¢«¨ï¥â ­  ¬ ªá¨¬ «ì­®áâì «®£ ¯ àë. �§ �¥®à¥¬ë 2.3 á«¥¤ã¥â, çâ® «®£ ¯ à 
(X;�BX) ª ­®­¨ç­ . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, «®£ ¯ à  (2.1) â¥à¬¨­ «ì­ , ¨ ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î
�(X;BX) = �1. �

�¥®à¥¬  2.5. Ǳãáâì «®£ ¯ à  (2.1) ¬ ªá¨¬ «ì­  ¨ � < 1. �®£¤  «¨¡® �(X;BX) =
2, «¨¡® «®£ ¯ à  (2.1) ­¥ ª ­®­¨ç­ , ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ¯ãçª 
�«ìä ­  P, I(X;BX) = �P ¨ �(X;BX) = 1.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® �(X;BX) 6= 2. � ª ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ �¥®-

à¥¬ë 2.4, ¨§ �¥®à¥¬ë 2.3 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® «®£ ¯ à  (X;�BX) ª ­®­¨ç­  ¨ �(X;�BX) = 0.
Ǳ®áª®«ìªã

�(X;BX) � �(X;�BX);

â® ¯® �¥®à¥¬¥ 1.1 £« ¢ë I «®£ ¯ à  (X;�BX) ­¥ â¥à¬¨­ «ì­ . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, «®£
¯ à  (2.1) ­¥ ª ­®­¨ç­ .
�®¯ãáâ¨¬, çâ® ­¥ ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ®¤­®£® ¯ãçª  �«ìä -

­ . �§ �¥®à¥¬ë 2.3 á«¥¤ã¥â, çâ® K2
X > 1 ¨ áãé¥áâ¢ã¥â áâ ­¤ àâ­ ï ¡¨à æ¨®­ «ì­ ï

¯¥à¥áâà®©ª  � ¯®¢¥àå­®áâ¨ X ­  ¯®¢¥àå­®áâì ¤¥«ì Ǳ¥ææ® V á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­-
­®áâï¬¨, â ª ï çâ® «®£ ¯ à 

(V; �BV ) = (V; ��(BX))



¯®«ãâ¥à¬¨­ «ì­ . �®§ì¬�¥¬ � 2 Q \ (1; 1� ), â ª®¥ çâ® «®£ ¯ à  (V; ��BV ) ª ­®­¨ç­ .
�®£¤ 

2 > �(X;BX) � �(X; ��BX) = 2:

�

�â®¡ë ¯à®ïá­¨âì ¯®­ïâ¨¥ ¬ ªá¨¬ «ì­®áâ¨ «®£ ¯ àë ®¯¨è¥¬ ­¥áª®«ìª® ¡¨à æ¨®-
­ «ì­ëå  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¯®¢¥àå­®áâ¨ X.
�­ ç «  ¯®áâà®¨¬ ¡¨à æ¨®­ «ì­ãî ¨­¢®«îæ¨î ¯®¢¥àå­®áâ¨ X ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨,

çâ® K2
X = 2.

Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ X ¥áâì F-â®çª  O, â ª ï çâ® ­¨ ®¤­  ¨áª«îç¨-
â¥«ì­ ï ªà¨¢ ï ¯®¢¥àå­®áâ¨ X 
 �F ­¥ á®¤¥à¦¨â â®çªã O 
 �F , ¨ ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥
j � KX
�Fj ­¥â ªà¨¢ëå, ¨¬¥îé¨å ®á®¡¥­­®áâì ¢ â®çª¥ O 
 �F . � áá¬®âà¨¬ à §¤ãâ¨¥
f : W ! X F-â®çª¨ O. �®àä¨§¬ �j�2KW j { ¤¢ã«¨áâ­®¥ ­ ªàëâ¨¥. �¡®§­ ç¨¬ �
¨­¢®«îæ¨î, ¯¥à¥áâ ¢«ïîéãî ¥£® á«®¨. �¥á«®¦­® ¯®¤áç¨â âì, çâ®

��(f�(H)) = 3f�(H)� 4E ¨ ��(E) = 2f�(H)� 3E;

£¤¥ E = f�1(O). �¯à¥¤¥«¨¬ ¨­¢®«îæ¨î  (O) 2 Bir(X) ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­®©
¤¨ £à ¬¬ë

W
�
! W

f # # f

X
 
9 9 K X

:

�­¢®«îæ¨î  (O) ®¡ëç­® ­ §ë¢ îâ ¨­¢®«îæ¨¥© �¥àâ¨­¨.
�¥¯¥àì ¬ë ¯®áâà®¨¬  ­ «®£ ¨­¢®«îæ¨¨ �¥àâ¨­¨, ¢ á«ãç ¥ ª®£¤  ¯®¢¥àå­®áâì X

¥áâì ªã¡¨ª .
Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯®¢¥àå­®áâì X á®¤¥à¦¨â ­¥¯à¨¢®¤¨¬ãî â®çªã O, â ªãî çâ®

(1) ­ ¤ ¯®«¥¬ �F â®çª  O à á¯ ¤ ¥âáï ­  ¤¢¥ â®çª¨,
(2) ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ j �KX
�Fj ­¥â ªà¨¢ëå, á®¤¥à¦ é¨å ®¡¥ ª®¬¯®­¥­âë O
 �F

¨ ¨¬¥îé¨å ®á®¡¥­­®áâì ¢ ®¤­®© ¨§ ­¨å,
(3) ­  ªã¡¨ª¥ X 
 �F ­¥â ¯àï¬ëå, ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ ®¤­ã ¨§ ª®¬¯®­¥­â O 
 �F .

� §¤ã¥¬ â®çªã O { f :W ! X. �®¦­® ¯®ª § âì, çâ® ¬®àä¨§¬ �j�2KW j { ¤¢ã«¨áâ­®¥
­ ªàëâ¨¥. �¡®§­ ç¨¬ � ¨­¢®«îæ¨î, ¯¥à¥áâ ¢«ïîéãî ¥£® á«®¨. �¥á«®¦­® ¯®¤áç¨-
â âì, çâ®

��(f�(H)) = 5f�(H)� 6E ¨ ��(E) = 4f�(H)� 5E;

£¤¥ E = f�1(O). �¯à¥¤¥«¨¬ ¨­¢®«îæ¨î  (O) 2 Bir(X) ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­®©
¤¨ £à ¬¬ë

W
�
! W

f # # f

X
 
9 9 K X

:

�­¢®«îæ¨î  (O) â ª¦¥ ¯à¨­ïâ® ­ §ë¢ âì ¨­¢®«îæ¨¥© �¥àâ¨­¨.
Ǳ®áâà®¨¬ ¥é�¥ ®¤­ã ¡¨à æ¨®­ «ì­ãî ¨­¢®«îæ¨î ­  ªã¡¨ª¥.



Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ­  ­ è¥© ªã¡¨ª¥ X «¥¦¨â F-â®çª  O, â ª ï çâ® ­¨ ®¤­  ¯àï¬ ï
­  ªã¡¨ª¥ X 
 �F ­¥ ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ â®çªã O 
 �F . Ǳãáâì f : W ! X ¥áâì à §¤ãâ¨¥
F-â®çª¨ O. �®£¤  ¬®àä¨§¬ �j�KW j ¥áâì ¤¢ã«¨áâ­®¥ ­ ªàëâ¨¥. �¡®§­ ç¨¬ � ¨­¢®«î-
æ¨î, ¯¥à¥áâ ¢«ïîéãî ¥£® á«®¨. �¥á«®¦­® ¯®¤áç¨â âì, çâ®

��(f�(H)) = 2f�(H)� 3E ¨ ��(E) = f�(H)� 2E;

£¤¥ E = f�1(O). �¯à¥¤¥«¨¬ ¨­¢®«îæ¨î  (O) 2 Bir(X) ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­®©
¤¨ £à ¬¬ë

W
�
! W

f # # f

X
 
9 9 K X

:

�­¢®«îæ¨î  (O) ¯à¨­ïâ® ­ §ë¢ âì ¨­¢®«îæ¨¥© �¥©§¥à .
�¥¯¥àì ¤®ª ¦¥¬ ¯¥à¢ãî ç áâì �¥®à¥¬ë 2.1.
�¥¬¬  2.6. � �¥®à¥¬¥ 2.3 «®£ ¯ à  (2.1) ª ­®­¨ç­ .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¯ãáâ¨¬, «®£ ¯ à  (2.1) ­¥ ª ­®­¨ç­  ¢ â®çª¥ O. Ǳ®á«¥¤­¥¥

®§­ ç ¥â, çâ®
multO(BX) > 1:

Ǳãáâì
O 
 �F = f �O1; : : : ; �Okg:

�®£¤ 
K2
X = B2

X � multO(BX)
2k:

�âªã¤  áà §ã á«¥¤ã¥â ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¢ á«ãç ¥ K2
X = 1, à ¢¥­áâ¢® k = 1 ¢ á«ãç ¥

K2
X = 2 ¨ ­¥à ¢¥­áâ¢® k < 2 ¢ á«ãç ¥ K2

X = 3.
�®§ì¬�¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî ªà¨¢ãî C ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ X 
 �F , á®¤¥à¦ éãî â®çªã �Oi.

� áá¬®âà¨¬ «®£ ¯ àã
(X 
 �F ; BX
�F);

¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ãî «®£ ¯ à®© (2.1) ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ X 
 �F . �®£¤ 

�C �KX
�F = C �BX
�F � multO(BX)mult �Oi(C) > mult �Oi(C):

Ǳãáâì K2
X = 2. �§ ¯®«ãç¥­­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢ á«¥¤ã¥â, çâ® â®çª  O £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨

­¥¯à¨¢®¤¨¬  ¨ ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï ¯®áâà®¥­¨ï ¨­¢®«îæ¨¨ �¥àâ¨­¨  (O). �®£¤ 

�( (O)) > 1;

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¬ ªá¨¬ «ì­®áâ¨ «®£ ¯ àë (2.1).
�áâ «®áì à áá¬®âà¥âì á«ãç ©, ª®£¤  ¯®¢¥àå­®áâì X ï¢«ï¥âáï ªã¡¨ª®©. �á«¨ â®ç-

ª  O £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ , â® ¬ë ¢­®¢ì ¢¨¤¨¬, çâ® ¯®«ãç¥­­ë¥ ­¥à ¢¥­áâ¢ 
¢«¥ªãâ ¢ë¯®«­¥­¨¥ ãá«®¢¨© ¯®áâà®¥­¨ï ¨­¢®«îæ¨¨ �¥¨§¥à   (O). �á«¨ ¦¥ â®çª 



O £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¯à¨¢®¤¨¬ , â® ¨§ ¯®«ãç¥­­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢ á«¥¤ã¥â, çâ® k = 2 ¨ ¢ë-
¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï ¯®áâà®¥­¨ï ¨­¢®«îæ¨¨ �¥àâ¨­¨  (O). � ª ¨ à ­ìè¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥
¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ­¥à ¢¥­áâ¢ 

�( (O)) > 1:

�

�¥¯¥àì ¢á¥ £®â®¢® ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ë 2.3.
�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 2.3. Ǳ® �¥¬¬¥ 2.6 «®£ ¯ à  (2.1) ª ­®­¨ç­ . Ǳà¥¤-

¯®«®¦¨¬, çâ® ®­  ­¥ â¥à¬¨­ «ì­ . � áá¬®âà¨¬ ¥�¥ â¥à¬¨­ «ì­ãî ¬®¤¨ä¨ª æ¨î
f :W ! X. Ǳ®á«¥¤­¥¥ ®§­ ç ¥â, çâ® «®£ ¯ à 

(W;BW ) = (W; f�1(BX))

¨¬¥¥â â¥à¬¨­ «ì­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ ¨

KW +BW �Q f
�(KX + BX) �Q 0:

� ç áâ­®áâ¨, ¤¨¢¨§®à �KW ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­.
Ǳãáâì K2

W > 0. �®£¤  ¯® â¥®à¥¬¥ ® á¢®¡®¤¥ ®â ¡ §¨á­ëå â®ç¥ª (á¬. [KaMaMa]) «¨-
­¥©­ ï á¨áâ¥¬  j �nKW j á¢®¡®¤­  ¤«ï n� 0, ¨ ¯®¢¥àå­®áâì �j�nKW j(W ) ­®à¬ «ì­ .
Ǳ®«®¦¨¬

� = �j�nKW j Æ f
�1 ¨ V = �j�nKW j(W ):

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯® ¯®áâà®¥­¨î V { ¯®¢¥àå­®áâì ¤¥«ì Ǳ¥ææ® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®-
áâï¬¨,   ¡¨à æ¨®­ «ì­ ï ¯¥à¥áâà®©ª  � áâ ­¤ àâ­ ï.
� ¬ ­ã¦­® ¤®ª § âì ¯®«ãâ¥à¬¨­ «ì­®áâì «®£ ¯ àë

(V;BV ) = (V; �(BX));

¨¬¥îé¥© ¯® ¯®áâà®¥­¨î ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨. �«ï íâ®£® ¢®§ì¬�¥¬ � 2 Q>1 â -
ª®¥, çâ® «®£ ¯ à  (W; �BW ) â¥à¬¨­ «ì­ . �®àä¨§¬ �j�nKW j ªà¥¯ ­â¥­ ®â­®á¨â¥«ì­®
«®£ ¯ àë (W; �BW ). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, «®£ ¯ à  (V; �BV ) ª ­®­¨ç­ . �® ¯®á«¥¤­¥¥ ¨
®§­ ç ¥â ¨áª®¬ãî ¯®«ãâ¥à¬¨­ «ì­®áâì.
Ǳãáâì â¥¯¥àì K2

X = 0. �®£¤ 

0 = B2
W =

NX
i=1;j=1

bibjf
�1(Bi) � f

�1(Bj):

�âªã¤  áà §ã á«¥¤ã¥â, çâ® ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ®¤­®£® ¯ãçª 
�«ìä ­  P. �

�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 1.1. �®ª ¦¥¬ ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ �¥®à¥¬ë 1.1.
�®¯ãáâ¨¬, çâ® ¯®¢¥àå­®áâì X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¨§®¬®àä­  à áá«®¥­¨î ­  ª®­¨ª¨
� : Y ! Z ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ®â®¡à ¦¥­¨ï �. � áá¬®âà¨¬ «®£ ¯ àã

(X;BX) = (X; 
��1(j��(D)j)) ¤«ï deg(D)� 0:



�®¦­® áç¨â âì ¥�¥ ¬ ªá¨¬ «ì­®©. �®£¤  ¤«ï ¢á¥å 
 �(X;BX) = �1, çâ® ¯à®â¨¢®à¥-
ç¨â �¥®à¥¬¥ 2.5.
�¥¯¥àì ¤®ª ¦¥¬ ¢â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ �¥®à¥¬ë 1.1. Ǳãáâì � ¥áâì ¡¨à æ¨®­ «ì­®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ X ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ® Y á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­-
­®áâï¬¨. � áá¬®âà¨¬ «®£ ¯ àã

(X;BX) = (X;
1
n
��1(j � nKY j)) ¤«ï n� 0:

Ǳ® ¯®áâà®¥­¨î �(X;BX) = 0. �®¦­® â ª¦¥ áç¨â âì «®£ ¯ àã (X;BX) ¬ ªá¨¬ «ì­®©.
�§ �¥®à¥¬ë 2.3 á«¥¤ã¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â áâ ­¤ àâ­ ï ¡¨à æ¨®­ «ì­ ï ¯¥à¥áâà®©ª 

� : X 9 9 KV , â ª ï çâ® «®£ ¯ à 

(V;BV ) = (V;
1
n
� Æ ��1(j � nKY j))

¯®«ãâ¥à¬¨­ «ì­ , ¨ V ¥áâì ¯®¢¥àå­®áâì ¤¥«ì Ǳ¥ææ® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨.
�®§ì¬�¥¬ � 2 Q>1 , â ª®¥ çâ® «®£ ¯ à  (V; �BV ) ª ­®­¨ç­ . Ǳ®áª®«ìªã «¨­¥©­ãî

á¨áâ¥¬ã j � nKY j ¬®¦­® áç¨â âì á¢®¡®¤­®©, â® «®£ ¯ à 

(Y;
�

n
(j � nKY j)

â ª¦¥ ª ­®­¨ç­ . �§ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ ª ­®­¨ç¥áª®© ¬®¤¥«¨ á«¥¤ã¥â, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥
� Æ ��1 ¥áâì ¨§®¬®àä¨§¬.
� ª®­¥æ, ¤®ª ¦¥¬ ¯®á«¥¤­¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ �¥®à¥¬ë 1.1. Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯®-

¢¥àå­®áâì X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¨§®¬®àä­  í««¨¯â¨ç¥áª®¬ã à áá«®¥­¨î � : Y ! Z ¯®-
áà¥¤áâ¢®¬ ®â®¡à ¦¥­¨ï �. � áá¬®âà¨¬ «®£ ¯ àã

(X;BX) = (X; ��1(j��(D)j)) ¤«ï deg(D)� 0:

Ǳ® ¯®áâà®¥­¨î �(X;BX) = 1 ¨ I(X;BX) = � Æ �. � â®ç­®áâìî ¤® ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯-
¯ë Bir(X) ¬®¦­® áç¨â âì «®£ ¯ àã (X;BX) ¬ ªá¨¬ «ì­®©. �®£¤  ¯® �¥®à¥¬¥ 2.5
I(X;BX) = �P ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯ãçª  �«ìä ­  P ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ X. �

�§ �¥®à¥¬ë 1.1 ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ë 2.3 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® £àã¯¯  Bir(X)
¯®à®¦¤ ¥âáï ¨­¢®«îæ¨ï¬¨ �¥àâ¨­¨ ¨ �¥©§¥à . � ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ K2

X = 1, â®
Bir(X) = Aut(X). � ¯®á«¥¤­¥¬ á«ãç ¥ ¯®¢¥àå­®áâì X ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¡¨à æ¨®­ «ì­®
¨§®¬®àä­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨, ®â«¨ç­ë¬¨ ®â
á ¬®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ X.
�ë ¯®ª  ­¥ § âà £¨¢ «¨ ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ X. Ǳà¨¢¥¤�¥¬ ª®­-

ªà¥â­ë© ¯à¨¬¥à ­ ¤ ¯®«¥¬ Q .
Ǳà¨¬¥à 2.7. Ǳãáâì ¯®¢¥àå­®áâì X § ¤ ­  ­ ¤ ¯®«¥¬ Q ãà ¢­¥­¨¥¬

2x40 + 3x41 + 5x42 = x23

áâ¥¯¥­¨ 4 ¢ P(1; 1; 1; 2). �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® X ¥áâì £« ¤ª ï ¯®¢¥àå­®áâì ¤¥«ì Ǳ¥ææ®
¨ K2

X = 2.



�â®¡ë ¯®ª § âì, çâ® Pic(X) �= Z, ¬ë à áá¬®âà¨¬ ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë Gal( �Q =Q)
¨áª«îç¨â¥«ì­ëå ªà¨¢ëå ¯®¢¥àå­®áâ¨ X 
 �Q .

Ǳ®¢¥àå­®áâì X 
 �Q á®¤¥à¦¨â à®¢­® 56 ¨áª«îç¨â¥«ì­ëå ªà¨¢ëå. �¥á«®¦­® ¢¨-
¤¥âì, çâ® ª ¦¤®¥ ¨§ ãà ¢­¥­¨©

2
1
4x0+3

1
4x1+5

1
4x2 = 0; 2

1
4x0+(�3)

1
4x1 = 0; 2

1
4x0+(�5)

1
4x2 = 0 ¨ 3

1
4x1+(�5)

1
4x2 = 0;

§ ¤ �¥â ¯ àã ¨áª«îç¨â¥«ì­ëå ªà¨¢ëå ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ X. �âªã¤  ­¥á«®¦­® ¯®ª -
§ âì, çâ® £àã¯¯  Gal( �Q =Q ) â ª ¤¥©áâ¢ã¥â ­  ¨áª«îç¨â¥«ì­ëå ªà¨¢ëå ­  ¯®¢¥àå-
­®áâ¨ X, çâ® ª ¦¤ ï ®à¡¨â  á®¤¥à¦¨â ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ 3 ¢§ ¨¬­® ¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï
¨áª«îç¨â¥«ì­ë¥ ªà¨¢ë¥. �§ ¯®á«¥¤­¥£® á«¥¤ã¥â, çâ® Pic(X) = Z.

x3. �¢ã¬¥à­ë¥ à áá«®¥­¨ï ­  ª®­¨ª¨.

� ä¨ªá¨àã¥¬ £« ¤ª®¥ à áá«®¥­¨¥ ­  ª®­¨ª¨ � : X ! S á Pic(X=S) = Z ¨ K2
X < 0.

� áá¬®âà¨¬ «®£ ¯ àã

(X;BX) = (X;
NX
i=1

biBi) (3.1)

¨ � 2 Q>0 [ f+1g, â ª®¥ çâ®

KX + �BX �Q �
�(L);

£¤¥ L íâ® ¤¨¢¨§®à ­  ªà¨¢®© S, ¯à¨ç�¥¬ ¥á«¨ £à ­¨æ  BX «¥¦¨â ¢ á«®ïå ¬®àä¨§¬  �,
â® ¬ë ä®à¬ «ì­® ¯®«®¦¨¬ 
 = +1 ¨ L = f(BX).
� ª á¢®©áâ¢  «®£ ¯ àë (3.1) § ¢¨áïâ ®â ç¨á«  �? � ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ ¢á¥ ª®¬¯®­¥­âë

£à ­¨æë BX á¢®¡®¤­ë¥ \¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨¥" «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë, â® «®£ ¯ à  (3.1)
¡ã¤¥â â¥à¬¨­ «ì­®© ¨

�(X;BX) =

8><
>:
�1; ¥á«¨ � > 1;

1; ¥á«¨ � = 1;

2; ¥á«¨ � < 1:

� áá¬®âà¨¬ ª« áá U ¡¨à æ¨®­ «ì­ëå ®â®¡à ¦¥­¨©

 : X=S 9 9 KW=S;

â ª¨å çâ® ¯®¢¥àå­®áâì W £« ¤ª ï, Pic(W=S) = Z ¨ K2
X = K2

W . � ¬¥â¨¬, çâ® ª« áá
U ­¥¯ãáâ.
�ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¥á«¨ ¬®àä¨§¬ � ¤®áâ â®ç­® á¨«ì­® à §¢¥â¢«�¥­, â® á â®ç­®áâìî

¤® ®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ ª« áá  U ®á­®¢­ë¥ á¢®©áâ¢  «®£ ¯ àë (2.1) ¬®£ãâ ¡ëâì ®¯¨á ­ë
 ­ «®£¨ç­® à §®¡à ­­®¬ã ¢ëè¥ \âà¨¢¨ «ì­®¬ã" á«ãç î.
�¥®à¥¬  3.1. Ǳãáâì � = 1. �®£¤  �(X;BX) = 1, I(X;BX) = � ¨ áãé¥áâ¢ã¥â

¡¨à æ¨®­ «ì­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥
� : X=S 9 9 KY=S



¨§ ª« áá  U , â ª®¥ çâ® «®£ ¯ à 

(Y;BY ) = (Y; �(BX))

¨¬¥¥â ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨.
Ǳà¥¦¤¥ ç¥¬ ¯à¨áâã¯ âì ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã �¥®à¥¬ë 3.1, ®¯à¥¤¥«¨¬ äã­ªæ¨î q ­ 

ª« áá¥ U á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ Z�0. �«ï ¡¨à æ¨®­ «ì­®£® ®â®¡à ¦¥­¨¥  , ¯à¨­ ¤«¥¦ -
é¥£® ª« ááã U , ¯®«®¦¨¬

q( ) = ª®«¨ç¥áâ¢® â®ç¥ª ¢ CS( (X);  (BX)):

� ª ¬ë ã¢¨¤¨¬, ¤®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 3.1 ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬ë.
�¥¬¬  3.2. Ǳãáâì ¡¨à æ¨®­ «ì­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

� : X=S 9 9 KY=S

¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã U ¨ ¬¨­¨¬¨§¨àã¥â äã­ªæ¨î q. �®£¤  «®£ ¯ à 

(Y;BY ) = (Y; �(BX))

¨¬¥¥â ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬ «®£ ¯ à  (Y;BY ) ­¥ ª ­®­¨ç­  ¢ â®çª¥ y 2 Y .
�¢¥¤�¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï:

�Y = Y 
 �F ; �S = S 
 �F ; B�Y = BY 
 �F :

� áá¬®âà¨¬ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë© ¬®àä¨§¬ �� ¯®¢¥àå­®áâ¨ �Y ­  ªà¨¢ãî �S. �á«¨

y 
 �F = f�y1; : : : ; �ykg;

â® ªà â­®áâì £à ­¨æë B�Y ¢ ª ¦¤®© ¨§ â®ç¥ª â®ç¥ª �yi áâà®£® ¡®«ìè¥ 1.
Ǳãáâì �Fi ®¡®§­ ç ¥â á«®© ¬®àä¨§¬  �� , á®¤¥à¦ é¨© â®çªã �yi. Ǳ®ª ¦¥¬, çâ® á«®©

�Fi ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ¨ ­¥ á®¤¥à¦¨â â®ç¥ª �yj ¤«ï j 6= i. �®-¯¥à¢ëå,

2 = �BY � �Fi =
X
�yj2 �Fi

( �BY � �Fi)�yj �
X
�yj2 �Fi

mult�yj ( �BY )mult�yj ( �Fi) > #f�yj 2 �Fig:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, á«®© �Fi á®¤¥à¦¨â à®¢­® ®¤­ã â®çªã áà¥¤¨ f�y1; : : : ; �ykg, ª®â®à ï ­¥®á®-
¡  ­  �Fi. �®-¢â®àëå, ¯®áª®«ìªã Pic(Y=S) = Z, â® ­¥â ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ª®¬¯®­¥­â ¯à¨-
¢®¤¨¬ëå á«®�¥¢ ¬®àä¨§¬  �� , ¨­¢ à¨ ­â­ëå ®â­®á¨â¥«ì­® ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ë Gal(�F=F).
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ á«®© �Fi ¯à¨¢®¤¨¬, â® ®­ ¤®«¦¥­ á®¤¥à¦ âì ª ª ¬¨­¨¬ã¬ ¤¢¥
â®çª¨ ¨§ ç¨á«  f�y1; : : : ; �ykg, ­® ¬ë ã¦¥ ¯®ª § «¨, çâ® íâ® ­¥¢®§¬®¦­®.
� áá¬®âà¨¬ á«®© F ¬®àä¨§¬  � , á®¤¥à¦ é¨© â®çªã y. �®£¤  ¢ ¯à¨­ïâëå ®¡®§­ -

ç¥­¨ïå
F 
 �F = f �F1; : : : ; �Fkg:



�¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : Y=S 9 9 K V=S ª ª ª®¬¯®§¨æ¨î à §¤ãâ¨ï â®çª¨ y ¨
á¤ãâ¨ï á®¡áâ¢¥­­®£® ¯à®®¡à §  á«®ï F . Ǳà¥¤ë¤ãé¨¥ à ááã¦¤¥­¨ï ¯®ª §ë¢ îâ, çâ®
®â®¡à ¦¥­¨¥ � ®¯à¥¤¥«¥­® ª®àà¥ªâ­®. �®£¤ 

K2
V = K2

X ¨ q(� Æ �) < q(�);

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ­ è¥¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ®¡ ®â®¡à ¦¥­¨¨ �. �

�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 3.1. �§ �¥¬¬ë 3.2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¬ë ¨¬¥¥¬ ¡¨à æ¨®-
­ «ì­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � ¨§ ª« áá  U , â ª®¥ çâ® «®£ ¯ à 

(Y;BY ) = (Y; �(BX))

¨¬¥¥â ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨, ¨ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ Y ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

KY + BY �Q �
�(D)

¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¤¨¢¨§®à  D ­  ªà¨¢®© S.
� ¬ ­ã¦­® ¯®ª § âì, çâ® deg(D) > 0. �®¯ãáª ï ¯à®â¨¢­®¥, ¯®«ãç¨¬

0 > K2
Y = B2

Y � 2BY �
�(D) � 0:

�

�®£ ¯ àë (3.1) á � ®â«¨ç­ë¬ ®â ¥¤¨­¨æë ï¢­® ­¥ ®¯¨áë¢ îâáï �¥®à¥¬®© 3.1. �¤-
­ ª®, ª ª ¨ ¢ ¯ à £à ä¥ 4 ¬ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® íâ®â á«ãç © ¬®¦­® á¢¥áâ¨ ª ã¦¥ à §®-
¡à ­­®¬ã.
�¥®à¥¬  3.3. Ǳãáâì � > 1. �®£¤  �(X;BX) = �1 ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¡¨à æ¨®­ «ì­®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥
� : X=S 9 9 KY=S

¨§ ª« áá  U , â ª®¥ çâ® «®£ ¯ à 

(Y;BY ) = (Y; �(BX))

â¥à¬¨­ «ì­ .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ � = +1, â® ¬®¦­® ¯®«®¦¨âì � = idX . � ¯à®â¨¢­®¬

á«ãç ¥ ¤®áâ â®ç­® ¯à¨¬¥­¨âì �¥®à¥¬ã 3.1 ª «®£ ¯ à¥ (X;�BX). �

�¥®à¥¬  3.4. Ǳãáâì � < 1. �®£¤  �(X;BX) = 2.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳ® �¥®à¥¬¥ 3.1 �(X;�BX) = 1 ¨ ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® «®£ ¯ à 

(X;�BX) ª ­®­¨ç­ ,   ¤¨¢¨§®à L ®¡¨«¥­. �§ ­¥à ¢¥­áâ¢ 

�(X;BX) � �(X;�BX)

¨ �«¥¤áâ¢¨ï 2.3 £« ¢ë I á«¥¤ã¥â, çâ® �(X;BX) = 2. �

�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 1.2. �ã¦­® ¯à¨¬¥­¨âì à ááã¦¤¥­¨ï �¥®à¥¬ 2.7-2.9
ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ X ¨ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï �¥®à¥¬ ¬¨ 3.1, 3.3 ¨ 3.4. �



�à¨¢¨ «ì­ë© ¯à¨¬¥à ¯àï¬®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï à æ¨®­ «ì­®© ¨ í««¨¯â¨ç¥áª®© ªà¨-
¢ëå ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ®á« ¡¨âì ãá«®¢¨ï �¥®à¥¬ë 1.2 ­¥«ì§ï.
�áâ «®áì ¯®ª § âì, çâ® ¯®¢¥àå­®áâ¨ X, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ­ è¨¬ ãá«®¢¨ï¬, ¤¥©-

áâ¢¨â¥«ì­® áãé¥áâ¢ãîâ.
Ǳà¨¬¥à 3.5. � ¤ ¤¨¬ ¯®¢¥àå­®áâì W ­ ¤ ¯®«¥¬ Q ®¡à é¥­¨¥¬ ¢ ­ã«ì ¬­®£®ç«¥-

­ 

t0(t
2
0� 4t

2
1)(t

2
0� 25t

2
1)x

2
0+(t0� 4t1)(t

2
0� 9t

2
1)(t

2
0� t

2
1)x

2
1+(t0+4t1)(t

2
0� 36t

2
1)(t

2
0� 49t

2
1)x

2
2

¡¨áâ¥¯¥­¨ (5; 2) ¢ P1 � P2, £¤¥ ti ¨ xj ®¡®§­ ç îâ ®¤­®à®¤­ë¥ ª®®à¤¨­ âë ¢ P1 ¨
P2 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®¦­® ¯®ª § âì, çâ® ¯®¢¥àå­®áâì W £« ¤ª ï ¨ K2

X = �7.
Ǳà®¥ªæ¨ï � : W ! P1 ¥áâì à áá«®¥­¨¥ ­  ª®­¨ª¨ á ¯ïâìî ¯à¨¢®¤¨¬ë¬¨ á«®ï¬¨.
�âï£¨¢ ï ¨áª«îç¨â¥«ì­ë¥ ªà¨¢ë¥ ¢ á«®ïå ¬®àä¨§¬  �, ¬ë ¯®«ãç¨¬ £« ¤ª®¥ à áá«®-
¥­¨¥ ­  ª®­¨ª¨ � : X ! P1 á Pic(X=P1) = Z ¨ K2

X = �2.



����� III

��� Ǳ��� �� ������������� ��������
����������� �������������

x1. �á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë £« ¢ë III.

� íâ®© £« ¢¥ ¬ë ¯à¨¬¥­¨¬ à¥§ã«ìâ âë £« ¢ë I ª à¥è¥­¨î Ǳàï¬®© � ¤ ç¨ ¤«ï
á«¥¤ãîé¨å £« ¤ª¨å ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¦�¥áâª¨å âà�¥å¬¥à­ëå ¬­®£®®¡à §¨©:

(1) ¤¢®©­®¥ ­ ªàëâ¨¥ P3,
(2) ª¢ àâ¨ª ,
(3) ¤¢®©­®¥ ­ ªàëâ¨¥ ª¢ ¤à¨ª¨,
(4) à áá«®¥­¨¥ ­  ª®­¨ª¨.

� ¬¥â¨¬, çâ® £« ¤ª¨¥ âà�¥å¬¥à­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï � ­® á �K3
X � 4 ¨áç¥à¯ë¢ îâáï

¤¢®©­ë¬ ­ ªàëâ¨¥¬ P3, ª¢ àâ¨ª®© ¨ ¤¢®©­ë¬ ­ ªàëâ¨¥¬ ª¢ ¤à¨ª¨. Ǳ®íâ®¬ã íâã
£« ¢ã ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª âà�¥å¬¥à­ë©  ­ «®£ £« ¢ë II.
�á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë, ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ ¯®«ãç¥­ë ¢ íâ®© £« ¢¥, á®¤¥à¦ âáï ¢ �¥®-

à¥¬ å 2.1, 2.2, 2.3, 3.1, 3.5, 3.6, 4.4, 4.5, 4.6, 5.1, 5.2 ¨ 5.3. �ä®à¬ã«¨àã¥¬ ­¥áª®«ìª®
á«¥¤áâ¢¨© ¨§ ¯¥à¥ç¨á«¥­­ëå â¥®à¥¬.
�¥®à¥¬  1.1. Ǳãáâì X { ¤¢®©­®¥ ­ ªàëâ¨¥ P3, à §¢¥â¢«�¥­­®¥ ¢ £« ¤ª®© á¥ªáâ¨-

ª¥. �®£¤ 

(1) ¬­®£®®¡à §¨¥ X ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¯¥à¥áâà®¥­® ¢ à áá«®¥­¨ï ­ 
ª®­¨ª¨, à æ¨®­ «ì­ë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¨ í««¨¯â¨ç¥áª¨¥ ªà¨¢ë¥,

(2) ¥á«¨ X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¨§®¬®àä­® à áá«®¥­¨î ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ á à §¬¥à­®-
áâìî �®¤ ¨àë ­®«ì � : Y ! Z ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ®â®¡à ¦¥­¨ï �, â® áãé¥áâ¢ã¥â
¯ãç®ª ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ j �KX j, â ª®© çâ® � Æ � = �P ,

(3) Bir(X) = Aut(X) ¨ ¬­®£®®¡à §¨¥ X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ­¥ ¨§®¬®àä­® ­¨ª ª®¬ã
¬­®£®®¡à §¨î � ­® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ®â«¨ç­®¬ã ®â á ¬®£®
¬­®£®®¡à §¨ï X.

�¥®à¥¬  1.2. Ǳãáâì X { £« ¤ª ï ª¢ àâ¨ª . �®£¤ 

(1) ª¢ àâ¨ª  X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ­¥ ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥âáï ¢ à áá«®¥­¨ï ­  ª®­¨ª¨ ¨
à áá«®¥­¨ï ­  à æ¨®­ «ì­ë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨,

(2) ¥á«¨ ª¢ àâ¨ª  X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¨§®¬®àä­  à áá«®¥­¨î ­  í««¨¯â¨ç¥áª¨¥
ªà¨¢ë¥ � : Y ! Z ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ®â®¡à ¦¥­¨ï �, â® ®â®¡à ¦¥­¨¥ � Æ � ¥áâì
¯à®¥ªæ¨ï ¨§ ¯àï¬®©,

(3) ¥á«¨ ª¢ àâ¨ª  X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¨§®¬®àä­  à áá«®¥­¨î ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ á à §-
¬¥à­®áâìî �®¤ ¨àë ­®«ì � : Y ! Z ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ®â®¡à ¦¥­¨ï �, â® áãé¥-



áâ¢ã¥â ¯ãç®ª ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ j �KX j, â ª®© çâ® � Æ � = �P ,
(4) Bir(X) = Aut(X) ¨ ª¢ àâ¨ª  X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ­¥ ¨§®¬®àä­  ­¨ª ª®¬ã ¬­®-

£®®¡à §¨î � ­® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ®â«¨ç­®¬ã ®â ­¥�¥ á ¬®©.

�¥®à¥¬  1.3. Ǳãáâì � : X ! Q { ¤¢®©­®¥ ­ ªàëâ¨¥ £« ¤ª®© ª¢ ¤à¨ª¨ Q, à §¢¥â-
¢«�¥­­®¥ ¢ £« ¤ª®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢ëá¥ª ¥¬®© ­  ª¢ ¤à¨ª¥ Q ª¢ àâ¨ª®©. �®£¤ 

(1) ¬­®£®®¡à §¨¥ X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ­¥ ¨§®¬®àä­® ­¨ª ª®¬ã à áá«®¥­¨î ­  ª®­¨ª¨
¨ à áá«®¥­¨î ­  à æ¨®­ «ì­ë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨,

(2) ¥á«¨ ¬­®£®®¡à §¨¥ X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¨§®¬®àä­® à áá«®¥­¨î ­  í««¨¯â¨ç¥áª¨¥
ªà¨¢ë¥ � : Y ! Z ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ®â®¡à ¦¥­¨ï �, â® ®â®¡à ¦¥­¨¥ � Æ � ¥áâì
ª®¬¯®§¨æ¨ï ¤¢ã«¨áâ­®£® ­ ªàëâ¨ï � ¨ ¯à®¥ªæ¨¨ ¨§ ­¥ª®â®à®© ¯àï¬®© ­ 
ª¢ ¤à¨ª¥ Q,

(3) ¥á«¨ ¬­®£®®¡à §¨¥ X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¨§®¬®àä­® à áá«®¥­¨î ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨
á à §¬¥à­®áâìî �®¤ ¨àë ­®«ì � : Y ! Z ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ®â®¡à ¦¥­¨ï �, â®
áãé¥áâ¢ã¥â ¯ãç®ª P ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ j �KX j, â ª®© çâ® � Æ � = �P ,

(4) ¥á«¨ ¬­®£®®¡à §¨¥ X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥âáï ¢ ¬­®£®®¡à §¨¥ � ­® Y
á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨, â® «¨¡® Y �= X, «¨¡® Y �= XC

5 ¤«ï ­¥ª®â®-
à®© \¯àï¬®©" C ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ X.

�¥®à¥¬  1.4. Ǳãáâì � : X ! S { âà�¥å¬¥à­®¥ à áá«®¥­¨¥ ­  ª®­¨ª¨ á â¥à¬¨-
­ «ì­ë¬¨ Q -ä ª®à¨ «ì­ë¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¨ Pic(X=S) = Z, â ª®¥ çâ® «®£ ¯ à 

(S;
1
4
DS)

¨¬¥¥â ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ ¨ ¢ë¯®«­¥­® à ¢¥­áâ¢®

�(X;
1
4
DS) = 2;

£¤¥ DS { ¤¨¢¨§®à ¢ëà®¦¤¥­¨ï ¬®àä¨§¬  �. �®£¤  ¬­®£®®¡à §¨¥ X ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì
¡¨à æ¨®­ «ì­® ¯¥à¥áâà®¥­® ¢ ¬­®£®®¡à §¨¥ � ­® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨,
à áá«®¥­¨¥ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ®, à áá«®¥­¨¥ ­  ª®­¨ª¨ ¡¨à æ¨®­ «ì­® ­¥íª¢¨-
¢ «¥­â­®¥ à áá«®¥­¨î �, à áá«®¥­¨¥ ­  í««¨¯â¨ç¥áª¨¥ ªà¨¢ë¥, à áá«®¥­¨¥ ­  ¯®-
¢¥àå­®áâ¨ á à §¬¥à­®áâìî �®¤ ¨àë ­®«ì.
�ë ®¯ãáâ¨¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ 1.1-1.4, ¯®áª®«ìªã ®­¨ ¢ë¢®¤ïâáï ¨§ ¯¥à¥ç¨-

á«¥­­ëå ¢ëè¥ â¥®à¥¬  ­ «®£¨ç­® â®¬ã ª ª ¢ £« ¢¥ II �¥®à¥¬ë 1.1 ¨ 1.2 ¢ë¢®¤ïâáï
¨§ �¥®à¥¬ 2.3, 2.4, 2.5, 3.1, 3.3 ¨ 3.4.

x2. �¢®©­®¥ ­ ªàëâ¨¥ P3.

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ¯à¨¬¥­¨¬ à¥§ã«ìâ âë £« ¢ë I ª ¨áá«¥¤®¢ ­¨î á¢®©áâ¢ «®£
¯ à ­  ¤¢®©­®¬ ­ ªàëâ¨¨ P3. �¥®¬¥âà¨ï íâ®£® ¬­®£®®¡à §¨ï ®ç¥­ì ­ ¯®¬¨­ ¥â £¥®-
¬¥âà¨î ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ® á ª¢ ¤à â®¬  ­â¨ª ­®­¨ç¥áª®£® ª« áá  1.

5�¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï XC á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¯ à £à ä¥ 4.



�â ª, ¯ãáâì X ¥áâì £« ¤ª®¥ âà�¥å¬¥à­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ � ­® á �K3
X = 2. �®£¤ 

Pic(X) = Z, «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  j �KX j á¢®¡®¤­  ¨ § ¤ �¥â ¬®àä¨§¬

�j�KX j : X ! P3;

ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï ¤¢®©­ë¬ ­ ªàëâ¨¥¬, à §¢¥â¢«�¥­­ë¬ ¢ £« ¤ª®© á¥ªáâ¨ª¥ S. �
¤ «ì­¥©è¥¬ ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¬®àä¨§¬ �j�KX j ¡ãª¢®© �.
� áá¬®âà¨¬ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ X «®£ ¯ àã

(X;BX) = (X;
NX
i=1

biBi): (2.1)

�á«¨ BX 6= ;, â® áãé¥áâ¢ã¥â � 2 Q>0 , â ª®¥ çâ®

KX + �BX �Q 0:

�«ï BX = ; ¯®«®¦¨¬ ä®à¬ «ì­® � = +1.
� ª ª¨¥ à áá«®¥­¨ï � ­® ¨ à áá«®¥­¨ï ­  ¬­®£®®¡à §¨ï á à §¬¥à­®áâìî �®¤ ¨àë

­®«ì ¬®¦­® ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¯¥à¥áâà®¨âì X? �®-¯¥à¢ëå, å®à®è® ¨§¢¥áâ­®, çâ® X
¡¨à æ¨®­ «ì­® ­¥ ¨§®¬®àä­® ­¨ª ª®¬ã à áá«®¥­¨î �®à¨ ªà®¬¥ á¥¡ï (á¬. [Co] ¨
[�á3]). �®-¢â®àëå, ¯ãçª¨ ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ j � KX j ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¤ îâ
¡¨à æ¨®­ «ì­ë¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¬­®£®®¡à §¨ï X ¢ à áá«®¥­¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¨¯  �3.
�¥¯¥àì áä®à¬ã«¨àã¥¬ ®á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â íâ®£® ¯ à £à ä .
�¥®à¥¬  2.1. Ǳãáâì � = 1. �®£¤  «®£ ¯ à  (2.1) ª ­®­¨ç­  ¨ �(X;BX) = 0,

¯à¨ç�¥¬, ¥á«¨ ®­  ­¥ â¥à¬¨­ «ì­ , â® ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ®¤-
­®£® ¯ãçª  P ¢ j �KX j.
�à §ã ®â¬¥â¨¬ ¤¢¥ â¥®à¥¬ë, ¢ëâ¥ª îé¨¥ ¨§ �¥®à¥¬ë 2.1, ª®â®àë¥ ®¯¨áë¢ îâ «®£

¯ àë á � 6= 1.
�¥®à¥¬  2.2. Ǳãáâì � > 1. �®£¤  �(X;BX) = �1 ¨ «®£ ¯ à  (2.1) â¥à¬¨­ «ì­ .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¦­® áç¨â âì, çâ® � 6= +1. Ǳà¨¬¥­¥­¨¥ �¥®à¥¬ë 2.1 ª

«®£ ¯ à¥ (X;�BX) ¤ �¥â ¥�¥ ª ­®­¨ç­®áâì. �§ ¯®á«¥¤­¥£® á«¥¤ã¥â, çâ® «®£ ¯ à  (2.1)
â¥à¬¨­ «ì­  ¨ �(X;BX) = �1. �

�¥®à¥¬  2.3. Ǳãáâì � < 1 ¨ �(X;BX) 6= 3. �®£¤  �(X;BX) = 1, «®£ ¯ à  (2.1)
­¥ ª ­®­¨ç­ , ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ®¤­®£® ¯ãçª  P ¢ j �KX j ¨
I(X;BX) =  P .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳà¨¬¥­¥­¨¥ �¥®à¥¬ë 2.1 ª «®£ ¯ à¥ (X;�BX) ¢«¥ç�¥â

�(X;BX) � �(X;�BX) = 0:

�®¦­® áç¨â âì, çâ® «®£ ¯ à  (2.1) ­¥ ®¡é¥£® â¨¯ . �®£¤  ¨§ �¥®à¥¬ë 3.1 £« ¢ë
I á«¥¤ã¥â, çâ® «®£ ¯ à  (X;�BX) ­¥ â¥à¬¨­ «ì­ . � ç áâ­®áâ¨, «®£ ¯ à  (2.1) ­¥
ª ­®­¨ç­ . �áâ «®áì ¯à¨¬¥­¨âì �¥®à¥¬ã 2.1. �

�ë à §®¡ì�¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 2.1 ­  ­¥áª®«ìª® ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ëå «¥¬¬.
�¥¬¬  2.4. � �¥®à¥¬¥ 2.1 CS(X;BX) ­¥ á®¤¥à¦¨â â®ç¥ª.



�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¯ãáâ¨¬, çâ® CS(X;BX) á®¤¥à¦¨â â®çªã O 2 X. � áá¬®âà¨¬
¤®áâ â®ç­® ®¡é¨© ¤¨¢¨§®à HO ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ j � KX j, á®¤¥à¦ é¨© â®çªã O.
�®£¤ 

2 = HO �B
2
X � multO(B

2
X);

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â �¥®à¥¬¥ 1.3 ¨§ £« ¢ë I. �

�¥¬¬  2.5. Ǳãáâì ¢ ãá«®¢¨ïå �¥®à¥¬ë 2.1 CS(X;BX) á®¤¥à¦¨â ­¥¯à¨¢®¤¨¬ãî
¨ ¯à¨¢¥¤�¥­­ãî ªà¨¢ãî C. �®£¤  �(C) { ¯àï¬ ï.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢®

multC(BX) � 1:

�®§ì¬�¥¬ ¤®áâ â®ç­® ®¡é¨© ¤¨¢¨§®à H ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ j �KX j. �®£¤ 

2 = H �B2
X � multC(B

2
X)H � C � H � C = �KX �C:

�®¯ãáâ¨¬, çâ® �(C) ­¥ ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®©. �®£¤  �(C) { ª®­¨ª ,   �jC { ¨§®¬®àä¨§¬.
� áá¬®âà¨¬ à §¤ãâ¨¥ f : W ! X ªà¨¢®© C ¨ ¯®«®¦¨¬ E = f�1(C). Ǳ®ª ¦¥¬,

çâ® ¤¨¢¨§®à f�(�3KX) � E ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­. Ǳãáâì ª®­¨ª  �(C) ­¥ «¥¦¨â ­ 
á¥ªáâ¨ª¥ S. �®£¤ 

��1(�(C)) = C [ ~C:

�¥£ª® ¯®ª § âì, çâ®
Bs(jf�(�2KX)� Ej) = f�1( ~C):

�âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¤¨¢¨§®à f�(�2KX) � E ¨¬¥¥â ­¥®âà¨æ â¥«ì­®¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ á®
¢á¥¬¨ ªà¨¢ë¬¨ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ W ªà®¬¥ f�1( ~C). �¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï à ¢¥­áâ¢®

(f�(�2KX)�E) � f
�1( ~C) = �2

¨§ ª®â®à®£® á«¥¤ã¥â ç¨á«¥­­ ï íää¥ªâ¨¢­®áâì ¤¨¢¨§®à  f�(�3KX)�E. � ª¨¬ ®¡à -
§®¬, ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® ª®­¨ª  �(C) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â á¥ªáâ¨ª¥ S. �®£¤ 

Bs(jf�(�2KX)�Ej) � E:

�á«¨ s1 ¥áâì ¨áª«îç¨â¥«ì­®¥ á¥ç¥­¨¥ «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ f jE : E ! C, â®
­¥®¡å®¤¨¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ ­¥à ¢¥­áâ¢ 

(f�(�3KX)�E)jE � s1 � 0:

�§ á¢®©áâ¢ à §¤ãâ¨© ¬ë ¯®«ãç ¥¬, çâ® E3 = 0 ¨

(f�(�3KX)� E)jE � s1 = 6 +
s21
2
:

�­ ç¨â, ­ ¬ ­ã¦­® ¯®ª § âì, çâ® s21 � �12. Ǳãáâì

NX=C �= OC(m)�OC(n) ¤«ï m � n:



�®£¤ 
m+ n = deg(NX=C) = c1(X) �C � c1(C) = 0

¨ ¨§ â®ç­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨

0! N��1(S)=C ! NX=C ! NX=��1(S)jC ! 0

á«¥¤ã¥â, çâ® n � deg(N��1(S)=C) = �6. �âªã¤ 

s21 = n�m = 2n � �12:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤¨¢¨§®à f�(�3KX)�E ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­.
� áá¬®âà¨¬ «®£ ¯ àã

(W;BW ) = (W; f�1(BX)):

�®£¤ 
(f�(3H)� E) �B2

W � 0:

�® á ¤àã£®© áâ®à®­ë

(f�(�3KX)�E) �B2
W=(f�(�3KX)� E) � (f�(�KX)�multC(BX)E)2

k

6�multC(BX)(6multC(BX) + 4)

;

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â â®¬ã, çâ® ¤«ï multC(BX) � 1

6�multC(BX)(6multC(BX) + 4) < 0:

�

�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 2.1. Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® «®£ ¯ à  (2.1) ­¥ â¥à¬¨­ «ì-
­ . �®£¤  ¨§ �¥¬¬ 2.4 ¨ 2.5 á«¥¤ã¥â, çâ® CS(X;BX) á®¤¥à¦¨â â ªãî ­¥¯à¨¢®¤¨¬ãî
¨ ¯à¨¢¥¤�¥­­ãî ªà¨¢ãî C, çâ® �(C) { ¯àï¬ ï.
�«ï ªà¨¢®© C ¥áâì âà¨ ¢®§¬®¦­®áâ¨:
( ) �KX � C = 2, B2

X = C ¨ �jC ¤¢ã«¨áâ­®¥ ­ ªàëâ¨¥,
(¡) �KX � C = 1, �jC ¨§®¬®àä¨§¬ ¨ ¯àï¬ ï �(C) ­¥ «¥¦¨â ­  á¥ªáâ¨ª¥ S,
(¢) �KX � C = 1, �jC ¨§®¬®àä¨§¬ ¨ ¯àï¬ ï �(C) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â á¥ªáâ¨ª¥ S.
� áá¬®âà¨¬ ¯ãç®ª HC , á®áâ®ïé¨© ¨§ ¯®¢¥àå­®áâ¥© ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ j � KX j,

ª®â®àë¥ á®¤¥à¦ â ªà¨¢ãî C. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯ãç®ªHC ¥áâì ¯à®®¡à § ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨
� ¯ãçª  ¯«®áª®áâ¥© ¢ P3, á®¤¥à¦ é¨å ¯àï¬ãî �(C).
�­ ç «  à §¡¥à�¥¬ á«ãç © ( ). � §à¥è¨¬ ­¥®¯à¥¤¥«�¥­­®áâ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï �HC ¯®-

áà¥¤áâ¢®¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­®© ¤¨ £à ¬¬ë

W

f . & g

X
�HC
9 9 K P1

;



â ª®© çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ W £« ¤ª®. �ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ W ­ ¤
®¡é¥© â®çª®© ªà¨¢®© C «¥¦¨â à®¢­® ®¤¨­ ¤¨¢¨§®à E ¨ f ¨§®¬®àä¨§¬ ¢­¥ ªà¨¢®© C.
� áá¬®âà¨¬ ®¡é¨© á«®© D ¬®àä¨§¬  g. D ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®© ¯®¢¥àå­®áâìî â¨¯  K3,

D � f�(�KX)� E �
kX
i=1

aiFi

¨ ¤«ï ª ¦¤®£® ¤¨¢¨§®à  Fi f(Fi) { â®çª  ­  ªà¨¢®© C. �  ¯®¢¥àå­®áâ¨ D ª®àà¥ªâ­®
®¯à¥¤¥«¥­  «®£ ¯ à 

(D;BD) = (D; f�1(BX)jD):

Ǳà¨ç�¥¬,

BD �Q ((1�multC(BX))E +
kX
i=1

ciFi)jD

¤«ï à æ¨®­ «ì­ëå ci. � ª¨¬ ®¡à §®¬, multC(BX) = 1 ¨ BD = ;. �âªã¤  á«¥¤ã¥â,
çâ® ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ¯ãçª  HC .
� §¡¥à�¥¬ á«ãç © (¡). Ǳãáâì

��1(�(C)) = C [ ~C:

�®§ì¬�¥¬ ¤®áâ â®ç­® ®¡é¨© ¤¨¢¨§®à D ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ HC . �®£¤  D { £« ¤ª ï
¯®¢¥àå­®áâì â¨¯  K3, á®¤¥à¦ é ï ªà¨¢ãî ~C � D, ¨

BX jD = multC(BX)C +mult ~C(BX) + R;

£¤¥ R { íää¥ªâ¨¢­ë© ¤¨¢¨§®à ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ D, ç¥© ­®á¨â¥«ì ­¥ á®¤¥à¦¨â ªà¨¢ëå
C ¨ ~C. �  ¯®¢¥àå­®áâ¨ D

C2 = ~C2 = �2 ¨ C � ~C = 3:

�âªã¤ 
1 = BX jD � ~C = 3multC(BX)� 2mult ~C(BX) + R � ~C:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, mult ~C(BX) � 1 ¨ CS(X;BX) á®¤¥à¦¨â ªà¨¢ãî ~C. � ¬¥â¨¬, çâ®
à §¡¨à ï á«ãç © ( ) ­ ¬ ¢®®¡é¥¬-â® ­¥ ¡ë«  ­ã¦­  ­¥¯à¨¢®¤¨¬®áâì ªà¨¢®© C. �¤-
­ ª® ¬ë ¯®«ì§®¢ «¨áì â¥¬, çâ® H2

C = C. Ǳ®íâ®¬ã, ¨§ â®£®, çâ® CS(X;BX) á®¤¥à¦¨â
ªà¨¢ãî ~C «¥£ª® á«¥¤ã¥â, çâ® ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ¯ãçª  HC
�¥¯¥àì à §¡¥à�¥¬ á«ãç © (¢). �­ ­¥¬­®£® ®â«¨ç ¥âáï ®â ã¦¥ à §®¡à ­­ëå á«ãç ¥¢

( ) ¨ (¡). � ¨¬¥­­®, H2
C = 2C, å®âï multC(HC) = 1. Ǳãáâì f : W ! X { à §¤ãâ¨¥

ªà¨¢®© C ¨ E = f�1(C). �®£¤  ¡ §¨á­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬ë f�1(HC)
á®áâ®¨â ¨§ £« ¤ª®© à æ¨®­ «ì­®© ªà¨¢®© ~C, ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï á¥ç¥­¨¥¬ «¨­¥©ç â®©
¯®¢¥àå­®áâ¨ f jE : E ! C. � áá¬®âà¨¬ «®£ ¯ àã

(W;BW ) = (W; f�1(BX))



¨ ¤®áâ â®ç­® ®¡é¨© ¤¨¢¨§®àD ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ f�1(HC). D { £« ¤ª ï ¯®¢¥àå­®áâì
â¨¯  K3 ¨ ­  ­¥©

BW jD = mult ~C(BW ) ~C + R

¤«ï íää¥ªâ¨¢­®£® ¤¨¢¨§®à  R, ­®á¨â¥«ì ª®â®à®£® ­¥ á®¤¥à¦¨â ªà¨¢®© ~C. � ¤àã£®©
áâ®à®­ë, ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ D ~C2 = �2 ¨

BW jD �Q ~C + (1�multC(BX))EjD:

�âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®
mult ~C(BW ) = multC(BX) = 1:

�áâ «®áì ¯®¢â®à¨âì  à£ã¬¥­âë ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á«ãç ï ( ), çâ®¡ë ¯®ª § âì, çâ® ¢á¥
«¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ¯ãçª  HC .
�® ¢á¥å à §®¡à ­­ëå á«ãç ïå ªà â­®áâì multC(BX) à ¢­  ¥¤¨­¨æ¥. �¢¨¤ã ¯à®-

¨§¢®«ì­®áâ¨ ªà¨¢®© C ¨ �¥¬¬ë 2.4 ¬ë ¯®«ãç ¥¬, çâ® «®£ ¯ à  (2.1) ª ­®­¨ç­  ¨
�(X;BX) = 0. �

x3. �à�¥å¬¥à­ ï ª¢ àâ¨ª .

�¥¯¥àì ¬ë à §¡¥à¥¬, áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¨ ¤®ª ¦¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï  ­ «®£¨ç­ë¥ ãâ¢¥à-
¦¤¥­¨ï¬ ¨§ ¯ à £à ä  2, ­® â®«ìª® ¤«ï âà�¥å¬¥à­®© ª¢ àâ¨ª¨. � ä¨ªá¨àã¥¬ £« ¤-
ªãî âà�¥å¬¥à­ãî ª¢ àâ¨ªã ¢ P4. �®£¤  Pic(X) = Z ¨

�KX � OP4(1)jX :

� áá¬®âà¨¬ ­  ª¢ àâ¨ª¥ X «®£ ¯ àã

(X;BX) = (X;
NX
i=1

biBi) (3.1)

¨ � 2 Q>0 [ f+1g, â ª®¥ çâ® ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

KX + �BX �Q 0;

¯à¨ç¥¬, ¥á«¨ BX = ;, â® � = +1.
�­ ç «  ®â¬¥â¨¬ ­¥áª®«ìª® á¢®©áâ¢, ¯à¨áãé¨å ª ª ª¢ àâ¨ª¥ X, â ª ¨ ¤¢®©­®¬ã

­ ªàëâ¨î P3, à áá¬®âà¥­­®¬ã ¢ ¯ à £à ä¥ 2. �®-¯¥à¢ëå, ª¢ àâ¨ª  ¡¨à æ¨®­ «ì­®
­¥ ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥âáï ¢ à áá«®¥­¨ï �®à¨, ®â«¨ç­ë¥ ®â ­¥�¥ á ¬®© (á¬. [Co] ¨ [�á3]).
�®-¢â®àëå, Bir(X) = Aut(X) (á¬. [�á3]). �, ¢-âà¥âì¨å, ¯ãçª¨ ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥
j �KX j ¤ îâ à áá«®¥­¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¨¯  �3 ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¨§®¬®àä­ë¥ X.
� ®â«¨ç¨¥ ®â ¤¢®©­®£® ­ ªàëâ¨ï P3 ª¢ àâ¨ª  ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¨§®¬®àä­  à áá«®-

¥­¨ï¬ ­  í««¨¯â¨ç¥áª¨¥ ªà¨¢ë¥. � ¨¬¥­­®, ¯à®¥ªæ¨ï ¨§ «î¡®© ¯àï¬®© ­  ª¢ àâ¨ª¥
§ ¤ �¥â à áá«®¥­¨¥ ­  í««¨¯â¨ç¥áª¨¥ ªà¨¢ë¥ ­  à §¤ãâ¨¨ ª¢ àâ¨ª¨ ¢ íâ®© ¯àï¬®©.
�á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¤ ­­®£® ¯ à £à ä  ¡ã¤ãâ ¢ë¢¥¤¥­ë ¨§ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬ë.



�¥®à¥¬  3.1. Ǳãáâì � = 1. �®£¤  �(X;BX) = 0 ¨ «®£ ¯ à  (3.1) ª ­®­¨ç­ ,
¯à¨ç�¥¬, ¥á«¨ ®­  ­¥ â¥à¬¨­ «ì­ , â® ¢ë¯®«­¥­® ®¤­® ¨§ á«¥¤ãîé¨å ãâ¢¥à¦¤¥­¨©:

(1) ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ®¤­®£® ¯ãçª  P ¢ j �KX j,
(2) ¤«ï à §¤ãâ¨ï f : W ! X ­¥ª®â®à®© ¯àï¬®© ­  ª¢ àâ¨ª¥ X ¢á¥ «¨­¥©­ë¥

á¨áâ¥¬ë f�1(Bi) «¥¦ â ¢ á«®ïå í««¨¯â¨ç¥áª®£® à áá«®¥­¨ï

 j�KW j :W ! P2:

�ë ¤®ª ¦¥¬ �¥®à¥¬ã 3.1 §  ­¥áª®«ìª® è £®¢.
�¥¬¬  3.2. � �¥®à¥¬¥ 3.1 CS(X;BX) ­¥ á®¤¥à¦¨â â®ç¥ª.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¯ãáâ¨¬, çâ® CS(X;BX) á®¤¥à¦¨â â®çªã O. Ǳà®¢¥¤�¥¬ ç¥à¥§

­¥�¥ ¤®áâ â®ç­® ®¡é¥¥ £¨¯¥à¯«®áª®¥ á¥ç¥­¨¥ HO. �®£¤ 

4 = HO �B
2
X � multO(B

2
X):

� §¤ã¥¬ â®çªã O { f :W ! X ¨ ¯®«®¦¨¬ E = f�1(O). �§ ¯®á«¥¤­¥£® ­¥à ¢¥­áâ¢  ¨
�¥®à¥¬ë 1.3 £« ¢ë I á«¥¤ã¥â, çâ®

a(X;BX ; E) = 0:

� ª¨¬ ®¡à §®¬,
f�1(BX) �Q f

�(�KX)� 2E � �KW :

� ç áâ­®áâ¨, «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  j�nKW j ­¥ ¨¬¥¥â ­¥¯®¤¢¨¦­ëå ª®¬¯®­¥­â ¤«ï n� 0.
�¡®§­ ç¨¬ á®¡áâ¢¥­­ë© ¯à®®¡à § ¯®¢¥àå­®áâ¨ HO ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ W ¡ãª¢®© S.

�¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  j � KW jS j á®¤¥à¦¨â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© íää¥ªâ¨¢­ë© ¤¨¢¨§®à D. �
¤àã£®© áâ®à®­ë, ¨§ ¤®ª § ­­®£® ¢ëè¥ á«¥¤ã¥â, çâ® «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  jnDj ­¥ ¨¬¥¥â
­¥¯®¤¢¨¦­ëå ª®¬¯®­¥­â ¨ D2 = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®­  á¢®¡®¤­  ¨

dim(�jnDj(S)) = 1:

Ǳ®áª®«ìªã ªà¨¢ ï EjS ­¥ «¥¦¨â ¢ á«®ïå à áá«®¥­¨ï �jnDj, â®

�jnDj(S) = P1:

�âªã¤  «¥£ª® á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ­¥ª®â®à®£® k 2 (1; n] kD { ªà â­ë© á«®© à áá«®¥-
­¨ï �j�nDj, ª®â®à®¥ ¯®íâ®¬ã ¤®«¦­® ¡ëâì à áá«®¥­¨¥¬ ­  í««¨¯â¨ç¥áª¨¥ ªà¨¢ë¥.
Ǳ®á«¥¤­¥¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â â®¬ã, çâ® ªà¨¢ ï D ¨¬¥¥â  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨© à®¤ 2. �

�¥¬¬  3.3. Ǳãáâì ¢ �¥®à¥¬¥ 3.1 CS(X;BX) á®¤¥à¦¨â ­¥¯à¨¢®¤¨¬ãî ¯à¨-
¢¥¤�¥­­ãî ªà¨¢ãî C. �®£¤  deg(C) � 4.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ªà¨¢®© C ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

multC(BX) � 1:



� áá¬®âà¨¬ ®¡é¥¥ £¨¯¥à¯«®áª®¥ á¥ç¥­¨¥ H ¬­®£®®¡à §¨ï X. �®£¤ 

4 = H �B2
X � multC(B

2
X)H � C � deg(C):

�

�¥¬¬  3.4. � �¥¬¬¥ 3.3 ªà¨¢ ï C ¯«®áª ï.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ªà¨¢ ï C ­¥ ¯«®áª ï. �®£¤  ¨§ �¥¬¬ë 3.3

á«¥¤ã¥â, çâ® ªà¨¢ ï C ¤®«¦­  ¡ëâì ®¤­®© ¨§ á«¥¤ãîé¨å:
( ) £« ¤ª ï à æ¨®­ «ì­ ï ªà¨¢ ï áâ¥¯¥­¨ 3,
(¡) £« ¤ª ï à æ¨®­ «ì­ ï ªà¨¢ ï áâ¥¯¥­¨ 4,
(¢) £« ¤ª ï í««¨¯â¨ç¥áª ï ªà¨¢ ï áâ¥¯¥­¨ 4,
(£) à æ¨®­ «ì­ ï ªà¨¢ ï áâ¥¯¥­¨ 4 á ®¤­®© ¤¢®©­®© â®çª®© P .
� á«ãç ïå ( ), (¡) ¨ (¢) ¯ãáâì f : W ! X { à §¤ãâ¨¥ ªà¨¢®© C ¨ E = f�1(C).

� áá¬®âà¨¬ «®£ ¯ àã
(W;BW ) = (W; f�1(BX))

¨ ¯®«®¦¨¬
A = (f�(deg(C)H)� E) �B2

W :

� ®¤­®© áâ®à®­ë, A � 0, ¯®áª®«ìªã «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  jf�(deg(C)H) � Ej ­¥ ¨¬¥¥â
¡ §¨á­ëå ªà¨¢ëå. � ¤àã£®© áâ®à®­ë

A = (deg(C)� deg2(C) + 2g(C)� 2)mult2C(BX)� 2deg(C)multC(BX) + 4deg(C):

�âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® A < 0.
� á«ãç ¥ (£) ¯ãáâì f = g Æ h, £¤¥ g : V ! X ¨ h : W ! V { à §¤ãâ¨ï â®çª¨ P ¨

ªà¨¢®© h�1(C) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. Ǳ®«®¦¨¬ G = g�1(P ) ¨ E = h�1(g�1(C)). �®£¤  ¨§
�¥¬¬ë 3.2 á«¥¤ã¥â, çâ® CS(X;BX) ­¥ á®¤¥à¦¨â â®çªã P . �­ ç¨â,

2 > multP (BX) � multC(BX) � 1:

� áá¬®âà¨¬ «®£ ¯ àã
(W;BW ) = (W; f�1(BX))

¨ ¯®«®¦¨¬
A = (f�(4H)� E) �B2

W :

� ®¤­®© áâ®à®­ë A � 0, ¯®áª®«ìªã «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  jf�(4H) � E � 2Gj ­¥ ¨¬¥¥â
¡ §¨á­ëå ªà¨¢ëå. � ¤àã£®© áâ®à®­ë

A = �14mult2C(BX) + (4multP (BX)� 8)multC(BX) + 16� 2mutl2P (BX):

�âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

A � �2mult2P (BX) + 4multP (BX)� 6 < 0:

�



�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 3.1. �®¯ãáâ¨¬, çâ® «®£ ¯ à  (3.1) ­¥ â¥à¬¨­ «ì­ .
�®£¤  ¨§ �¥¬¬ë 3.2 á«¥¤ã¥â, çâ® CS(X;BX) á®¤¥à¦¨â ­¥¯à¨¢®¤¨¬ãî ¨ ¯à¨¢¥¤�¥­­ãî
ªà¨¢ãî C. �§ �¥¬¬ë 3.4 á«¥¤ã¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¯«®áª®áâì T , á®¤¥à¦ é ï ªà¨¢ãî
C,   ¨§ �¥¬¬ë 3.3 á«¥¤ã¥â, çâ® áâ¥¯¥­ì ªà¨¢®© C ­¥ ¯à¥¢ëè ¥â 4.
� áá¬®âà¨¬ ¯ãç®ª HT ­  ª¢ àâ¨ª¥ X, á®áâ®ïé¨© ¨§ ¯®¢¥àå­®áâ¥©, ¢ëá¥ª ¥¬ëå

£¨¯¥à¯«®áª®áâï¬¨, ª®â®àë¥ á®¤¥à¦ â ¯«®áª®áâì T . � ¬¥â¨¬, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ �HT
¥áâì ®£à ­¨ç¥­¨¥ ¯à®¥ªæ¨¨ ¨§ ¯«®áª®áâ¨ T ­  ¬­®£®®¡à §¨¥ X.
Ǳãáâì deg(C) = 4. � §à¥è¨¬ ­¥®¯à¥¤¥«�¥­­®áâ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï �HT ¯®áà¥¤áâ¢®¬

ª®¬¬ãâ â¨¢­®© ¤¨ £à ¬¬ë
W

f . & g

X
�HT
9 9 K P1

;

â ª®© çâ® ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ W ­ ¤ ®¡é¥© â®çª®© ªà¨¢®© C «¥¦¨â à®¢­® ®¤¨­ ¤¨¢¨§®à
E ¨ f ¥áâì ¨§®¬®àä¨§¬ ¢­¥ ªà¨¢®© C.
� áá¬®âà¨¬ ®¡é¨© á«®© ¬®àä¨§¬  g { D. �®£¤ 

D � f�(�KX)� E �
kX
i=1

aiFi

¨ ¤«ï ª ¦¤®£® ¤¨¢¨§®à  Fi f(Fi) { â®çª  ­  ªà¨¢®© C. � ¬¥â¨¬, çâ® D { £« ¤ª ï
¯®¢¥àå­®áâì â¨¯  K3.
� áá¬®âà¨¬ «®£ ¯ àã

(D;BD) = (D; f�1(BX)jD):

�«ï ¥�¥ £à ­¨æë ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

BD �Q ((1�multC(BX))E +
kX
i=1

ciFi)jD;

£¤¥ ¢á¥ ci 2 Q . �§ ¯®¤¢¨¦­®áâ¨ «®£ ¯ àë (D;BD) á«¥¤ã¥â, çâ® BD = ; ¨ ¢á¥ «¨­¥©­ë¥
á¨áâ¥¬ë Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ¯ãçª  HT .
Ǳãáâì â¥¯¥àì deg(C) 2 (1; 4). �®§ì¬�¥¬ ¤®áâ â®ç­® ®¡é¨© ¤¨¢¨§®à D ¨§ «¨­¥©­®©

á¨áâ¥¬ë HT . D { £« ¤ª ï ¯®¢¥àå­®áâì â¨¯  K3 ¨

X � T = D � T = C [
rX
i=1

Ci;

£¤¥ Ci íâ® ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¥ ¨ ¯à¨¢¥¤�¥­­ë¥ ªà¨¢ë¥ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨D. �á«¨ ¬ë ¤®ª ¦¥¬,
çâ®

Ci 2 CS(X;BX) ¤«ï i = 1; : : : ; r;

â® ¬ë ¯®¢â®à¨âì á«®¢® ¢ á«®¢®  à£ã¬¥­âë ¯à¥¤ë¤ãé¥£® á«ãç ï (deg(C) = 4).



�®ª ¦¥¬, çâ® ä®à¬  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ªà¨¢ëå Ci ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ D ®âà¨æ â¥«ì­® ®¯à¥-
¤¥«¥­ . �  ¯®¢¥àå­®áâ¨ D

(
rX
i=1

Ci) �Cj = (DjD � C) � Cj = deg(Cj)� C � Cj :

�® á ¤àã£®© áâ®à®­ë, ­  ¯«®áª®áâ¨ T

deg(Cj)� C �Cj = deg(Cj)� deg(C)deg(Cj) < 0:

Ǳ®áª®«ìªã ¢á¥ ªà¨¢ë¥ Cj ®â«¨ç­ë ®â ªà¨¢®© C ¨ ¯®¢¥àå­®áâì D £« ¤ª ï, â®

(C � Cj)D = (C �Cj)T :

�§ [Ar] á«¥¤ã¥â ®âà¨æ â¥«ì­®áâì ä®à¬ë ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ªà¨¢ëå Ci ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ D.
� áá¬®âà¨¬ á®®â­®è¥­¨ï

BX jD �Q DjD � C +
rX
i=1

Ci:

�¨¢¨§®à

BX jD �multC(BX)C �
rX
i=1

multCi(BX)Ci

ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ D. Ǳ®áª®«ìªã

BX jD�multC(BX)C�
rX
i=1

multCi(BX)Ci �Q (1�multC(BX))C+
rX
i=1

(1�multCi(BX))Ci;

â® ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ D

rX
i=1

(1�multCi(BX))Ci � Cj � 0 ¤«ï j = 1; : : : ; r:

�âªã¤  áà §ã á«¥¤ã¥â, çâ® ¢á¥ multCi(BX) � 1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥ ªà¨¢ë¥ Ci á®-
¤¥à¦ âáï ¢ CS(X;BX), ¨ ¢¢¨¤ã á¤¥« ­­®£® § ¬¥ç ­¨ï ¬ë á­®¢  ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¢á¥
«¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ¯ãçª  HT .
�áâ «®áì à §®¡à âì á«ãç ©, ª®£¤  C ¯àï¬ ï. P §¤ãe¬ ¥�¥ { f :W ! X ¨ ¯®«®¦¨¬

E = f�1(C). � áá¬®âà¨¬ «®£ ¯ àã

(W;BW ) = (W; f�1(BX))

¨ «¨­¥©­ãî á¨áâ¥¬ã HC , á®áâ®ïéãî ¨§ £¨¯¥à¯«®áª¨å á¥ç¥­¨© ª¢ àâ¨ª¨ X, ¯à®å®¤ï-
é¨å ç¥à¥§ ¯àï¬ãî C. �®£¤ 

BW + (multC(BX)� 1)E �Q f
�1(HC) � �KW ;



dim(j�KW j) = 2, «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  j�KW j á¢®¡®¤­  ¨ ®¡é¨© á«®© ¬®àä¨§¬  �j�KW j
{ í««¨¯â¨ç¥áª ï ªà¨¢ ï. �§ à ¢¥­áâ¢ 

BW � (f
�1(HC)

2 = (1�multC(BX))

á«¥¤ã¥â, çâ® ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë f�1(Bi) «¥¦ â ¢ á«®ïå ¬®àä¨§¬  �j�KW j.
� ¬¥â¨¬, çâ® ¨§ ­ è¨å à ááã¦¤¥­¨© á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®© ªà¨¢®© C ¢ CS(X;BX)

¢ë¯®«­¥­® à ¢¥­áâ¢® multC(BX) = 1. �âªã¤ , ãç¨âë¢ ï �¥¬¬ã 3.2, á«¥¤ã¥â, çâ® «®£
¯ à  (3.1) ª ­®­¨ç­ . �

�ä®à¬ã«¨àã¥¬ ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ­ «®£¨ �¥®à¥¬ë 2.2 ¨ 2.3 ¤«ï ª¢ àâ¨ª¨ X.
�¥®à¥¬  3.5. Ǳãáâì � > 1. �®£¤  �(X;BX) = �1 ¨ «®£ ¯ à  (3.1) â¥à¬¨­ «ì­ .
�¥®à¥¬  3.6. �á«¨ � < 1, â® ¨¬¥îâáï âà¨ ¢®§¬®¦­®áâ¨:

(1) �(X;BX) = 1, ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ®¤­®£® ¯ãçª  P ¢
j �KX j ¨ I(X;BX) =  P ,

(2) �(X;BX) = 2 ¨ ¤«ï à §¤ãâ¨ï f : W ! X ­¥ª®â®à®© ¯àï¬®© ­  ª¢ àâ¨ª¥
X ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë f�1(Bi) «¥¦ â ¢ á«®ïå í««¨¯â¨ç¥áª®£® à áá«®¥­¨ï
 j�KW j :W ! P2 ¨ I(X;BX) =  j�KW j Æ f

�1,
(3) �(X;BX) = 3.

Ǳà¨ç�¥¬, ¢ á«ãç ïå (1) ¨ (2) «®£ ¯ à  (3.1) ­¥ ª ­®­¨ç­ .

x4. �¢®©­®¥ ­ ªàëâ¨¥ ª¢ ¤à¨ª¨.

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ®¯¨è¥¬ á¢®©áâ¢  «®£ ¯ à ­  ¤¢®©­®¬ ­ ªàëâ¨¨ £« ¤ª®© ª¢ -
¤à¨ª¨ � : X ! Q, à §¢¥â¢«�¥­­®¬ ¢ £« ¤ª®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ S, ¢ëá¥ª ¥¬®© ­  ª¢ ¤à¨ª¥
Q � P4 ª¢ àâ¨ª®©. � ¬¥â¨¬, çâ® Pic(X) = Z ¨

�KX � �
�(OP4(1)jQ):

�â¬¥â¨¬ ¡¨à æ¨®­ «ì­ë¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨ ¬­®£®®¡à §¨ï X, ª®â®àë¥ \­ á«¥¤ãîâáï"
®â ª¢ àâ¨ª¨ ¨ ¤¢®©­®£® ­ ªàëâ¨ï P3. �­®£®®¡à §¨¥ X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ­¥ ¯¥à¥áâà -
¨¢ ¥âáï ¢ à áá«®¥­¨ï �®à¨ ®â«¨ç­ë¥ ®â ­¥£® á ¬®£® (á¬. [Co] ¨ [�á3]). Ǳãçª¨ ¢
«¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ j�KX j ¤ îâ ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¨§®¬®àä­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨î X à áá«®-
¥­¨ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¨¯  �3. Ǳàï¬ë¥ ­  ª¢ ¤à¨ª¥ Q ¨­¤ãæ¨àãîâ ¡¨à æ¨®­ «ì­ë¥
¯¥à¥áâà®©ª¨ ¬­®£®®¡à §¨ï X ¢ à áá«®¥­¨ï ­  í««¨¯â¨ç¥áª¨¥ ªà¨¢ë¥.
�¯¨è¥¬ ç¥¬ ¬­®£®®¡à §¨¥ X ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­® ®â«¨ç ¥âáï ®â ¬­®£®®¡à §¨© ã¦¥ à -

§®¡à ­­ëå ¢ ¯ à £à ä å 2 ¨ 3. �®-¯¥à¢ëå, Bir(X) 6= Aut(X) (á¬. [�á3]). �®-¢â®àëå,
X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥âáï ¢ ¬­®£®®¡à §¨ï � ­® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®-
áâï¬¨, ª®â®àë¥ ­¥¨§®¬®àä­ë ¬­®£®®¡à §¨î X. Ǳ®á«¥¤­¨¥ ¯¥à¥áâà®©ª¨ ­ áª®«ìª®
­ ¬ ¨§¢¥áâ­® ­¨£¤¥ ­¥ ®¯¨áë¢ «¨áì, ¯®íâ®¬ã ¬ë ®áâ ­®¢¨¬áï ­  ­¨å ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡­®.
� áá¬®âà¨¬ ªà¨¢ãî C 2 X, â ªãî çâ® �KX � C = 1. �à¨¢ ï C £« ¤ª ï ¨ à æ¨®-

­ «ì­ ï. �ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì â ª¨¥ ªà¨¢ë¥ \¯àï¬ë¬¨". � ¬¥â¨¬, çâ® ­  ¬­®£®®¡à -
§¨¨ X áãé¥áâ¢ã¥â ®¤­®¬¥à­®¥ á¥¬¥©áâ¢® \¯àï¬ëå" (á¬. [�á3]).
Ǳãáâì f : W ! X { à §¤ãâ¨¥ ªà¨¢®© C ¨ E = f�1(C). �¢¥¤�¥¬ ªà¨¢ãî C1 � W .

�á«¨ �(C) 6� S, â®
��1(�(C)) = C [ ~C:



� íâ®¬ á«ãç ¥ ¯®«®¦¨¬ C1 = f�1( ~C). � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¢®§ì¬�¥¬ §  C1 ¨áª«îç¨-
â¥«ì­®¥ á¥ç¥­¨¥ «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ E (¬ë ã¢¨¤¨¬ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬, çâ® E �= F5).
�¥¬¬  4.1. �ãé¥áâ¢ã¥â  ­â¨ä«¨¯ � :W 9 9 KŴ ¢ ªà¨¢®© C1. Ǳà¨ç�¥¬ ®á®¡¥­­®-

áâ¨ ¬­®£®®¡à §¨ï Ŵ á®áâ®ïâ ¨§ ®¤­®© ®á®¡®© â®çª¨ â¨¯  1
2(1; 1; 1).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬, çâ® ¥á«¨ �(C) � S, â® E �= F5 (á¬. [�á3]). Ǳãáâì

NX=C �= OC(m)�OC(n) ¤«ï m � n:

�®£¤ 
m+ n = deg(NX=C) = c1(X) � C � c1(C) = �1

¨ ¨§ â®ç­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨

0! N��1(S)=C ! NX=C ! NX=��1(S)jC ! 0

á«¥¤ã¥â, çâ® n � deg(N��1(S)=C) = �3. �«ï m� n ¨¬¥¥âáï âà¨ ¢®§¬®¦­®áâ¨ 1, 3 ¨ 5.
� ¬¥â¨¬, çâ® «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  j�KW j ¥áâì ­¨çâ® ¨­®¥, ª ª á®¡áâ¢¥­­ë© ¯à®®¡à §

­  ¬­®£®®¡à §¨¨ W «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬ë £¨¯¥à¯«®áª¨å á¥ç¥­¨© ª¢ ¤à¨ª¨ Q, ¯à®å®¤ï-
é¨å ç¥à¥§ ¯àï¬ãî �(C). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®¡é ï ¯®¢¥àå­®áâì D ¨§ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬ë
j � KW j ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®© ¯®¢¥àå­®áâìî â¨¯  �3 ¨ ¬®àä¨§¬ f jD áâï£¨¢ ¥â ç¥âëà¥
ªà¨¢ë¥ ¢ ç¥âëà¥ ®¡ëª­®¢¥­­ë¥ ¤¢®©­ë¥ â®çª¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ f(D).
�§ ¯®á«¥¤­¥£® § ¬¥ç ­¨ï ¢ëâ¥ª ¥â, çâ®

DjE = C1 + �L;

£¤¥ L { á«®© «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ E ¨ � � 4. �­ ç¨â, ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ E

D2 = C2
1 + 2�:

�® á ¤àã£®© áâ®à®­ë ­¥á«®¦­® ¯®ª § âì, çâ®

D2 �E = (f�(�KX)�E)
2 �E = 3:

�âªã¤  áà §ã á«¥¤ã¥â, çâ® � = 4 ¨ E �= F5 .
�¥¯¥àì ¬ë ¯®áâà®¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � ¢ ï¢­®¬ ¢¨¤¥ §  ­¥áª®«ìª® è £®¢.

(1) � §¤ã¥¬ ªà¨¢ãî C1 { g : V !W ¨ ¯®«®¦¨¬ G = g�1(C1).
Ǳ®ª ¦¥¬, çâ® G �= F1 . �¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  j�KV j ¥áâì á®¡áâ¢¥­­ë© ¯à®®¡à §

­  ¬­®£®®¡à §¨¨ V «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬ë £¨¯¥à¯«®áª¨å á¥ç¥­¨© ª¢ ¤à¨ª¨ Q, ¯à®-
å®¤ïé¨å ç¥à¥§ ¯àï¬ãî �(C). �âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® «¨­ ©­ ï á¨áâ¥¬  j �KV j
á¢®¡®¤­  ¨ § ¤ �¥â ¬®àä¨§¬ á í««¨¯â¨ç¥áª¨¬¨ á«®ï¬¨ �j�KV j : V ! P2, â ª®©
çâ® ¤¨¢¨§®à G { ¥£® á¥ç¥­¨¥. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® G �= F1 .

(2) �¤¥« ¥¬ ä«®¯ ¢ ¨áª«îç¨â¥«ì­®¬ á¥ç¥­¨¨ C2 «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ G. �«ï
¥£® áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ®

NV=C2
�= OC2

(�1)�OC2
(�1):



�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ r : Y ! V ¥áâì à §¤ãâ¨¥ ªà¨¢®© C2 ¨ R = r�1(C2), â® ¢
á¤¥« ­­®¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨ R �= P1�P1, ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¥�e áâï£¨¢ ­¨¥ r̂ : Y ! V̂
¤¨¢¨§®à  R ­  ªà¨¢ãî Ĉ2 ¢  ­ «¨â¨ç¥áª®© ª â¥£®à¨¨, ®â«¨ç­®¥ ®â r. �¥£ª®
¢¨¤¥âì, çâ® r̂ Æ r�1 ¡ã¤¥â ä«®¯®¬ ¢ ªà¨¢®© C2.
Ǳãáâì

NV=C2
�= OC2

(m)�OC2
(n) ¤«ï m � n:

� ¬¥â¨¬, çâ®

m+ n = deg(NV=C2
) = c1(V ) � C2 � c1(C2) = �2;

¨ ¨§ â®ç­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨

0! NG=C2
! NV=C2

! NV=C2
jC2
! 0

á«¥¤ã¥â, çâ® n � deg(NG=C2
) = �1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, n = m = �1.

(3) �¥¯¥àì áâï­¥¬ ¯®¢¥àå­®áâì Ĝ = r̂Ær�1(G) ¢ â®çªã. �®àä¨§¬ r̂jr�1(G) áâï£¨¢ ¥â
¨áª«îç¨â¥«ì­®¥ á¥ç¥­¨¥ R \ r�1(G) «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ r�1(G) �= F1 .
�«¥¤®¢ â¥«ì­®, Ĝ �= P2 ¨ ª ª «¥£ª® ¯®ª § âì

NV̂ =Ĝ
�= OĜ(�2):

�âªã¤  á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ áâï£¨¢ ­¨ï ĝ : V̂ ! Ŵ ¯®¢¥àå­®áâ¨ Ĝ ¢ ®á®¡ãî
â¥à¬¨­ «ì­ãî â®çªã O â¨¯  1

2(1; 1; 1) ¢  ­ «¨â¨ç¥áª®© ª â¥£®à¨¨. Ǳ®«®¦¨¬

� = ĝ Æ r̂ Æ r�1 Æ g�1

¨ Ĉ1 = ĝ(Ĉ2).

�ë ¯®áâà®¨«¨ ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî ¤¨ £à ¬¬ã

Y

r. & r̂

V V̂

g # # ĝ

W
�
9 9 K Ŵ

:

Ǳà®áâ® ¯à®¢¥àï¥âáï çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ � ¥áâì  ­â¨ä«¨¯ ¬­®£®®¡à §¨ï W ¢ ªà¨¢®© C1,
  ��1 ¥áâì ä«¨¯ ¬­®£®®¡à §¨ï Ŵ ¢ ªà¨¢®© Ĉ1.

�

�¥¯¥àì ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥, ¯®«ãç¥­­®¥ ¢ �¥¬¬¥ 4.1, ¯à®¥ªâ¨¢­®.
�¥¬¬  4.2. � �¥¬¬¥ 4.1 ¬­®£®®¡à §¨¥ Ŵ ¯à®¥ªâ¨¢­® ¨ Q -ä ªâ®à¨ «ì­®.



�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â¢¥à¦¤¥­¨¥ «¥¬¬ë á«¥¤ã¥â ¨§ â®£® ä ªâ , çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥
� ¥áâì «®£ ä«¨¯ ¤«ï «®£ â¥à¬¨­ «ì­®© «®£ ¯ àë

(W; (1 + �)j �KW j) ¤«ï 1� � > 0;

¯®áª®«ìªã, «®£ ª ­®­¨ç¥áª¨© ¤¨¢¨§®à

KW + (1 + �)j �KW j

¨¬¥¥â ®âà¨æ â¥«ì­®¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ â®«ìª® á ªà¨¢®© C1. �

�¥¬¬  4.3. � ®¡®§­ ç¥­¨ïå �¥¬¬ë 4.1, �K3
Ŵ

= 1
2
¨ Bs(j �KŴ j) = O. � ç áâ-

­®áâ¨, ¤¨¢¨§®à �KŴ ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­ ¨ ®¡ê�¥¬¥­.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ®¡®§­ ç¥­¨ï¬¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥¬¬ë 4.1.

�«®¯ r̂ Æ r�1 ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥â ªà¨¢ãî ¢ á«®ïå à áá«®¥­¨ï �j�KV j. �âªã¤  á«¥¤ã¥â,
çâ® «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  j � KV̂ j á¢®¡®¤­  ¨ ¬®àä¨§¬ �j �KV̂ j ¥áâì à áá«®¥­¨¥ ­  í«-
«¨¯â¨ç¥áª¨¥ ªà¨¢ë¥.
�§ ¯®áâà®¥­¨ï ®â®¡à ¦¥­¨ï � ¬ë ¯®«ãç ¥¬, çâ®

Bs(j �KŴ j) = O

¨

0 = �K3
V̂
= (ĝ�(�KŴ )�

1
2
Ĝ)3 = �K3

Ŵ
�
1
8
Ĝ3 = �K3

Ŵ
�
1
2
:

�

�§ �¥¬¬ë 4.3 ¨ â¥®à¥¬ë ® á¢®¡®¤¥ ®â ¡ §¨á­ëå â®ç¥ª (á¬. [� � � ]) á«¥¤ã¥â, çâ®
¤«ï n� 0 «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  j � nKŴ j á¢®¡®¤­  ¨ § ¤ �¥â ¡¨à æ¨®­ «ì­ë© ¬®àä¨§¬

�j�nKŴ j : Ŵ ! XC ;

£¤¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ XC ­®à¬ «ì­®. Ǳ® ¯®áâà®¥­¨î, ¬­®£®®¡à §¨¥ XC ¥áâì ¬­®£®®¡à -
§¨¥ � ­® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¨ �K3

XC
= 1

2 .
�â® ¬®¦­® ¥é�¥ áª § âì ¯à® ®á®¡¥­­®áâ¨ ¬­®£®®¡à §¨ï XC? � [�á3] ¯®ª § ­®, çâ®

ª ¦¤ãî \¯àï¬ãî" ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ X ¯¥à¥á¥ª ¥â ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® \¯àï¬ëå". �âªã-
¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¬®àä¨§¬ �j�KV j ¨¬¥¥â ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ¯à¨¢®¤¨¬ëå á«®�¥¢ ¢ á«ãç ¥
�(C) 6� S,   ¢ á«ãç ¥ ª®£¤  �(C) � S, ¬®àä¨§¬ �j�KV j ¨¬¥¥â ®¤­® ®¤­®¬¥à­®¥ á¥-
¬¥©áâ¢® ¯à¨¢®¤¨¬ëå á«®�¥¢, ç¥© ®¡à § ­  ª¢ ¤à¨ª¥ Q ®¡à §ã¥â ¯®¢¥àå­®áâì ¯àï¬ëå
ª á îé¨åáï ¯®¢¥àå­®áâ¨ S ¢ â®çª å ªà¨¢®© �(C). �ç¨âë¢ ï ª®­áâàãªæ¨î ®â®¡à -
¦¥­¨ï � ¬ë ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¢ á«ãç ¥ �(C) 6� S ¬­®£®®¡à §¨¥ XC ¨¬¥¥â â¥à¬¨­ «ì­ë¥
(­¥ Q -ä ªâ®à¨ «ì­ë¥!) ®á®¡¥­­®áâ¨,   ¢ á«ãç ¥ �(C) � S ¬­®£®®¡à §¨¥ XC ¨¬¥¥â
ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ ¢¤®«ì ­¥¯à¨¢®¤¨¬®© ªà¨¢®©, ¯à¨ç�¥¬ ¢ e�e ®¡é¥© â®çª¥ XC

¨¬¥¥â ®á®¡¥­­®áâì â¨¯  A1 � C .
� ª¨¬ ®¡à §®¬ ¬ë ¯®ª § «¨, çâ® ¤«ï ª ¦¤®© \¯àï¬®©" C ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ X

áãé¥áâ¢ã¥â ¥£® ­¥âà¨¢¨ «ì­ ï ¯¥à¥áâà®©ª  ¢ ¬­®£®®¡à §¨¥ � ­® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨
®á®¡¥­­®áâï¬¨ XC ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ®â®¡à ¦¥­¨ï

 C = �j�nKŴ j Æ �:



�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ X «®£ ¯ àã

(X;BX) = (X;
NX
i=1

biBi): (4.1)

�«ï BX 6= ; à áá¬®âà¨¬ â ª®¥ � 2 Q>0 , çâ®

KX + �BX �Q 0;

  ¤«ï BX = ; ¯®«®¦¨¬ ä®à¬ «ì­® � = +1.
� ¯®¬­¨¬, çâ® ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥© £« ¢¥ ¬ë ¢¢¥«¨ ¯®­ïâ¨¥ ¬ ªá¨¬ «ì­®© «®£ ¯ àë ­ 

¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ® á £àã¯¯®© Ǳ¨ª à  Z. � ­ è¥© á¨âã æ¨¨ íâ® ¯®­ïâ¨¥ â ª¦¥
¨¬¥¥â á¬ëá«.
�¥¯¥àì áä®à¬ã«¨àã¥¬ ®á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â íâ®£® ¯ à £à ä .
�¥®à¥¬  4.4. Ǳãáâì � = 1 ¨ «®£ ¯ à  (4.1) ¬ ªá¨¬ «ì­ . �®£¤  �(X;BX) = 0 ¨

«®£ ¯ à  (4.1) ª ­®­¨ç­ . Ǳà¨ç�¥¬, ¥á«¨ ®­  ­¥ â¥à¬¨­ «ì­ , â® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ®¤­®
¨§ á«¥¤ãîé¥£®:

(1) ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ®¤­®£® ¯ãçª  P ¢ j �KX j,
(2) áãé¥áâ¢ã¥â ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï ¤¨ £à ¬¬ 

W

f . & g

X
 
9 9 K Y

;

£¤¥ ¬­®£®®¡à §¨¥W £« ¤ª®¥, ¬®àä¨§¬ f ¡¨à æ¨®­ «¥­,   ®â®¡à ¦¥­¨¥  ¥áâì
ª®¬¯®§¨æ¨ï ¬®àä¨§¬  � ¨ ¯à®¥ªæ¨¨ ¨§ ­¥ª®â®à®© ¯àï¬®© ­  ª¢ ¤à¨ª¥ Q ¨
f�1(BX) «¥¦¨â ¢ á«®ïå à áá«®¥­¨ï g,

(3) áãé¥áâ¢ã¥â \¯àï¬ ï" C ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ X, â ª ï çâ® «®£ ¯ à 

(XC ; BXC ) = (XC ;  C(BX))

¯®«ãâ¥à¬¨­ «ì­  (á¬. �¢¥¤¥­¨¥).

Ǳ¥à¥¤ â¥¬ ª ª ¤®ª §ë¢ âì �¥®à¥¬ã 4.4 áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¥é�¥ ¤¢¥ â¥®à¥¬ë.
�¥®à¥¬  4.5. Ǳãáâì � < 1 ¨ «®£ ¯ à  (4.1) ¬ ªá¨¬ «ì­ . �®£¤  �(X;BX) = �1

¨ «®£ ¯ à  (4.1) â¥à¬¨­ «ì­ .
�¥®à¥¬  4.6. Ǳãáâì � > 1 ¨ «®£ ¯ à  (4.1) ¬ ªá¨¬ «ì­ . �®£¤  ¢ë¯®«­ï¥âáï

®¤­® ¨§ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨©:

(1) �(X;BX) = 1, «®£ ¯ à  (4.1) ­¥ ª ­®­¨ç­ , ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë Bi á®áâ -
¢«¥­ë ¨§ ®¤­®£® ¯ãçª  P ¢ j �KX j ¨ I(X;BX) = �P ,

(2) �(X;BX) = 2, «®£ ¯ à  (4.1) ­¥ ª ­®­¨ç­  ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï
¤¨ £à ¬¬ 

W

f . & g

X
 
9 9 K Y

;



â ª ï çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ W £« ¤ª®¥, ¬®àä¨§¬ f ¡¨à æ¨®­ «¥­, ®â®¡à ¦¥­¨¥
 ¥áâì ª®¬¯®§¨æ¨ï ¬®àä¨§¬  � ¨ ¯à®¥ªæ¨¨ ¨§ ­¥ª®â®à®© ¯àï¬®© ­  ª¢ ¤à¨ª¥
Q, f�1(BX) «¥¦¨â ¢ á«®ïå à áá«®¥­¨ï g ¨ I(X;BX) =  ,

(3) �(X;BX) = 3.

�ë ®¯ãáâ¨¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ 4.5 ¨ 4.6, ¯®áª®«ìªã ®­¨ ¯®«­®áâìî  ­ «®£¨ç-
­ë ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¬ �¥®à¥¬ 2.2, 2.3, 3.5, 3.6 ¨ �¥®à¥¬ 2.4 ¨ 2.5 £« ¢ë II. � §®¡ì�¥¬
¤®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 4.4 ­  ­¥áª®«ìª® «¥¬¬.
�¥¬¬  4.7. � �¥®à¥¬¥ 4.4 CS(X;BX) ­¥ á®¤¥à¦¨â â®ç¥ª.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  § ¬¥­¨¬ ¢ �¥¬¬¥ 3.2 á«®¢  \£¨¯¥à¯«®áª®¥

á¥ç¥­¨¥" ­  \í«¥¬¥­â «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬ë j �KX j". �

�¥¬¬  4.8. Ǳãáâì ¢ �¥®à¥¬¥ 4.4 CS(X;BX) á®¤¥à¦¨â ­¥¯à¨¢®¤¨¬ãî ¯à¨-
¢¥¤�¥­­ãî ªà¨¢ãî C. �®£¤  deg(�(C)) � 4.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¯®¬­¨¬, çâ®

multC(BX) � 1:

� áá¬®âà¨¬ ®¡é¨© í«¥¬¥­â «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬ë j �KX j { H. �®£¤ 

4 = H �B2
X � multC(B

2
X)H � C � deg(C):

�

�¥¬¬  4.9. � �¥¬¬¥ 4.8 ªà¨¢ ï �(C) ¯«®áª ï.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®-¯¥à¢ëå, ¬®¦­® áç¨â âì �C ¨§®¬®àä¨§¬®¬. �®-¢â®àëå, ¥á«¨

ªà¨¢ ï �(C) ­¥ ¯«®áª ï, â® ®­  ®¤­  ¨§ á«¥¤ãîé¨å:
( ) £« ¤ª ï à æ¨®­ «ì­ ï ªà¨¢ ï áâ¥¯¥­¨ 3, ­¥ «¥¦ é ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ S,
(¡) £« ¤ª ï à æ¨®­ «ì­ ï ªà¨¢ ï áâ¥¯¥­¨ 3, «¥¦ é ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ S,
(¢) £« ¤ª ï à æ¨®­ «ì­ ï ªà¨¢ ï áâ¥¯¥­¨ 4, ­¥ «¥¦ é ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ S,
(£) £« ¤ª ï à æ¨®­ «ì­ ï ªà¨¢ ï áâ¥¯¥­¨ 4, «¥¦ é ï ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ S,
(¤) ªà¨¢ ï áâ¥¯¥­¨ 4, «¥¦ é ï ¢ ­¥ª®â®à®© £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨.
�­ ç «  ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï á«ãç ¥¢ ( ), (¡), (¢) ¨ (£) ¯à¨¢®¤ïâ ª ¯à®-

â¨¢®à¥ç¨î. Ǳãáâì f : W ! X { à §¤ãâ¨¥ ªà¨¢®© C ¨ E = f�1(C). Ǳ®ª ¦¥¬, çâ®
¤¨¢¨§®à f�(�2KX)� E ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­. � á«ãç ïå ( ) ¨ (¢)

��1(�(C)) = C [ ~C:

�¥£ª® ¯®ª § âì, çâ®
Bs(jf�(�2KX)� Ej) = f�1( ~C):

�âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¤¨¢¨§®à f�(�2KX) � E ¨¬¥¥â ­¥®âà¨æ â¥«ì­®¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ á®
¢á¥¬¨ ªà¨¢ë¬¨ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ W ªà®¬¥ f�1( ~C), ­®

(f�(�2KX)�E) � f
�1( ~C) = 0:

� á«ãç ïå (¡) ¨ (£)
Bs(jf�(�2KX)�Ej) � E:



Ǳãáâì s1 { ¨áª«îç¨â¥«ì­®¥ á¥ç¥­¨¥ «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ f jE : E ! C. �¥®¡å®-
¤¨¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ ­¥à ¢¥­áâ¢ 

(f�(�2KX)�E)jE � s1 � 0:

�§ á¢®©áâ¢ à §¤ãâ¨© ¬ë ¯®«ãç ¥¬, çâ® E3 = 2� deg(�(C)) ¨

(f�(�2KX)� E)jE � s1 = 2deg(�(C)) +
s21 + 2� deg(�(c))

2
:

�­ ç¨â, ­ ¬ ­ã¦­® ¯®ª § âì, çâ® s21 � �2� 3deg(�(C)). Ǳãáâì

NX=C �= OC(m)�OC(n) ¤«ï m � n:

�®£¤ 
m+ n = deg(NX=C) = c1(X) � C � c1(C) = deg(�(C))� 2

¨ ¨§ â®ç­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨

0! N��1(S)=C ! NX=C ! NX=��1(S)jC ! 0

á«¥¤ã¥â, çâ® n � deg(N��1(S)=C) = �2� deg(�(C)). �âªã¤ 

s21 = n�m = 2n+ 2� deg(�(C)) � �2� 3deg(�(C)):

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤¨¢¨§®à f�(�2KX)�E ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­.
� áá¬®âà¨¬ «®£ ¯ àã

(W;BW ) = (W; f�1(BX)):

�®£¤ 
A = (f�(2H)� E) �B2

W � 0:

� ¤àã£®© áâ®à®­ë

A = (f�(�2KX)�E) � (f
�(�KX)�multC(BX))

2:

�âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

A = 8�multC(BX)((2 + deg(�(C)))multC(BX) + 2deg(�(C))) < 0;

¯®áª®«ìªã multC(BX) � 1.
� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì á«ãç © (¤). � ¬¥â¨¬, çâ® B2

X = C ¨ multC(BX) = 1. � ª¨¬
®¡à §®¬, ¯®¢¥àå­®áâì H ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á ªà¨¢®© C ¯® ç¥âëà�¥¬ à §«¨ç­ë¬ â®çª ¬: x1,
x2, x3 ¨ x4. Ǳãáâì g : V ! H { ¨å à §¤ãâ¨¥ ¨ Ei = g�1(xi) (i = 1; : : : ; 4). �®£¤ 

(g�1(BX jH))
2 �Q g

�(HjH)�
4X
i=1

Ei:



Ǳ®áª®«ìªã ªà¨¢ ï �(C) á®¤¥à¦¨âáï ¢ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ ¨ ­¥ ¯«®áª ï, â® â®çª¨ �(x1),
�(x2), �(x3) ¨ �(x4) á®¤¥à¦ âáï ¢ ®¤­®© ¯«®áª®áâ¨ ¨ ­¥ «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©. �§
¯®á«¥¤­¥£® á«¥¤ã¥â, çâ® «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬ 

jg�(HjH)�
4X
i=1

Eij

á®¤¥à¦¨â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© íää¥ªâ¨¢­ë© ¤¨¢¨§®à D. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, «¨­¥©­ ï á¨-
áâ¥¬  jnDj ­¥ ¨¬¥¥â ­¥¯®¤¢¨¦­ëå ª®¬¯®­¥­â ¤«ï n � 0 ¨ D2 = 0. �âªã¤  á«¥¤ã¥â,
çâ® ®­  á¢®¡®¤­  ¨

�jnDj(V ) = P1:

�âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï k 2 (1; n] à áá«®¥­¨¥ �jnDj ¨¬¥¥â ªà â­ë© á«®© kD. �«¥¤®-
¢ â¥«ì­®,  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨© à®¤ ªà¨¢®© D ¤®«¦¥­ ¡ëâì à ¢¥­ 1, ­® «¥£ª® ¯®¤áç¨â âì,
çâ® ®­ à ¢¥­ 4. �

�¥¬¬  4.10. Ǳãáâì ¢ �¥¬¬¥ 4.7 ªà¨¢ ï �(C) ¥áâì ª®­¨ª . �®£¤  «®£ ¯ à  (4.1)
ª ­®­¨ç­  ¢ ®¡é¥© â®çª¥ ªà¨¢®© C ¨ ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ®¤­®£®
¯ãçª  ¢ j �KX j.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ¯ãç®ªHC ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ j�KX j, á®áâ®ïé¨© ¨§

¯®¢¥àå­®áâ¥©, á®¤¥à¦ é¨å ªà¨¢ãî C. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯ãç®ª HC ­¥ ¨¬¥¥â ­¥¯®¤¢¨¦­ëå
ª®¬¯®­¥­â.
�®§¬®¦­ë âà¨ á«ãç ï:
( ) �KX � C = 4, B2

X = C ¨ �jC ¥áâì ¤¢ã«¨áâ­®¥ ­ ªàëâ¨¥ ª®­¨ª¨ �(C) � Q,
(¡) �KX � C = 2, �jC ¥áâì ¨§®¬®àä¨§¬ ­  ª®­¨ªã �(C) � Q ¨ �(C) 6� S,
(¢) �KX � C = 2 ¨ �jC ¥áâì ¨§®¬®àä¨§¬ ­  ª®­¨ªã �(C) � S.
�­ ç «  à §¡¥à�¥¬ á«ãç © ( ). � §à¥è¨¬ ­¥®¯à¥¤¥«�¥­­®áâ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï �HC ¯®-

áà¥¤áâ¢®¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­®© ¤¨ £à ¬¬ë

W

f . & g

X
�HC
9 9 K P1

:

�ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ W £« ¤ª®¥, ­ ¤ ®¡é¥© â®çª®© ªà¨¢®© C «¥¦¨â
à®¢­® ®¤¨­ ¤¨¢¨§®à E ¨ f { ¨§®¬®àä¨§¬ ¢­¥ ªà¨¢®© C. �¡é¨© á«®© D ¬®àä¨§¬  g
ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®© ¯®¢¥àå­®áâìî â¨¯  K3 ¨

D � f�(�KX)� E �
kX
i=1

aiFi;

£¤¥ ¤«ï ª ¦¤®£® ¤¨¢¨§®à  Fi f(Fi) { â®çª  ­  ªà¨¢®© C. � áá¬®âà¨¬ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨
D «®£ ¯ àã

(D;BD) = (D; f�1(BX)jD):



�®£¤ 

BD �Q ((1�multC(BX))E +
kX
i=1

ciFi)jD

¨ ¤«ï ¢á¥å ci 2 Q . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, multC(BX) = 1 ¨ BD = ;. � ç áâ­®áâ¨, «®£ ¯ à 
(4.1) ª ­®­¨ç­  ¢ ®¡é¥© â®çª¥ ªà¨¢®© C. �§ ãá«®¢¨ï BD = ; «¥£ª® ¢ë¢¥áâ¨, çâ® ¢á¥
«¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ¯ãçª  HC .
� §¡¥à�¥¬ á«ãç © (¡). Ǳãáâì

��1(�(C)) = C [ ~C:

� ª ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ å �¥®à¥¬ 2.1 ¨ 3.1 ­ ¬ ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® CS(X;BX)
á®¤¥à¦¨â ªà¨¢ãî ~C. �«ï íâ®£® ¢®§ì¬�¥¬ ¤®áâ â®ç­® ®¡é¨© ¤¨¢¨§®à D ¢ ¯ãçª¥ HC .
D ¡ã¤¥â £« ¤ª®© ¯®¢¥àå­®áâìî â¨¯  K3, ~C � D ¨

BX jD = multC(BX)C +mult ~C(BX)
~C + R;

£¤¥ R { íää¥ªâ¨¢­ë© ¤¨¢¨§®à ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ D, ç¥© ­®á¨â¥«ì ­¥ á®¤¥à¦¨â ªà¨¢ëå
C ¨ ~C. �  ¯®¢¥àå­®áâ¨ D

C2 = ~C2 = �2 ¨ C � ~C = 4:

�âªã¤ 
2 = BX jD � ~C = 4multC(BX)� 2mult ~C(BX) + R � ~C:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, mult ~C(BX) � 1 ¨ CS(X;BX) á®¤¥à¦¨â ªà¨¢ãî ~C. �âªã¤  «¥£ª®
¯®ª § âì, çâ® ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ¯ãçª  HC ¨ «®£ ¯ à  (4.1)
ª ­®­¨ç­  ¢ ®¡é¨å â®çª å ªà¨¢ëå C ¨ ~C.
�¥¯¥àì à §¡¥à�¥¬ á«ãç © (¢). Ǳãáâì f :W ! X { à §¤ãâ¨¥ ªà¨¢®© C ¨ f�1(C) = E.

�®£¤  ¡ §¨á­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬ë f�1(HC) á®áâ®¨â ¨§ á¥ç¥­¨ï «¨­¥©ç â®©
¯®¢¥àå­®áâ¨ fE : E ! C. �¡®§­ ç¨¬ ¥£® ~C. � áá¬®âà¨¬ «®£ ¯ àã

(W;BW ) = (W; f�1(BX))

¨ ¤®áâ â®ç­® ®¡é¨© ¤¨¢¨§®à D ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ f�1(HC). �®£¤  D ï¢«ï¥âáï
£« ¤ª®© ¯®¢¥àå­®áâìî â¨¯  K3 ¨

BW jD = mult ~C(f
�1(BX) ~C + R;

£¤¥ ­®á¨â¥«ì íää¥ªâ¨¢­®£® ¤¨¢¨§®à  R ­¥ á®¤¥à¦¨â ªà¨¢®© ~C. � ¤àã£®© áâ®à®­ë,
­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ D

f�1(BX)jD �Q ~C + (1�multC(BX))EjD

¨ ~C2 = �2. �âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

mult ~C(BW ) = multC(BX) = 1:



� ª ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ á«ãç ï ( ) â¥¯¥àì «¥£ª® ¯®«ãç¨âì, çâ® ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë
Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ¯ãçª  HC ¨ «®£ ¯ à  (4.1) ª ­®­¨ç­  ¢ ®¡é¥© â®çª¥ ªà¨¢®© C. �

�¥¬¬  4.11. Ǳãáâì ¢ �¥¬¬¥ 4.7 �KX � C = 2 ¨ �(C) { ¯àï¬ ï. �¡®§­ ç¨¬ HC
«¨­¥©­ãî á¨áâ¥¬ã ¯®¢¥àå­®áâ¥© ¢ j � KX j, á®¤¥à¦ é¨å ªà¨¢ãî C, ¨ à áá¬®âà¨¬
ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî ¤¨ £à ¬¬ã

W

f . & g

X
�HC
9 9 K P2

;

ª®â®à ï à §à¥è ¥â ®á®¡¥­­®áâ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï �HC . �®£¤  ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë
f�1(Bi) «¥¦ â ¢ á«®ïå í««¨¯â¨ç¥áª®£® à áá«®¥­¨ï g.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¬¥â¨¬, çâ® �jC { ¤¢ã«¨áâ­®¥ ­ ªàëâ¨¥ ¯àï¬®©. Ǳà¥¤¯®-

«®¦¨¬, çâ® ªà¨¢ ï C £« ¤ª ï ¨ f { à §¤ãâ¨¥ ªà¨¢®© C. Ǳ®«®¦¨¬ E = f�1(C) ¨
à áá¬®âà¨¬ «®£ ¯ àã

(W;BW ) = (W; f�1(BX)):

�®£¤  ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ «¥¬¬ë á«¥¤ã¥â ¨§ à ¢¥­áâ¢ 

BW � (f
�1(HC))

2 = 1�multC(BX):

Ǳãáâì â¥¯¥àì ªà¨¢ ï C ®á®¡ . � ¬¥â¨¬, çâ® à §¡¨à ï á«ãç © (£) ¬ë ¯®«ì§®¢ «¨áì
«¨èì â¥¬, çâ®

(1) ¤¢ã¬¥à­ ï «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  f�1(HC) á¢®¡®¤­ ,
(2) ¤¨¢¨§®à E ­¥ «¥¦¨â ¢ á«®ïå à áá«®¥­¨ï g,
(3) ¢á¥ f -¨áª«îç¨â¥«ì­ë¥ ¤¨¢¨§®àë, ®â«¨ç­ë¥ ®â E, á®¤¥à¦ âáï ¢ á«®ïå à áá«®-

¥­¨ï g.

�® ¢á¥ íâ¨ á¢®©áâ¢  ¢ë¯®«­¥­ë ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® à §à¥è¥­¨ï ®á®¡¥­­®áâ¥© ®â®¡à -
¦¥­¨ï �HC ¢­¥ ¢áïª®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ®á®¡¥­­®áâ¥© ªà¨¢®© C. �

�¥¬¬  4.12. � �¥®à¥¬¥ 4.4 «®£ ¯ à  (4.1) ª ­®­¨ç­ .
�®ª § â¥«¦áâ¢®. Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® «®£ ¯ à  (4.1) ­¥ ª ­®­¨ç­ . �®£¤  ¢¢¨¤ã

�¥¬¬ 4.7-4.11, «®£ ¯ à  ­¥ ª ­®­¨ç­  ¢ ®¡é¥© â®çª¥ ­¥¯à¨¢®¤¨¬®© ¨ ¯à¨¢¥¤�¥­­®©
ªà¨¢®© C, â ª®© çâ® KX � C = 1. � ç áâ­®áâ¨, �(C) { ¯àï¬ ï. � ¯®¬­¨¬, çâ® â®£¤ 
¢ë¯®«­¥­® à ¢¥­áâ¢®

multC(BX) > 1:

�®á¯®«ì§ã¥¬áï ®¡®§­ ç¥­¨ï¬¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥¬¬ë 4.1.
�®¯ãáâ¨¬, çâ® ¯àï¬ ï �(C) ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¯®¢¥àå­®áâ¨ S. �®£¤  ­  ¬­®£®®¡à -

§¨¨ V ®¯à¥¤¥«�¥­ ¡¨à æ¨®­ «ì­ë©  ¢â®¬®àä¨§¬ � { ®âà ¦¥­¨¥ ¢ á«®ïå í««¨¯â¨ç¥-
áª®£® à áá«®¥­¨ï �j�KV j ®â­®á¨â¥«ì­® á¥ç¥­¨ï G (á¬. [�á3]). � ª ¯®ª § ­® ¢ [�á3],
®â®¡à ¦¥­¨¥ � ¥áâì ¨§®¬®àä¨§¬ ¢ ª®à §¬¥à­®áâ¨ ®¤¨­ ¨ ¥£® ¤¥©áâ¢¨¥ ­  Pic(V ) § -
¤ �¥âáï á«¥¤ãîé¨¬¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨:

��(KV ) = KV ;

��(G) = G;

��(g�1(E)) = �8KV � g�1(E) + 2G:



�âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

�(�) =
1

9� 8multC(BX)
> 1:

Ǳ®á«¥¤­¥¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¬ ªá¨¬ «ì­®áâ¨ «®£ ¯ àë (4.1).
Ǳãáâì â¥¯¥àì ¯àï¬ ï �(C) «¥¦¨â ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ S. �®£¤  £à ­¨æ  «®£ BY ¯ àë

(W;BW ) = (W; f�1(BX))

¨¬¥¥â ®âà¨æ â¥«ì­®¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ á® ¢á¥¬¨ ¯à®®¡à § ¬¨ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ W ¯àï¬ëå
­  ª¢ ¤à¨ª¥ Q, ª á îé¨åáï ¯®¢¥àå­®áâ¨ S ¢ â®çª å ªà¨¢®© �(C). �â® ¯à®â¨¢®à¥-
ç¨â ¯®¤¢¨¦­®áâ¨ «®£ ¯ àë (W;BW ), â ª ª ª â ª¨¥ ¯àï¬ë¥ ­  ª¢ ¤à¨ª¥ Q § ¬¥â îâ
¯®¢¥àå­®áâì. �

�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 4.4. �¢¨¤ã �¥¬¬ 4.7-4.12 ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® «®£
¯ à  (4.1) ª ­®­¨ç­  ¨ CS(X;BX) á®¤¥à¦¨â ­¥¯à¨¢®¤¨¬ãî ¨ ¯à¨¢¥¤�¥­­ãî ªà¨¢ãî
C, â ªãî çâ® KX �C = 1.
�®á¯®«ì§ã¥¬áï ®¡®§­ ç¥­¨ï¬¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥¬¬ë 4.1. �®¯ãáâ¨¬, «®£ ¯ à 

(W;BW ) = (W; f�1(BX))

â¥à¬¨­ «ì­ . Ǳ®ª ¦¥¬, çâ® â®£¤  «®£ ¯ à 

(XC ; BXC ) = (XC ;  C(BX))

¯®«ãâ¥à¬¨­ «ì­ .
� ¯®¬­¨¬, ª ª ¬ë áâà®¨«¨ ¡¨à æ¨®­ «ì­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥  C . �­ ç «  ¬ë à §¤ã«¨

f : W ! X ªà¨¢ãî C ¨ ®¡®§­ ç¨«¨ C1 ¥¤¨­áâ¢¥­­ãî ¡ §¨á­ãî ªà¨¢ãî «¨­¥©­®©
á¨áâ¥¬ë j �KW j. � â¥¬ ¬ë á¤¥« «¨  ­â¨ä«¨¯ � :W 9 9 KŴ ¢ ªà¨¢®© C1 ¨, ­ ª®­¥æ,
¬ë ¯®ª § «¨, çâ® «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  j � nKŴ j á¢®¡®¤­  ¤«ï n� 0, ¨ ¯®«®¦¨«¨

 C = �j�nKŴ j Æ �:

�®§ì¬�¥¬ � 2 Q>1 , â ª®¥ çâ® «®£ ¯ à  (W; �BW ) â¥à¬¨­ «ì­ . �®£¤  � { «®£ ä«¨¯
®â­®á¨â¥«ì­® «®£ ¯ àë (W; �BW ). � ç áâ­®áâ¨, «®£ ¯ à 

(Ŵ ; �BŴ ) = (Ŵ ; � Æ f�1(�BX))

â ª¦¥ â¥à¬¨­ «ì­ . �  ¬­®£®®¡à §¨¨ Ŵ ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

KŴ + BŴ �Q 0:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®àä¨§¬ �j�nKŴ j ªà¥¯ ­â¥­ ¤«ï «®£ ¯ àë (Ŵ ; �BŴ ). �âªã¤  á«¥¤ã-
¥â, çâ® «®£ ¯ à  (XC ; �BXC ) ª ­®­¨ç­ . Ǳ®á«¥¤­¥¥ ¢«¥ç�¥â ¯®«ãâ¥à¬¨­ «ì­®áâì «®£
¯ àë (XC ; BXC ).
�®¯ãáâ¨¬, çâ® «®£ ¯ à  (W;BW ) ­¥ â¥à¬¨­ «ì­ . �®£¤  ¢ á¨«ã �¥¬¬ 4.7-4.11

CS(W;BW ) á®¤¥à¦¨â £« ¤ªãî ­¥¯à¨¢®¤¨¬ãî ªà¨¢ãî T , â ªãî çâ® f(T ) ï¢«ï¥âáï
\¯àï¬®©" ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ X. �®§¬®¦­ë ç¥âëà¥ á«ãç ï:



( ) T = C1,
(¡) � Æ f(T ) \ �(C) = ;,
(¢) f(T ) = C,
(£) � Æ f(T ) \ �(C) 6= ;.
�§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥¬¬ë 4.11 ­¥á«®¦­® á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ á«ãç ¥ ( ) ¢á¥ «¨­¥©­ë¥

á¨áâ¥¬ë (f Æ g)�1(Bi) «¥¦ â ¢ á«®ïå í««¨¯â¨ç¥áª®£® à áá«®¥­¨ï �j�KV j.
� á«ãç ïå (¡) ¨ (¢) à áá¬®âà¨¬ ®¡é¨© ¤¨¢¨§®à DW ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ j �KW j.

�­ ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®© ¯®¢¥àå­®áâìî â¨¯  �3 ¨

BW jDW �Q C1 + F;

£¤¥ F { í««¨¯â¨ç¥áª ï ªà¨¢ ï, â ª ï çâ® F � C2 = 1. � ¤àã£®© áâ®à®­ë,

BW jDW = multC1
(BW )C1 +R;

¤«ï ­¥ª®â®à®£® íää¥ªâ¨¢­®£® ¤¨¢¨§®à  R, â ª®£® çâ® ¥£® ­®á¨â¥«ì ­¥ á®¤¥à¦¨â ªà¨-
¢®© C1. �®«¥¥ â®£®, multC1

(BW ) > 0, ¯®áª®«ìªã

BW jDW � C1 = �1:

� á«ãç ¥ (¡)
; 6= T \DW � E

¨ ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® ¤¨¢¨§®à R ­¥ á®¤¥à¦¨â â®ç¥ª T \DW . � áá¬ âà¨¢ ï ¯¥à¥á¥ç¥-
­¨¥ ¤¨¢¨§®à  BW jDW á ªà¨¢®© ¨§ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬ë F , ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ «î¡ãî ¨§
â®ç¥ª ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï T �DW , ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.
� á«ãç ¥ (¢) T � E. �§ à áá¬®âà¥­¨ï ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¤¨¢¨§®à  BW jDW á® á«®¥¬

«¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ E á«¥¤ã¥â E � BW , çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¯®¤¢¨¦­®áâ¨ «®£
¯ àë (W;BW ).
�áâ «®áì à áá¬®âà¥âì á«ãç © (£). �¡®§­ ç¨¬ HT ¯ãç®ª, á®áâ®ïé¨© ¨§ ¯®¢¥àå­®-

áâ¥© ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ j �KW j, ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ ªà¨¢ãî T . � ¬¥â¨¬, çâ® ¯ãç®ª
HT á®áâ®¨â ¨§ ¯à®®¡à §®¢ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ W £¨¯¥à¯«®áª¨å á¥ç¥­¨© ª¢ ¤à¨ª¨ Q,
¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ ¯àï¬ë¥ � Æ f(C) ¨ � Æ f(T ).
Ǳãáâì h : U ! W { à §¤ãâ¨¥ ªà¨¢®© T . �  ¬­®£®®¡à §¨¨ U ¡ §¨á­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®

¯ãçª  j�KU j á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå £« ¤ª¨å ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ªà¨¢ëå, ®¤­  ¨§ ª®â®àëå ªà¨¢ ï
h�1(C1),   ¢â®àãî ¬ë ®¡®§­ ç¨¬ T1. �®¦­® ¯®ª § âì, çâ® ®¡é¨© í«¥¬¥­â DU ¯ãçª 
j �KU j ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®© ¯®¢¥àå­®áâìî â¨¯  �3. �  ¯®¢¥àå­®áâ¨ DU

h�1(BX)jDU �Q h
�1(C1) + T1

¨
h�1(C1)

2 = T 2
1 = (h�1(C1) + T1)

2 = �2:

�âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®
multC1

(BW ) = multT1(BW ) = 1:

� ª ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ �¥¬¬ë 4.10 â¥¯¥àì «¥£ª® ¢ë¢®¤¨âáï, çâ® ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨-
áâ¥¬ë Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ¯ãçª  f(HT ). �



x5. �à�¥å¬¥à­ë¥ à áá«®¥­¨ï ­  ª®­¨ª¨.

�¥¯¥àì ¬ë ¯®«ãç¨¬ à¥§ã«ìâ âë  ­ «®£¨ç­ë¥ à¥§ã«ìâ â ¬ ¯ à £à ä  3 £« ¢ë II,
­® â®«ìª® ¢ à §¬¥à­®áâ¨ 3.
� áá¬®âà¨¬ âà�¥å¬¥à­®¥ à áá«®¥­¨¥ �®à¨ � : X ! S á dim(X=S) = 1 ¨ «®£ ¯ àã

(X;BX) = (X;
NX
i=1

biBi): (5.1)

� ä¨ªá¨àã¥¬ � 2 Q>0 [ f+1g, â ª®¥ çâ®

KX + �BX �Q �
�(L);

£¤¥ L { ¤¨¢¨§®à ­  ªà¨¢®© S, ¯à¨ç�¥¬, ¥á«¨ £à ­¨æ  BX «¥¦¨â ¢ á«®ïå ¬®àä¨§¬  �,
â® ¬ë ä®à¬ «ì­® ¯®«®¦¨¬ 
 = +1 ¨ L = f(BX).
�ë å®â¨¬ ¨áá«¥¤®¢ âì á¢®©áâ¢  «®£ ¯ àë (5.1) ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ç¨á«  �. � ®¡-

é¥¬ á«ãç ¥ ­  íâ®â ¢®¯à®á ®â¢¥â¨âì á®¤¥à¦ â¥«ì­®, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ­¥«ì§ï. � ª ¬ë
¢¨¤¨¬ ­  ¯à¨¬¥à¥ £« ¢ë II, ¬ë ¤®«¦­ë ¯®âà¥¡®¢ âì ®â à áá«®¥­¨ï � ¡ëâì \á¨«ì­®
¢ëà®¦¤¥­­ë¬". �¯¨è¥¬ íâ® ¡®«¥¥ ª®­ªà¥â­®.
�âáâã¯¨¬ ®â ­ è¥£® á®£« è¥­¨ï à áá¬ âà¨¢ âì â®«ìª® ¯®¤¢¨¦­ë¥ «®£ ¯ àë ¨

§ ä¨ªá¨àã¥¬ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ S "ª« áá¨ç¥áªãî" «®£ ¯ àã

(S;
1
4
DS); (5.2)

£¤¥ DS { ¤¨¢¨§®à ¢ëà®¦¤¥­¨ï ¬®àä¨§¬  �.
� ®áâ ¢è¥©áï ç áâ¨ íâ®£® ¯ à £à ä  ¢á¥ «®£ ¯ àë, ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ à áá¬ âà¨¢ âì-

áï ­  ¯®¢¥àå­®áâïå, ­¥ ¡ã¤ãâ ¯®¤¢¨¦­ë¬¨. �ë ­ ¤¥¥¬áï, çâ® íâ® ­¥ ¢­¥á�¥â ¬­®£®
¯ãâ ­¨æë.
� «®¦¨¬ ­  à áá«®¥­¨¥ � á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  ãá«®¢¨ï:

(1) «®£ ¯ à  (5.2) ¨¬¥¥â ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨,
(2) �(X; 14DS) = 2.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ � ï¢«ï¥âáï áâ ­¤ àâ­ë¬ à áá«®¥­¨¥¬ ­  ª®­¨ª¨ (á¬. [� 1-2]), â®
«®£ ¯ à  (5.2) ¨¬¥¥â ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨.
�ä®à¬ã«¨àã¥¬ ®á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â ¤ ­­®£® ¯ à £à ä .
�¥®à¥¬  5.1. Ǳãáâì � = 1. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï ¤¨ £à ¬¬ 

X
�
9 9 K Y

� # # �

S
�
9 9 K Z

;

®¡« ¤ îé ï á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

(1) ®â®¡à ¦¥­¨ï � ¨ � ¡¨à æ¨®­ «ì­ë,
(2) � { à áá«®¥­¨¥ �®à¨,



(3) «®£ ¯ à 
(Y;BY ) = (Y; �(BX))

ª ­®­¨ç­ ,
(4) ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

KY + BY �Q �
�(H);

£¤¥ ¤¨¢¨§®à H ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­ ¨ ®¡ê�¥¬¥­.

� ç áâ­®áâ¨, �(X;BX) = 2 ¨ I(X;BX) = �.
�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 5.1 ¢ ®¡é¥¬-â®  ­ «®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã �¥®à¥¬ë 3.1

£« ¢ë II. �¤­ ª® ¥áâì ¤¢  ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­ëå ®â«¨ç¨ï. �®-¯¥à¢ëå, ¢ à áá«®¥­¨¨ �
¬®¦­® ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¯¥à¥áâà ¨¢ âì ­¥ â®«ìª® ¬­®£®®¡à §¨¥ X, ­® â ª¦¥ ¨ ¯®¢¥àå-
­®áâì S. �®-¢â®àëå, ¨­¤ãªæ¨ï ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ �¥®à¥¬ë 3.1 £« ¢ë II áãé¥áâ¢¥­­®
¨á¯®«ì§ã¥â â®, çâ® ¡ §  à áá«®¥­¨ï ­  ª®­¨ª¨ ¥áâì ªà¨¢ ï.
Ǳà¨¢¥¤�¥¬, ®¯ãáª ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , ¤¢¥ â¥®à¥¬ë, ª®â®àë¥ ¢ë¢®¤ïâáï ¨§ �¥®à¥¬ë

5.1  ­ «®£¨ç­® â®¬ã ª ª ¢ £« ¢¥ II �¥®à¥¬ë 3.3 ¨ 3.4 ¢ë¢®¤ïâáï ¨§ �¥®à¥¬ë 3.1.
�¥®à¥¬  5.2. Ǳãáâì � > 1. �®£¤  �(X;BX) = �1 ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ª®¬¬ãâ â¨¢-

­ ï ¤¨ £à ¬¬ 

X
�
9 9 K Y

� # # �

S
�
9 9 K Z

;

â ª ï çâ® ®â®¡à ¦¥­¨ï � ¨ � ¡¨à æ¨®­ «ì­ë, � { à áá«®¥­¨¥ �®à¨,   «®£ ¯ à 

(Y;BY ) = (Y; �(BX))

â¥à¬¨­ «ì­ .
�¥®à¥¬  5.3. Ǳãáâì � < 1. �®£¤  �(X;BX) = 3.
�ë à §®¡ê�¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 5.1 ­  ­¥áª®«ìª® «¥¬¬ ¨ ¢ ®áâ ¢è¥©áï ç -

áâ¨ ¯ à £à ä  ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® � = 1. �§ à ¡®âë [Co] á«¥¤ã¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â
ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï ¤¨ £à ¬¬ 

X
 
9 9 K X̂

� # # �̂

S
�
 Ŝ

;

â ª ï çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥  ¨ ¬®àä¨§¬ � ¡¨à æ¨®­ «ì­ë, ~� { à áá«®¥­¨¥ �®à¨ ¨ «®£
¯ à 

(X̂; BX̂) = (X̂;  (BX))

ª ­®­¨ç­ .
Ǳãáâì DŜ ®¡®§­ ç ¥â ¤¨¢¨§®à ¢ëà®¦¤¥­¨ï à áá«®¥­¨ï ­  ª®­¨ª¨ �̂.
�¥¬¬  5.4. �ë¯®«­¥­® à ¢¥­áâ¢®

�(KŜ +
1
4
DŜ) = 2:



Ǳà¥¦¤¥ ç¥¬ ¤®ª §ë¢ âì �¥¬¬ã 5.4 § ¬¥â¨¬, çâ® ¨§ ­¥�¥ ¥é�¥ ­¥ á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢®

�(Ŝ;
1
4
DŜ) = 2;

¯®áª®«ìªã ¬ë ­¥ §­ ¥¬ ª ª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ ¨¬¥¥â «®£ ¯ à  (Ŝ; 1
4
DŜ).

�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥¬¬ë 5.4. �¥á«®¦­® ¯®ª § âì, çâ® ¤¨¢¨§®à

DŜ � �
�1(DS)

íää¥ªâ¨¢¥­. �§ ª ­®­¨ç­®áâ¨ «®£ ¯ àë (S; 14DS) á«¥¤ã¥â íää¥ªâ¨¢­®áâì ­¥ª®â®à®©
ªà â­®áâ¨ ¤¨¢¨§®à 

KŜ +
1
4
��1(DS)� �

�(KS +
1
4
DS):

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï n� 0

h0(n(KŜ +
1
4
DŜ)) � h

0(n(KŜ +
1
4
��1(DS))) � h

0(n(KS +
1
4
DS)):

�

� áá¬®âà¨¬ á®®â­®è¥­¨¥
KX̂ + BX̂ �Q �̂

�(L̂):

�â® ¬®¦­® áª § âì ® ¤¨¢¨§®à¥ L̂ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ Ŝ?
�¥¬¬  5.5. �¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â­®è¥­¨¥

L̂ �Q KŜ +
1
4
DŜ +

1
4
�̂�(B

2
X̂
):

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®à®è® ¨§¢¥áâ­® (á¬. [� 1-2]), çâ®

��̂�(K
2
X̂
) �Q KŜ +

1
4
DŜ :

�ã¦­®¥ ­ ¬ á®®â­®è¥­¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ®

�̂�(L̂)2 � 2KX̂ � �̂
�(L̂) �Q K

2
X̂
:

�

�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 5.1. �ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¨áª®¬ ï ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï ¤¨ -
£à ¬¬  ¯®«ãç ¥âáï ¢ à¥§ã«ìâ â¥  ªªãà â­®£® ¯à¨¬¥­¥­¨ï �Ǳ�� ª «®£ ¯ à¥ (X̂; BX̂).
�§ �¥¬¬ë 5.5 á«¥¤ã¥â, çâ® ¤¨¢¨§®à L̂ ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª «®£ ª ­®­¨ç¥áª¨©

¤¨¢¨§®à «®£ ¯ àë

(Ŝ;
1
4
DŜ +

1
4
�̂�(B

2
X̂
)):



� á®¦ «¥­¨î, ­¥¨§¢¥áâ­® ª ª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ ¨¬¥¥â íâ  «®£ ¯ à . �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ¨§
à ¡®âë [KeMaMc] á«¥¤ã¥â, çâ® ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ Ŝ áãé¥áâ¢ã¥â £à ­¨æ  BŜ, â ª ï çâ®

BŜ �Q
1
4
DŜ +

1
4
�̂�(B

2
X̂
)

¨ «®£ ¯ à  (Ŝ; BŜ) ¨¬¥¥â «®£ â¥à¬¨­ «ì­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨. �®£¤ 

KX̂ + BX̂ �Q �̂
�(KŜ +BŜ):

�á«¨ ¤¨¢¨§®à KŜ + BŜ ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­, â® ¨§ â¥®à¥¬ë ® «®£ ¨§¡ëâ®ç­®áâ¨
á«¥¤ã¥â, çâ® ®­ ®¡ê�¥¬¥­ ¨ ¤®ª §ë¢ âì ­¥ç¥£®.
Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤¨¢¨§®à KŜ + BŜ ­¥ ï¢«ï¥âáï ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢­ë¬. �§

�Ǳ�� á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¡¨à æ¨®­ «ì­®£® ¬®àä¨§¬  q : Ŝ ! ~S, áâï£¨¢ îé¥£®
®¤­ã ­¥¯à¨¢®¤¨¬ãî ªà¨¢ãî C ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ Ŝ, â ªãî çâ®

(KŜ + BŜ) � C < 0:

Ǳ®«®¦¨¬ B ~S = q(BŜ). �®£¤  «®£ ¯ à  (
~S;B ~S) «®£ â¥à¬¨­ «ì­  ¨

KŜ + BŜ �Q q
�(K ~S + B ~S) + aC

¤«ï a 2 Q>0 .
�¥¯¥àì ¯à¨¬¥­¨¬ �Ǳ�� ª «®£ ¯ à¥ (X̂; BX̂) ­ ¤ ¯®¢¥àå­®áâìî ~S. �ë ¯®«ãç¨¬

ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî ¤¨ £à ¬¬ã

X̂
p
9 9 K ~X

�̂ # # ~�

Ŝ
q
! ~S

;

â ªãî çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ p ¡¨à æ¨®­ «ì­®. � áá¬®âà¨¬ «®£ ¯ àã

( ~X;B ~X) = ( ~X; p Æ  (BX)):

Ǳãáâì G = �̂�1(C). �®£¤  ¢®§¬®¦­ë ¤¢  á«ãç ï:
( ) ®â®¡à ¦¥­¨¥ p ¥áâì ª®¬¯®§¨æ¨ï «®£ ä«¨¯¯®¢ ¨ áâï£¨¢ ­¨ï ¯àï¬®£® ®¡à §  ¯®-

¢¥àå­®áâ¨ G,
(¡) ®â®¡à ¦¥­¨¥ p ¥áâì ª®¬¯®§¨æ¨ï «®£ ä«¨¯¯®¢ ¨ ¤¨¢¨§®à K ~X + B ~X ç¨á«¥­­®

íää¥ªâ¨¢¥­ ®â­®á¨â¥«ì­® ¬®àä¨§¬  ~�.
� ®¡®¨å á«ãç ïå ¬­®£®®¡à §¨¥ ~X ¨¬¥¥â â¥à¬¨­ «ì­ë¥ Q -ä ªâ®à¨ «ì­ë¥ ®á®¡¥­-

­®áâ¨ ¨ ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

K ~X + B ~X �Q ~��(K ~S +B ~S) + ap(G):

� á«ãç ¥ ( ) ~� ï¢«ï¥âáï à áá«®¥­¨¥¬ �®à¨ ¨

K ~X + B ~X �Q ~��(K ~S +B ~S):



�®ª ¦¥¬, çâ® á«ãç © (¡) ­¥¢®§¬®¦¥­. � áá¬®âà¨¬ ®ç¥­ì ®¡¨«ì­ë© ¤¨¢¨§®à H ­ 
¯®¢¥àå­®áâ¨ ~S, â ª®© çâ® ¤¨¢¨§®à

K ~S + B ~S +H

®¡¨«¥­. �§ ¯à¨¬¥­¥­¨ï â¥®à¥¬ë ® «®£ ¨§¡ëâ®ç­®áâ¨ ª «®£ ¯ à¥

( ~X;B ~X + j~��(H)j)

¬ë ¯®«ãç ¥¬, çâ® «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬ 

j~��(n(K ~S + B ~S +H)) + anp(G)j

á¢®¡®¤­  ¤«ï n� 0. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ­¥à ¢¥­áâ¢ã a > 0.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯®ª § «¨, çâ® à áá«®¥­¨¥ ­  ª®­¨ª¨ ~� : ~X ! ~S ï¢«ï¥âáï

à áá«®¥­¨¥¬ �®à¨,
K ~X + B ~X �Q ~��(K ~S +B ~S)

¨
�(K ~S +B ~S) = �(KŜ +BŜ) = 2:

Ǳ®¢â®àïï ®¯¨á ­­ãî ª®­áâàãªæ¨î ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ rk(Pic(Ŝ)) à §, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ãâ¢¥à-
¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë. �

�¥¯¥àì ¯à¨¢¥¤�¥¬ ¯à¨¬¥à à áá«®¥­¨ï ­  ª®­¨ª¨ á ¡ §®© P2, ª®â®à®¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
­ è¨¬ ãá«®¢¨ï¬.
Ǳà¨¬¥à 5.7. � áá¬®âà¨¬ ¬­®£®®¡à §¨¥

V = Proj(OP2(�5)�OP2(�5)�OP2)

¢¬¥áâ¥ á ¥áâ¥áâ¢¥­­®© ¯à®¥ªæ¨¥© f : V ! P2. Ǳãáâì X { ®¡é¨© ¤¨¢¨§®à ¢ ¯®«­®©
«¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥

jOV=P2(2) + f�(OP2(11))j:

�®£¤  ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë© ¬®àä¨§¬ f jX : X ! P2 ï¢«ï¥âáï à áá«®¥­¨¥¬ ­  ª®­¨ª¨. �
à ¡®â¥ [Be1] ¯®ª § ­®, çâ®

(1) ¬­®£®®¡à §¨¥ X £« ¤ª®¥,
(2) Pic(X=P2) = Z,
(3) ªà¨¢ ï ¢ëà®¦¤¥­¨ï DS à áá«®¥­¨ï f jX ¨¬¥¥â ®¡ëª­®¢¥­­ë¥ ¤¢®©­ë¥ â®çª¨,
(4) deg(DS) = 13.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬­®£®®¡à §¨¥ X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¢á¥¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï¬ ¤ ­­®£® ¯ -
à £à ä .
� ¬¥â¨¬, çâ® ¢á¥ à ááã¦¤¥­¨ï íâ®£® ¯ à £à ä  ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¨¬¥­¥­ë ª à áá«®¥-

­¨ï¬ ­  ª®­¨ª¨ ¢ «î¡®© à §¬¥à­®áâ¨ ¢ ª®â®à®© ¢¥à­  á¨«ì­ ï �Ǳ��. Ǳ®¤ ¯®á«¥¤-
­¨¬ ¬ë ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ «®£ ä«¨¯®¢, «®£ ¨§¡ëâ®ç­®áâì ¨ ä®à¬ã«ã ®
¯®¤ê�¥¬¥ «®£ ª ­®­¨ç¥áª®£® ª« áá . � á®¦ «¥­¨î, á¨«ì­ ï �Ǳ�� ¤®ª § ­  ¯®ª 
â®«ìª® ¢ à §¬¥à­®áâïå 2 ¨ 3.



����� IV

Ǳ���������� Ǳ����������� � ��������
����������� ������������ �������

x1. �á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë £« ¢ë IV.

� íâ®© £« ¢¥ ¬ë ¤®ª ¦¥¬ á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã.
�¥®à¥¬  1.1 Ǳãáâì ­®à¬ «ì­®¥ âà�¥å¬¥à­®¥ ¬­®®£®®¡à §¨¥ X á®¤¥à¦¨â ®¡¨«ì-

­ë© íää¥ªâ¨¢­ë© ¤¨¢¨§®à � àâì¥ H á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¨ KH � 0.
�®£¤  ¢ë¯®«­¥­® ®¤­® ¨§ á«¥¤ãîé¥£®

(1) X ï¢«ï¥âáï áâï£¨¢ ­¨¥¬ ¨áª«îç¨â¥«ì­®£® á¥ç¥­¨ï Proj(OH �OH(HjH)),
(2) X ¨¬¥¥â ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ ¨ H ¥áâì ¯®¢¥àå­®áâì â¨¯  K3 ¨«¨ ¯®-

¢¥àå­®áâì �­à¨ª¢¥á .

Ǳà¨ç�¥¬ ¢ ®¡®¨å á«ãç ïå �KX �Q H
� ¡®âë [Ǳà] ¨ [Re] ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¢¥à­® ¨ ®¡à â­®¥: ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ � ­® á

ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¨ æ¥«ë¬ ¨­¤¥ªá®¬ � ­® áãé¥áâ¢ã¥â ®¡¨«ì­ë© íä-
ä¥ªâ¨¢­ë© ¤¨¢¨§®à � àâì¥, ï¢«ïîé¨©áï ¯®¢¥àå­®áâìî â¨¯  �3 ¨«¨ ¯®¢¥àå­®áâìî
�­à¨ª¢¥á  á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨.
� ¬¥â¨¬, çâ® �¥®à¥¬ã 1.1 ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª â¥®à¥¬ã ® ¯à®¤®«¦¥­¨ïå ¯®-

¢¥àå­®áâ¥© á ç¨á«¥­­® âà¨¢¨ «ì­ë¬ ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ª« áá®¬.
�«¥¤áâ¢¨¥ 1.2. � ª« áá¥ ­®à¬ «ì­ëå ¬­®£®®¡à §¨© á â®ç­®áâìî ¤® ®¡®¡é�¥­­ëå

ª®­ãá®¢ ¯à®¤®«¦¥­¨ï ¬¨­¨¬ «ì­ëå ¯®¢¥àå­®áâ¥© á à §¬¥à­®áâìî �®¤ ¨àë ­ã«ì ¨
ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¥áâì âà�¥å¬¥à­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï � ­® á ª ­®­¨ç¥áª¨-
¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¨ æ¥«ë¬ ¨­¤¥ªá®¬.
�«¥¤áâ¢¨¥ 1.3. � ª« áá¥ ­®à¬ «ì­ëå ¬­®£®®¡à §¨© ¬¨­¨¬ «ì­ë¥  ¡¥«¥¢ë ¨ ¡¨-

í««¨¯â¨ç¥áª¨¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¬®£ãâ ¯à®¤®«¦ âìáï â®«ìª® ¤® ®¡®¡é�¥­­ëå ª®­ãá®¢.

x2. �¥®à¥¬  ® Q -£®à¥­èâ¥©­®¢®áâ¨.

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ¤®ª ¦¥¬ ç áâì �¥®à¥¬ë 1.1. � ä¨ªá¨àã¥¬ ­®à¬ «ì­®¥
âà�¥å¬¥à­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ X ®¡« ¤ îé¥¥ ®¡¨«ì­ë¬ íää¥ªâ¨¢­ë© ¤¨¢¨§®à®¬ � àâì¥
H, â ª¨¬ çâ® ¯®¢¥àå­®áâì H ¨¬¥¥â ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ ¨ KH � 0.
�¥®à¥¬  2.1. �­®£®®¡à §¨¥ X Q -£®à¥­èâ¥©­®¢®.
�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ë 2.1 ­ ¬ ¯®­ ¤®¡ïâáï ­¥áª®«ìª® «¥¬¬.
�¥¬¬  2.2. Ǳãáâì ¯ãç®ª G ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ X à¥ä«¥ªá¨¢¥­. �®£¤ 

H0(G 
OX(�nH)) = H1(G 
 OX(�nH)) = 0 ¤«ï n� 0:



�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ à¥ä«¥ªá¨¢­®áâ¨ G á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ â®ç­®© ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì­®áâ¨

0! G ! E ! F ! 0; (2.1)

â ª®© çâ® ¯ãç®ª E «®ª «ì­® á¢®¡®¤¥­,   ¯ãç®ª F ­¥ ¨¬¥¥â ªàãç¥­¨ï.
�®§ì¬�¥¬ n � 0 ¨ à áá¬®âà¨¬ â®ç­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ª®£®¬®«®£¨©,  áá®æ¨¨-

à®¢ ­­ãî á â®ç­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî (1.1) {

0! H0(G 
 OX(�nH))! H0(E 
 OX(�nH))!

! H0(F 
OX(�nH))! H1(G 
 OX(�nH))! H1(E 
 OX(�nH))
(2.2)

�®£¤ 
H0(E 
 OX(�nH)) = H0(F 
OX(�nH)) = 0;

¯®â®¬ã çâ® ¯ãçª¨ E ¨ F ¡¥§ ªàãç¥­¨ï,  

H1(E 
 OX(�nH)) = 0;

¯®áª®«ìªã ¬­®£®®¡à §¨¥ X ­®à¬ «ì­®.
�§ â®ç­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (2.2) á«¥¤ã¥â, çâ®

H0(G 
OX(�nH)) = H1(G 
 OX(�nH)) = 0 ¤«ï n� 0:

�

�¥¬¬  2.3. � áá¬®âà¨¬ ®¡éãî ¯®¢¥àå­®áâì Y ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ jnHj ¨ ¤¨-
¢¨§®à �¥©«ï D, â ª®© çâ®

dimfx 2 XjD ­¥ ¤¨¢¨§®à � àâì¥ ¢ â®çª¥ xg = 0:

�á«¨ ¤«ï n� 0 DjY � 0, â® D � 0.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯ãçª®¢

0! OX(D)
OX(�nH)! OX(D)! OY ! 0: (2.3)

�­  â®ç­ , â ª ª ª ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ Y ¢á¥ íâ¨ ¯ãçª¨ «®ª «ì­® á¢®¡®¤­ë,
  ¢­¥ Y ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì âà¨¢¨ «ì­ .
� áá¬®âà¨¬ â®ç­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ª®£®¬®«®£¨©,  áá®æ¨¨à®¢ ­­ãî á (2.3):

H0(OX(D)
OX(�nH))! H0(OX(D))!

! H0(OY )! H1(OX(D)
OX(�nH)):
(2.4)

�§ à ¡®âë [Ha2] á«¥¤ã¥â, çâ® ¯ãç®ª OX(D) à¥ä«¥ªá¨¢¥­. Ǳ® �¥¬¬¥ 2.2

H0(OX(D)
OX(�nH)) = H1(OX(D)
OX(�nH)) = 0 ¤«ï n� 0:

�§ ®¡¨«ì­®áâ¨ ¤¨¢¨§®à  Y á«¥¤ã¥â, çâ® H0(OY ) = C .



�§ â®ç­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (2.4) ¬ë ¯®«ãç ¥¬, çâ® H0(OX(D)) = C : � ª¨¬
®¡à §®¬, «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  ¤¨¢¨§®à®¢ �¥©«ï jDj á®¤¥à¦¨â íää¥ªâ¨¢­ë© ¤¨¢¨§®à,
®âªã¤  D � 0. �

�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 2.1. �§ à ¡®âë [KaMaMa] á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨
¤¨¢¨§®à  H ®á®¡¥­­®áâ¨ X ª ­®­¨ç¥áª¨¥ £®à¥­èâ¥©­®¢ë. Ǳ®áª®«ìªã ¤¨¢¨§®à H
®¡¨«¥­, â® ­¥£®à¥­èâ¥©­®¢ë ®á®¡¥­­®áâ¨ ¬­®£®®¡à §¨ï X ¨§®«¨à®¢ ­­ë.
�®§ì¬�¥¬ n � 0 ¨ à áá¬®âà¨¬ ®¡éãî ¯®¢¥àå­®áâì Y ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ jnHj.

�¢¨¤ã ®¡é­®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ Y ®­  ¨¬¥¥â ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨, ­¥ á®¤¥à¦¨â
­¥£®à¥­èâ¥©­®¢ëå â®ç¥ª ¬­®£®®¡à §¨ï X. Ǳ® â®© ¦¥ ¯à¨ç¨­¥ ¬®¦­® áç¨â âì, çâ®
ªà¨¢ ï

C = Y \H

­¥¯à¨¢®¤¨¬  ¨ ­¥®á®¡ .
Ǳ®«®¦¨¬ D = 12(KX +H). �§ ä®à¬ã«ë ¯à¨á®¥¤¨­¥­¨ï ¨ [Be2] ¬ë ¯®«ãç ¥¬, çâ®

DjH � 12KH � 0:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®,
DjY �HjY = DjH � nHjH = D � C = 0:

Ǳ®áª®«ìªã ¤¨¢¨§®à HjY ®¡¨«¥­, â® ¯® â¥®à¥¬¥ �®¤¦  ®¡ ¨­¤¥ªá¥ DjY � 0.
� ¬¥â¨¬, çâ®

DjC � (DjH)jC � 0:

� áá¬®âà¨¬ â®ç­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯ãçª®¢

0! OY ((D �H)jY )! OY (DjY )! OC ! 0

¨  áá®æ¨¨à®¢ ­­ãî á ­¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ª®£®¬®«®£¨©

0! H0(OY (DjY ))! H0(OC)! H1(OY ((D �H)jY )): (2.5)

Ǳ® ªà¨â¥à¨î ®¡¨«ì­®áâ¨ �«¥©¬ ­  ¤¨¢¨§®à (H � D)jY ®¡¨«¥­ ­  Y ¨ â¥®à¥¬  ®¡
®¡à é¥­¨¨ ¢ ­ã«ì (á¬. [KaMaMa]) ¢«¥ç�¥â

H1(OY ((D �H)jY )) = 0:

Ǳ®áª®«ìªã ªà¨¢ ï C ï¢«ï¥âáï ®¡¨«ì­ë¬ ¤¨¢¨§®à®¬ ­  H, â® H0(OC) = C .
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§ â®ç­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (2.5) á«¥¤ã¥â, çâ®

H0(OY (DjY )) = C :

�âªã¤  DjY � 0. Ǳ® �¥¬¬¥ 2.3

D = 12(KX +H) � 0:

� ç áâ­®áâ¨, X ï¢«ï¥âáï Q -£®à¥­èâ¥©­®¢ë¬. �

�ä®à¬ã«¨àã¥¬ ¤¢  á«¥¤áâ¢¨ï ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ë 2.1.
�«¥¤áâ¢¨¥ 2.4. �á«¨ H ï¢«ï¥âáï  ¡¥«¥¢®© ¯®¢¥àå­®áâìî ¨«¨ ¯®¢¥àå­®áâìî â¨-

¯  �3, â® ¬­®£®®¡à §¨¥ X £®à¥­èâ¥©­®¢®.
�«¥¤áâ¢¨¥ 2.5. �á«¨ H ï¢«ï¥âáï ¯®¢¥àå­®áâìî �­à¨ª¢¥á , â® ¬­®£®®¡à §¨¥ X

2-£®à¥­èâ¥©­®¢®.



x3. �®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 1.1 £« ¢ë IV.

�®á¯®«ì§ã¥¬áï ®¡®§­ ç¥­¨ï¬¨ ¨ á®£« è¥­¨ï¬¨ ¯ à £à ä  2.
�¥¬¬  3.1. Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®á®¡¥­­®áâ¨ X ª ­®­¨ç¥áª¨¥. �®£¤  H ï¢«¥ïâáï

«¨¡® ¯®¢¥àå­®áâìî â¨¯  �3, «¨¡® ¯®¢¥àå­®áâìî �­à¨ª¢¥á .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ â®ç­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯ãçª®¢

0! OX(�H)! OX ! OH ! 0

¨  áá®æ¨¨à®¢ ­­ãî á ­¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ª®£®¬®«®£¨©

H1(OX)! H1(OH)! H2(OX(�H)): (3.1)

�§ â¥®à¥¬ë ®¡ ®¡à é¥­¨¨ ¢ ­ã«ì, à æ¨®­ «ì­®áâ¨ ®á®¡¥­­®áâ¥© X (á¬. [KaMaMa]) ¨
¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨ �¥àà  á«¥¤ã¥â, çâ®

H1(OX) = H2(OX(�H)) = 0:

�§ â®ç­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (3.1) á«¥¤ã¥â, çâ® H1(OH) = 0 ¨ H ï¢«ï¥âáï ¯®¢¥àå-
­®áâìî â¨¯  K3 ¨«¨ ¯®¢¥àå­®áâìî �­à¨ª¢¥á . �

�¢¨¤ã �¥¬¬ë 3.1 ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® ®á®¡¥­­®áâ¨ ¬­®£®®¡à §¨ï X ­¥ ª ­®­¨ç¥-
áª¨¥. � áá¬®âà¨¬ ª ­®­¨ç¥áªãî ¬®¤¨ä¨ª æ¨î f : W ! X ¬­®£®®¡à §¨ï X. �§
à ¡®âë [Ko1] ¨ á¢®©áâ¢ ª ­®­¨ç¥áª®© ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨ á«¥¤ã¥â, çâ®

KW �Q �f
�(H)� B;

£¤¥ B { íää¥ªâ¨¢­ë© f -¨áª«îç¨â¥«ì­ë© ¤¨¢¨§®à. �®«¥¥ â®£®, ¤¨¢¨§®à B ­¥­ã«¥¢®©,
â ª ª ª ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ®á®¡¥­­®áâ¨ X ­¥ ª ­®­¨ç¥áª¨¥.
�¨¢¨§®à �B ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢­ë¬, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, NE(W ) á®-

¤¥à¦¨â ®¤­®¬¥à­ãî £à ­ì R, â ªãî çâ®

(KW + f�(H)) �R = �B �R < 0:

Ǳ®áª®«ìªã ¤¨¢¨§®à f�(H) ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­, â®

KW �R = �f�(H) �R�B �R < 0:

� ç áâ­®áâ¨, R ï¢«ï¥âáï íªáâà¥¬ «ì­ë¬ «ãç®¬. Ǳãáâì g :W ! Z { áâï£¨¢ ­¨¥ íâ®£®
íªáâà¥¬ «ì­®£® «ãç .
�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ë 1.1 ­ ¬ ¯®­ ¤®¡ïâáï ­¥áª®«ìª® «¥¬¬.
�¥¬¬  3.2. Z ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì â®çª®©.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ Z { â®çª , â® W ï¢«ï¥âáï ¬­®£®®¡à §¨¥¬ � ­® á £àã¯¯®©

Ǳ¨ª à  Z. �§ ¯®áâà®¥­¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® Pic(W ) 6= Z. �

�¥¬¬  3.3. �«ï «î¡®© ªà¨¢®© C 2 R ¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢® KW � C < �1.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®-¯¥à¢ëå, �B �C < 0 ¯® ¢ë¡®àã R. �®-¢â®àëå, �f�(H) �C < 0,

¯®áª®«ìªã ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ f(C) { â®çª  ¨ ¨§ f -®¡¨«ì­®áâ¨ ¤¨¢¨§®à  KW á«¥¤ã¥â,
çâ® KW �C > 0. �, ¢-âà¥âì¨å, �f�(H) � C 2 Z, â ª ª ª f�(H) ¤¨¢¨§®à � àâì¥. �



�¥¬¬  3.4. �®àä¨§¬ g ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¬ «ë¬ áâï£¨¢ ­¨¥¬ ¨ áâï£¨¢ ­¨¥¬
¤¨¢¨§®à  ­  ªà¨¢ãî.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¬®àä¨§¬ g ¥áâì ¬ «®¥ áâï£¨¢ ­¨¥ ¨«¨ áâï-

£¨¢ ­¨¥ ¤¨¢¨§®à  ­  ªà¨¢ãî. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  x 2 Z â ª ï, çâ®

dim(g�1(x)) = 1:

Ǳà¨¬¥­ïï  à£ã¬¥­âë à ¡®âë [Mo] ª â¥à¬¨­ «ì­®© ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨ ¬­®£®®¡à §¨ï W
¬ë ¯®«ãç ¥¬, çâ®

KW � g
�1(x) � �1:

Ǳ®á«¥¤­¥¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â �¥¬¬¥ 3.3. �

�¥¬¬  3.5. �®àä¨§¬ g ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì áâï£¨¢ ­¨¥¬ ¤¨¢¨§®à  ¢ â®çªã.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì ¬®àä¨§¬ g ï¢«ï¥âáï áâï£¨¢ ­¨¥¬ ¤¨¢¨§®à  E ¢ â®çªã.

�®£¤  ¨§ ¯®áâà®¥­¨ï ¬®àä¨§¬  f á«¥¤ã¥â, çâ® ¤¨¢¨§®à E ­¥ «¥¦¨â ¢ ¥£® á«®ïå.
�®§ì¬�¥¬ ¤®áâ â®ç­® ®¡é¨© ¤¨¢¨§®à Y ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ jf�(nH)j ¤«ï n � 0.

�®£¤  ªà¨¢ ï C = Y \D á®¤¥à¦¨âáï ¢ R, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â B � C = 0. �

�¥¬¬  3.6. �ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢® dim(Z) 6= 1.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì dim(Z) = 1. � áá¬®âà¨¬ f -¨áª«îç¨â¥«ì­ãî ¯®¢¥à­®áâì

F ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ W . �«ï «î¡®© ªà¨¢®© l, «¥¦ é¥© ¢ á«®¥ ¬®àä¨§¬  gjF , ¢ë¯®«-
­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢®

KW � l < 0;

â ª ª ª l 2 R, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â f -®¡¨«ì­®áâ¨ ¤¨¢¨§®à  KW . �

�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 1.1. �§ «¥¬¬ 3.2-3.6 á«¥¤ã¥â, çâ® Z { ¯®¢¥àå­®áâì.
Ǳ®«®¦¨¬ Ĥ = f�1(H). � ¬¥â¨¬, çâ® Ĥ �= H.
� áá¬®âà¨¬ ®¡é¨© á«®© ¬®àä¨§¬  g { C. �®£¤ 

�KW � C = Ĥ � C + B � C = 2; Ĥ � C � 1 ¨ B � C > 0:

�âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®
Ĥ � C = B � C = 1:

�­ ç¨â, ã ¬®àä¨§¬  g ­¥â ªà â­ëå ¨ ¯à¨¢®¤¨¬ëå á«®¥¢,   ¬®àä¨§¬ gjĤ ¡¨à æ¨®­ -
«¥­.
Ǳ®¢¥àå­®áâì Ĥ ­¥ á®¤¥à¦¨â á«®¥¢ ¬®àä¨§¬  g, â ª ª ª

B � C = 1 ¨ Ĥ \ B = ;:

�ç¨âë¢ ï, çâ® Z ­®à¬ «ì­®, ¯®«ãç ¥¬, çâ® gjĤ { ¨§®¬®àä¨§¬.
�§ íªáâà¥¬ «ì­®áâ¨ g á«¥¤ã¥â, çâ® R0g�(OW ) = OZ . Ǳ® â¥®à¥¬¥ ®¡ ®¡à é¥­¨¨ ¢

­ã«ì R1g�(OW ) = 0. Ǳà¨¬¥­ïï g� ª â®ç­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¯ãçª®¢

0! OW ! OW (Ĥ)! OĤ(ĤjĤ)! 0;

¬ë ¯®«ãç¨¬ â®ç­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì

0! OZ ! R0g�(OW (Ĥ))! R0g�(OĤ(ĤjĤ))! 0: (3.2)



�§ â®£®, çâ® gjĤ ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ á«¥¤ã¥â, çâ® ¯ãç®ª R0g�(OW (Ĥ)) «®ª «ì­®
á¢®¡®¤¥­ ¨ ¨¬¥¥â à ­£ 2.
�§ ª®¬¬ãâ â¨¢­®© ¤¨ £à ¬¬ë:

0

"

0 ! OW ! OW (Ĥ) ! OĤ(ĤjĤ) ! 0

k " � "

g�g�OW ! g�g�OW (Ĥ) ! g�g�OĤ(ĤjĤ) ! 0

á«¥¤ã¥â, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥

� : g�g�OW (Ĥ)! OW (Ĥ)

áîàì¥ªâ¨¢­® ¨ § ¤ ¥â ¬®àä¨§¬

A :W ! Proj(g�OW (Ĥ))

­ ¤ ¯®¢¥àå­®áâìî Z. �® ¤¨¢¨§®à Ĥ g-®¡¨«¥­ ¨ ï¢«ï¥âáï á¥ç¥­¨¥¬ ¬®àä¨§¬  g.
�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬®àä¨§¬ A ª®­¥ç¥­ ¨ ¡¨à æ¨®­ «¥­. �§ ­®à¬ «ì­®áâ¨ ¬­®£®®¡à §¨ï
Proj(g�OW (Ĥ)) ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® A ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬.
�®ç­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (3.2) à áé¥¯«ï¥âáï ¯®â®¬ã, çâ®

Ext1(R0g�(OĤ(ĤjĤ));OZ) = Ext1(OĤ(ĤjĤ);OĤ) = H1(OĤ(�ĤjĤ));

­®
H1(OĤ(�ĤjĤ)) = 0;

¯® â¥®à¥¬¥ ®¡ ®¡à é¥­¨¨ ¢ ­ã«ì. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

R0g�OW (Ĥ) �= OZ � R
0g�(OĤ(Ĥ)):

Ǳ®áª®«ìªã
Z �= Ĥ �= H;

â® ¬ë ®ª®­ç â¥«ì­® ¯®«ãç ¥¬

W �= Proj(OH �OH(HjH));

¨ X ï¢«ï¥âáï áâï£¨¢ ­¨¥¬ ¥£® ¨áª«îç¨â¥«ì­®£® á¥ç¥­¨ï. �



����� V

� �������������� ��������� ����������� ������������

x1. �á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë £« ¢ë V.

� íâ®© £« ¢¥ ¬ë ¤®ª ¦¥¬ á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã.
�¥®à¥¬  1.1. Ǳãáâì X { âà�¥å¬¥à­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ � ­® á ­¥£®à¥­èâ¥©­®¢ë¬¨

ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨, â ª®¥ çâ®

�KX � H;

£¤¥ H { ¤¨¢¨§®à � àâì¥. �®£¤  ¬­®£®®¡à §¨¥ X à æ¨®­ «ì­® ¤«ï H3 � 10.
�§ �¥®à¥¬ë 1.1 á«¥¤ã¥â ¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ à¥è¥­¨¥ �¨¯®â¥§ë � ­® (á¬. �¢¥¤¥­¨¥).
�¥®à¥¬  1.2. Ǳãáâì £¨¯¥à¯«®áª®¥ á¥ç¥­¨¥ H âà�¥å¬¥à­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï X ï¢«ï-

¥âáï ¯®¢¥àå­®áâìî �­à¨ª¢¥á  á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨. �®£¤  ¤«ï ¬­®£®-
®¡à §¨ï X ¥áâì ¤¢¥ ¢®§¬®¦­®áâ¨:

(1) X { ª®­ãá ­ ¤ ¯®¢¥àå­®áâìî H,
(2) X à æ¨®­ «ì­®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ X ­¥¯à¨¢®¤¨¬® ¨ ¯à¨¢¥¤¥­®. �§
à ¡®âë [KaMaMa] á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ®ªà¥áâ­áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨H ®á®¡¥­­®áâ¨X ª ­®­¨ç­ë
¨ £®à¥­èâ¥©­®¢ë.
Ǳãáâì f : W ! X { ­®à¬ «¨§ æ¨ï ¬­®£®®¡à §¨ï X. �§ £« ¢ë IV á«¥¤ã¥â, çâ® W

­¥£®à¥­èâ¥©­¥¢®,

�2KW � f
�(2H)

¨ «¨¡®W ï¢«ï¥âáï ®¡®¡é�¥­­ë¬ ª®­ãá®¬ ­ ¤ ¯®¢¥àå­®áâìî f�1(H), «¨¡® ®á®¡¥­­®áâ¨
X ª ­®­¨ç­ë.
� ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ¬ë ¯®«ãç ¥¬, çâ® X { ª®­ãá ­ ¤ ¯®¢¥àå­®áâìî H, ¯®áª®«ìªã

f�1 ¨§®¬®àä¨§¬ ¢ ®ªà¥áâ­®â¨ H. �® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ ¨§ à ¡®âë [Co�®] á«¥¤ã¥â, çâ®
¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢® H3 � 10 ¨ X à æ¨®­ «ì­® ¯® �¥®à¥¬¥ 1.1. �

� ª ã¦¥ ã¯®¬ï­ «®áì ¢ �¢¥¤¥­¨¨ á ¬ �¦. � ­® ¢ à ¡®â¥ [Fa3] ¯à®áâ® \ª« áá¨ä¨æ¨-
à®¢ «" ¢á¥ âà�¥å¬¥à­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï, á®¤¥à¦ é¨¥ £« ¤ªãî ¯®¢¥àå­®áâì �­à¨ª¢¥á  ¢
ª ç¥áâ¢¥ £¨¯¥à¯«®áª®£® á¥ç¥­¨ï. � ¨§ ¥£® \ª« áá¨ä¨ª æ¨¨" á«¥¤®¢ «®, çâ® ¢á¥ â ª¨¥
¬­®£®®¡à §¨ï à æ¨®­ «ì­ë. � á®¦ «¥­¨î ¥£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢®, ¡®£ â®¥ ¨­â¥à¥á­ë¬¨
¨¤¥ï¬¨ ¨ ª®­áâàãªæ¨ï¬¨, á®¤¥à¦¨â ®£à®¬­®¥ ç¨á«® ­¥â®ç­®áâ¥© ¨ ®è¨¡®ª.



x2. � ç «® ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ë 1.1 £« ¢ë V.

� ä¨ªá¨àã¥¬ âà�¥å¬¥à­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ X á ­¥£®à¥­èâ¥©­®¢ë¬¨ ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨
®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¨ ®¡¨«ì­ë¬ ¤¨¢¨§®à®¬ � àâì¥ H, â ª¨¬ çâ®

�KX � H:

� ¬¥â¨¬, çâ® ¨§ £« ¢ë II á«¥¤ã¥â, çâ®

�2KX � 2H:

� �¥®à¥¬¥ 1.1 âà¥¡ã¥âáï ¢ë¯®«­¥­¨¥ ­¥à ¢¥­áâ¢  H3 � 10. �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ¢ íâ®¬
¯ à £à ä¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® H3 � 4, ¯®áª®«ìªã ç áâì ¯®«ãç¥­­ëå à¥§ã«ìâ â®¢
¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ ¯®â®¬ ­¥ â®«ìª® ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ë 1.1.
� §¡¥à�¥¬ ­¥áª®«ìª® «¥¬¬, ®¯¨áë¢ îé¨å £¥®¬¥âà¨î ¬­®£®®¡à §¨ï X.
� à ¡®â¥ [Ǳà] ¤®ª § ­  á«¥¤ãîé ï «¥¬¬ .
�¥¬¬  2.1. �ë¯®«­¥­® à ¢¥­áâ¢®

dim(jHj) =
1
2
H3 + 1;

¨ «¨¡® Bs(jHj) = ;, «¨¡® Bs(jHj) á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ¯à®áâëå â®ç¥ª p1 ¨ p2.
�®à®è® ¨§¢¥áâ­®, çâ® ¥á«¨ Bs(jHj) 6= ;, â® ®â®¡à ¦¥­¨¥ �jHj ¨¬¥¥â áâ¥¯¥­ì 2. �

íâ®¬ á«ãç ¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ X ¯à¨­ïâ® ­ §ë¢ âì £¨¯¥àí««¨¯â¨ç¥áª¨¬.
�¥¬¬  2.2. �á«¨ Bs(jHj) = ;, â® ¢ë¯®«­¥­® ®¤­® ¨§ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨©:

(1) ¬®àä¨§¬ �jHj ¡¨à æ¨®­ «¥­,

(2) ¬®àä¨§¬ �jHj ¨¬¥¥â áâ¥¯¥­ì 2 ¨ H3 à ¢¥­ 6 ¨«¨ 8,
(3) H3 = 4 ¨ �jHj : X ! P3 { ç¥âëà�¥å«¨áâ­®¥ ­ ªàëâ¨¥.

�®«¥¥ â®£®, ¢ ¯®á«¥¤­¥¬ á«ãç ¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ X ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ ä ªâ®à  ¯¥à¥-
á¥ç¥­¨ï âà�¥å ª¢ ¤à¨ª ¢ P6 ¯® ¨­¢®«îæ¨¨.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ­¥á«®¦­® á«¥¤ãîâ ¨§ ¯à¨¬¥­¥­¨ï ¬¥â®¤®¢

à ¡®âë [�á2] ª à¥§ã«ìâ â ¬ à ¡®âë [Co�®]. �

� áá¬®âà¨¬ ­¥£®à¥­èâ¥©­¥¢ãî â®çªã O ¬­®£®®¡à §¨ï X ¨ «¨­¥©­ãî á¨áâ¥¬ã HO,
á®áâ®ïéãî ¨§ ¯®¢¥àå­®áâ¥© ¢ jHj, á®¤¥à¦ é¨å â®çªã O.
�¥¬¬  2.3. �¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  HO ­¥ á®áâ ¢«¥­  ¨§ ¯ãçª  ¨ ­¥ ¨¬¥¥â ­¥¯®-

¤¢¨¦­ëå ª®¬¯®­¥­â.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳ®áª®«ìªã H3 � 4, â® ¨§ �¥¬¬ë 2.1 á«¥¤ã¥â, çâ®

dim(�jHj(X)) = 3:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  HO ­¥ á®áâ ¢«¥­  ¨§ ¯ãçª .
Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  HO á®¤¥à¦¨â ­¥¯®¤¢¨¦­ãî ª®¬¯®­¥­âã E.

�®£¤  ®â®¡à ¦¥­¨¥ �jHj áâï£¨¢ ¥â ¯®¢¥àå­®áâì E, ¨ ¢á¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ �jHj(jHj) á®¤¥à-
¦ â â®çªã �jHj(E). Ǳ®á«¥¤­¥¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â á¢®¡®¤¥ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬ë �jHj(jHj). �

�§ �¥¬¬ë 2.3 á«¥¤ã¥â, çâ® ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ X ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì «®£ ¯ àã

(X;BX) = (X;HO): (2.1)



�¥¬¬  2.4. �®£ ¯ à  (2.1) ­¥ ª ­®­¨ç­ .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ ª ­®­¨ç­®áâ¨ «®£ ¯ àë (2.1) á«¥¤®¢ «® ¡ë, çâ® ®¡é ï ¯®-

¢¥àå­®áâì ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ HO â ª¦¥ ¨¬¥¥â ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨. �¤­ ª®
«¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ O ®­  ¤®«¦­  ¨¬¥âì ­¥£®à¥­èâ¥©­®¢ë¥ ®á®-
¡¥­­®áâ¨. �

� áá¬®âà¨¬ ¡¨à æ¨®­ «ì­ë© ¬®àä¨§¬ f :W ! X, â ª®© çâ® «®£ ¯ à 

(W;BW ) = (W; f�1(BX))

ï¢«ï¥âáï â¥à¬¨­ «ì­®© ¬®¤¨ä¨ª æ¨¥© «®£ ¯ àë (2.1). �®£¤ 

KW + BW �Q �
kX
i=1

aiFi;

£¤¥ k 6= 0, ¢á¥ ai > 0 ¨ ¤¨¢¨§®àë Fi áâï£¨¢ îâáï ¬®àä¨§¬®¬ f .
Ǳ®á«¥ ¯à¨¬¥­¥­¨ï �Ǳ�� ª «®£ ¯ à¥ (W;BW ) ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¤¨ £à ¬¬ã

X
�
9 9 K Y

# �

Z

;

£¤¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � ¡¨à æ¨®­ «ì­®, ¬®àä¨§¬ � ï¢«ï¥âáï à áá«®¥­¨¥¬ �®à¨, «®£ ¯ à 

(Y;BY ) = (Y; �(BX):

â¥à¬¨­ «ì­ ,   ¤¨¢¨§®à �(KY + BY ) � -®¡¨«¥­.
�«¥¤ãîé ï «¥¬¬  å®à®è® ¨§¢¥áâ­  (á¬. ­ ¯à¨¬¥à [�«]).
�¥¬¬  2.5. �á«¨ £à ­¨æ  BY ­¥ á®¤¥à¦¨âáï ¢ á«®ïå ¬®àä¨§¬  � , â® ¬­®£®®¡à -

§¨¥ X à æ¨®­ «ì­®.
� §¡¥à�¥¬ á«ãç ©, ª®£¤  Z ªà¨¢ ï.
�¥¬¬  2.6. �á«¨ dim(Z) = 1, â® ¬­®£®®¡à §¨¥ X à æ¨®­ «ì­®.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«¥¤ã¥â ¨§ �¥¬¬ 2.3 ¨ 2.5. �

�¥¯¥àì à §¡¥à�¥¬ á«ãç ©, ª®£¤  Z â®çª .
�¥¬¬  2.7. �á«¨ dim(Z) = 0 ¨ H3 � 10, â® ¬­®£®®¡à §¨¥ X à æ¨®­ «ì­®.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ â¥à¬¨­ «ì­®áâ¨ «®£ ¯ àë (Y;BY ) ¨ à ¡®âë [�«] á«¥¤ã¥â,

çâ® «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  �(HO) ¨¬¥¥â «¨èì ¨§®«¨à®¢ ­­ë¥ ¡ §¨á­ë¥ â®çª¨, ª®â®àë¥
­¥®á®¡ë ª ª ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ Y , â ª ¨ ­  ®¡é¥© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢ �(HO). � ç áâ­®áâ¨,
¢á¥ ¤¨¢¨§®àë ¨§ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬ë �(HO) ï¢«ïîâáï ¤¨¢¨§®à ¬¨ � àâì¥.
� áá¬®âà¨¬ ®¡éãî ¯®¢¥àå­®áâì D ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ �(HO). �®£¤  ¯® â¥®à¥-

¬¥ �¥àâ¨­¨ D { £« ¤ª ï ¯®¢¥àå­®áâì ¤¥«ì Ǳ¥ææ® ¨ ¨§ à ¡®âë [CaFl] á«¥¤ã¥â, çâ®
¯®«ãç¥­­ ï «®£ ¯ à  (Y;BY ) ¤®«¦­  ¡ëâì ®¤­®© ¨§ á«¥¤ãîé¨å:
( ) (X6 � P(1; 1; 2; 2; 3);HX6

� jX6 \ fT3 = 0gj),
(¡) (X6 � P(1; 1; 1; 2; 3);HX6

� jX6 \ fT0 = 0gj),
(¢) (X4 � P(1; 1; 1; 1; 2);HX4

� jX4 \ fT0 = 0gj),



(£) (X3 � P4;HX3
� jX3 \ fT0 = 0gj).

� ¬¥â¨¬, çâ® «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë ¢ «®£ ¯ à å ( )-(£) ­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® ¯®«­ë¥. �®
¤ ¦¥ ¥á«¨ ¡ë ®­¨ ¡ë«¨ ¯®«­ë¬¨, â® ¨å à §¬¥à­®áâì ¡ë«  ¡ë à ¢­  4, 2, 3 ¨ 4 ¢
á«ãç ïå ( ), (¡), (¢) ¨ (£) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ­¥à ¢¥­áâ¢ã

dim(HO) =
1
2
H3 � 5:

�

�¥¬¬  2.8. �®¯ãáâ¨¬, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ �jHj ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¨ H
3 � 10. �®£¤ 

¬­®£®®¡à §¨¥ X à æ¨®­ «ì­®.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ X ­¥à æ¨®­ «ì­®. �®£¤  ¨§

�¥¬¬ 2.5-2.7 á«¥¤ã¥â, çâ® � íâ® à áá«®¥­¨¥ ­  ª®­¨ª¨ ¨ £à ­¨æ  BY á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¥£®
á«®ïå. � ç áâ­®áâ¨,

dim(�HO (X)) = 2:

Ǳ®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ®§­ ç ¥â, çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ �jHj(X) ï¢«ï¥âáï ª®­ãá®¬ á ¢¥à-
è¨­®© �jHj(O). � íâ®¬ á«ãç ¥, ®¡é ï ¯®¢¥àå­®áâì «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬ë �(jHj) ¥áâì
á¥ç¥­¨¥ ¬®àä¨§¬  � ¨ ¯®¢¥àå­®áâì Z ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¨§®¬®àä­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¨¯ 
�­à¨ª¢¥á . Ǳ®á«¥¤­¥¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â â®¬ã, çâ® ¯®¢¥àå­®áâì Z à æ¨®­ «ì­  (á¬. ­ -
¯à¨¬¥à [�«]). �

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ­ ¬ ®áâ «®áì ¤®ª § âì �¥®à¥¬ã 1.1 ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨, çâ® ¬­®£®-
®¡à §¨¥ X £¨¯¥àí««¨¯â¨ç­®.
� ¬¥â¨¬, çâ® ¨§ �¥¬¬ë 2.8 á«¥¤ã¥â �¨¯®â¥§  � ­®.

x3. �ª®­ç ­¨¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ë 1.1 £« ¢ë V.

�®á¯®«ì§ã¥¬áï ¢á¥¬¨ ®¡®§­ ç¥­¨ï¬¨ ¨ á®£« è¥­¨ï¬¨ ¯ à £à ä  2, ­® â®«ìª® ­ 
íâ®â à § ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® H3 � 10 ¨ ¬­®£®®¡à §¨¥ X ­¥à æ¨®­ «ì­®. Ǳ®ª -
¦¥¬ §  ­¥áª®«ìª® è £®¢, çâ® â ª¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ¯à®áâ® ­¥ áãé¥áâ¢ãîâ.
�§ �¥¬¬ë 2.8 á«¥¤ã¥â, çâ®

(1) � ¥áâì à áá«®¥­¨¥ ­  ª®­¨ª¨,
(2) £à ­¨æ  BY á®¤¥à¦¨âáï ¢ á«®ïå à áá«®¥­¨ï � ,
(3) ¬­®£®®¡à §¨¥ X £¨¯¥àí««¨¯â¨ç­®,
(4) ¬­®£®®¡à §¨¥ X̂ = �jHj(X) ï¢«ï¥âáï ª®­ãá®¬ á ¢¥àè¨­®© Ô = �jHj(O).

�§ �¥¬¬ë 2.1 á«¥¤ã¥â, çâ®
Bs(jHj) = fp1; p2g;

£¤¥ â®çª¨ p1 ¨ p2 £« ¤ª¨¥ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ X. � ¬¥â¨¬, çâ® â®çª  O ®â«¨ç­  ®â ­¨å,
¯®áª®«ìªã ®­  ®á®¡  ¯® ¢ë¡®àã. � §¤ã¥¬ ®¡¥ â®çª¨ p1 ¨ p2 { g : V ! X ¨ ¯®«®¦¨¬

G1 = g�1(p1) ¨ G2 = g�1(p2):

�§ �¥¬¬ë 2.1 á«¥¤ã¥â, çâ® «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬ 

HV = g�1(jHj)



á¢®¡®¤­ . � áá¬®âà¨¬ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ V á¥¬¥©áâ¢® ªà¨¢ëå fCg, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ á®¡-
áâ¢¥­­ëå ¯à®®¡à §®¢ ®¡à §ãîé¨å ª®­ãá  X̂. �â®¡ë ­¥ ¢®§­¨ª«® ¯ãâ ­¨æë ¬ë ¡ã¤¥¬
®â®¦¤¥áâ¢«ïâì á¥¬¥©áâ¢® ªà¨¢ëå á ¥£® ®¡é¨¬ í«¥¬¥­â®¬.
�¥¬¬  3.1. �ë¯®«­¥­ë à ¢¥­áâ¢ 

G1 � fCg = G2 � fCg = 0 ¨ g�(H) � fCg = 2:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳ® ¯®áâà®¥­¨î á¥¬¥©áâ¢  ªà¨¢ëå fCg

g�(H) � fCg = 2:

� áá¬®âà¨¬ à §à¥è¥­¨¥ ­¥®¯à¥¤¥«�¥­­®áâ¥© ®â®¡à ¦¥­¨ï � ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ª®¬¬ãâ -
â¨¢­®© ¤¨ £à ¬¬ë

V
�
 U

g # # �

X
�
! Y

;

â ª®© çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ U £« ¤ª®¥. Ǳ®áª®«ìªã ¬­®£®®¡à §¨¥ X ¨¬¥¥â â®«ìª® ª ­®-
­¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨, â® ¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢®

�KU � �
�1(fCg) � g�(H) � fCg:

�¢¨¤ã â®£®, çâ® á¥¬¥©áâ¢® �(fCg) «¥¦¨â ¢ á«®ïå à áá«®¥­¨ï �

�KU � �
�1(fCg) � 2:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢á¥ ­¥à ¢¥­áâ¢  ­  á ¬®¬ ¤¥«¥ ï¢«ïîâáï à ¢¥­áâ¢ ¬¨, ®âªã¤  ¨ á«¥-
¤ã¥â ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ «¥¬¬ë. �

�§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥¬¬ë 3.1 á«¥¤ã¥â, çâ® ®¡é ï ªà¨¢ ï á¥¬¥©áâ¢  fCg ­¥¯à¨¢®-
¤¨¬  ¨ à æ¨®­ «ì­ . �®«¥¥ â®£®, ¥�¥ ¯àï¬®© ®¡à § ­  Y ¥áâì á«®© à áá«®¥­¨ï � .
� áá¬®âà¨¬ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ æ¥­âà®¢ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ V ¢á¥å (� Æ g)�1-¨áª«îç¨-

â¥«ì­ëå ¤¨¢¨§®à®¢, ª®â®àë¥ ­¥ «¥¦ â ¢ á«®ïå à áá«®¥­¨ï � . �¡®§­ ç¨¬ ¥£® A.
�¥¬¬  3.2. A á®áâ®¨â ¨§ ª®­¥ç­®£® ç¨á«  ­¥ â¥à¬¨­ «ì­ëå â®ç¥ª,

�HV (A) = Ô ¨ A � Bs(g�1(HO)):

�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳ®á«¥¤­¨¥ ¤¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ®ç¥¢¨¤­ë, ¯®íâ®¬ã ¤®ª ¦¥¬ â®«ì-
ª® ¯¥à¢®¥.
�®¯ãáâ¨¬, çâ® ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ Y áãé¥áâ¢ã¥â ¤¨¢¨§®à F , ­¥ «¥¦ é¨© ¢ á«®ïå

à áá«®¥­¨ï � , â ª®© çâ® ®­ áâï£¨¢ ¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ (� Æ g)�1. �á«¨

(� Æ g)�1(F ) 62 CS(X; ;);



â® ®¤­® ¨§ ­¥à ¢¥­áâ¢ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ �¥¬¬ë 3.1 ¡ã¤¥â áâà®£¨¬, çâ® ­¥¢®§¬®¦­®.
Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® A á®¤¥à¦¨â ªà¨¢ãî T . �®£¤ 

T \ (G1 [G2) 6= ;;

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬­®£®®¡à §¨¥ V £« ¤ª® ¢ ®¡é¥© â®çª¥ ªà¨¢®© T . �

�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 1.1. �â¬¥â¨¬ á«¥¤áâ¢¨ï ¨§ à ¡®âë [Co�®].

(1) �­®£®®¡à §¨¥ X̂ ï¢«ï¥âáï ª®­ãá®¬ ­ ¤ ¯®¢¥àå­®áâìî Fi ¨ i � 2.
(2) �¡®§­ ç¨¬ s1 ¨ e ¨áª«îç¨â¥«ì­®¥ á¥ç¥­¨¥ ¨ ®¡à §ãîéãî ¯®¢¥àå­®áâ¨ Fi .

�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¡¨à æ¨®­ «ì­ë© ¬®àä¨§¬

Æ : Proj(OFi �OFi(h))! X̂;

áâï£¨¢ îé¨© á¥ç¥­¨¥ M ¥áâ¥áâ¢¥­­®© ¯à®¥ªæ¨¨


 : Proj(OFi �OFi (h))! Fi ;

£¤¥ h � s1 + (i+ k)e ¨ k = 1
4(H

3 � 2i� 2).
(3) Ǳ®«®¦¨¬

Ĝ1 = �HV (G1); ¨ Ĝ2 = �HV (G2):

�®£¤  ¤¨¢¨§®à ¢¥â¢«¥­¨ï ¤¢ã«¨áâ­®£® ­ ªàëâ¨ï �HV á®áâ®¨â ¨§ ¤¨¢¨§®à®¢
Ĝ1, Ĝ2 ¨ Æ(D), £¤¥

D � rM + 
�(4s1 + (4 + 2i)e):

�¬¥­ìè ï r, ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® ¤¨¢¨§®à D ­¥ á®¤¥à¦¨â ¯®¢¥àå­®áâìM ¢ ª ç¥áâ¢¥
­¥¯à¨¢®¤¨¬®© ª®¬¯®­¥­âë. �§ �¥¬¬ë 3.1 á«¥¤ã¥â, çâ® ®¡¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ Æ�1(Ĝ1) ¨
Æ�1(Ĝ2) á®¤¥à¦ âáï ¢ á«®ïå à áá«®¥­¨ï 
.
� ¬¥â¨¬, çâ® r � 1, â ª ª ª ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ®¡é ï ªà¨¢ ï á¥¬¥©áâ¢  fCg

¯à¨¢®¤¨¬ . �®«¥¥ â®£®, r � 2, ¯®áª®«ìªã ¨§ à ¢¥­áâ¢  r = 1 á«¥¤®¢ «® ¡ë, çâ®
à áá«®¥­¨¥ � ®¡« ¤ ¥â á¥ç¥­¨¥¬ ¨ ¬­®£®®¡à §¨¥ X à æ¨®­ «ì­®.
� áá¬®âà¨¬ ®¡é¨© ¤¨¢¨§®à s0 ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ js1 + iej. �¥£ª® ¯®ª § âì, çâ®


�1(s0) �= Fi+k . Ǳãáâì s01 ¨ e0 ®¡®§­ ç îâ ¨áª«îç¨â¥«ì­®¥ á¥ç¥­¨¥ ¨ ®¡à §ãîéãî
«¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ 
�1(s0) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®£¤ 

Dj
�1(s0) � rs
0
1 + (4 + 2i)e0

¨ ¤¨¢¨§®à Dj
�1(s0) ­¥ á®¤¥à¦¨â ªà¨¢ãî s01. �§ ¯®á«¥¤­¥£® á«¥¤ã¥â, çâ®

4 + 2i � r(i+ k) ¨ r = 2:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢®§¬®¦­ë ç¥âëà¥ á«ãç ï:
( ) i = 0, k = 2, H3 = 10,
(¡) i = 1, k = 2, H3 = 12,



(¢) i = 2, k = 2, H3 = 14,
(£) i = 2, k = 1, H3 = 10.
�â®¡ë ¯®ª § âì ­¥¢®§¬®¦­®áâì á«ãç ¥¢ ( )-(£) ­ ¬ ­ã¦­® ãá¨«¨âì ¯à¥¤ë¤ãé¨¥

à ááã¦¤¥­¨ï.
�§ à ¡®âë [Co�®] á«¥¤ã¥â, çâ® ¬®àä¨§¬ �HV áâï£¨¢ ¥â ¤¢¥ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ¯®¢¥àå-

­®áâ¨ B1 ¨ B2 ­  ¤¢¥ ¯àï¬ë¥ b1 � Ĝ1 ¨ b2 � Ĝ2 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. Ǳà¨ç�¥¬ ®¡é¨©
á«®© ª ¦¤®£® ¨§ ¬®àä¨§¬®¢ �HV jB1

¨ �HV jB1
¥áâì í««¨¯â¨ç¥áª ï ªà¨¢ ï. �®¦­®

¯®ª § âì, çâ®
KX � �H + g(B1)� g(B2):

�âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®
O 2 g(B1) [ g(B1):

� ¬¥â¨¬, çâ® ¬®¦­® áç¨â âì â®çªã O ¥¤¨­áâ¢¥­­®© ­¥£®à¥­èâ¥©­¥¢®© â®çª®© ¬­®-
£®®¡à §¨ï X, â ª ª ª ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¬ë ¬®¦¥¬ ¯à¨¬¥­¨âì ¢á¥ ¯à¥¤ë¤ãé¨¨
 à£ã¬¥­âë ª ­¥£®à¥­èâ¥©­¥¢®© â®çª¥ ®â«¨ç­®© ®â O ¨ ¯®«ãç¨âì à æ¨®­ «ì­®áâì
¬­®£®®¡à §¨ï X.
Ǳ®ª ¦¥¬, çâ®

Ô = b1 \ b2:

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ®
Ô 2 b1 [ b2:

Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬ ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨, çâ® ¯àï¬ ï b1 á®¤¥à¦¨â â®çªã Ô,   b2 ­¥â.
�®£¤  ¯®¢¥àå­®áâ¨ g(B1) ¨ g(B2) ï¢«ïîâáï 2-� àâì¥ ¨ � àâì¥ ¤¨¢¨§®à ¬¨ á®®â¢¥â-
áâ¢¥­­®. Ǳ®«®¦¨¬

T = ��1HV (Æ(

�1(e)):

�®£¤ 
g(T ) � 2g(B2)

¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ T ¨ g(T ) ï¢«ïîâáï ¤¨¢¨§®à ¬¨ � àâì¥. �®«¥¥ â®£®

g(T ) \ g(B2) = ;;

¯®â®¬ã çâ® ¯®¢¥àå­®áâì g(T ) ¬®¦¥â ¯¥à¥á¥ª âìáï á ¯®¢¥àå­®áâìî g(B2) â®«ìª® ¢
â®çª¥ p2. �­ «®£¨ç­®

T \G1 = ; ¨ �
�1
HV

(Ô) 6� T:

�­ ç¨â, «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  jT j á¢®¡®¤­ . �§ ¯®á«¥¤­¥£® «¥£ª® á«¥¤ã¥â, çâ® A á®¤¥à¦¨â
ªà¨¢ãî, çâ® ­¥¢®§¬®¦­® ¯® �¥¬¬¥ 3.2.
� ª¨¬ ®¡à §®¬,

Ô = b1 \ b2

¨ ¨§ à ¡®âë [Co�®] á«¥¤ã¥â, çâ® ¤¨¢¨§®à Æ(D) ®á®¡ ¢ ®¡é¨å â®çª å ¯àï¬ëå b1 ¨ b2.
� ¤ ¤¨¬ ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ Fi \¯à®¡­ãî" ªà¨¢ãî s á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

(1) ¢ á«ãç ¥ ( ) ¯ãáâì s � s1 + e ¨

(
(Æ�1(b1)) [ 
(Æ
�1(b1))) � s;



(2) ¢ á«ãç ¥ (¡) ¯ãáâì s � s0 ¨

(
(Æ�1(b1)) [ 
(Æ
�1(b1))) \ s 6= ;;

(3) ¢ á«ãç ïå (¢) ¨ (£) ¯ãáâì s � s0 ¨

(
(Æ�1(b1)) [ 
(Æ
�1(b1))) � s;

�á¯®«ì§ãï ¯à¥¤ë¤ãé¨¥  à£ã¬¥­âë ®¡ ®£à ­¨ç¥­¨¨ Dj
�1(s) ¬ë áà §ã ¯®«ãç ¥¬ àï¤
­¥à ¢¥­áâ¢, ¨§ ª®â®àëå á«¥¤ã¥â ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. �

x4. �¤­® ¤®¡ ¢«¥­¨¥.

� ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ¤®áâ¨£«¨ ®á­®¢­®© æ¥«¨ íâ®© £« ¢ë { ¤®ª § «¨ �¥-
®à¥¬ã 1.1. � ¯à®æ¥áá¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¬ë ¯®«ãç¨«¨ àï¤ «¥¬¬, ª®â®àë¥ ¨á¯®«ì§ã¥¬
¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï ®¤­®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï.
�®á¯®«ì§ã¥¬áï ®¡®§­ ç¥­¨ï¬¨ ¯ à £à ä  2.
�¥®à¥¬  4.1. Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® CS(X; ;) ­¥ á®¤¥à¦¨â ­¥£®à¥­èâ¥©­®¢ëå â®-

ç¥ª. �®£¤  ¬­®£®®¡à §¨¥ X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥âáï ¢ ®¤­® ¨§ á«¥¤ãîé¨å:

(1) P3,
(2) £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâì áâ¥¯¥­¨ 6 ¢ P(1; 1; 2; 2; 3),
(3) £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâì áâ¥¯¥­¨ 6 ¢ P(1; 1; 1; 2; 3),
(4) £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâì áâ¥¯¥­¨ 4 ¢ P(1; 1; 1; 1; 2),
(5) ªã¡¨ª  ¢ P4,
(6) ä ªâ®à ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï âà�¥å ª¢ ¤à¨ª ¢ P6 ¯® ¨­¢®«îæ¨¨.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ë 4.1 ­ ¬ ¯®­ ¤®¡¨âáï ®¤­  ¯à®áâ ï «¥¬¬ .
�¥¬¬  4.2. Ǳãáâì S { ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ï ¯®¢¥àå­®áâì,   fDg { á¥¬¥©áâ¢® ªà¨¢ëå

­  ­¥©, â ª®¥ çâ® ¤¢  ®¡é¨å ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï á¥¬¥©áâ¢  fDg ¨¬¥îâ ­¥¯ãáâ®¥ ¯¥à¥-
á¥ç¥­¨¥ ¨ ­¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å ª®¬¯®­¥­â. �®£¤  ®¡é ï ªà¨¢ ï ¢ fDg á¢ï§­ .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® ¯®¢¥àå­®áâì S ­®à¬ «ì­ . � áá¬®âà¨¬

¥�¥ à §à¥è¥­¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¥© { 
 : ~S ! S. �«ï ªà¨¢ëå ¯®¢¥àå­®áâ¨ S ª®àà¥ªâ­®
®¯à¥¤¥«¥­® ¨å ç¨á«¥­­®¥ ¯®¤­ïâ¨¥ 
� ­  ¯®¢¥àå­®áâì ~S.
�®§ì¬�¥¬ ¤®áâ â®ç­® ®¡éãî ªà¨¢ãî ¢ á¥¬¥©áâ¢¥ fDg { DS . �®£¤  ¨§ äã­ªâ®à¨-

 «ì­ëå á¢®©áâ¢ 
� á«¥¤ã¥â, çâ® ¤¨¢¨§®à 
�(DS) ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­ ¨ ®¡ê�¥¬¥­.
�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¥£® ­®á¨â¥«ì á¢ï§¥­. �âªã¤  ¬ë áà §ã ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¨ ­®á¨â¥«ì
ªà¨¢®© DS â ª¦¥ á¢ï§¥­. �

�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 4.1. �®¯ãáâ¨¬, çâ® �¥®à¥¬  4.1 ­¥¢¥à­ . �®£¤  ¨§
�¥¬¬ë 2.8 á«¥¤ã¥â, çâ® ¬ë ­ å®¤¨¬áï ¢ á¨âã æ¨¨ ¯ à £à ä  3, §  ¨áª«îç¥­¨¥¬ â®£®,
çâ® H3 � 4. �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ¢ ­ è¥© á¨âã æ¨¨ ¢á¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï ¯ à £à ä  3 ¨¬¥îâ
á¬ëá« ¨ �¥¬¬  3.2 ¢¥à­ . �âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® A ­¥ á®¤¥à¦¨â ­¥£®à¥­èâ¥©­®¢ëå
â®ç¥ª.
� áá¬®âà¨¬ ª ­®­¨ç¥áª®¥ ­ ªàëâ¨¥ � : ~X ! X. �®£¤  ®¡é¨© í«¥¬¥­â á¥¬¥©áâ¢ 

f ~Cg = ��1(g(fCg))



á®áâ®¨â ¨§ ­¥á¢ï§­®£® ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï ¤¢ãå à æ¨®­ «ì­ëå ªà¨¢ëå. �¡é ï ¯®¢¥àå­®áâì
D ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ ��1(HO) ­¥¯à¨¢®¤¨¬ . Ǳà¨¬¥­ïï �¥¬¬ã 4.2 ª ¯®¢¥àå­®áâ¨ D
¨ ¯®¤á¥¬¥©áâ¢ã á¥¬¥©áâ¢  f ~Cg, á®áâ®ïé¥¬ã ¨§ ªà¨¢ëå «¥¦ é¨å ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ D,
¬ë ¯®«ãç¨¬ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. �

x5. Ǳà¨¬¥­¥­¨ï �¥®à¥¬ 1.1 ¨ 4.1 £« ¢ë V.

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ¯à¨¬¥­¨¬ �¥®à¥¬ë 1.1 ¨ 4.1 ª ­¥ª®â®àë¬ á¯¥æ¨ «ì­ë¬
¬­®£®®¡à §¨ï¬, ª®â®àë¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ ¯ à £à ä  2.
�®á¯®«ì§ã¥¬áï ®¡®§­ ç¥­¨ï¬¨ ¯ à £à ä  2 ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ X

¨¬¥¥â â¥à¬¨­ «ì­ë¥ ä ªâ®à-®á®¡¥­­®áâ¨. �§ à ¡®âë [San] á«¥¤ã¥â, çâ® X ¬®¦¥â
¡ëâì ¯®«ãç¥­® ª ª ä ªâ®à £« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï � ­® ~X ¯® ¨­¢®«îæ¨¨, ¨¬¥îé¥©
à®¢­® ¢®á¥¬ì ­¥¯®¤¢¨¦­ëå â®ç¥ª.
� ¬¥â¨¬, çâ® ~X { ª ­®­¨ç¥áª®¥ ­ ªàëâ¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï X.
�«¥¤áâ¢¨¥ 5.1. Ǳãáâì ~X ï¢«ï¥âáï ®¤­¨¬ ¨§ á«¥¤ãîé¨å ¬­®£®®¡à §¨©:

(1) ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ âà�¥å ¤¨¢¨§®à®¢ â¨¯  (1; 1) ¢ P3 � P3,
(2) P1 � S4, £¤¥ S4 { £« ¤ª ï ¯®¢¥àå­®áâì ¤¥«ì Ǳ¥ææ® á K2

Sj
= 4.

(3) ¤¨¢¨§®à â¨¯  (1; 1; 1; 1) ¢ P1 � P1 � P1 � P1,
(4) à §¤ãâ¨¥ ª®­ãá  ­ ¤ £« ¤ª®© ª¢ ¤à¨ª®© ¢ ­¥á¢ï§­®¬ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¨ ¢¥àè¨­ë ¨

í««¨¯â¨ç¥áª®© ªà¨¢®©,
(5) ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¤¢ãå ª¢ ¤à¨ª ¢ P5,
(6) P1 � S6, £¤¥ S6 { £« ¤ª ï ¯®¢¥àå­®áâì ¤¥«ì Ǳ¥ææ® á K2

Sj
= 6.

(7) P1 � P1 � P1,

�®£¤  X à æ¨®­ «ì­®.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâ â®ç­® ¯à¨¬¥­¨âì �¥®à¥¬ã 1.1 ª ¬­®£®®¡à §¨î X. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 5.2. Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ~X ¨§®¬®àä­® «¨¡® P1 � S2, «¨¡® à §¤ãâ¨î
¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¤¢ãå ª¢ ¤à¨ª ¢ P5 ¢ í««¨¯â¨ç¥áª®© ªà¨¢®©, ¢ëá¥ª ¥¬®© ¤¢ã¬ï £¨¯¥à-
¯«®áª¨¬¨ á¥ç¥­¨ï¬¨. �®£¤  ¬­®£®®¡à §¨¥ X à æ¨®­ «ì­®.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥á«®¦­® ¯®ª § âì, çâ® X ï¢«ï¥âáï à §¤ãâ¨¥¬ ¬­®£®®¡à §¨ï,

çì�¥ ª ­®­¨ç¥áª®¥ ­ ªàëâ¨¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï¬ �«¥¤áâ¢¨ï 5.1. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 5.3. Ǳãáâì ~X ¥áâì ¤¢®©­®¥ ­ ªàëâ¨¥ P3 à §¢¥â¢«�¥­­®¥ ¢ á¥ªáâ¨ª¥.
�®£¤  «¨¡® ¬­®£®®¡à §¨¥ X à æ¨®­ «ì­®, «¨¡® ®­® ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥âáï
¢ £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâì áâ¥¯¥­¨ 6 ¢ P(1; 1; 2; 2; 3).
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¢¨¤ã �¥®à¥¬ë 4.1 ¨ ¥�¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì,

çâ® «®£ ¯ à  (X;BX) ¡¨à æ¨®­ «ì­® ­¥ ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥âáï ¢ «®£ ¯ àã

(X3 � P4;HX3
� jX3 \ fT0 = 0gj):

�§ à ¡®âë [Ba], á«¥¤ã¥â, çâ® «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  jHj á¢®¡®¤­  ¨ ¬®àä¨§¬ �jHj ï¢«ï-
¥âáï ¤¢ã«¨áâ­ë¬ ­ ªàëâ¨¥¬ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¤¢ãå ª¢ ¤à¨ª ¢ P5. �âªã¤  «¥£ª® á«¥¤ã¥â
âà¥¡ã¥¬®¥. �

x6. �­®£®®¡à §¨¥ �­à¨ª¢¥á 

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ®¯¨è¥¬ ¡¨à æ¨®­ «ì­ãî ¯¥à¥áâà®©ªã âà�¥å¬¥à­®£® ¬­®£®-
®¡à §¨ï �­à¨ª¢¥á  ¢ ¤¢®©­®¥ ­ ªàëâ¨¥ P3, à §¢¥â¢«�¥­­®¥ ¢ ®á®¡®© ª¢ àâ¨ª¥. Ǳ®«ã-
ç¥­­ ï ­ ¬¨ ¯¥à¥áâà®©ª  ­¨ª®£¤  ­¥ à áá¬ âà¨¢ « áì ¢ «¨â¥à âãà¥.



� ¤ ¤¨¬ âà�¥å¬¥à­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ X ª ª ­®à¬ «¨§ æ¨î ¬­®£®®¡à §¨ï X̂, ª®â®à®¥
§ ¤ ­® ¤®áâ â®ç­® ®¡é¨¬ ãà ¢­¥­¨¥¬

x1x2x3x4(a0x
2
0 + x0

4X
i=1

bixi +
4X

i;j=1

cijxixj) = x21x
2
2x

2
3 + x20x

2
2x

2
3 + x20x

2
1x

2
3 + x20x

2
1x

2
2

¢ P4. � ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ ¢ ¯à¨¢¥¤�¥­­®¬ ãà ¢­¥­¨¨ ¯®«®¦¨âì x0 = 0, â® ¬ë ¯®«ãç¨¬
ª« áá¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ �­à¨ª¢¥á  ¢ ¢¨¤¥ á¥ªáâ¨ª¨ ¤¢ ¦¤ë ¯à®å®-
¤ïé¥© ç¥à¥§ à�¥¡à  â¥âà í¤à .
� à ¡®â¥ [B ] ¯®ª § ­®, çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ X ¨¬¥¥â à®¢­® ¢®á¥¬ì ®á®¡ëå â®ç¥ª

â¨¯  1
2(1; 1; 1),   ¥£® ª ­®­¨ç¥áª®¥ ­ ªàëâ¨¥ ¥áâì ¤¢®©­®¥ ­ ªàëâ¨¥ P1 � P1 � P1,

à §¢¥â¢«�¥­­®¥ ¢ ¤¨¢¨§®à¥ â¨¯  (1; 1; 1).
�¥á«®¦­® ¯®ª § âì, çâ®

�KX �Q H;

£¤¥ H ¥áâì ¯®¤­ïâ¨¥ ­  X ¤¨¢¨§®à  OP4(1)jX̂ . � ç áâ­®áâ¨, ¬­®£®®¡à §¨¥ X ¨ ¤¨¢¨§®à
H ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï¬ ¯ à £à ä  2 ¨

�K3
X = H3 = 6:

�­®£®®¡à §¨¥ X̂ ¨¬¥¥â è¥áâì ¤¢®©­ëå ¯«®áª®áâ¥©, § ¤ ­­ëå ãà ¢­¥­¨ï¬¨

xi = xj = 0 ¤«ï 1 � i < j � 4;

ç¥âëà¥ âà®©­ëå ¯àï¬ëå, § ¤ ­­ëå ãà ¢­¥­¨ï¬¨

xi = xj = xk ¤«ï 1 � i < j < k � 4:

�á¥ âà®©­ë¥ ¯àï¬ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï X̂ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®© ®á®¡®© ®¡ëª­®¢¥­­®©
\ç¥â¢¥à­®©" â®çª¥ ¨ ­  ª ¦¤®© ¨§ ­¨å «¥¦¨â ¥é�¥ ¤¢¥ \ç¥â¢¥à­ë¥" â®çª¨ { ®¡à §ë
­¥£®à¥­èâ¥©­®¢ëå â®ç¥ª ¬­®£®®¡à §¨ï X.
Ǳà®¥ªæ¨ï ¨§ ª ¦¤®© ­¥âà®©­®© ¯àï¬®© ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ X̂, á®¤¥à¦ é¥© ®¡à -

§ë ¤¢ãå ­¥£®à¥­èâ¥©­®¢ëå â®ç¥ª X, § ¤ �¥â ­  X̂ áâàãªâãàã à áá«®¥­¨ï ­  ª®­¨ª¨
Ǳ®á«¥¤­¥¥ ®§­ ç ¥â, çâ® à §à¥è¥­¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¥© íâ®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï ¡ã¤¥â à áá«®-
¥­¨¥¬ ­  ª®­¨ª¨. �®«¥¥ â®£®, ­¥á«®¦­® ¯®ª § âì, çâ® íâ® ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¥ ¯à®¥ªæ¨¨
¬­®£®®¡à §¨ï X̂, § ¤ îé¨¥ áâàãªâãàã à áá«®¥­¨ï ­  ª®­¨ª¨ ­  ­�¥¬.
� à ¡®â å [�­] ¨ [BoVe] ­¥§ ¢¨á¨¬® ¡ë«® ¯®ª § ­®, çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ X ¡¨à æ¨®-

­ «ì­® ¯¥à¥áâà ¨¢ îâáï ¢ áâ ­¤ àâ­®¥ à áá«®¥­¨¥ ­  ª®­¨ª¨ á £« ¤ª®© ªà¨¢®© ¢ëà®-
¦¤¥­¨ï à®¤  5, ç¥© ¯à¨¬¨ ­ ¨§®¬®àä¥­ ¯à®¬¥¦ãâ®ç­®¬ã ïª®¡¨ ­ã X ¨ ­¥ ï¢«ï¥âáï
ïª®¡¨ ­®¬ ªà¨¢®©. � ç áâ­®áâ¨, ¬­®£®®¡à §¨¥ X ­¥à æ¨®­ «ì­®.
�®á¯®«ì§ã¥¬áï ®¡®§­ ç¥­¨ï¬¨ ¯ à £à ä  2 ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬ �¥®à¥¬ë 4.1. �ë

¯®«ãç¨¬, çâ® «®£ ¯ à  (X;BX) ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥âáï ¢ ®¤­ã ¨§ á«¥¤ãîé¨å:
( ) (X6 � P(1; 1; 2; 2; 3);HX6

� jX6 \ fT3 = 0gj),
(¡) (X3 � P4;HX3

� jX3 \ fT0 = 0gj),
(¢) (X4 � P(1; 1; 1; 1; 2); jX4 \ fT0 = 0gj).



Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® «®£ ¯ à  (X;BX) ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¨§®¬®àä­  «®£ ¯ à¥ ( ). �®à-
ä¨§¬ �jX6\fT3=0gj ï¢«ï¥âáï ¤¢ã«¨áâ­ë¬ ­ ªàëâ¨¥¬ ®á®¡®© ª¢ ¤à¨ª¨ Q ¨ «®£ ¯ à 
(X6;HX6

) â¥à¬¨­ «ì­ . �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

��1 Æ �HO = � Æ �jX6\fT3=0gj;

£¤¥ � { ¯à®¥ªæ¨ï ª¢ ¤à¨ª¨ Q ¨§ ¥�¥ £« ¤ª®© â®çª¨, ª®â®à ï ª â®¬ã ¦¥ £« ¤ª ï ­ 
¤¨¢¨§®à¥ ¢¥â¢«¥­¨ï ¬®àä¨§¬  �jX6\fT3=0gj. �§ ¯®á«¥¤­¥£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï á«¥¤ã¥â, çâ®
­®à¬ «¨§ æ¨ï ®¡é¥© ªà¨¢®© ¢ á¥¬¥©áâ¢¥ fH2

Og ¨¬¥¥â à®¤ 2. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, «¥£ª®
¯®¤áç¨â âì, çâ® ®­  ¤®«¦­  ¡ëâì í««¨¯â¨ç¥áª®© ªà¨¢®©.
Ǳãáâì â¥¯¥àì «®£ ¯ à  (X;BX) ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥âáï ¢ «®£ ¯ àã (¡). �®-

£¤  ªã¡¨ª  X3 £« ¤ª ï, ¢¢¨¤ã ­¥à æ¨®­ «ì­®áâ¨ ¬­®£®®¡à §¨ï X. �®à®è® ¨§¢¥áâ­®,
çâ® ¥�¥ ¯à®¬¥¦ãâ®ç­ë© ïª®¡¨ ­ ï¢«ï¥âáï ¯à¨¬¨ ­®¬ áâ ­¤ àâ­®£® à áá«®¥­¨ï ­ 
ª®­¨ª¨ á £« ¤ª®© ªà¨¢®© ¢ëà®¦¤¥­¨ï à®¤  6. �®«¥¥ â®£®, J(X3) ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ª ª
 ¡¥«¥¢® ¬­®£®®¡à §¨¥ á £« ¢­®© ¯®«ïà¨§ æ¨¥© ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢®¥©
ª®¬¯®­¥­â®© �à¨ää¨âá . Ǳ®á«¥¤­¥¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â â®¬ã, çâ®

dim(J(X)) < dim(J(X3):

� ª¨¬ ®¡à §®¬, «®£ ¯ à  (X;BX) ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¨§®¬®àä­  «®£ ¯ à¥ (¢). Ǳ®¤áç�¥â
à §¬¥à­®áâ¥© ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®

�(HO) = jX4 \ fT0 = 0gj = j �
1
2
KX4
j:

�®àä¨§¬
�jX4\fT0=0gj : X4 ! P3

ª®­¥ç¥­, ¨¬¥¥â áâ¥¯¥­ì 2 ¨ à §¢¥â¢«�¥­ ¢ ª¢ àâ¨ª¥ S á ¨§®«¨à®¢ ­­ë¬¨ ®á®¡ë¬¨
â®çª ¬¨.
�§¯®«ì§ãï § ¬¥ç ­¨¥ ® ¯à®¥ªæ¨ïå ¬­®£®®¡à §¨ï X̂ ­¥á«®¦­® ¯®ª § âì, çâ® ®á®¡ë¥

â®çª¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ S ¤¢®©­ë¥ ¨ á®áâ®ïâ ¨§ ®¡à §®¢ ­¥£®à¥­èâ¥©­®¢ëå ®á®¡ëå â®ç¥ª
¬­®£®®¡à §¨ï X, ç¥© ®¡à § ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ X̂ ­¥ «¥¦¨â ­  ®¤­®© âà®©­®© ¯àï¬®©
¢¬¥áâ¥ á â®çª®© �jHj(O). � ç áâ­®áâ¨, ¯®¢¥àå­®áâì S ¨¬¥¥â à®¢­® è¥áâì ¤¢®©­ëå
®á®¡ëå â®ç¥ª.
� ¬¥â¨¬, çâ® ¯®¢¥àå­®áâì S á®¤¥à¦¨â âà¨ ¯àï¬ë¥ l1, l2 ¨ l3, ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï

®¡à § ¬¨ ¤¢®©­ëå ¯«®áª®áâ¥© ¬­®£®®¡à §¨ï X̂, ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ â®çªã �jHj(O).
� ¦¤ ï ¯àï¬ ï lj á®¤¥à¦¨â ¤¢¥ ®á®¡ë¥ â®çª¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ S,  

\3j=1lj

­¥ ¯ãáâ® ¨ á®áâ®¨â ¨§ £« ¤ª®© â®çª¨, ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï ®¡à §®¬ âà®©­®© ¯àï¬®©
á®¤¥à¦ é¥© â®çªã �jHj(O).



����� VI

�������������� ����������� ������������ ���� ������ �������

x1. �á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë £« ¢ë VI.

� íâ®© £« ¢¥ ¬ë íää¥ªâ¨¢­® ®£à ­¨ç¨¬ ªã¡  ­â¨ª ­®­¨ç¥áª®£® ª« áá  âà�¥å¬¥à-
­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï � ­® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¨ æ¥«ë¬ ¨­¤¥ªá®¬ � ­®.
�ë ¤®ª ¦¥¬ á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã.
�¥®à¥¬  1.1. Ǳãáâì X { âà�¥å¬¥à­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ � ­® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®-

¡¥­­®áâï¬¨ ¨
�KX � H;

¤«ï ®¡¨«ì­®£® ¤¨¢¨§®à  � àâì¥ H. �®£¤  H3 � 184=I, £¤¥ I { ¨­¤¥ªá £®à¥­èâ¥©­®-
¢®áâ¨ ¬­®£®®¡à §¨ï X.
� ¬¥â¨¬, çâ® ¨§ £« ¢ë IV á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ®¡®§­ ç¥­¨ïå �¥®à¥¬ë 1.1

�KX �Q H

¨ ¨­¤¥ªá £®à¥­èâ¥©­®¢®áâ¨ I à ¢¥­ «¨¡® 1 «¨¡® 2. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, à áá¬ âà¨¢ ï
ª ­®­¨ç¥áª®¥ ­ ªàëâ¨¥ X (á¬. £« ¢ã V), ¬®¦­® ¤®ª §ë¢ âì �¥®à¥¬ã 1.1 ¢ ¯à¥¤-
¯®«®¦¥­¨¨, çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ X £®à¥­èâ¥©­®¢®. �§ £« ¢ë IV á«¥¤ã¥â, çâ® â®£¤ 
�KX � H.
� ¬¥â¨¬, çâ® ®æ¥­ª  ¢ �¥®à¥¬¥ 1.1, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¤ «¥ª  ®â á®¢¥àè¥­áâ¢ . � á«ã-

ç ¥, ª®£¤  X £« ¤ª®, H3 � 64 (á¬. [�á2]), ¯à¨ç�¥¬ à ¢¥­áâ¢® ¤®áâ¨£ ¥âáï ¤«ï P3. �
á«ãç ¥, ª®£¤  X ¨¬¥¥â â¥à¬¨­ «ì­ë¥ £®à¥­èâ¥©­®¢ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨, X ¬®¦­® ¯à®-
¤¥ä®à¬¨à®¢ âì ¢ £« ¤ª®¥ (á¬. [Na]) ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, H3 � 64. � á«ãç ¥, ª®£¤ 
X ¨¬¥¥â â¥à¬¨­ «ì­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨, ¨§ à áá¬®âà¥­¨ï ª ­®­¨ç¥áª®£® ­ ªàëâ¨ï X
á«¥¤ã¥â, çâ® H3 � 64

I
.

�ãé¥áâ¢ãîâ ¯à¨¬¥àë âà�¥å¬¥à­ëå ¬­®£®®¡à §¨© � ­® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ £®à¥­-
èâ¥©­®¢ë¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¨ H3 = 72, ­ ¯à¨¬¥à, ª®­ãá ­ ¤  ­â¨ª ­®­¨ç¥áª¨ ¢«®-
¦¥­­®© ¯®¢¥àå­®áâìî ¤¥«ì Ǳ¥ææ® áâ¥¯¥­¨ 9 (á¬. [�á2]).
� á«ãç ¥, ª®£¤  X ¨¬¥¥â ­¥£®à¥­èâ¥©­®¢ë¥ â¥à¬¨­ «ì­ë¥ ä ªâ®à-®á®¡¥­­®áâ¨,

¨§ ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ á«¥¤ã¥â, çâ® H3 � 24, ¯à¨ç�¥¬ à ¢¥­áâ¢® ¤®áâ¨£ ¥âáï ¤«ï ä ªâ®à 
P1�P1�P1 ¯® ¨­¢®«îæ¨¨, ¨¬¥îé¥© ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ­¥¯®¤¢¨¦­ëå â®ç¥ª (á¬. [San]).
� à ¡®â å [Fa2] ¨ [Fa3] �¦. � ­® ¨áá«¥¤®¢ « ­®à¬ «ì­ë¥ âà�¥å¬¥à­ë¥ ¬­®£®®¡à -

§¨ï á £¨¯¥à¯«®áª¨¬¨ á¥ç¥­¨ï¬¨ { ¯®¢¥àå­®áâï¬¨ â¨¯  K3 ¨ �­à¨ª¢¥á  á®®â¢¥âáâ¢¥­-
­®. � £« ¢¥ IV ¬ë ¯®ª § «¨, çâ® á â®ç­®áâìî ¤® ®¡®¡é�¥­­ëå ª®­ãá®¢ íâ¨ ¬­®£®-
®¡à §¨ï ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ �¥®à¥¬ë 1.1. �­â¥à¥á­® ®â¬¥â¨âì, çâ® �¦. � ­®
£¨¯®â¥â¨ç¥áª¨ ãâ¢¥à¦¤ «, çâ® H3 � 72 ¢ £®à¥­èâ¥©­®¢®¬ á«ãç ¥ ¨ H3 � 24 ¢ ­¥£®-
à¥­èâ¥©­®¢®¬.



x2. �­®£®®¡à §¨ï � ­® á ­¥¯ãáâë¬ ¡ §¨á­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬.

� ä¨ªá¨àã¥¬ âà�¥å¬¥à­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ � ­® X, â ª®¥ çâ® X ¨¬¥¥â ª ­®­¨ç¥áª¨¥
£®à¥­èâ¥©­®¢ë ®á®¡¥­­®áâ¨. Ǳ®«®¦¨¬ H = �KX . �®¯ãáâ¨¬, çâ® Bs(jHj) 6= ;. �â®â
¯ à £à ä ¯®á¢ïé�¥­ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬ë.
�¥®à¥¬  2.1. H3 � 46.
�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ë 2.1 ­ ¬ ¯®­ ¤®¡ïâáï ­¥áª®«ìª® ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ëå

«¥¬¬.
�ã¤¥¬ áç¨â âì ¤ «¥¥, çâ® H3 > 2. �§ à ¡®âë [Sh] á«¥¤ã¥â, çâ® Bs(jHj) á®áâ®¨â

¨§ £« ¤ª®© à æ¨®­ «ì­®© ªà¨¢®© Z 2 X, ª®â®à ï ­¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â ¬­®¦¥áâ¢® ®á®¡ëå
â®ç¥ª ¬­®£®®¡à §¨ï X. Ǳãáâì f : W ! X { à §¤ãâ¨¥ ªà¨¢®© Z. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ®
á«¥¤ãîé ï ¤¨ £à ¬¬  ª®¬¬ãâ â¨¢­ :

W

f . & g

X
�jHj
9 9 K S

;

£¤¥ ¬®àä¨§¬ g ï¢«ï¥âáï à áá«®¥­¨¥¬ ­  í««¨¯â¨ç¥áª¨¥ ªà¨¢ë¥.
Ǳ®«®¦¨¬ F = f�1(Z). �®£¤  F { á¥ç¥­¨¥ g ¨ gjF : F ! S { «¨¡® ¨§®¬®àä¨§¬,

«¨¡® áâï£¨¢ ­¨¥ ¨áª«îç¨â¥«ì­®£® á¥ç¥­¨ï «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ F �= Fn .
Ǳãáâì E ¨ G { ¯®¢¥àå­®áâ¨, § ¬¥â ¥¬ë¥ á«®ï¬¨ ¬®àä¨§¬  g, ¯à®å®¤ïé¨¬¨ ç¥à¥§

á«®© ¨ ¨áª«îç¨â¥«ì­®¥ á¥ç¥­¨¥ «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ F á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �áâ ¢¨¬
¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢   á«¥¤ãîéãî ¯à®áâãî «¥¬¬ã.
�¥¬¬  2.2. �ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

KW � �G�
m+ n

2
E;

£¤¥ m = H3+2
2 , ¯à¨ç�¥¬ ¥á«¨ S ®á®¡®, â® m = n.

�¥¬¬  2.3. Bs(jEj) ­¥ á®¤¥à¦¨â ªà¨¢ëå.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ ¯®¢¥àå­®áâì S ­¥®á®¡ , â® ®ç¥¢¨¤­® Bs(jEj) = ;.
Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯®¢¥àå­®áâì S ®á®¡  ¨ Bs(jEj) 6= ;. �®£¤ 

Bs(jEj) � F = Bs(jEj) � f�1(jHj) = 0

¨ ¨§ ®¡¨«ì­®áâ¨ ¤¨¢¨§®à  H á«¥¤ã¥â ­¥®¡å®¤¨¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥. �

�§ �¥¬¬ë 2.3 á«¥¤ã¥â, çâ® Bs(jEj) 6= ; â®«ìª® ¥á«¨ E ­¥ ï¢«ï¥âáï Q -� àâì¥
¤¨¢¨§®à®¬.
�¥¬¬  2.4. Ǳãáâì q : U ! W { ¬ «ë© ¬®àä¨§¬, â ª®© çâ® E0 = q�1(E) {

q-®¡¨«ì­ë© Q -� àâì¥ ¤¨¢¨§®à (á¬. [Ka1]). �®£¤  «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  jE0j á¢®¡®¤­ .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬ ¯à®â¨¢­®¥. �®£¤ 

Bs(jE0j)) = E01 \ E
0
2

¤«ï ¤®áâ â®ç­® ®¡é¨å ¤¨¢¨§®à®¢ E01 ¨ E
0
2 ¨§ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬ë jE0j ¨ BsjE0j «¥¦¨â

¢ á«®ïå ¬®àä¨§¬ 
g Æ qjE01 : E

0
1 ! P1:



�®à¬  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ªà¨¢ëå ¢ á«®ïå ¬®àä¨§¬  g Æ qjE01 ¯®«ã®âà¨æ â¥«ì­® ®¯à¥¤¥-
«¥­ . �âªã¤  á«¥¤ã¥â ­¥à ¢¥­áâ¢®

E0
3
� 0:

�® E01 \E
0
2 «¥¦¨â ¢ á«®ïå ¬®àä¨§¬  q ¨, ¯® q-®¡¨«ì­®áâ¨ ¤¨¢¨§®à  E

0,

E0
3
> 0:

�

�§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥¬¬ë 2.4 á«¥¤ã¥â, çâ® ¬®¦­® ¢ ®áâ ¢è¥©áï ç áâ¨ íâ®£® ¯ à -
£à ä  áç¨â âì, çâ® «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  jEj á¢®¡®¤­ , § ¬¥­ïï £¤¥ ­ã¦­® ¬­®£®®¡à §¨¥
W ­  ¥£® \¬ «®¥ à §¤ãâ¨¥".
�¥¬¬  2.5. �ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢®

m+ n

2
� 12:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë ¢­®¢ì ®âáâã¯¨¬ ®â á®£« è¥­¨© £« ¢ë I ¨ à áá¬®âà¨¬ \ª« á-
á¨ç¥áªãî" «®£ ¯ àã

(KW ; 
(F +G+
m+ n

4
E1 +

m+ n

4
E2)); (2.1)

£¤¥ 
 2 Q>0 , E1 ¨ E2 { ¤¢  ¤®áâ â®ç­® ®¡é¨å ¤¨¢¨§®à  ¨§ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬ë jEj.
�«ï 
 < 1 å®à®è® ¨§¢¥áâ­®, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® «®£ ª ­®­¨ç¥áª¨å ®á®¡¥­­®áâ¥©6 «®£

¯ àë (2.1) á¢ï§­®. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, à áá¬®âà¨¬ ¥�¥ «®£ à §à¥è¥­¨¥ r : V ! W . �ë-
¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

KV + r�(f�((1� 
)H)) �Q r
�(KW + f�(H))�

kX
i=1

biBi +
lX

j=1

djDj ;

£¤¥ Bi ¨ Dj { ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¥ ¤¨¢¨§®àë ­  ¬­®£®®¡à §¨¨¨ V , bi ¨ dj { ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥
à æ¨®­ «ì­ë¥ ç¨á« ,   ¤¨¢¨§®àë Dj r-¨áª«îç¨â¥«ì­ë. �ã¦­® ¯®ª § âì á¢ï§­®áâì
¬­®¦¥áâ¢ 

A = �d�
kX
i=1

aiEie:

� ¬¥â¨¬, çâ®

f�(H) = F +G+
m+ n

2
E:

� ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ F ¬®¦­® áç¨â âì r ¨§®¬®àä¨§¬®¬. �®£¤ 

A =

8><
>:
;; ¥á«¨ 
 <

4
m+ n

;

fE1; E2g; ¥á«¨ 
 �
4

m+ n
:

6�¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  «®£ ª ­®­¨ç¥áª¨å ®á®¡¥­­®áâ¥© á®¤¥à¦¨âáï ¢ à ¡®â¥ [Ka2].



Ǳ® â¥®à¥¬¥ ®¡ ®¡à é¥­¨¨ ¢ ­ã«ì (á¬. [KaMaMa])

H1(r�(KW + f�(H)) + d�
kX
i=1

biBie+ d
lX

j=1

djDje) = 0:

Ǳ®á«¥¤­¥¥ ¢«¥ç�¥â áîàì¥ªâ¨¢­®áâì

H0(r�(F ) + d
lX

j=1

djDje)! H0((r�(F ) + d
lX

j=1

djDje)jA)! 0;

­® ¢ á¨«ã r-¨áª«îç¨â¥«ì­®áâ¨ ¤¨¢¨§®à®¢ Dj ¨ ­¥¯®¤¢¨¦­®áâ¨ ¤¨¢¨§®à  F

H0(r�(F ) + d
lX

j=1

djDje) = C :

�¥¯¥àì ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¤«ï


 =
1

6 + �
¨ 1� � > 0

¬­®¦¥áâ¢® «®£ ª ­®­¨ç¥áª¨å ®á®¡¥­­®áâ¥© «®£ ¯ àë (2.1) ­¥á¢ï§­®.
�®-¯¥à¢ëå, ¢ ­�¥¬ á®¤¥à¦ âáï ¤¨¢¨§®àë E1 ¨ E2. �®-¢â®àëå, ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¯®¢¥àå-

­®áâ¨ F ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ âà¨¢¨ «ì­®. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® ¬­®¦¥-
áâ¢® «®£ ª ­®­¨ç¥áª¨å ®á®¡¥­­®áâ¥© «®£ ¯ àë

(KW ;
1

6 + �
G) (2.2)

­¥ ¨¬¥¥â í«¥¬¥­â®¢ ª®à §¬¥à­®áâ¨ 2, ­¥ «¥¦ é¨å ¢ á«®ïå ¬®àä¨§¬  g.
�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¢ ª®à §¬¥à­®áâ¨ 2 ®á®¡¥­­®áâ¨ ¯ àë (2.2), ­¥ «¥¦ é¨¥ ¢ á«®ïå

¬®àä¨§¬  g, íâ® ¢ â®ç­®áâ¨ ®á®¡¥­­®áâ¨ «®£ ¯ àë

(KE1
;

1
6 + �

G \E1): (2.3)

� ¬¥â¨¬, çâ® ªà¨¢ ï G\E1 { ­¥ªà â­ë© ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë© á«®© í««¨¯â¨ç¥áª®£® à áá«®-
¥­¨ï gjE1

¨ ¯®¢¥àå­®áâì E1 ¨¬¥¥â ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨, ¯®áª®«ìªã ¬ë ¬®¦¥¬
áç¨â âì «¨­¥©­ãî á¨áâ¥¬ã jEj á¢®¡®¤­®©. � ª «¥£ª® ¯®¤áç¨â âì ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®,
«®£ ¯ à  (2.3) ¡ã¤¥â «®£ â¥à¬¨­ «ì­®© ¥á«¨


 < 1;
5
6
;
3
4
;
2
3
;
1
2
;
1
3
;
1
4
;
1
6

¨ ¯®«­ë© ¯à®®¡à § G \ E1 ­  ¬¨­¨¬ «ì­®¬ à §à¥è¥­¨¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ E1 ¥áâì ¢ëà®-
¦¤¥­­ë© á«®© í««¨¯â¨ç¥áª®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¨¯ 

áâ ¡¨«ì­ë© á«®© ; II; III; IV; I�b�0; IV
�; III�; II�



á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �

�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 2.1. �§ �¥¬¬ 2.2 ¨ 2.5 á«¥¤ã¥â, çâ®

H3 = 2m� 2 � 2(24� n)� 2 � 46:

�

� ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ X ¨¬¥¥â â¥à¬¨­ «ì­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨, â® ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥¬-
¬ë 2.5 á«¥¤ã¥â, çâ® H3 � 6, ¯®áª®«ìªã ¬®¦­® ¢ «®£ ¯ à¥ 2.1 ¯®«®¦¨âì


 =
5

6 + �
¨ 1� � > 0:

�«¥¤áâ¢¨¥ 2.6. �á«¨ H3 � 48, â® ¢®§¬®¦­ë á«¥¤ãîé¨¥ ¢ à¨ ­âë:

(1) H ®ç¥­ì ®¡¨«¥­,
(2) «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  jHj § ¤ �¥â ¤¢ã«¨áâ­®¥ ­ ªàëâ¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ¬¨­¨¬ «ì-

­®© áâ¥¯¥­¨.

�ë ®¯ãáâ¨¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® �«¥¤áâ¢¨ï 2.6, ¯®áª®«ìªã ®­® ¡¥§ âàã¤  ¯®«ãç ¥âáï
¨§ �¥®à¥¬ë 2.1 ¨ à¥§ã«ìâ â®¢ à ¡®â [�á2] ¨ [Sh].

x3. �¨¯¥àí««¨¯â¨ç¥áª¨¥ ¨ âà¨£®­ «ì­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï � ­®.

Ǳãáâì, ª ª ¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥, X { âà�¥å¬¥à­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ � ­® á ª -
­®­¨ç¥áª¨¬¨ £®à¥­èâ¥©­®¢ë¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¨ H = �KX . � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë
¤®ª ¦¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢¥ â¥®à¥¬ë.
�¥®à¥¬  3.1. Ǳãáâì «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  jHj á¢®¡®¤­  ¨ áâ¥¯¥­ì ¬®àä¨§¬  �jHj

à ¢­  2. �®£¤  H3 � 16.
�¥®à¥¬  3.2. Ǳãáâì ¤¨¢¨§®à �KX ®ç¥­ì ®¡¨«¥­ ¨ ®¡é¨© í«¥¬¥­â á¥¬¥©áâ¢ 

ªà¨¢ëå fH2g ¥áâì ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ï £« ¤ª ï âà¨£®­ «ì­ ï ªà¨¢ ï. �®£¤  H3 � 54.
�­®£®®¡à §¨ï, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ �¥®à¥¬ë 3.1, ¯à¨­ïâ® ­ §ë¢ âì £¨¯¥à-

í««¨¯â¨ç­ë¬¨,   ¬­®£®®¡à §¨ï, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ �¥®à¥¬ë 3.2, ¯à¨­ïâ®
­ §ë¢ âì âà¨£®­ «ì­ë¬¨.
�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ 3.1 ¨ 3.2 ­ ¬ ¯®­ ¤®¡¨âáï ®¤­  «¥¬¬ , çì�¥ ¤®ª § -

â¥«ìáâ¢® ¯à¨­ ¤«¥¦¨â �.�¨¤ã (á¬. [�á2]).
�¥¬¬  3.3. Ǳãáâì

V �= Proj(�mi=1OP1(di)) ¨ Yj �= Proj(�mi=jOP1(di));

£¤¥ d1 � : : : � dm, d1 > dm ¨ m � j > 1. �â®¦¤¥áâ¢¨¬ Yj á ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥¬ ¢ V
¯à¨ ¢«®¦¥­¨¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¬ ¥áâ¥áâ¢¥­­®© ¯à®¥ªæ¨¥© �mi=1OP1(di) ! �

m
i=jOP1(di).

Ǳãáâì s 2 H0(OV=P1(a)
 f�(OP1(b))), £¤¥ f : V ! P1 ¥áâ¥áâ¢¥­­ ï ¯à®¥ªæ¨ï, a ¨ b
æ¥«ë¥ ç¨á« . �®£¤  s ¨¬¥¥â ­  Yj ­ã«ì ¯®àï¤ª  ­¥ ¬¥­ìè¥ q ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬
á«ãç ¥, ¥á«¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï á«¥¤ãîé¥¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®:

adj + b+ (d1 � dj)(q � 1) < 0:



�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 3.1. � á¨«ã �«¥¤áâ¢¨ï 2.6 �jHj(X) ¥áâì ¬­®£®®¡à §¨¥
¬¨­¨¬ «ì­®© áâ¥¯¥­¨. �®à®è® ¨§¢¥áâ­®, çâ® â®£¤ 

�jHj(X) �= �jOV=P1(1)j(V );

£¤¥
V �= Proj(�3

i=1OP1(di))

¨ d1 � d2 � d3 � 0.
�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ­¥®¡å®¤¨¬®¥ ­ ¬ ­¥à ¢¥­áâ¢® ¢ë¯®«­¥­® ¥á«¨ d1 = d2 = d3.

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® d1 > d3.
�á«¨ ¬­®£®®¡à §¨¥ �jHj(X) ®á®¡® ¢ ª®à §¬¥à­®áâ¨ 2, â® ¨§ à ¡®âë [SD] á«¥¤ã¥â,

çâ® H3 � 8. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® d2 6= 0.
� ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ �jHj(X) ®á®¡®, â® d3 = 0 ¨, ¢ ®¡®§­ ç¥­¨ïå �¥¬¬ë 3.3, ¬®àä¨§¬

�jOV=P1(1)j áâï£¨¢ ¥â ªà¨¢ãî Y3.
Ǳãáâì D ¥áâì á®¡áâ¢¥­­ë© ¯à®®¡à § ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ V ¤¨¢¨§®à  ¢¥â¢«¥­¨ï ¤¢ã-

«¨áâ­®£® ­ ªàëâ¨ï �jHj. � ®¡®§­ ç¥­¨ïå �¥¬¬ë 3.3,

D � OV=P1(4)� f
�(OP1(2(d1 + d2 + d3 � 2))):

� áá¬ âà¨¢ ï ­®à¬ «¨§ æ¨î à áá«®¥­­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï X ��jHj(X) V , «¥£ª® ã¢¨-
¤¥âì, çâ® ¯®¢¥àå­®áâì D á®¤¥à¦¨â Y3 á ªà â­®áâìî ­¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ 2. �ç¨âë¢ ï
¯à¨¢¥¤�¥­­®áâì D, ¢¨¤¨¬, çâ® D á®¤¥à¦¨â Y2 á ªà â­®áâìî ­¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ 1. �§
�¥¬¬ë 3.3 á«¥¤ã¥â, çâ®

d2 � d1 � 2d3 + 4 � 0;

4� 2d2 � 0:

�âªã¤  H3 = 2(d1 + d2 + d3) � 16. �

�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 3.2. �â®¦¤¥áâ¢¨¬ X á ¥£®  ­â¨ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ®¡à -
§®¬. � ª ¨ ¢ á«ãç ¥ £« ¤ª®£® X (á¬. [�á2]) ¬®¦­® ¯®ª § âì, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ª¢ ¤à¨ª

¢ P
H3

2 +2, á®¤¥à¦ é¨å X, ¥áâì

W �= �jOV=P1(1)j(V );

£¤¥
V �= Proj(�4

i=1OP1(di))

¨ d1 � d2 � d3 � d4 � 0.
�á«¨ d1 = d2 = d3 = d4, â® H3 � 18. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® d1 > d4.
Ǳãáâì

Z = Sing(W ) �= Pk ¤«ï k � 2:

�á«¨ k 6= 0, â® ¬­®£®®¡à §¨¥W ¥áâì ª®­ãá á ¢¥àè¨­®© Z. �®«¥¥ â®£®, ¨§ à ¡®âë [�á2]
á«¥¤ã¥â, çâ®

Z \X � Sing(X):



� ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ k = 2, â® Z \ X { ªà¨¢ ï, d2 = d3 = d4 = 0 ¨, ¢ ®¡®§­ ç¥­¨ïå
�¥¬¬ë 3.3, ¬®àä¨§¬ �jOV=P1(1)j áâï£¨¢ ¥â ¯®¢¥àå­®áâì Y2 ­  Z ¨ ¢ ®¡é¥© â®çª¥ ªà¨¢®©
Z ï¢«ï¥âáï à §¤ãâ¨¥¬.
Ǳãáâì

�X = ��1jOV=P1(1)j
(X):

�ç¨âë¢ ï ä®à¬ã«ã áã¡-¯à¨á®¥¤¨­¥­¨ï (á¬. [KaMaMa]) ¨ £« ¤ª®áâì ¬­®£®®¡à §¨ï V ,
¯®«ãç ¥¬ çâ® �X ¨¬¥¥â ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ ¨, ¢ ®¡®§­ ç¥­¨ïå �¥¬¬ë 3.3,

�X � OV=P1(3) + f�(OP1(2� d1 � d2 � d3 � d4)):

�­®£®®¡à §¨¥ Y2 ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â �X ¢ á¨«ã ­¥¯à¨¢®¤¨¬®áâ¨ ¯®á«¥¤­¥£®. �­®£®-
®¡à §¨¥ �X á®¤¥à¦¨â ¯®¢¥àå­®áâì Y3 á ªà â­®áâìî ­¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ 1,   ªà¨¢ãî Y4 á
ªà â­®áâìî ­¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ 2. �§ �¥¬¬ë 3.3 á«¥¤ã¥â, çâ®

2d2 � d1 � d3 � d4 + 2 � 0;

d3 � d2 + 2 � 0;

2� d2 � d3 + d1 � 0:

�âªã¤  H3 = 2 + 2(d1 + d2 + d3 + d4) � 54. �

x4. �­®£®®¡à §¨ï � ­®, § ¬¥â ¥¬ë¥ \¯àï¬ë¬¨".

�®á¯®«ì§ã¥¬áï ®¡®§­ ç¥­¨ï¬¨ ¯ à £à ä  3. � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ¤®ª ¦¥¬ á«¥-
¤ãîéãî â¥®à¥¬ã.
�¥®à¥¬  4.1. Ǳãáâì ç¥à¥§ ®¡éãî â®çªã v 2 X ¯à®å®¤¨â ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ï ªà¨¢ ï

Cv, â ª ï çâ® H � Cv = 1. �®£¤  H3 � 46.
�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ë 4.1 ­ ¬ ¯®­ ¤®¡¨âáï á«¥¤ãîé ï «¥¬¬ .
�¥¬¬  4.2. Ǳãáâì ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ X áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  x, â ª ï çâ® ®¡éãî

â®çªã v 2 X á®¥¤¨­ï¥â á â®çª®© x ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ï ªà¨¢ ï Cv, â ª ï çâ® H �Cv � d.
�®£¤  H3 � d3.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ â¥®à¥¬ë �¨¬ ­ -�®å  á«¥¤ã¥â, çâ®

h0(OX(mH)) =
m3H3

3!
+ O(m2) ¤«ï m� 0:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¥á«¨ H3 > d3, â® ¤«ï m� 0 áãé¥áâ¢ã¥â ¤¨¢¨§®à D 2 H0(OX(mH)),
¨¬¥îé¨© ¢ â®çª¥ x ªà â­®áâì ­¥ ¬¥­ìè¥ (md + 1). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®¢¥àå­®áâì D
á®¤¥à¦¨â ¢á¥ ªà¨¢ë¥ Cv, çâ® ­¥¢®§¬®¦­®. �

�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 4.1. �á«¨ Bs(jHj) 6= ;, â® ¯® �¥®à¥¬¥ 2.1 H3 � 46.
Ǳ®íâ®¬ã, ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  jHj á¢®¡®¤­  ¨ áãé¥áâ¢ã¥â á¥¬¥©áâ¢®
fCg, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ¯à¨¢¥¤�¥­­ëå ªà¨¢ëå C, â ª¨å çâ® H �C = 1 ¨ ç¥à¥§
®¡éãî â®çªã ¬­®£®®¡à §¨ï X ¯à®å®¤¨â ªà¨¢ ï ¨§ fCg.
�§ �«¥¤áâ¢¨ï 2.5 á«¥¤ã¥â, çâ® ª ¦¤ ï ªà¨¢ ï C à æ¨®­ «ì­ . � áá¬®âà¨¬ RC-

à áá«®¥­¨¥7 � : X 9 9 KW ,  áá®æ¨¨à®¢ ­­®¥ á fCg.

7�¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨ ®á­®¢­ë¥ á¢®©áâ¢  RC-à áá«®¥­¨ï á®¤¥à¦¨âáï ¢ à ¡®â å [KoMiMo1] ¨ [KoMiMo2].



�á«¨ dim(W ) = 0, ¨§ à ¡®âë [KoMiMo2] á«¥¤ã¥â, çâ® ¤¢¥ ®¡é¨¥ â®çª¨ X ¬®£ãâ
¡ëâì á®¥¤¨­¥­ë æ¥¯®çª®© ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ 3 ªà¨¢ëå ¨§ fCg, ª®â®àë¥ ¬®¦­® áª«¥¨âì ¨
¯®«ãç¨âì ­®¢®¥ á¥¬¥©áâ¢® fC 0g, â ª®¥ çâ® ¤¢¥ ®¡é¨¥ â®çª¨ X ¬®£ãâ ¡ëâì á®¥¤¨­¥­ë
®¤­®© ªà¨¢®© ¨§ á¥¬¥©áâ¢  fC 0g. Ǳà¨¬¥­¥­¨¥ �¥¬¬ë 4.2 ª á¥¬¥©áâ¢ã fC 0g ¤ �¥â
­¥à ¢¥­áâ¢® H3 � 26.
� áá¬®âà¨¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî ¤¨ £à ¬¬ã

~X

� . & ~�

X
�
9 9 K W

;

à §à¥è îéãî ­¥®¯à¥¤¥«�¥­­®áâ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï �, â ªãî çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ ~X £« ¤ª®¥.
�á«¨ dim(W ) = 1, â® ¯ãáâì S { ®¡é¨© á«®© ¬®àä¨§¬  ~�,   C { ®¡é ï ªà¨¢ ï ¨§

á¥¬¥©áâ¢  fCg. �¥¬¥©áâ¢® ªà¨¢ëå f��1(C)g ®¯à¥¤¥«ï¥â ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ S á¥¬¥©áâ¢®
ªà¨¢ëå fCSg. �¡é ï ªà¨¢ ï CS ¨§ fCSg ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ï, £« ¤ª ï, à æ¨®­ «ì­ ï,
�KSCS � 1 ¨ C2

S > 0, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ä®à¬ã«¥ ¯à¨á®¥¤¨­¥­¨ï.
�áâ «®áì à áá¬®âà¥âì á«ãç © dim(W ) = 2. Ǳãáâì C ¥áâì ®¡é ï ªà¨¢ ï ¨§ á¥¬¥©-

áâ¢  fCg. �®£¤  ��1(C) { ®¡é¨© á«®© ¬®àä¨§¬  ~� ¨

�K ~X�
�1(C) � 1;

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â à ¢¥­áâ¢ã
�K ~X�

�1(C) = 2;

¯®áª®«ìªã ®¡é¨© á«®© ~� ¥áâì P1. �

x5. �¢®©­ ï ¯à®¥ªæ¨ï ¨§ ®¡é¥© â®çª¨.

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ¤®ª ¦¥¬ �¥®à¥¬ã 1.1 ¨á¯®«ì§ãï à¥§ã«ìâ âë ¯ à £à ä®¢ 2-4
¨ á«¥¤ãîéãî «¥¬¬ã.
�¥¬¬  5.1. Ǳãáâì ¢ �¥®à¥¬¥ 1.1 I = 1, H3 � 56 ¨ f : W ! X ¥áâì à §¤ãâ¨¥

¤®áâ â®ç­® ®¡é¥© â®çª¨ v 2 X á ¨áª«îç¨â¥«ì­ë¬ ¤¨¢¨§®à®¬ E. �®£¤  ¤¨¢¨§®à
f�(H)� 2E ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­ ¨ ®¡ê�¥¬¥­.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâ â®ç­® ¤®ª § âì, çâ® ¤¨¢¨§®à f�(H) � 2E ç¨á«¥­­® íä-

ä¥ªâ¨¢¥­. �§ �«¥¤áâ¢¨ï 2.6 ¨ �¥®à¥¬ë 3.1 á«¥¤ã¥â, çâ® ¤¨¢¨§®à H ®ç¥­ì ®¡¨«¥­.
�â®¦¤¥áâ¢¨¬ ¬­®£®®¡à §¨¥ X á ¥£®  ­â¨ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ®¡à §®¬.
�á«¨ (f�(H)� 2E) � C < 0 ¤«ï ­¥ª®â®à®© ªà¨¢®© C �W , â®

v 2 f(C) � Tv(X) \X;

£¤¥ Tv(X) ®¡®§­ ç ¥â ª á â¥«ì­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ª ¬­®£®®¡à §¨î X ¢ â®çª¥ v. �§
�¥®à¥¬ë 3.2, â¥®à¥¬ë ��¥â¥à -�­à¨ª¢¥á -Ǳ¥âà¨ (á¬. [�®1]) ¨ à ¡®âë [�á2] á«¥¤ã¥â,
çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ X ¢ëá¥ª ¥âáï ª¢ ¤à¨ª ¬¨. �âªã¤  «¥£ª® ¯®ª § âì, çâ® C { ¯àï¬ ï
­  ¬­®£®®¡à §¨¨ X, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ â®çªã v, ­® ¯® �¥®à¥¬¥ 4.1 íâ® ­¥¢®§¬®¦­®. �



�®ª § â¥«ìáâ¢® �¥®à¥¬ë 1.1. � ª ã¦¥ ã¯®¬¨­ «®áì ¢ ¯ à £à ä¥ 1, ¤®áâ â®ç­®
¤®ª § âì �¥®à¥¬ã 1.1 ¯à¨ ãá«®¢¨¨ I = 1. Ǳãáâì f : W ! X { à §¤ãâ¨¥ ®¡é¥© â®çª¨
v 2 X. �á«¨ H3 � 56, â® ¯® �¥¬¬¥ 5.1 ¤¨¢¨§®à

KW � f
�(H)� 2E

ç¨á«¥­­® íää¥ªâ¨¢¥­ ¨ ®¡ê�¥¬¥­. Ǳ® â¥®à¥¬¥ ® á¢®¡®¤¥ ®â ¡ §¨á­ëå â®ç¥ª (á¬.
[KaMaMa]) ¤«ï n � 0 «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  jn(f�(H) � 2E)j á¢®¡®¤­  ¨ § ¤ �¥â ¡¨à -
æ¨®­ «ì­ë© ¬®àä¨§¬

�jn(f�(H)�2E)j :W ! X 0;

â ª®© çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ X 0 ¨¬¥¥â ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨,

f�(H)� 2E = ��jn(f�(H)�2E)j(H
0); �KX0 � H 0 ¨ H 03 = H3 � 8;

£¤¥ H 0 { ®¡¨«ì­ë© ¤¨¢¨§®à � àâì¥.
�á«¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ �¥®à¥¬ë 1.1 ­¥¢¥à­®, â® ¬®¦­® ¯®¢â®à¨âì ¤ ­­ãî ¯¥à¥áâà®©ªã

17 à §. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® f ¥áâì à §¤ãâ¨¥ 17 â®ç¥ª X ¢ ®¡é¥¬
¯®«®¦¥­¨¨.
�¡é¨© ¤¨¢¨§®à D ¢ «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ j �KW j ¯à¨¢¥¤�¥­, ­¥¯à¨¢®¤¨¬, ¨¬¥¥â «¨èì

ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ ¨ ï¢«ï¥âáï ¯®¢¥àå­®áâìî â¨¯  K3 (á¬. [Re]). Ǳ®áª®«ìªã
¤¨¢¨§®à �KW f -®¡¨«¥­, â® ¬®àä¨§¬ f ®¯à¥¤¥«ï¥â ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ D áâï£¨¢ ­¨¥ 17
ªà¨¢ëå, ª®â®àë¥ ¯®¯ à­® ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï, çâ® ­¥¢®§¬®¦­® ¯® [�¨]. �



����� VII

Ǳ���������� ���� Ǳ���� � ��������������� �������������

x1. �á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë £« ¢ë VII.

� íâ®© £« ¢¥ ¬ë ¯®áâà®¨¬ íää¥ªâ¨¢­ë©  «£®à¨â¬ ¤«ï ­ å®¦¤¥­¨ï ¢á¥å ­®à¬ «ì-
­ëå ¯®¢¥àå­®áâ¥© X á Div(X)
Q=� = Q , ç¨á«¥­­® ®¡¨«ì­ë¬ ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ª« áá®¬
¨ ­¥à æ¨®­ «ì­ë¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨. �ë ¤®ª ¦¥¬, çâ® ª ¦¤ ï â ª ï ¯®¢¥àå­®áâì
¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ áâï£¨¢ ­¨ï ¨áª«îç¨â¥«ì­®£® á¥ç¥­¨ï
­  ¢®§¬®¦­® ®á®¡®© ®â­®á¨â¥«ì­® ¬¨­¨¬ «ì­®© «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ á ­¥à æ¨®-
­ «ì­®© ¡ §®©.
� ¡®âë � ª ï ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯¥à¥­®áïâ ¢®¯à®áë ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¯®¢¥àå­®-

áâ¥© ¢ ª â¥£®à¨î ­®à¬ «ì­ëå ¯®¢¥àå­®áâ¥©. �  â ª¨å ¯®¢¥àå­®áâïå ¬®¦­® ä®à¬ «ì-
­® ®¯à¥¤¥«¨âì ç¨á«¥­­ë© ®¡à â­ë© ®¡à § ¤¨¢¨§®à  �¥©«ï, ª®â®àë© ®¡« ¤ ¥â å®à®-
è¨¬¨ äã­ªâ®à¨ «ì­ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ¨ ¯®§¢®«ï¥â ¯®áâà®¨âì ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¤¨¢¨§®à®¢
�¥©«ï ­ ¤ ¯®«¥¬ Q (á¬. [Sak]). �¨á«¥­­ë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ® ¨ ®â­®á¨â¥«ì-
­® ¬¨­¨¬ «ì­ë¥ «¨­¥©ç âë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¨£à îâ ¢ ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¯®¢¥àå­®áâ¥© ¯®
� ª î âã ¦¥ à®«ì, çâ® ¨ £« ¤ª¨¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ á à §¬¥à­®áâìî �®¤ ¨àë �1 ¢ ª« á-
á¨ä¨ª æ¨¨ £« ¤ª¨å  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¯®¢¥àå­®áâ¥©.

x2. �¨­¥©ç âë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨.

�ä®à¬ã«¨àã¥¬ ®¤­® á«¥¤áâ¢¨¥ ¨§ ª« áá¨ç¥áª®£® ãç¥¡­¨ª  [Ha1].
�¥®à¥¬  2.1. Ǳãáâì ~X íâ® £« ¤ª ï ¯®¢¥àå­®áâì, ~� : ~X ! C íâ® áîàì¥ªâ¨¢­ë©

¬®àä¨§¬ ­  £« ¤ªãî ªà¨¢ãî C, â ª®© çâ® ª ¦¤ë© á«®© ¬®àä¨§¬  ~� ¨§®¬®àä¥­ P1.
�§¢¥áâ­®, çâ® â®£¤ 

(1) ~X �= Proj(E), £¤¥ E { «®ª «ì­® á¢®¡®¤­ë© ¯ãç®ª à ­£  2, â ª®© çâ® H0(E) 6= 0
¨ H0(E 
 F) = 0 8F 2 Pic( ~X) á deg(F) < 0,

(2) e = �deg(E) ï¢«ï¥âáï ¨­¢ à¨ ­â®¬ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ~X,

(3) áãé¥áâ¢ã¥â á¥ç¥­¨¥ C0 «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ~� : ~X ! C, â ª®¥ çâ®
C2
0 = �e,

(4) Pic( ~X) �= ZC0 � ~��Pic(C),
(5) K ~X � �2C0+ ~��(KC +^2E), ¢ ç áâ­®áâ¨, K ~X � �2C0+(2g(C)� 2� e)F , £¤¥

F íâ® á«®© ¬®àä¨§¬  ~�,
(6) ¥á«¨ e > 2g(C)� 2, â® ¯ãç®ª E à §«®¦¨¬,

(7) C2
� � �e ¤«ï «î¡®£® á¥ç¥­¨ï C� «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ~� : ~X ! C.



�ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯®¢¥àå­®áâì X̂ «¨­¥©ç â®©, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â áîàì¥ªâ¨¢­ë©
¬®àä¨§¬ �̂ ¯®¢¥àå­®áâ¨ X̂ ­  ªà¨¢ãî C, â ª®© çâ® ®¡é¨© á«®© ¬®àä¨§¬  �̂ ¨§®¬®à-
ä¥­ P1. � ¬¥â¨¬, çâ® ªà¨¢ ï C ®¡ï§ â¥«ì­® £« ¤ª ï.
� ª ¨ ¢ £« ¤ª®¬ á«ãç ¥, ¬ë ­ §®¢�¥¬ «¨­¥©ç âãî ¯®¢¥àå­®áâì ~� : ~X ! C ®â-

­®á¨â¥«ì­® ¬¨­¨¬ «ì­®© ¥á«¨ ª ¦¤ë© á«®© ¬®àä¨§¬  ~� ­¥¯à¨¢®¤¨¬, ­® ¢®§¬®¦­®
­¥¯à¨¢¥¤�¥­.
�¥¬¬  2.2. �«ï ª ¦¤®© «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ �̂ : X̂ ! C áãé¥áâ¢ã¥â

¡¨à æ¨®­ «ì­ë© ¬®àä¨§¬ � : X̂=C ! ~X=C, â ª®© çâ® «¨­¥©ç â ï ¯®¢¥àå­®áâì

~� : ~X ! C ®â­®á¨â¥«ì­® ¬¨­¨¬ «ì­ .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì F { ¯à¨¢®¤¨¬ë© á«®© ¬®àä¨§¬  �̂. �®£¤  ¨§ à ¡®âë

[Be2] á«¥¤ã¥â, çâ®

(1) (
Pn
i=1 �iFi)

2 � 0,
(2) (

Pn
i=1 �iFi)

2 = 0 ()
Pn
i=1 �iFi = �F ,

£¤¥ Fi íâ® ª®¬¯®­¥­âë á«®ï F ¨ �i; � 2 Q . �­ ç¨â, ¤«ï «î¡®£® á®¡áâ¢¥­­®£® ¯®¤¬­®-
¦¥áâ¢  fi1; : : : ; ikg � [1; n] ä®à¬  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¤¨¢¨§®à®¢ Fij ®âà¨æ â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥-
­ , á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤¨¢¨§®àë Fij ¬®£ãâ ¡ëâì áâï­ãâë (á¬. [Sak]). �âáî¤  ¬ë áà §ã
¯®«ãç ¥¬ ­¥®¡å®¤¨¬ë© à¥§ã«ìâ â. �

�¥¬¬  2.3. �â­®á¨â¥«ì­® ¬¨­¨¬ «ì­®© «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ~� : ~X ! C
á á¥ç¥­¨¥¬ C0 ¬®¦­® ª ­®­¨ç¥áª¨ á®¯®áâ ¢¨âì £« ¤ªãî ®â­®á¨â¥«ì­® ¬¨­¨¬ «ì-
­ãî «¨­¥©ç âãî ¯®¢¥àå­®áâì ~�s : ~Xs ! C â ªãî, çâ® ª®¬¬ãâ â¨¢­  á«¥¤ãîé ï
¤¨ £à ¬¬ 

~X
�
9 9 K ~Xs

~� & . ~�s

C

;

£¤¥ ¬®àä¨§¬ � ¡¨à æ¨®­ «¥­.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî ¤¨ £à ¬¬ã

X̂

p. & q

~X 9 9 K ~Xs

~� & . ~�s

C

;

£¤¥ X̂ { ¬¨­¨¬ «ì­®¥ à §à¥è¥­¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¥© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ~X,   ~Xs { £« ¤ª ï ®â­®-
á¨â¥«ì­® ¬¨­¨¬ «ì­ ï ­ ¤ C ¬®¤¥«ì X̂. �ã¦­® ¯®ª § âì, çâ® ¬®¦­® ª ­®­¨ç¥áª¨
¢ë¡à âì ¬®àä¨§¬ q.
� á«®ïå ¬®àä¨§¬  p ­¥â -1-ªà¨¢ëå, ­® ¯®¢¥àå­®áâì ~� Æ p : X̂ ! C ­¥ ®â­®á¨â¥«ì-

­® ¬¨­¨¬ «ì­ ï, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ ª ¦¤®¬ ¯à¨¢®¤¨¬®¬ á«®¥ ¬®àä¨§¬  ~� Æ p «¥¦¨â
à®¢­® ®¤­  -1-ªà¨¢ ï, ï¢«ïîé ïáï á®¡áâ¢¥­­ë¬ ¯à®®¡à §®¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® á«®ï
¬®àä¨§¬  ~�. �ë¡¥à¥¬ q â ª, çâ®¡ë q = q1 Æ : : : Æ qK ¤«ï ­¥ª®â®à®£® K 2 N�08, £¤¥

8�á«¨ K = 0, â® X̂ �= ~X �= ~Xs.



(1) ¬®àä¨§¬ qi : X̂i ! X̂i�1 (X̂K = X̂ ¨ X̂0 = ~Xs) ¥áâì ª®¬¯®§¨æ¨ï à §¤ãâ¨©
¢ á«®¥ ¬®àä¨§¬  ~� Æ q1 : : : Æ qi�1 ­ ¤ â®çª®© xi 2 C ¤«ï i 2 [1; K] ¨ ¯®¯ à­®
à §«¨ç­ëå xi,

(2) q�i (qi : : : Æ qK(p
�1(C0))) 6= q�1i (qi : : : Æ qK(p�1(C0))) ¤«ï i 2 [1; K].

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® íâ¨¬ ¬®àä¨§¬ q ®¯à¥¤¥«�¥­ ®¤­®§­ ç­®. �

�§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥¬¬ë 2.3 á«¥¤ã¥â «�¥£ª¨©  «£®à¨â¬ ¯®áâà®¥­¨ï ¢á¥å ®â­®á¨-
â¥«ì­® ¬¨­¨¬ «ì­ëå «¨­¥©ç âëå ¯®¢¥àå­®áâ¥©. �®áâ â®ç­® ¢§ïâì £« ¤ªãî ®â­®-
á¨â¥«ì­® ¬¨­¨¬ «ì­ãî «¨­¥©ç âãî ¯®¢¥àå­®áâì, ¨ á ­¥ª®â®àë¬¨ á«®ï¬¨ á¤¥« âì
á«¥¤ãîéãî ¯¥à¥áâà®©ªã: à §¤ãâì â®çªã ­  á«®¥, à §¤ãâì â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï à §¤ã-
â®© ªà¨¢®© ¨ á®¡áâ¢¥­­®£® ¯à®®¡à §  á«®ï (¤¢ãå -1-ªà¨¢ëå), ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­® ¤¥« âì
à §¤ãâ¨ï â®çª¨ ­  â¥ªãé¥© -1-ªà¨¢®©,   § â¥¬ áâï­ãâì ¢á¥ ªà¨¢ë¥ ¢ á«®¥ §  ¨áª«î-
ç¥­¨¥¬ ¥¤¨­áâ¢¥­­®© -1-ªà¨¢®©.
� ¬¥â¨¬, çâ® ­¥®¤­®§­ ç­®áâì ®¡à â­®£® ¯¥à¥å®¤  ®â ®á®¡®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª £« ¤ª®©

á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¯à¨ ¯¥à¢®¬ à §¤ãâ¨¨ â®çª¨ ¢ á«®¥ ­¥®á®¡®© «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®-
áâ¨ ¯®ï¢«ïîâáï ¤¢¥ -1-ªà¨¢ë¥.
�¥®à¥¬  2.4. Ǳãáâì ~� : ~X ! C { ®â­®á¨â¥«ì­® ¬¨­¨¬ «ì­ ï «¨­¥©ç â ï

¯®¢¥àå­®áâì. �®£¤ 

(1) ~X ¯à®¥ªâ¨¢­ ,

(2) ®á®¡¥­­®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ~X à æ¨®­ «ì­ë,
(3) R1~��(O ~X) = 0,
(4) ¢á¥ á«®¨ à áá«®¥­¨ï ~� á ¯à¨¢¥¤�¥­­®© áâàãªâãà®© £« ¤ª¨¥ ¨ ¨§®¬®àä­ë P1,

(5) Div( ~X)
 Q=� = Q � Q .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳà®¥ªâ¨¢­®áâì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ~X ¤®ª § ­  ¢ à ¡®â¥ [Br]. Ǳ®á«¥¤-
­¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ à ¡®âë [Sak]. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®áâ ¢è¨åáï ãâ¢¥à¦¤¥-
­¨© à áá¬®âà¨¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî ¤¨ £à ¬¬ã

X̂

p. & q

~X 9 9 K ~Xs

~� & . ~�s

C

;

£¤¥ ¬®àä¨§¬ p { ¬¨­¨¬ «ì­®¥ à §à¥è¥­¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¥© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ~X,   q { ¡¨à æ¨®-
­ «ì­ë© ¬®àä¨§¬ ­  ®â­®á¨â¥«ì­® ¬¨­¨¬ «ì­ãî £« ¤ªãî «¨­¥©ç âãî ¯®¢¥àå­®áâì.
�§¢¥áâ­®, çâ®

R1~�s�(O ~Xs) = 0; R0~�s�(O ~Xs) = OC ; R
1q�(OX̂) = 0 ¨ R0q�(OX̂) = O ~Xs :

�§ á¯¥ªâà «ì­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ �¥à¥ á«¥¤ã¥â, çâ®

R1(~� Æ p)�(OX̂) = 0; R0(~� Æ p)�(OX̂) = OC :



Ǳãáâì F =
Pn
i=1 aiFi, £¤¥ Fi { ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¥ ª®¬¯®­¥­âë á«®ï ¬®àä¨§¬  ~� Æ p ¨

¢á¥ ai 2 N . �®£¤  à ¢¥­áâ¢® R1(~� Æ p)�(OX̂) = 0 ¢«¥ç�¥â H1(OF ) = 0. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®,
¯ãáâì IF ¯ãç®ª ¨¤¥ «®¢ áå¥¬ë F , â®£¤  ¨§ â®ç­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨

0! IF ! OX̂ ! OF ! 0

á«¥¤ã¥â â®ç­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì

0 H1(OF )

k k

R1(~� Æ p)�(OX̂)!R
1(~� Æ p)�(OF )!R2(~� Æ p)�(IF )

;

­® R2(~� Æ p)�(IF ) = 0 ¨§ á®®¡à ¦¥­¨© à §¬¥à­®áâ¨. �âáî¤  á«¥¤ã¥â à æ¨®­ «ì­®áâì
®á®¡¥­­®áâ¥© ~X (á¬. [Ar]), à æ¨®­ «ì­®áâì ¨ £« ¤ª®áâì ª ¦¤®£® á«®ï à áá«®¥­¨ï ~�
á ¯à¨¢¥¤�¥­­®© áâàãªâãà®© ¨ à æ¨®­ «ì­®áâì ®á®¡¥­­®áâ¥© «î¡®© ¯®¢¥àå­®áâ¨, ¯®«ã-
ç¥­­®© ¨§ X̂ áâï£¨¢ ­¨¥¬ ª®¬¯®­¥­â á«®�¥¢ ¬®àä¨§¬  ~� Æ p.
�ë ¯®ª § «¨, çâ®

R1p�(OX̂) = 0 ¨ R0p�(OX̂) = O ~X :

�¯¥ªâà «ì­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì �¥à¥ ¢«¥ç�¥â

R1~��(O ~X) = 0 ¨ R0~��(O ~X) = OC :

�

� ¬¥â¨¬, çâ® ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ë 2.4 á«¥¤ã¥â, çâ® ®á®¡¥­­®áâ¨ «¨­¥©ç â®©
¯®¢¥àå­®áâ¨ à æ¨®­ «ì­ë.

x3. �¨á«¥­­ë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ®.

� ¯®¬­¨¬, çâ® ¤¨¢¨§®à �¥©«ï D ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ X ­ §ë¢ ¥âáï ç¨á«¥­­® ®¡¨«ì-
­ë¬, ¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®© ªà¨¢®© C ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ X ¢ë¯®«­¥­ë ­¥à ¢¥­áâ¢  D �C > 0
¨ D2 > 0.
� ä¨ªá¨àã¥¬ ¯®¢¥àå­®áâì X, â ªãî çâ® ¤¨¢¨§®à �KX ç¨á«¥­­® ®¡¨«¥­. Ǳ®¢¥àå-

­®áâì X ¯à¨­ïâ® ­ §ë¢ âì ç¨á«¥­­®© ¯®¢¥àå­®áâìî ¤¥«ì Ǳ¥ææ®. � à ¡®â å [Sak] ¨
[Br] ¤®ª § ­® á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.
�¥¬¬  3.1. Ǳ®¢¥àå­®áâì X ¯à®¥ªâ¨¢­  ¨

H1(OX) = H2(OX) = 0:

�¥¬¬  3.2. Ǳãáâì f : X̂ ! X { à §à¥è¥­¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¥© ¯®¢¥àå­®áâ¨ X. �®£¤ 

�(X̂) = �1; H1(OX̂) = H0(R1f�(OX̂)) ¨ H
2(OX̂) = 0:



�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® «¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  jKX̂ j á®¤¥à¦¨â íää¥ªâ¨¢-
­ë© ¤¨¢¨§®à D. �®£¤  ¤¨¢¨§®à �KX = f�(�D) ç¨á«¥­­® ®¡¨«¥­, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â
¯à®¥ªâ¨¢­®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ X (�¥¬¬  3.1). � ª¨¬ ®¡à §®¬, �(X̂) = �1.
�ç¨âë¢ ï �¥¬¬ã 3.1, ­®à¬ «ì­®áâì X ¨ á¯¥ªâà «ì­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì �¥à¥,

¯®«ãç ¥¬ â®ç­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì

H1(OX) = 0 H2(OX) = 0

k k

0!H1(R0f�(OX̂))!H
1(OX̂)!H

0(R1f�(OX̂))!H2(R0f�(OX̂))!H
2(OX̂)!0

;

®âªã¤  á«¥¤ãîâ ®áâ ¢è¨¥áï ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï. �

�«¥¤áâ¢¨¥ 3.3. �¨á«¥­­ ï ¯®¢¥àå­®áâì ¤¥«ì Ǳ¥ææ® à æ¨®­ «ì­  â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  ¥�¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ à æ¨®­ «ì­ë.

x4. �¨á«¥­­ë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ®

c ­¥à æ¨®­ «ì­ë¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨.

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë à §¡¥à�¥¬ ®á­®¢­ë¥ á¢®©áâ¢  ¯®¢¥àå­®áâ¥© ¨§ ¯ à £à ä  3,
­® á ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ { ­¥à æ¨®­ «ì­®áâìî ®á®¡¥­­®áâ¥©. �®á¯®«ì§ã¥¬áï
®¡®§­ ç¥­¨ï¬¨ ¯ à £à ä  3 ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®á®¡¥­­®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ X ­¥à æ¨-
®­ «ì­ë.
�¥®à¥¬  4.1. Ǳãáâì f : X̂ ! X { ¬¨­¨¬ «ì­®¥ à §à¥è¥­¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¥© ¯®-

¢¥àå­®áâ¨ X. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¬®àä¨§¬ �̂ : X̂ ! C ­  ªà¨¢ãî C, ®¯à¥¤¥«ïîé¨©
­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ X̂ áâàãªâãàã «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨, â ª®© çâ®

g(C) = H1(OX̂) 6= 0;

¨ ¬®àä¨§¬ f áâï£¨¢ ¥â ®¤­ã £« ¤ªãî ªà¨¢ãî E, ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï á¥ç¥­¨¥¬ ¬®à-
ä¨§¬  �̂.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¢¨¤ã �¥¬¬ë 3.2 ¨ �«¥¤áâ¢¨ï 3.3 ¤®áâ â®ç­® ¤®ª § âì ¯®á«¥¤-

­¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.
�®àä¨§¬ f ¤®«¦¥­ áâï£¨¢ âì å®âï ¡ë ®¤­ã ªà¨¢ãî, ­¥ «¥¦ éãî ¢ á«®ïå ¬®àä¨§-

¬  �̂, â ª ª ª ¨­ ç¥ ¯® § ¬¥ç ­¨î ¯®á«¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ë 1.4 ®á®¡¥­­®áâ¨ X
¡ë«¨ ¡ë à æ¨®­ «ì­ë¥. Ǳãáâì Ej (j 2 [1; k]) { ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¥ ¯à¨¢¥¤�¥­­ë¥ ªà¨¢ë¥,
­¥ «¥¦ é¨¥ ¢ á«®ïå ¬®àä¨§¬  �̂, ª®â®àë¥ áâï£¨¢ îâáï ¬®àä¨§¬®¬ f . �®£¤ 

KX̂ � f
�(KX)�

nX
i=1

aiFi �
kX
j=1

bjEj;

£¤¥ Fi { f -¨áª«îç¨â¥«ì­ë¥ ªà¨¢ë¥, «¥¦ é¨¥ ¢ á«®ïå ¬®àä¨§¬  �̂,   ai ¨ bj { ¯®«®-
¦¨â¥«ì­ë¥ à æ¨®­ «ì­ë¥ ç¨á« . Ǳ® ä®à¬ã«¥ ¯à¨á®¥¤¨­¥­¨ï ¤«ï ªà¨¢®© Er

(KX̂ +Er) �Er � 2g( ~Er)� 2;



£¤¥ ~Er { ­®à¬ «¨§ æ¨ï ªà¨¢®© Er. Ǳ® ä®à¬ã«¥ �ãà¢¨æ 

2g( ~Er)� 2 � 2g(C)� 2 � 0;

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,

(1� br)E
2
r � (�

nX
i=1

aiFi �
kX

j=1 6=r

bjEj � (br � 1)Er) �Er � 0:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥ bj � 1.
�á«¨ L { á«®© ¬®àä¨§¬  �̂, â®

�2 = KX̂ � L = (f�(KX)�
nX
i=1

aiFi �
kX
j=1

bjEj) � L < (�
kX
j=1

bjEj) � L;

á«¥¤®¢ â¥«ì­®, k = 1, b = b1 < 2 ¨ ¯®¢¥àå­®áâì

E = E1
�= ~E1

ï¢«ï¥âáï á¥ç¥­¨¥¬ «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ �̂ : X̂ ! C. �

�¥®à¥¬  4.2. � ®¡®§­ ç¥­¨ïå �¥®à¥¬ë 4.1 ¯ãáâì ­ ¬ ¤ ­  â ª ï ª®¬¬ãâ â¨¢-
­ ï ¤¨ £à ¬¬ 

X̂
�
! ~Xs

�̂ & . ~�

C

;

çâ® «¨­¥©ç â ï ¯®¢¥àå­®áâì ~�s : ~Xs ! C £« ¤ª ï ¨ ®â­®á¨â¥«ì­® ¬¨­¨¬ «ì­ ï
­ ¤ ªà¨¢®© C. �®£¤  ~Xs �= Proj(E), e > 2g(C)� 2, �(E)2 = �e, £¤¥ E { à §«®¦¨¬ë©
«®ª «ì­® á¢®¡®¤­ë© ¯ãç®ª à ­£  2,   e { ¨­¢ à¨ ­â ¯®¢¥àå­®áâ¨ Proj(E).
�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì C0 { á¥ç¥­¨¥ «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ~�s : ~Xs ! C, â ª®¥

çâ® C2
0 = �e. �®£¤ 

�(E) � C0 + dF;

£¤¥ F { á«®© ¬®àä¨§¬  ~�s ¨ d 2 N (á¬. �¥®à¥¬ã 2.1). � ®¡®§­ ç¥­¨ïå �¥®à¥¬ë 4.1

�(
nX
i=1

aiFi) � aF

¨

K ~Xs + �(
nX
i=1

aiFi + bE) � (b� 2)C0 + (2g(C)� 2� e+ a+ db)F;

£¤¥ a 2 Q�0 .



�á«¨ C0 6= �(E), â® �(E) � C0 = d� e � 0 ¨

(KX̂ +
Pn

i=1 aiFi + bE) � ��(C0)=f�(KX) � ��(C0) < 0

k

(K ~Xs + �(
Pn
i=1 aiFi + bE)) � C0= bd� be+ 2g(C)� 2 + e+ a

:

�® ¥á«¨ e � 0, â®
bd� be+ 2g(C)� 2 + e+ a > b(d� e) � 0:

�á«¨ e < 0, â®
bd� be+ 2g(C)� 2 + e+ a > e(1� b) � 0:

�­ ç¨â, C0 = �(E).
� ¬¥â¨¬, çâ®

��1(C0) 6= ��(C0)) f�(KX) � �
�(C0) < 0;

¯®áª®«ìªã ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ��(C0) á®¤¥à¦¨â -1-ªà¨¢ãî, ª®â®à ï ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì áâï­ãâ 
¬®àä¨§¬®¬ f .
� áá¬®âà¨¬ ¥é�¥ à § à ¢¥­áâ¢ 

(KX̂ +
Pn
i=1 aiFi + bE) � ��(C0)=f�(KX) � ��(C0)

k

(K ~Xs + �(
Pn
i=1 aiFi + bE)) � C0= be+ 2g(C)� 2 + e+ a

:

�®£¤ 
C2
0 = �e � 0) ��1(C0) 6= ��(C0)

¨
0 > f�(KX) � �

�(C0) = (1� b)e+ 2g(C)� 2 + a � 0:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, e > 0 ¨

0 � f�(KX) � �
�(C0) = (1� b)e+ 2g(C)� 2 + a > �e+ 2g(C)� 2:

�âªã¤  ¯® �¥®à¥¬¥ 2.1 ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¯ãç®ª E à §«®¦¨¬. �

�¥®à¥¬  4.3. Ǳãáâì Div(X)
Q=� = Q . �®£¤  X ï¢«ï¥âáï áâï£¨¢ ­¨¥¬ á¥ç¥­¨ï

®â­®á¨â¥«ì­® ¬¨­¨¬ «ì­®© «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ~� : ~X ! C, â ª®© çâ® ¨
h1(O ~X) = g(C) > 0. �®«¥¥ â®£®, ¯®¢¥àå­®áâì ~X ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®¢¥àå­®áâìî X
¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ �¥®à¥¬ë 4.1 á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¤¨ £à ¬¬ë

X̂
�̂
!C

f #

X

;



â ª®© çâ® ¬®àä¨§¬ f ¥áâì ¬¨­¨¬ «ì­®¥ à §à¥è¥­¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¥© ¯®¢¥àå­®áâ¨ X,
¬®àä¨§¬ �̂ § ¤ �¥â áâàãªâãàã «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ­  X̂, g(C) > 0, f áâï£¨¢ ¥â
®¤­® á¥ç¥­¨¥ ¨ ª®¬¯®­¥­âë ¯à¨¢®¤¨¬ëå á«®�¥¢ à áá«®¥­¨¥ �̂.
� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¢®¤¨¬ë¥ á«®¨ ¬®àä¨§¬  �̂ {

F� =
j�X
i=1

aiF
�
i ; £¤¥ (� 2 [1; N ] ¨ ai 2 N)

�®£¤ 

rk(Div(X̂)
 Q=�) = 2 +
NX
�=1

(j� � 1):

� ¤àã£®© áâ®à®­ë,

rk(Div(X̂)
 Q=�) = 1 + ç¨á«® ªà¨¢ëå, áâï£¨¢ ¥¬ëå ¬®àä¨§¬®¬ f:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬®àä¨§¬ f ­¥ áâï£¨¢ ¥â â®«ìª® ®¤­ã ª®¬¯®­¥­âã ª ¦¤®£® ¯à¨¢®¤¨-
¬®£® á«®ï, ¨ áãé¥áâ¢ã¥â á«¥¤ãîé ï ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï ¤¨ £à ¬¬ 

X̂
p
! ~X

g
! X

�̂ & . ~�

C

;

£¤¥ f = g Æ p, ~� : ~X ! C { ®â­®á¨â¥«ì­® ¬¨­¨¬ «ì­ ï «¨­¥©ç â ï ¯®¢¥àå­®áâì, ¨
¬®àä¨§¬ g áâï£¨¢ ¥â ¥�¥ á¥ç¥­¨¥.
� ª ª ª h1(OX̂) = g(C) ¨ ¯® �¥®à¥¬¥ 2.4 ®á®¡¥­­®áâ¨ ~X à æ¨®­ «ì­ë, â® ¨§ á¯¥ª-

âà «ì­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ �¥à¥ á«¥¤ã¥â, çâ® h1(O ~X) = g(C) > 0.
�¤¨­áâ¢¥­­®áâì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ~X á«¥¤ã¥â ¨§ ¥�¥ ¯®áâà®¥­¨ï. �

�§ �¥®à¥¬ 4.1-3.3 ¨ �¥¬¬ë 2.3 ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬ .
�¥®à¥¬  4.4. � ãá«®¢¨ïå �¥®à¥¬ë 4.3 ¯®¢¥àå­®áâ¨ X ¬®¦­® ª ­®­¨ç¥áª¨ á®-

¯®áâ ¢¨âì â ªãî £« ¤ªãî ®â­®á¨â¥«ì­® ¬¨­¨¬ «ì­ãî «¨­¥©ç âãî ¯®¢¥àå­®áâì
~�s : ~Xs ! C, çâ®

~Xs �= Proj(E)

¤«ï à §«®¦¨¬®£® «®ª «ì­® á¢®¡®¤­®£® ¯ãçª  à ­£  2 E á e > 2g(C)� 2, £¤¥ e { ¨­¢ -
à¨ ­â «¨­¥©ç â®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ Proj(E).

x5. �¤­  ª®­áâàãªæ¨ï.

Ǳãáâì ­ ¬ ¤ ­  ¯ à 
(�̂ : X̂ ! C;C0); (5.1)

£¤¥ �̂ : X̂ ! C { £« ¤ª ï «¨­¥©ç â ï ¯®¢¥àå­®áâì,   C0 { ¥�¥ á¥ç¥­¨¥. �ë ¡ã¤¥¬
£®¢®à¨âì, çâ® ¯ à 

(�̂0 : X̂ 0 ! C;C 00)



¯®«ãç¥­  í«¥¬¥­â à­ë¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬ � ­ ¤ â®çª®© x 2 C ¨§ ¯ àë (5.1) ¥á«¨
áãé¥áâ¢ã¥â ¡¨à æ¨®­ «ì­ë© ¬®àä¨§¬

� : X̂ 0=S ! X̂=S;

â ª®© çâ® ¯®¢¥àå­®áâì X̂ 0 £« ¤ª ï, � ¥áâì ª®¬¯®§¨æ¨ï à §¤ãâ¨© ¢ á«®¥ ¬®àä¨§¬  �̂
­ ¤ â®çª®© x 2 C, á«®© ¬®àä¨§¬  �̂ ­ ¤ â®çª®© x 2 C ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ¨ á®¤¥à¦¨â à®¢­®
®¤­ã -1-ªà¨¢ãî C 00 = ��1(C0) ¨ ��(C0) 6= C 00.
�ë áª ¦¥¬, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯ à æ¥«ëå ç¨á¥«

(�1i ; �
2
i )

¤«ï i 2 N�3 , ®¡« ¤ îâ á¢®©áâ¢®¬ (*), ¥á«¨ (�13; �
2
3) = (1; 1),   ¤«ï i � 4

8><
>:
(�1i ; �

2
i ) = (�1i�1; �

1
i�1 + �2i�1); «¨¡®

(�1i ; �
2
i ) = (�1i�1 + �2i�1; �

2
i�1); «¨¡®

(�1i ; �
2
i ) = (0; �1i�1 + �2i�1):

Ǳãáâì ¯ à 
(�̂0 : X̂ 0 ! C;C 00)

¯®«ãç¥­  í«¥¬¥­â à­ë¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬ � ­ ¤ â®çª®© x 2 C ¨§ ¯ àë (5.1). �¢¥¤�¥¬
á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï:

(1) X̂0 = X̂, �̂0 = �̂ ¨ F1 { á«®© ¬®àä¨§¬  �̂0 ­ ¤ â®çª®© x,
(2) �1;0 : X̂1 ! X̂0 { à §¤ãâ¨¥ â®çª¨ F1 \C0, �̂1 = �̂0 Æ�1;0 ¨ F2 { ¨áª«îç¨â¥«ì­ ï

ªà¨¢ ï ¬®àä¨§¬  �1;0,
(3) �2;1 : X̂2 ! X̂1 { à §¤ãâ¨¥ â®çª¨ F1 \ F2, �2;0 = �1;0 Æ �2;1, �̂2 = �̂1 Æ �2;1 ¨ F3

{ ¨áª«îç¨â¥«ì­ ï ªà¨¢ ï ¬®àä¨§¬  �2;1,
(4) �i+1;i : X̂i+1 ! X̂i { à §¤ãâ¨¥ â®çª¨ ­  Fi+1, �i+1;j = �j+1;j Æ : : : Æ �i+1;i ¥á«¨

j � i, �̂i+1 = �̂i Æ �i+1;i ¨ Fi+2 { ¨áª«îç¨â¥«ì­ ï ªà¨¢ ï ¬®àä¨§¬  �i+1;i,
(5) F r { ¢®§¬®¦­® ­¥¯à¨¢¥¤�¥­­ë© á«®© ¬®àä¨§¬  �̂r ­ ¤ â®çª®© x,
(6) X̂N = X̂ 0, �̂N = �̂0 ¨ FN+1 { ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï -1-ªà¨¢ ï ¢ FN ,
(7) C 00 = ��1N;0(C0) ¨ �Fi = ��1N;i�1(Fi) ¤«ï i 2 [1; N � 1].

�®¯®áâ ¢¨¬ ¯®¢¥àå­®áâ¨ X̂ 0 ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯ à æ¥«ëå ç¨á¥«

(��1i (X̂
0); ��2i (X̂

0)) ¤«ï i 2 [3; N + 1];

£¤¥ N + 1 { ç¨á«® ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ª®¬¯®­¥­â ¢ á«®¥ ¬®àä¨§¬  �̂0 ­ ¤ â®çª®© x 2 C.
� áá¬®âà¨¬ ¯®¢¥àå­®áâì X̂i+1 (i 2 [1; N � 1]). �  ­¥© ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

F i+1 � ai+2Fi+2 +
i+1X
j=1

aj�
�1
i+1;j�1(Fj);



£¤¥ Fi+2 { ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï -1-ªà¨¢ ï ¢ F i+1. � ¬¥â¨¬, çâ® Fi+2 ¯¥à¥á¥ª ¥â ­¥ ¡®«ìè¥
¤¢ãå ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ª®¬¯®­¥­â F i+1.
Ǳãáâì Fi+2 ¯¥à¥á¥ª ¥â �

�1
i+1;k�1(Fk) ¨ �

�1
i+1;l�1(Fl), ¯à¨ç�¥¬ �

�1
i+1;l�1(Fl) «¥¦¨â ¢ á¢ï§-

­®© ª®¬¯®­¥­â¥ F i+1nFi+2, ª®â®à ï ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á �
�1
i+1;0(C0), £¤¥ l 6= k ¨ k; l 2 [1; i+1].

Ǳ®«®¦¨¬
(��1i+2(X̂

0); ��2i+2(X̂
0)) = (ak; al):

Ǳãáâì Fi+2 ¯¥à¥á¥ª ¥â â®«ìª® ��1i+1;k�1(Fk) áà¥¤¨ ª®¬¯®­¥­â F i+1 (k 2 [1; i + 1]),
â®£¤  k = i+ 1. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¯®«®¦¨¬

(��1i+2(X̂
0); ��2i+2(X̂

0)) = (0; ai+1):

�§ ¯à¨¢¥¤�¥­­®© ª®­áâàãªæ¨¨ ­¥á«®¦­® ¢ë¢¥áâ¨ á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢¥ «¥¬¬ë, ª®â®àë¥
¬ë ®áâ ¢¨¬ ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ .
�¥¬¬  5.1. Ǳ®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯ à æ¥«ëå ç¨á¥«

(��1i (X̂
0); ��2i (X̂

0)) ¤«ï i 2 [3; N + 1]

ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (*).
�¥¬¬  5.2. Ǳãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®âì ¯ à æ¥«ëå ç¨á¥« (�1i ; �

2
i ) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â

ãá«®¢¨î (*) ¤«ï i 2 [3; N + 1]. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ¯ à 

(�̂0 : X̂ 0 ! C;C 00);

¯®«ãç¥­­ ï í«¥¬¥­â à­ë¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬ � ­ ¤ â®çª®© x 2 C ¨§ ¯ àë (5.1), â ª ï
çâ® ¤«ï ¢á¥å i

(��1i (X̂
0); ��2i (X̂

0)) = (�1i ; �
2
i ):

�ë áª ¦¥¬, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯ à æ¥«ëå ç¨á¥« (�1i ; �
2
i ) ¤«ï i 2 N�3 ¤¢®©-

áâ¢¥­­  ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¯ à æ¥«ëå ç¨á¥« (�1i ; �
2
i ), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨î

(*), ¥á«¨ (�13 ; �
2
3) = (0;�1),   ¤«ï i � 4

(�1i ; �
2
i ) =

8><
>:
(�1i�1; �

1
i�1 + �2i�1 + 1) ¥á«¨ (�1i ; �

2
i ) = (�1i�1; �

1
i�1 + �2i�1);

(�1i�1 + �2i�1 + 1; �2i�1) ¥á«¨ (�1i ; �
2
i ) = (�1i�1 + �2i�1; �

2
i�1);

(0; �1i�1 + �2i�1 + 1) ¥á«¨ (�1i ; �
2
i ) = (0; �1i�1 + �2i�1):

x6. �« áá¨ä¨ª æ¨ï.

Ǳãáâì ¤ ­ë

(1) £« ¤ª ï ®â­®á¨â¥«ì­® ¬¨­¨¬ «ì­ ï «¨­¥©ç â ï ¯®¢¥àå­®áâì �0 : X0 ! C á
á¥ç¥­¨¥¬ C0, â ª¨¥ çâ®

�C2
0 = e = deg(L) > 2g(C)� 2



¨ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® L 2 Pic(C)

X0 �= Proj(OC �OC(L));

(2) ­ ¡®à ¯®¯ à­® à §«¨ç­ëå â®ç¥ª fx1; : : : ; xKg � C, ¢®§¬®¦­® ¯ãáâ®© (K = 0),
(3) £« ¤ª¨¥ «¨­¥©ç âë¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ �d : Xd ! C á á¥ç¥­¨ï¬¨ Cd � Xd ¤«ï

d 2 [1; K] â ª¨¥, çâ® ª ¦¤ ï ¯ à 

(�d : Xd ! C;Cd)

¯®«ãç¥­  í«¥¬¥­â à­ë¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬ �d ­ ¤ â®çª®© xd 2 C ¨§ ¯ àë

(�d�1 : Xd�1 ! C;Cd�1):

�á«¨ K � 1, â® ª®­áâàãªæ¨ï ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ à £à ä  áâ ¢¨â ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª -
¦¤®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ Xd ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯ à æ¥«ëå ç¨á¥«

(��1i (X
d); ��2i (X

d)) ¤«ï i 2 [3; N(d) + 1]

¨ ¤¢®©áâ¢¥­­ãî ª ­¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯ à æ¥«ëå ç¨á¥«

(��1i (X
d); ��2i (X

d)) ¤«ï i 2 [3; N(d) + 1];

£¤¥ N(d) + 1 íâ® ç¨á«® ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ª®¬¯®­¥­â á«®ï ¬®àä¨§¬  �d ­ ¤ â®çª®© xd.
Ǳ®¢¥àå­®áâ¨ XK á®¯®áâ ¢«ï¥âáï K ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¯ à æ¥«ëå ç¨á¥«

(��1i (X
K ; d); ��2i (X

K; d)) = (��1i (X
d); ��2i (X

d))

¨ K ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¯ à æ¥«ëå ç¨á¥«

(��1i (X
K ; d); ��2i (X

K; d)) = (��1i (X
d); ��2i (X

d))

¤«ï d 2 [1; K] ¨ i =2 [3; N(d) + 1], £¤¥ N(d) + 1 íâ® ç¨á«® ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ª®¬¯®­¥­â
á«®ï ¬®àä¨§¬  �K ­ ¤ â®çª®© xd.
�¢¥ á«¥¤ãîé¨¥ «¥¬¬ë ï¢«ïîâáï ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ª ¬¨ �¥¬¬ 5.1 ¨ 5.2.
�¥¬¬  6.1. Ǳ®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯ à æ¥«ëå ç¨á¥«

(��1i (X
K ; d); ��2i (X

K ; d)) ¤«ï d 2 [1; K] ¨ i 2 [3; N(d) + 1]

ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (*) ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ d.
�¥¬¬  6.2. �«ï K ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¯ à æ¥«ëå ç¨á¥«

(�1i (d); �
2
i (d)); £¤¥ d 2 [1; K]; i 2 [3; R(d) + 1] ¨ R(d) 2 N�2);

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î (*), áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï £« ¤ª ï «¨­¥©ç â ï ¯®-
¢¥àå­®áâì �K : XK ! C á á¥ç¥­¨¥¬ CK , â ª ï çâ®

(1) ¯ à  (�K : XK ! C;CK) ¯®«ãç¥­  ¨§ ¯ àë (�0 : X0 ! C;C0) á ¯®¬®éìî ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ í«¥¬¥­â à­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ­ ¤ â®çª ¬¨ fx1; : : : ; xKg,

(2) á«®© ¬®àä¨§¬  �K ­ ¤ â®çª®© xd ¨¬¥¥â R(d)+ 1 ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ª®¬¯®­¥­â,
(3) ¤«ï d 2 [1; K] ¨ i 2 [3; R(d) + 1] ¢ë¯®«­¥­ë à ¢¥­áâ¢ 

(��1i (X
K ; d); ��2i (X

K ; d)) = (�1i (d); �
2
i (d)):



�¡®§­ ç¨¬ á«®© ¬®àä¨§¬  �K ­ ¤ â®çª®© xd { F (d) ¤«ï d 2 [1; K],   ¥£® ­¥-
¯à¨¢®¤¨¬ë¥ ª®¬¯®­¥­âë { Fj(d) ¤«ï j 2 [1; N(d)]. �  ¯®¢¥àå­®áâ¨ XK ¢ë¯®«­¥­ë
á®®â­®è¥­¨ï

F (d) =
N(d)+1X
j=1

aj(d)Fj(d)

¨

KXK � �2CK +
KX
d=1

N(d)+1X
j=1

bj(d)Fj(d) + (2g(C)� 2� e)F;

£¤¥ F { ®¡é¨© á«®© ¬®àä¨§¬  �K .
�«¥¤ãîé ï «¥¬¬  ®¡êïá­ï¥â £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© á¬ëá« ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©, ã¤®-

¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î (*), ¨ ¤¢®©áâ¢¥­­ëå ª ­¥©.
�¥¬¬  6.3. �«ï d 2 [1; K] ¨ i 2 [3; N(d) + 1] ¢ë¯®«­¥­ë à ¢¥­áâ¢ 

��1i (X
K ; d) + ��2i (X

K ; d) = ai(d) ¨ ��1i (X
K ; d) + ��2i (X

K ; d) + 1 = bi(d):

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á¥ à ¢¥­áâ¢  ­¥á«®¦­® á«¥¤ãîâ ¨§ í«¥¬¥­â à­ëå á¢®©áâ¢ à §-
¤ãâ¨© ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ��1i (X

K ; d) ¨ ��1i (X
K ; d). �

�«¥¤ãîé ï «¥¬¬  ï¢«ï¥âáï ª«îç¥¢®© ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥.
�¥¬¬  6.4. Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢®

KX
d=1

bN(d)+1(d)

aN(d)+1(d)
< 2� 2g(C) + e:

�®£¤ 

(1) áãé¥áâ¢ãîâ ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥ à æ¨®­ «ì­ë¥ ç¨á«  �j(d) ¨ 
 â ª¨¥, çâ® ¢ë-
¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

KXK � �2CK �
KX
d=1

N(d)+1X
j=1

�j(d)Fj(d)� 
F;

(2) ¤«ï i 2 [3; N(d)]
bi(d)
ai(d)

�
bN(d)+1(d)

aN(d)+1(d)
;

(3) ä®à¬  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ªà¨¢ëå CK ; �Fr(k) (k 2 [1; K] ¨ r 2 [1; N(k)]) ®âà¨æ â¥«ì­®
®¯à¥¤¥«¥­ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ á­ ç «  ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥. Ǳãáâì

2� 2g(C) + e =
KX
d=0

�d;



£¤¥ �d 2 Q>0 ¨ �d >
bN(d)+1(d)

aN(d)+1(d)
¤«ï ¢á¥å d 2 [1; K]. �®£¤  ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

KXK � �2CK �
KX
d=1

N(d)+1X
j=1

�j(d)Fj(d)� 
F;


 = �0 > 0 ¨ �N(d)+1(d) = aN(d)+1(d)�d � bN(d)+1(d) > 0 ¤«ï d 2 [1; K]:

�®ª ¦¥¬, çâ® �j(d) > 0 ¤«ï d 2 [1; K] ¨ j 2 [1; N(d)]. �á«¨ íâ® ­¥ â ª, â® ¤«ï
­¥ª®â®à®£® k 2 [1; K] áãé¥áâ¢ã¥â ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® J � [1; N(k)], â ª®¥ çâ® ¬­®¦¥áâ¢®

[j�JFj(k)

á¢ï§­® ¨ �j(k) � 0 ¤«ï ¢á¥å j 2 J . �«ï j 2 J áà¥¤¨ Fj(k) ­¥â -1-ªà¨¢ëå, ¨ ä®à¬ 
¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ªà¨¢ëå Fj(k) ®âà¨æ â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­  (á¬. [Be2]). �«ï ¢á¥å j 2 J ¯®
ä®à¬ã«¥ ¯à¨á®¥¤¨­¥­¨ï

KXK � Fj(k) + Fj(k)
2 � �2:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤«ï ¢á¥å j 2 J KXK � Fj(k) � 0 ¨

0 � KXK � (
X
j2J

�j(k)Fj(k)) = (�2CK �
N(k)+1X
j=1

�j(k)Fj(k)) � (
X
j2J

�j(k)Fj(k))

k

�(
X
j2J

�j(k)Fj(k))
2 � 2CK � (

X
j2J

�j(k)Fj(k))� (
N(k)+1X
j=1;j 62J

�j(k)Fj(k)) � (
X
j�J

�j(k)Fj(k)):

�®
�(
X
j2J

�j(k)Fj(k))
2 � 0;

¯à¨ç�¥¬ à ¢¥­áâ¢® ¢ë¯®«­¥­®, ¥á«¨ ¤«ï ¢á¥å j 2 J �j(k) = 0. �ç¥¢¨¤­®, çâ®

�2CK � (
X
j2J

�j(k)Fj(k)) � 0

¨

�(
N(k)+1X
j=1;j 62J

�j(k)Fj(k)) � (
X
j2J

�j(k)Fj(k)) � 0:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤«ï ¢á¥å j 2 J �j(k) = 0 ¨

0 � (
X
j2J

Fj(k)) �KXK = (
X
j2J

Fj(k)) � (�2CK �
N(k)+1X
j=1

�j(k)Fj(k)) < 0:



�­ ç¨â, �j(d) > 0 ¤«ï ¢á¥å d 2 [1; K] ¨ j 2 [1; N(d)].
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¤®ª § «¨, çâ® ¥á«¨

2� 2g(C) + e =
KX
d=0

�d

¤«ï

�d 2 Q \ (
bN(d)+1(d)

aN(d)+1(d)
;+1) ¨ d 2 [1; K];

â® ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

KXK � �2CK �
KX
d=1

N(d)+1X
j=1

�j(d)Fj(d)� 
F;

£¤¥ 
 = �0 ¨ �j(d) = aj(d)�d � bj(d) > 0 ¤«ï d 2 [1; K] ¨ j 2 [1; N(d)]. �á«¨ â¥¯¥àì

ãáâà¥¬¨âì �d !
bN(d)+1(d)

aN(d)+1(d)
, â® ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¢â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ «¥¬¬ë.

�«ï § ¢¥àè¥­¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  § ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï k 2 [1; K] ¨ r 2 [1; N(k)] áà¥-
¤¨ ªà¨¢ëå CK ; �Fr(k) ­¥â -1-ªà¨¢ëå, ä®à¬  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ªà¨¢ëå �Fr(k) ®âà¨æ â¥«ì­®
®¯à¥¤¥«¥­  (á¬. [Be2]) ¨

C2
K � C

2
0 = �e < 2� 2g(C) < 0:

Ǳ® ä®à¬ã«¥ ¯à¨á®¥¤¨­¥­¨ï

KXK � CK + C2
K � 0 ¨ KXK � �Fr(k) + �Fr(k)

2 � �2:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®,

KXK � CK > 0 ¨ KXK � �Fr(k) � 0 ¤«ï k 2 [1; K] ¨ r 2 [1; N(k)]:

�­ ç¨â, ¤«ï k 2 [1; K] ¨ r 2 [1; N(k)]

�Fr(k) � (�2CK �
KX
d=1

N(d)+1X
j=1

�j(d)Fj(d)� 
F ) � 0

¨

CK � (�2CK �
KX
d=1

N(d)+1X
j=1

�j(d)Fj(d)� 
F ) > 0:

�âáî¤  ¤«ï k 2 [1; K] ¨ r 2 [1; N(k)]

�Fr(k) � (�2CK �
KX
d=1

N(d)X
j=1

�j(d)Fj(d)) � 0;



CK � (�2CK �
KX
d=1

N(d)X
j=1

�j(d)Fj(d)) > 0

¨ ¥á«¨ �Fr(k) \ �FN(k)+1(k) 6= ;, â®

�Fr(k) � (�2CK �
KX
d=1

N(d)X
j=1

�j(d)Fj(d)) > 0:

�§ à ¡®âë [Ar] á«¥¤ã¥â, çâ® ä®à¬  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ªà¨¢ëå CK ; �Fr(k) ¤«ï k 2 [1; K] ¨
r 2 [1; N(k)] ®âà¨æ â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­  (á¬. [Ar]). �

�¥¬¬  6.5. �¥à ¢¥­áâ¢®

KX
d=1

bN(d)+1(d)

aN(d)+1(d)
< 2� 2g(C) + e;

¢ë¯®«­ï¥âáï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¬®àä¨§¬ f : XK ! X, áâï-
£¨¢ îé¨© ªà¨¢ë¥ CK ¨ Fj(d) ¤«ï d 2 [1; K] ¨ j 2 [1; N(d)], â ª®© çâ® ¯®¢¥àå­®áâì
X ï¢«ï¥âáï ç¨á«¥­­®© ¯®¢¥àå­®áâìî ¤¥«ì Ǳ¥ææ® á Div(X)
 Q=� = Q .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì

KX
d=1

bN(d)+1(d)

aN(d)+1(d)
< 2� 2g(C) + e;

â®£¤  ¯® �¥¬¬¥ 6.4 ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ XK ä®à¬  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ªà¨¢ëå CK ¨ �Fr(k) ¤«ï
d 2 [1; K] ¨ j 2 [1; N(d)] ®âà¨æ â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­  ¨ ¨§ à ¡®âë [Sak] á«¥¤ã¥â, çâ®
áãé¥áâ¢ã¥â ¬®àä¨§¬ f : XK ! X, áâï£¨¢ îé¨© íâ¨ ªà¨¢ë¥. �®£¤ 

rk(Div(XK)
 Q=�) = 2 +
KX
d=1

N(d):

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, Div(X)
 Q=� = Q : �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ X ¢ë¯®«­¥­®
á®®â­®è¥­¨¥

f�(KXK ) = KX � (
KX
d=1

bN(d)+1(d)

aN(d)+1(d)
� 2� 2g(C) + e)f�(F ):

�§ ãá«®¢¨© rk(Div(X)
 Q=�) = 1 ¨

KX
d=1

bN(d)+1(d)

aN(d)+1(d)
� 2� 2g(C) + e < 0

á«¥¤ã¥â, çâ® X { ç¨á«¥­­ ï ¯®¢¥àå­®áâì ¤¥«ì Ǳ¥ææ®.



�¥¯¥àì ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¬®àä¨§¬ f : XK ! X, â ª®© çâ®X { ç¨á«¥­-
­ ï ¯®¢¥àå­®áâì ¤¥«ì Ǳ¥ææ®, Div(X)
Q=� = Q , f áâï£¨¢ ¥â ªà¨¢ë¥ CK ¨ Fj(d) ¤«ï
d 2 [1; K] ¨ j 2 [1; N(d)]. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ­  ¯®¢¥àå­®áâ¨ X ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

f�(KXK ) = KX � (
KX
d=1

bN(d)+1(d)

aN(d)+1(d)
� 2� 2g(C) + e)f�(F ):

�§ ç¨á«¥­­®© ®¡¨«ì­®áâ¨ ¤¨¢¨§®à  �KX ¨ ãá«®¢¨ï rk(Div(X)
 Q=�) = Q á«¥¤ã¥â,
çâ®

KX
d=1

bN(d)+1(d)

aN(d)+1(d)
� 2� 2g(C) + e < 0:

�

�§ �¥®à¥¬ë 3.4 ¨ �¥¬¬ 6.1-6.5 ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé ï ª« áá¨ä¨ª æ¨®­­ ï â¥®à¥¬ .
�¥®à¥¬  6.6. �ãé¥áâ¢ã¥â ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã ç¨á«¥­-

­ë¬¨ ¯®¢¥àå­®áâï¬¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ® X, ¨¬¥îé¨¬¨ ­¥à æ¨®­ «ì­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ ¨
Div(X)
 Q=� = Q , ¨ á«¥¤ãîé¥© á®¢®ªã¯­®áâìî

(1) «¨­¥©ç â ï ¯®¢¥àå­®áâì Proj(OC�OC(L)) á ¨­¢ à¨ ­â®¬ e, £¤¥ L 2 Pic(C),
g(C) � 1 ¨ e = �deg(L) > 2g(C)� 2,

(2) ­ ¡®à ¯®¯ à­® à §«¨ç­ëå â®ç¥ª fx1; : : : ; xKg � C, ¢®§¬®¦­® ¯ãáâ®© (K = 0),
(3) K ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¯ à æ¥«ëå ç¨á¥«

(�1i (d); �
2
i (d)) ¤«ï d 2 [1; K]; i 2 [3; R(d) + 1] ¨ R(d) 2 N�2):

� ¬¥â¨¬, çâ® �¥®à¥¬  6.6 ¤ �¥â ­¥ â®«ìª® ª« áá¨ä¨ª æ¨î ¢á¥å ç¨á«¥­­ëå ¯®¢¥àå-
­®áâ¥© ¤¥«ì Ǳ¥ææ® á ­¥à æ¨®­ «ì­ë¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¨ Div(X) 
 Q=� = Q , ­® ¨
íää¥ªâ¨¢­ë©  «£®à¨â¬ ¨å ¯®áâà®¥­¨ï.



���������� � ����� III

� ��Ǳ��Ǳ����������� ���Ǳ��� M � PM

� íâ®¬ ¤®¡ ¢«¥­¨¨ ¬ë ¤®ª ¦¥¬ ®¡®¡é¥­¨ï �¥®à¥¬ 1.2, 3.1, 3.5 ¨ 3.6 £« ¢ë II ¤«ï
¬­®£®®¡à §¨© à §¬¥à­®áâ¨ ¡®«ìè¥ 3.
Ǳãáâì X { £« ¤ª ï £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâì áâ¥¯¥­¨ M ¢ PM . �¢¨¤ã à¥§ã«ìâ â®¢ £« ¢ë

II, ¬ë ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® M � 5. � ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ª¢ àâ¨ª¨ Pic(X) = Z ¨

�KX � OPM(1)jX :

� áá¬®âà¨¬ ­  £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâ¨ X «®£ ¯ àã

(X;BX) = (X;
NX
i=1

biBi) (1)

¨ � 2 Q>0 [ f+1g, â ª®¥ çâ® ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

KX + �BX �Q 0;

¯à¨ç¥¬ ¥á«¨ BX = ;, â® � = +1.
�ë ¤®ª ¦¥¬ á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã.
�¥®à¥¬  1. Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâì X \¤®áâ â®ç­® ®¡é ï". �®£¤ 

¤«ï «®£ ¯ àë (X;BX) ¢®§¬®¦­ë á«¥¤ãîé¨¥ ¢ à¨ ­âë:

(1) � > 1, �(X;BX) = �1 ¨ «®£ ¯ à  (1) â¥à¬¨­ «ì­ ,
(2) � = 1, �(X;BX) = 0 ¨ «®£ ¯ à  (1) ª ­®­¨ç­ , ¯à¨ç�¥¬ ¥á«¨ ®­  ­¥ â¥à¬¨-

­ «ì­ , â® ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë Bi á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ®¤­®£® ¯ãçª  P ¢ j�KX j,
(3) � < 1, �(X;BX) = 1, «®£ ¯ à  (1) ­¥ ª ­®­¨ç­ , ¢á¥ «¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë Bi

á®áâ ¢«¥­ë ¨§ ®¤­®£® ¯ãçª  P ¢ j �KX j ¨ I(X;BX) = �P ,
(4) � < 1 ¨ �(X;BX) =M � 1.

� ¬¥â¨¬, çâ® \¤®áâ â®ç­ãî ®¡é­®áâì" ¢ �¥®à¥¬¥ 1 ¬®¦­® ¯®­¨¬ âì ¢ á¬ëá«¥
à ¡®âë [Ǳã2].
Ǳà¥¦¤¥ ç¥¬ ¤®ª §ë¢ âì �¥®à¥¬ã 1, ¬ë áä®à¬ã«¨àã¥¬ ®¤¨­ à¥§ã«ìâ â, ª®â®àë©

¢ë¢®¤¨âáï ¨§ �¥®à¥¬ë 1  ­ «®£¨ç­® â®¬ã, ª ª ¢ £« ¢¥ III �¥®à¥¬  1.2 ¢ë¢®¤¨âáï ¨§
�¥®à¥¬ 3.1, 3.5 ¨ 3.6.



�¥®à¥¬  2. � ãá«®¢¨ïå �¥®à¥¬ë 1 ¢ë¯®«­¥­ë á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï:

(1) £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâì X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ­¥ ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥âáï ¢ à áá«®¥­¨ï9 ­ 
¬­®£®®¡à §¨ï á à §¬¥à­®áâìî �®¤ ¨àë �1,

(2) £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâì X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ­¥ ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥âáï ¢ à áá«®¥­¨ï á à §-
¬¥à­®áâìî �®¤ ¨àë ­®«ì, ç¥© ®¡é¨© á«®© ¨¬¥¥â à §¬¥à­®áâì ¬¥­ìè¥M�2.

(3) ¥á«¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâì X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥âáï ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ®â®-
¡à ¦¥­¨ï � ¢ à áá«®¥­¨¥ � : Y ! Z, ç¥© ®¡é¨© á«®© ¨¬¥¥â à §¬¥à­®áâì
M � 2 ¨ à §¬¥à­®áâì �®¤ ¨àë ­®«ì, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¯ãç®ª ¢ «¨­¥©­®© á¨-
áâ¥¬¥ j �KX j, â ª®© çâ® � Æ � = �P ,

(4) Bir(X) = Aut(X) ¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâì X ¡¨à æ¨®­ «ì­® ­¥ ¨§®¬®àä­  ­¨-
ª ª®¬ã ¬­®£®®¡à §¨î � ­® á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ®â«¨ç­®¬ã ®â
á¥¡ï á ¬®£®.

� ª ¨ ¢ ¯ à £à ä¥ 3 ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® � = 1 ¨ CS(X;BX) 6= ;.
� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ �¥®à¥¬ë 1.3 £« ¢ë I ¬ë ­¥ ¨á¯®«ì§®¢ «¨ âà�¥å¬¥à-

­®áâì à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ¬­®£®®¡à §¨ï. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¥á«¨ CS(X;BX) á®¤¥à¦¨â
â®çªã O ­  £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâ¨ X, â® ¢ë¯®«­¥­® áâà®£®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®

multO(B
2
X) > 4;

¯®áª®«ìªã dim(X) > 3. Ǳ®á«¥¤­¥¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â à ¡®â¥ [Ǳã3].
�­ ç¨â, ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® CS(X;BX) á®¤¥à¦¨â ¬­®£®®¡à §¨¥ S á dim(S) 6= 0.

�®£¤  ¨§ à ¡®âë [Ǳã1] á«¥¤ã¥â, çâ®

multS(BX) � 1

¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, «®£ ¯ à  (1) ª ­®­¨ç­ .
�¥¬¬  3. �á«¨ dim(S) < M � 3, â®

multS(BX) > 1:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì f :W ! X { à §¤ãâ¨¥ ®¡é¥© â®çª¨ ¬­®£®®¡à §¨ï S. �§
�¥¬¬ë 3 ¨ ãá«®¢¨ï dim(S) < M � 3 á«¥¤ã¥â, çâ®

a(X;BX ; E) > 0:

�âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¬­®£®®¡à §¨¥ T �W , â ª®¥ çâ® ¬®àä¨§¬ f jT : T ! S
áîàê¥ªâ¨¢¥­ ¨ «®£ ¯ à 

(W;BW ) = (W; f�1(BX))

­¥ â¥à¬¨­ «ì­  ¢ ®¡é¥© â®çª¥ ¬­®£®®¡à §¨ï T . �§ áîàê¥ªâ¨¢­®áâ¨ ¬®àä¨§¬  f jT :
T ! S á«¥¤ã¥â, çâ®

multS(BX) > 1:

9�ë ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥¬ §¤¥áì, çâ® ®¡é¨© á«®© à áá«®¥­¨ï ¨¬¥¥â à §¬¥à­®áâì ¬¥­ìè¥ M � 1.



�

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® dim(S) =M�3. Ǳà¨¬¥­ïï ¤®ª § â¥«ìáâ¢®
�¥¬¬ë 3.3 £« ¢ë III, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ­¥à ¢¥­áâ¢®

deg(S) �M:

�¢¨¤ã ®¡é­®áâ¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâ¨ X, S ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì «¨­¥©­ë¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬
(á¬. [Ǳã3]). � ¬¥â¨¬, çâ® ¢ íâ®¬ ¯à¨ç¨­  ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­®£® ®â«¨ç¨ï �¥®à¥¬ë 1
®â �¥®à¥¬ë 1.2 £« ¢ë III, ¯®áª®«ìªã «î¡ ï £« ¤ª ï âà�¥å¬¥à­ ï ª¢ àâ¨ª  á®¤¥à¦¨â
®¤­®¬¥à­®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¯àï¬ëå.
�¥¬¬  4. �ãé¥áâ¢ã¥â (M�2)-¬¥à­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¢ PM , á®¤¥à¦ é¥¥

¬­®£®®¡à §¨¥ S.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á®¦ «¥­¨î ¤®ª § â¥«ìáâ¢®  ­ «®£¨ç­®© âà�¥å¬¥à­®© «¥¬¬ë

(�¥¬¬  3.4 £« ¢ë III) ­¥ ¯à®å®¤¨â ¢ ­ è¥© á¨âã æ¨¨.
� áá¬ âà¨¢ ï ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ á M � 4 ®¡é¨¬¨ £¨¯¥à¯«®áª¨¬¨ á¥ç¥­¨ï¬¨, ¬®¦­® áç¨-

â âì, çâ®
deg(X) =M;dim(X) = 3; dim(S) = 1 ¨ multS(BX) = 1:

� íâ¨å ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå, ­ ¬ ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® ªà¨¢ ï S ¯«®áª ï.
�ë ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ¯à¨�¥¬®¬ à ¡®âë [Ǳã1]. Ǳãáâì RS { ¤®áâ â®ç­® ®¡é¨© ª®­ãá

­ ¤ ªà¨¢®© S. �®£¤ 

RS �X = S [ ~S ¨ deg( ~S) = (M � 1)deg(S):

�§ ®¡é­®áâ¨ ª®­ãá  RS á«¥¤ã¥â, çâ®

~S 6� [Ni=1Bs(Bi)

¨, ª ª ¯®ª § ­® ¢ à ¡®â¥ [Ǳã1], ªà¨¢ë¥ S ¨ ~S ¯¥à¥á¥ª îâáï âà ­á¢¥àá «ì­® à®¢­® ¢
(M � 1)deg(S) à §«¨ç­ëå â®çª å.
� ¤àã£®© áâ®à®­ë,

(M � 1)deg(S) = deg( ~S) = deg(BX j ~S) � (M � 1)deg(S)multS(BX) � (M � 1)deg(S):

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ªà¨¢®© ~S ¨ £à ­¨æë BX á®áâ®¨â â®«ìª® ¨§ â®ç¥ª S \ ~S.
� ¬¥â¨¬, ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯®á«¥¤­¥£® ­¥à ¢¥­áâ¢  ­ ¬ ­¥ ¯®­ ¤®¡¨« áì \¯®-

¤¢¨¦­®áâì" £à ­¨æë BX . � ç áâ­®áâ¨, ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â £¨¯¥à¯«®áª®áâ¥©, ª á îé¨åáï
£¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâ¨ X ¢¤®«ì ªà¨¢®© S. �âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ®¡é ï á¥ªãé ï ªà¨¢®© S
¯¥à¥á¥ª ¥â £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâì X à®¢­® ¢ M â®çª å, ¯®áª®«ìªã ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥
®­  á®¤¥à¦¨âáï ¢ X ¨ ¤®«¦­  á®¢¯ ¤ âì á ªà¨¢®© S.
� áá¬®âà¨¬ ¤¨¢¨§®à

B̂X =
NX
i=1

biB̂i;

£¤¥ B̂i { ¤®áâ â®ç­® ®¡é¨¥ ¤¨¢¨§®àë «¨­¥©­ëå á¨áâ¥¬ Bi á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. Ǳ® ¯à¥¤-
¯®«®¦¥­¨î S � B̂X . �®§ì¬�¥¬ ¤¢¥ ¤®áâ â®ç­® ®¡é¨¥ â®çª¨ PS ¨ PB̂X ­  ªà¨¢®© S ¨



¤¨¢¨§®à¥ B̂ á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. � ¬¥â¨¬, çâ® ¢¢¨¤ã ®¡é­®áâ¨ â®çª¨ PB̂X , ®­  ­¥ ¯à¨-
­ ¤«¥¦¨â ªà¨¢®© S. �¡®§­ ç¨¬ ¯àï¬ãî PSPB̂X { L ¨ à áá¬®âà¨¬ ­  ­¥© ¤®áâ â®ç­®
®¡éãî â®çªã P . Ǳãáâì RS;P { ª®­ãá ­ ¤ ªà¨¢®© S á ¢¥àè¨­®© ¢ â®çª¥ P ¨

RS;P �X = S [ ~SP :

�ë ¯®ª § «¨ à ­¥¥, çâ® ªà¨¢ ï ~SP ¬®¦¥â ¯¥à¥á¥ª âìáï á £à ­¨æ¥© BX â®«ìª® ¢
â®çª å S \ ~SP . �® ¯® ¯®áâà®¥­¨î

PB̂X 2
~SP \ B̂X ¨ PB̂X 62 S;

çâ® ­¨ç¥¬ã ­¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â,   â®«ìª® ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®

~SP � B̂X

¨, ¢ ç áâ­®áâ¨,
L \X � B̂X :

Ǳ®áª®«ìªã ¯®á«¥¤­¥¥ ãá«®¢¨¥ § ¬ª­ãâ®¥, â® ¬ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® â®çª  PB̂X ¯à¨-
­ ¤«¥¦¨â ªà¨¢®© S, ­® ­¥ á®¢¯ ¤ ¥â á â®çª®© PS . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®¡é ï á¥ªãé ï
ªà¨¢®© S ¯¥à¥á¥ª ¥â

[Ni=1Bs(Bi)

¢ M à §«¨ç­ëå â®çª å. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï

[Ni=1Bs(Bi)

á ®¡é¥© £¨¯¥à¯«®áª®áâìî ­ å®¤ïâáï ¢ ®¡é¥¬ ¯®«®¦¥­¨¨. Ǳ®áª®«ìªã

S � [Ni=1Bs(Bi);

â® ¬ë ¯®«ãç ¥¬, çâ® ªà¨¢ ï S ¯«®áª ï. �

�¢¨¤ã �¥¬¬ë 4 ¬ë ¬®¦¥¬ ¯®¢â®à¨âì ¢á¥  à£ã¬¥­âë ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �¥®à¥¬ë 3.1
£« ¢ë III ¨ ¯®«ãç¨âì ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ �¥®à¥¬ë 1.



����������

�¥¯¥àì ¬ë ®¯¨è¥¬ ¢®§¬®¦­ë¥ ¯à¨¬¥­¥­¨ï ¯®«ãç¥­­ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¨ ¯¥àá¯¥ªâ¨¢ã
¤ «ì­¥©è¨å ¨áá«¥¤®¢ ­¨©, ¯à®¤®«¦ îé¨å ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¨§«®¦¥­­ë¥ ¢ ¤¨áá¥àâ æ¨¨.
�¥â®¤ë ¨ ª®­áâàãªæ¨¨, à §à ¡®â ­­ë¥ ¢ £« ¢ å I-III ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¨¬¥­¥­ë ª

è¨à®ª®¬ã ª« ááã ¡¨à æ¨®­ «ì­® ¦�¥áâª¨å ¬­®£®®¡à §¨©.
�â¬¥â¨¬ á¢ï§ì Ǳàï¬®© ¨ �¡à â­®© � ¤ ç¨ á® á«¥¤ãîé¨¬ ª« áá¨ç¥áª¨¬ ¢®¯à®á®¬.
�®¯à®á 1. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ £« ¤ª ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï ­¥à æ¨®­ «ì­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï ¢

à æ¨®­ «ì­®¥?
�â¢¥â ­  �®¯à®á 1 ®âà¨æ â¥«ì­ë© ¤«ï ªà¨¢ëå ¨ ¯®¢¥àå­®áâ¥©. �¦¨¤ ¥âáï, çâ® ¢

à §¬¥à­®áâ¨ 3 ®â¢¥â â ª¦¥ ®âà¨æ â¥«ì­ë©,   ¢ ¢ëáè¨å à §¬¥à­®áâïå ¯®«®¦¨â¥«ì-
­ë©.
�®âï á«¥¤ãîé¨© ¢®¯à®á ï¢­® ­¥ á¢ï§ ­ á �®¯à®á®¬ 1, â¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥ ¢® ¬­®£®¬ ®­¨

®ç¥­ì ¯®å®¦¨.
�®¯à®á 2. � ª ¢¥¤�¥â á¥¡ï ¯à¨ £« ¤ª¨å ¤¥ä®à¬ æ¨ïå ¬­®¦¥áâ¢® æ¥­âà®¢ ª ­®-

­¨ç¥áª¨å ®á®¡¥­­®áâ¥© «®£ ¯ à ¢ ®¤­®¬ £®¬®«®£¨ç¥áª®¬ ª« áá¥?
�®¦­® ¯®ª § âì, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â £« ¤ª ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï Xb (b 2 B) £« ¤ª®© ç¥-

âëà�¥å¬¥à­®© ª¢¨­â¨ª¨ Xb0 , â ª ï çâ®

CS(Xb; BXb) = ;

¤«ï ¢á¥å «®£ ¯ à ¢ £®¬®«®£¨ç¥áª®¬ ª« áá¥ �KXb , ­®

CS(Xb; BXb0 ) 6= ;

¤«ï ­¥ª®â®à© «®£ ¯ àë (Xb; BXb0 ) á BXb0 �Q �KXb0
.

�  ¢á¥å ¬­®£®®¡à §¨ïå, à §®¡à ­­ëå ¢ £« ¢¥ III, ¯®¤®¡­®¥ ¯®¢¥¤¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢ 
æ¥­âà®¢ ª ­®­¨ç¥áª¨å ®á®¡¥­­®áâ¥© ­¥¢®§¬®¦­®. Ǳ®á«¥¤­¥¥ «¥£ª® á«¥¤ã¥â, ¨§ à¥-
§ã«ìâ â®¢ £« ¢ë III.
�á¯®«ì§ãï �¡à â­ãî � ¤ çã ¬®¦­® ¯®¯à®¡®¢ âì ¨áá«¥¤®¢ âì �®¯à®á 1 â ª ¦¥ ª ª

¬ë ¤®ª §ë¢ «¨ �¥®à¥¬ã 1.1 ¢ £« ¢¥ V. �® ¥áâì, ­ ©â¨ \á¯¥æ¨ «ì­ãî" «®£ ¯ àã ­ 
\á¯¥æ¨ «ì­®¬" á«®¥ £« ¤ª®£® á¥¬¥©áâ¢  ¨ ¯à¨¬¥­¨âì ª ­¥© �Ǳ��. �¨­ãá ¯®á«¥¤-
­¥£® ¬¥â®¤  á®áâ®¨â ¢ ­¥¤®ª § ­­®áâ¨ �Ǳ�� ¢ à §¬¥à­®áâïå ¡®«ìè¥ 3.
�¥â®¤, à §à ¡®â ­­ë© ¢ £« ¢¥ VI (¬¥â®¤ \¤¢®©­®© ¯à®¥ªæ¨¨" ¨§ ®¡é¥© â®çª¨),

¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¨¬¥­�¥­ ª íää¥ªâ¨¢­®© ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ ¬­®£®®¡à §¨© � ­® ¡®«ìè¨å
à §¬¥à­®áâ¥©. Ǳ«îá íâ®£® ¬¥â®¤  á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ­¨ Ǳ�� ­¨ �Ǳ�� ­ ¬ ­ã¦­ 
­¥ ¡ë« . �§ ¢á¥© Ǳ�� ¬ë ¯®«ì§®¢ «¨áì â®«ìª® â¥®à¥¬®© �.�. �®ªãà®¢  ® á¢®¡®¤¥
®â ¡ §¨á­ëå â®ç¥ª, ª®â®à ï ¤®ª § ­  ¢® ¢á¥å à §¬¥à­®áâïå. �¨­ãá ¦¥ á®áâ®¨â ¢ â®¬,
çâ® â ¬ £¤¥ ã ­ á ¯®ï¢«ï«¨áì ¯®¢¥àå­®áâ¨ â¨¯  �3 â¥¯¥àì ¯®ï¢ïâáï ¬­®£®®¡à §¨ï
� « ¡¨-�®,   ¨å £¥®¬¥âà¨ï ¯®çâ¨ ­¥ ¨§ãç¥­ .



�ª ¦¥¬ ® ¢®§¬®¦­ëå ®¡®¡é¥­¨ïå à¥§ã«ìâ â®¢ £« ¢ë VII. �ë ã¡¥¦¤¥­ë, çâ® ¯®-
¤®¡­ë¬ á¯®á®¡®¬ ¬®£ãâ ¡ëâì ª« áá¨ä¨æ¨à®¢ ­ë ¢á¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ® á à -
æ¨®­ «ì­ë¬¨, ­® ­¥ «®£ ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨. �£à®¬­®¥ ç¨á«® ¯à¨¬¥à®¢
¯®¤â¢¥à¦¤ ¥â íâ®. �®«¥¥ â®£®, ¬®¦­® ¯®ª § âì, çâ® íâ® ¢¥à­® ¤ ¦¥ ¡¥§ ¯à¥¤¯®«®-
¦¥­¨© ­  ®á®¡¥­­®áâ¨ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¤¥«ì Ǳ¥ææ®, ¥á«¨ ¯®âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë ª¢ ¤à â
ª ­®­¨ç¥áª®£® ¤¨¢¨§®à  ¡ë« ¡®«ìè¥ ¨«¨ à ¢¥­ 9.
� ¬¥â¨¬, çâ® ¨§ ª®­áâàãªæ¨© £« ¢ë VII «¥£ª® áâà®ïâáï ¯à¨¬¥àë ­¥ Q -£®à¥­èâ¥-

©­®¢ëå ç¨á«¥­­ëå ¯®¢¥àå­®áâ¥© ¤¥«ì Ǳ¥ææ®, ¤¥ä®à¬¨àãîé¨åáï ¢ £®à¥­èâ¥©­®¢ë¥,
  �¥®à¥¬  2.4 £« ¢ë VII ¨¬¥¥â ¯à¨¬¥­¥­¨¥ ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ ¤¥©áâ¢¨© £àã¯¯ ­  ¯®-
¢¥àå­®áâïå.
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