
СТЕПЕНЬ ИРРАЦИОНАЛЬНОСТИ МНОГООБРАЗИЙ ФАНО

ИВАН ЧЕЛЬЦОВ

Аннотация. В работе изучаются свойства степени иррациональности алгебраи-
ческого многообразия, которая по определению является минимальной степенью
доминантного рационального отображения данного многообразия на проективное
пространство. Показано, что за исключением трехмерной квартики степень ирра-
циональности неособых трехмерных многообразий Фано не превосходит 2, а степень
иррациональности общей трехмерной квартики равна 3. Также рассматривается сте-
пень иррациональности трехмерных многообразий Рида–Флетчера.

Проблема рациональности1 алгебраических многообразий является одной из наи-
более глубоких и интересных проблем алгебраической геометрии. Глобальные го-
ломорфные дифференциальные формы являются естественными бирациональными
инвариантами неособых многообразий, которые полностью решают проблему рацио-
нальности алгебраических кривых и поверхностей (см. [75]). Однако, уже в трехмер-
ном случае имеющихся дискретных инвариантов не хватает для определения рацио-
нальности. В частности, следующий результат получен в работе [12].

Теорема 1. Пусть V — неособая гиперповерхность в P4 степени 4. Тогда группы би-
рациональных и бирегулярных автоморфизмов шиперповерхности V совпадают.

Легко видеть, что из теоремы 1 следует нерациональность любой неособой трех-
мерной квартики в P4. Действительно, в обозначениях теоремы 1, полная линейная
система |OP4(1)|V | инвариантна относительно действия группы Aut(V ), поскольку ан-
тиканонический дивизор2 −KV линейно эквивалентен гиперплоскому сечению квар-
тики V . Следовательно, группа Aut(V ) состоит из проективных автоморфизмов, от-
куда следует ее конечность (см. [61]). Таким образом, группа Bir(V ) конечна, откуда
следует нерациональность квартики V , поскольку группа Bir(P3) бесконечна3.

Из нерациональности неособой трехмерной квартики сразу следовало отрицатель-
ное решение проблемы Люрота4 в размерности 3. А именно, существуют нерацио-
нальные, но унирациональные5 трехмерные многообразия6. Например, квартика

x4
0 + x0x

3
4 + x4

1 − 6x2
1x

2
2 + x4

2 + x4
3 + x3

3x4 = 0 ⊂ Proj
(
C[x0, x1, x2, x3, x4]

)
∼= P4

унирациональна (см. [8]), неособа и нерациональна по теореме 1.

Все рассматриваемые многообразия по умолчанию считаются проективными, нормальными и
определенными над полем комплексных чисел.

1Многообразие V принято называть рациональным, если поле его рациональных функций изо-
морфно C(x1, . . . , xn), что эквивалентно существованию бирационального отображения ρ : Pn 99K V .

2Под дивизором мы везде будем подразумевать Q-дивизор, то есть формальную конечную ли-
нейную комбинацию подмногообразий коразмерности 1 с рациональными коэффициентами.

3Технику работы [12] принято называть методом максимальных особенностей.
4Проблема Люрота в размерности n состоит в следующем: верно ли что все подполя, содер-

жащие поле C, поля C(x1, . . . , xn) исчерпываются полями вида C(f1, . . . , fk), где fi — некоторая
рациональная функция в C(x1, . . . , xn)?

5Многообразие V называется унирациональным, если существует доминантное рациональное
отображение ρ : Pn 99K V . Последнее эквивалентно тому, что поле рациональных функций мно-
гообразия V является подполем поля C(x1, . . . , xn). Некоторые нетривиальные конструкции унира-
циональности многомерных алгебраических многообразий содержаться в работе [8].

6Унирациональная кривая или поверхность рациональна (см. [75]).
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Простых способов доказательства нерациональности в нетривиальной ситуации не
существует (см. [10]), например, в классе многомерных рационально связных много-
образий7 или в классе унирациональных многообразий. Отметим, что любая неособая
трехмерная квартика рационально связна (см. [58]), однако, ее унирациональность
известна только в нескольких конкретных случаях (см. [8], [59]), а унирациональ-
ность общей трехмерной квартики неизвестна. Более того, неизвестно даже суще-
ствование рационально связного неунирационального многообразия.

На данный момент существуют четыре способа доказательства нерациональности8

рационально связных многообразий:
• метод максимальных особенностей (см. [8], [25]);
• использование компоненты Гриффитса промежуточного якобиана трехмерно-

го многообразия в качестве бирационального инварианта (см. [43], [33], [22]);
• использование подгруппы кручения группы трехмерных целочисленных ко-

гомологий в качестве бирационального инварианта (см. [30]);
• редукция в положительную характеристику и метод вырождения9.

Метод максимальных особенностей был применен к доказательству нерациональ-
ности многих многомерных рационально связных многообразий. Более того, конеч-
ность группы бирациональных автоморфизмов в доказательстве нерациональности
неособой трехмерной квартики несущественна! На самом деле, в работе [12] было
неявно доказано отсутствие небирегулярных бирациональных отображений между
неособой трехмерной квартикой и очень широким классом трехмерных многообра-
зий10, среди которых есть и сама трехмерная квартика. Оказалось, что неособая трех-
мерная квартика обладает геометрией, которая в чем-то очень напоминает геомет-
рию неособых многообразий общего типа11 с обильным каноническим дивизором12.

С точки зрения теории Мори (см. [60]) вопрос рациональности трехмерных раци-
онально связных многообразий достаточно рассмотреть для многообразий Фано13,
расслоений на поверхности дель Пеццо14 и расслоений на коники, но необходимо
рассматривать многообразия с особенностями (см. [63]). Отметим следующее:

• проблема рациональности неособых трехмерных многообразий Фано практи-
чески решена (см. [53]), но доказательство нерациональности некоторых мно-
гообразий Фано оказалось очень трудными (см. [18], [19], [20], [21], [4], [6]);

7Многообразие V называется рационально связным, если через любые две точки на нем проходит
рациональная кривая (см. [58]). Унирациональное многообразие рационально связно.

8Каждый из имеющихся методов доказательства нерациональности рационально связанных мно-
гообразий имеет свои плюсы и минусы, однако, практически во всех случаях метод максимальных
особенностей является единственным из известных способов доказателсьтва нерациональность от-
дельно взятого рационально связного многообразия, чья размерность не меньше четырех.

9Нерациональность общей гиперповерхности в Pn степени d > 2
3 (n + 2) > 4 доказана в [55].

10Например, кубика в P4, полное пересечение квадрики и кубики в P6, произвольное расслоение
на коники, расслоение на рациональные поверхности.

11Неособое многообразие X имеет общий тип, если dim(φ|nKX |(X)) = dim(X) при n � 0, откуда
следует, что многообразия общего типа не являются рационально связными (см. [58]).

12Дивизор D на многообразии X называется обильным, если дивизор nD является очень обиль-
ным дивизором для некоторого натурального n > 0, то есть nD — гиперплоское сечение многообра-
зия X. Свойство дивизора быть обильным означает геометрически, что дивизор имеет положитель-
ное пересечение со всеми кривыми на многообразии X. Из критерия обильности Клеймана следует,
что дивизор D обилен тогда и только тогда когда он задает положительную функцию на замыкании
конуса эффективных одномерных циклов NE(X) многообразия X, так называемом конусе Мори.

13Многообразия с обильным антиканоническим дивизором суть многообразия Фано, неособые
трехмерные многообразия Фано были классифицированы В.А.Исковских, Ш.Мори и Ш. Мукаем,
которые нашли 105 деформационных семейств неособых трехмерных многообразий Фано (см. [53]).

14Двумерные многообразия Фано принято называть поверхностями дель Пеццо.



СТЕПЕНЬ ИРРАЦИОНАЛЬНОСТИ МНОГООБРАЗИЙ ФАНО 3

• доказательство нерациональности широкого класса расслоений на коники по-
лучено в работе [17] с помощью метода максимальных особенностей, и с по-
мощью метода промежуточного якобиана в работах [33], [22], [26];

• за редким исключением (см. [43], [31], [57]) проблема рациональности трехмер-
ных многообразий, расслоеных на поверхности дель Пеццо малых степеней15,
оставалась вне досигаемости ни одного из существующих методов доказатель-
ства нерациональности (см. [9]) до появления работы [16], где была решена
проблема рациональности для широкого класса трехмерных многообразий,
расслоеных на поверхности дель Пеццо степени не больше 3, в очень общих и
естественных предположениях (см. также [2], [49], [3], [45], [5], [35], [41]).

Геометрический смысл теоремы 1 имеет ту же природу, что и теорема Нетера об
образующих двумерной группы Кремоны16. С теоремой Нётера связано много ин-
тересных задач, одна из которых — бирациональная классификация эллиптических
пучков на проективной плоскости, что эквивалентно задаче нахождения всех воз-
можных бирациональных перестроек P2 в эллиптические расслоения. Первоначаль-
но этот вопрос был рассмотрен в работе [34]. Позднее идеи работы [33] были строго
обоснованы в работе [7], где было доказано, что любой эллиптический пучок на про-
ективной плоскости может быть бирационально перестроен в эллиптический пучок
специального вида, так называемый пучок Альфана (см. [50]).

Задачу нахождения всех возможных бирациональных перестроек в расслоения на
эллиптические кривые можно рассмотреть для широкого класса многообразий, а не
только для P2. Например, для неособой гиперповерхности в P4 степени 4, что яв-
ляется естественным логическим продолжением утверждения теоремы 1, поскольку
из доказательства теоремы 1 следует, что неособая трехмерная квартика является
бирационально сверхжесткой (см. [25]) и, в частности, не может быть бирациональ-
но перестроена ни в какое расслоение на рациональные кривые или рациональные
поверхности. В работе [38] был получен следующий результат.

Теорема 2. Пусть X — неособая гиперповерхность в P4 степени 4, такая что
существует рациональное отображение ξ : X 99K P2 нормализация общего слоя
которого является эллиптической кривой. Тогда найдется прямая L ⊂ P4, содер-
жащаяся в X, такая что ξ = σ ◦ψ, где ψ : X 99K P2 — проекция из L и σ ∈ Bir(P2).

Отметим, что на неособой трехмерной квартике в P4 существует однопараметриче-
ское семейство прямых (см. [44]). Таким образом, утверждение теоремы 2 полностью
решает задачу нахождения всех возможных бирациональных перестроек в расслое-
ния на эллиптические кривые для неособой трехмерной квартике в P4.

Поверхности кодаировой размерности17 нуль и, в частности, абелевы поверхности
и поверхности типа K3 являются естественными двумерными аналогами эллипти-
ческих кривых. Поэтому вполне естественно также рассмотреть вопрос классифика-
ции всех возможных бирациональных перестроек неособой трехмерной квартики в

15Квадрат антиканонического дивизора поверхности дель Пеццо принято называть степенью по-
верхности дель Пеццо. Степень неособой поверхности дель Пеццо есть натуральное число, которое
принимает все значения от 1 до 9. Трехмерные рационально связные многообразия, расслоенные
на неособые поверхности дель Пеццо степени 5 и выше, обязательно рациональны. Проблема раци-
ональности неособых трехмерных многообразий, расслоеных на поверхности дель Пеццо степени 4,
практически полностью решена с помощью метода промежуточного якобиана в работах [1] и [28].

16Группа Bir(P2) порождается подруппой Aut(P2) ∼= PGL(3, C) и инволюцией Кремоны τ , задан-
ной уравнением τ(x0 : x1 : x2) = (x1x2 : x0x2 : x0x1), где (x0 : x1 : x2) суть проективные координаты.

17Размерностью Кодаиры κ(X) неособого многообразия X называется максимальная размер-
ность образа φ|nKX |(X) при n � 0, если хотя бы одна из полных линейных систем |nKX | не пуста,
а в противном случае κ(X) = −∞. Размерностью Кодаиры особого многообразия по умолчанию
считается кодаирова размерность его десингуляризации.
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расслоения на поверхности кодаировой размерности нуль, что эквивалентно задаче
бирациональной классификации пучков поверхностей кодаировой размерности нуль
на неособой трехмерной квартике. Из доказательства теоремы 2 в работе [38] видно,
что последняя задача несколько сложнее задачи нахождения всех возможных бира-
циональных перестроек неособой трехмерной квартики в эллиптические расслоения.

В работе [38] утверждалось, что каждый пучок на неособой трехмерной квартике,
общая поверхность которого является неприводимой поверхностью кодаировой раз-
мерности нуль, является пучком гиперплоских сечений неособой трехмерной кварти-
ки. Последнее утверждение неверно — в работе [11] был построен следующий пример.

Пример 3. Рассмотрим неособую трехмерную квартику X ⊂ P4 и точку P на квар-
тике X, такие что квартика X задана уравнением

w3q1
(
x, y, z, t

)
+ w2q2

(
x, y, z, t

)
+ wq1

(
x, y, z, t

)
q2

(
x, y, z, t

)
+ q4

(
x, y, z, t

)
= 0,

а точка P задана уравнениями x = y = z = t = 0, где (x : y : z : t : w) — проективные
координаты на P4, а qi — общий однородный многочлен степени i. Пусть P — пучок,
высекаемый на квартике X пучком

λq2
1

(
x, y, z, t

)
+ µ

(
wq1

(
x, y, z, t

)
+ q2

(
x, y, z, t

))
= 0,

где (λ : µ) ∈ P1. Тогда общая поверхность из пучка P бирационально эквивалентна
поверхности типа K3, но пучок P не является пучком гиперплоских сечений.

Квартика в примере 3 имеет достаточно специальный вид. Естественно высказать
следующее предположение.

Гипотеза 4. Пусть X — общая трехмерная квартика в P4, а P — пучок пучок
на квартике X, такой что общая поверхность из пучка P бирационально эквива-
лентна неособой поверхности кодаировой размерности нуль. Тогда поверхности из
пучка P высекаются на квартике X гиперплоскостями в P4.

Можно показать (см. [23]), что имеет место следующее утверждение.

Предложение 5. Пусть X — неособая трехмерая квартика, а π : V → X — раз-
дутие квартики X в некоторой точке P ∈ X. Предположим дополнительно, что
полная линейная система |−mKV | не имеет неподвижных компонент для некото-
рого натурального числа m, такого что m является минимальным натуральным
числом для которого линейная система | − mKV | не имеет неподвижных компо-
нент. Тогда линейная система | −mKV | является пучком, общая поверхность ко-
торого бирационально эквивалентна поверхности типа K3, квартика X содержит
прямую, проходящую через точку P , и таких прямых конечное число.

Как показывает пример 3 конструкция пучков поверхностей кодаировой размер-
ности нуль, приведенная в предложении 5, действительно реализуется в некоторых
случаях. Более того, в работе [23] показано, что пучками из предложения 5 и пуч-
ками гиперплоских сечений исчерпываются все пучки поверхностей кодаировой раз-
мерности нуль на неособой трехмерной квартике. В частности, неособая трехмерная
квартика бирационально не эквивалентна расслоению на абелевы поверхности18.

18Существуют рационально связные трехмерные многообразия, расслоеные на абелевы поверх-
ности. Приведем пример, принадлежащий Я. Коллару. Пусть E — эллиптическая кривая, допус-
кающая нетривиальное действие группы Z3, которое имеет неподвижную точку, а V — фактор
многоообразия E ×E ×P1 по соответствующему диагональному действию группы Z3, где действие
группы Z3 на P1 считается не тривиальным. Тогда V обладает структурой расслоения, чей общий
слой есть E × E. С другой стороны, многообразие V рационально связно, поскольку V также об-
ладает структурой расслоения на коники над рациональной поверхностью, являющейся фактором
поверхности E × E по диагональному действию группы Z3.
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Естественно попытаться охарактеризовать точки на неособой трехмерной квар-
тике для которых реализуется конструкция предложения 5. Можно допустить, что
выполнено следующее предположение.

Гипотеза 6. Пусть X — неособая трехмерая квартика, а π : V → X — раздутие
точки P ∈ X. Выберем проективные координаты (x : y : z : t : w) на P4 такие что,
точка P задана уравнениями x = y = z = t = 0. Тогда X задается уравнением

w3q1
(
x, y, z, t

)
+ w2q2

(
x, y, z, t

)
+ wq3

(
x, y, z, t

)
+ q4

(
x, y, z, t

)
= 0,

где qi — однородный многочлен степени i. Предположим, что полная линейная си-
стема | −mKV | не имеет неподвижных компонент для некоторого натурального
числа m, такого что m является минимальным натуральным числом, которое
обладает таким свойством. Тогда m = 2, многочлены q1 и q2 взаимно просты, по-
следовательность q1, q2, q3 не регулярна, а линейная система | − mKV | является
собственным прообразом пучка λq2

1 + µ(wq1 + q2) = 0, где (λ : µ) ∈ P1.

Утверждение гипотезы 6 имеет ярко выраженный коммутативно-алгебраический
характер, поэтому можно предположить, что требуемое утверждение уже известно,
но быть может сформулировано в другом виде. К сожалению, соответствующий по-
иск в таких базах данных научной литературы как MathSciNet и Zentralblatt ничего
не дал, однако автор узнал о существование работы [74], в которой исследуется во-
прос существования и характеризации точек на неособой поверхности в P3 степени 4,
проекция из которых задает доминантное рациональное отображение на P2, имеющее
степень 3 над общей точкой P2, такое что соответствующее расширение полей раци-
ональных функций есть расширение Галуа. В частности, из работы [74] следует, что
минимальная степень доминантного рационального отображения на P2 достаточно
общей двумерной квартики в P3 равна 3. Последнее свойство можно сформулировать
в терминах, использующих следующее понятие.

Определение 7. Степенью иррациональности d(V ) многообразия V называется
наименьшая степень расширения полей C(x1, · · · , xn) ⊂ K(V ), где K(V ) — поле ра-
циональных функций многообразия V , и n = dim(V ).

Таким образом, из результатов работы [74] следует, что степень иррационально-
сти общей двумерной квартики равна 3. Понятие степени иррациональности19 было
введено в работе [62], где был также доказан следующий результат.

Теорема 8. Пусть π : V 99K C — доминантное отображение, такое что C явля-
ется кривой. Тогда выполнено неравенство d(V ) > d(C).

Более того, следующий результат был получен в работе [72].

Теорема 9. Пусть π : V 99K W — доминантное отображение, где V и W — по-
верхности отрицательной кодаировой размерности. Тогда d(V ) > d(W ).

Хорошо известно, что теорема 9 уже не верна для поверхностей неотрицательной
размерности кодаиры и для многомерных многообразий (см. [72], [12], [43]).

Замечание 10. Многообразие является рациональным в том и только в том случае,
когда его степень иррациональности равна 1.

Степень иррациональности линейчатых поверхностей имеет одномерную природу,
как следует из следующего результата (см. [70]).

Теорема 11. Пусть C — кривая. Тогда d(C × P1) = d(C).
19Степень иррациональности многообразия V есть наименьшая степень доминантного отображе-

ния V 99K Pn, где n = dim(V ). Степень иррациональности кривой есть гональность кривой.
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К сожалению, про степень иррациональности нелинейчатых поверхностей практи-
чески ничего неизвестно, кроме следующего результата (см. [67], [71], [73], [74]).

Теорема 12. Пусть S — минимальная неособая поверхность, имеющая неотрица-
тельную размерность Кодаиры. Тогда выполнены следующие утверждения:

• d(S) = 2, если 2KS ∼ 0;
• 4 > d(S) > 3, если 2KS 6∼ 0;
• d(S) = 2, если S — поверхность типа K3 и rk Pic(S) = 20;
• d(S) = 3, если S — квартика в P3 и rk Pic(S) = 1;
• d(S) > 3, если S — абелева поверхность.

Из работы [67] следует, что абелевы поверхности, чья степень иррациональности
равна 3, существуют, но нет примеров поверхностей кодаировой размерности нуль,
чья степень иррациональности больше чем 3. Имеет место следующая гипотеза20.

Гипотеза 13. Пусть S — поверхность типа K3. Тогда d(S) 6 3.

Пусть V — рационально связное трехмерное многообразие. Что можно сказать про
его степень иррациональности? Во-первых, в виду существования программы мини-
мальных моделей (см. [60]), можно считать, что многообразие V имеет терминаль-
ные21 и Q-факториальные22 особенности, и существует небирациональный сюрьек-
тивный морфизм π : V → Z, имеющий связные слои, такой что Z рационально, а
дивизор −KV является π-обильным23. Во-вторых, имеет место следующий результат.

Предложение 14. Выполнено неравенство d(V ) 6 2 в случае, когда dim(Z) > 0.

Доказательство. В случае, когда dim(Z) = 2, морфизм π является расслоением на
коники, откуда d(V ) 6 2. В случае, когда dim(Z) = 1, многообразие V бирационально
эквивалентно эллиптическому расслоению с сечением (см. [39]), откуда d(V ) 6 2. �

Таким образом, в случае dim(Z) > 0, проблема возможных значений степени ирра-
циональности многообразия V эквивалентна проблеме рациональности трехмерных
многообразий, расслоеных на коники или поверхности дель Пеццо24.

Предложение 15. Пусть V — неособое многообразие Фано. Тогда d(V ) 6 3, при-
чем, равенство d(V ) = 3 возможно только если V — трехмерная квартика.

Доказательство. Можно считать, что V не может быть бирационально перестрое-
но в расслоение на коники и эллиптическое расслоение с сечением. Тогда из клас-
сификации неособых трехмерных многообразий Фано (см. [53]) сразу следует, что

20Утверждение гипотезы 13 выполнено для поверхностей типа K3, являющихся квазигладкими
гиперповерхностями во взвешенных проективных пространствах (см. [69], [51]). Пусть V — неосо-
бая минимальная поверхность типа K3. Тогда равенство d(V ) = 2 эквивалентно существованию
инволюции τ ∈ Aut(V ), которая оставляет неподвижной кривую (см. [15]). Значит, выполнено нера-
венство d(V ) > 3, когда rkPic(V ) = 1, а поверхность V не является двойным накрытием P2 с вет-
влением в секстике (см. следствие 10.1.3 в [15]). В частности, из работы [14] следует, что выполнено
неравенство d(V ) > 3, когда поверхность V является либо очень общим полным пересечением квад-
рики и кубики в P4, либо очень общим полным пересечением трех квадрик P5.

21Терминальные особенности суть правильный многомерный аналог неособых точек. В размер-
ности 3 терминальные особенности хорошо изучены (см. [63]). Неособые точки терминальны, а
изолированные обыкновенные двойные точки терминальны начиная с размерности 3.

22Многообразие имеет Q-факториальные особенности, если некоторая ненулевая кратность каж-
дого дивизора Вейля на нем является дивизором Картье. Неособое многообразие Q-факториально.

23Условие π-обильности антиканонического дивизора−KV просто означает, что существует такой
обильный дивизор D на многообразии Z, что дивизор −KV + π∗(D) также является обильным.

24Проблема рациональности расслоений на коники и поверхности дель Пеццо достаточно хорошо,
хотя и не полностью изучена (см. [17], [26], [31], [1], [52], [9], [16], [57], [49], [3], [5], [35], [41], [28]).
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многообразие V является либо двулистным накрытием P3 с ветвлением в секстике,
либо трехмерной квартикой. Хорошо известно, что в каждом из возможных случаем
многообразие V нерационально (см. [12], [8]). Значит, в первом случае выполнено
равенство d(V ) = 2, но в последнем случае выполнено неравенство d(V ) 6 3. �

Итак показано, что степень иррациональности любой неособой трехмерной квар-
тики априори может быть равна либо 2 либо 3.

Предложение 16. Пусть V — общая трехмерная квартика в P4. Тогда d(V ) = 3.

Доказательство. Предположим, что выполнено равенство d(V ) = 2. Тогда суще-
ствует расширение полей K(V ) ⊃ C(x1, x2, x3) степени 2, которое индуцирует би-
рациональную инволюцию τ ∈ Bir(V ). Инволюция τ обязательно бирегулярна по
теореме 1, но группа Aut(V ) состоит из проективных автоморфизмов V , посколь-
ку выполнена рациональная эквивалентность −KV ∼ OP4(1)|V . Теперь из общности
трехмерной квартики V сразу следует, что группа Aut(V ) тривиальна (см. [61]). �

Естественно предположить следующее.

Гипотеза 17. Пусть V — неособая трехмерная квартика в P4. Тогда d(V ) = 3.

Удивительно, но утверждение гипотезы 17 оказалось непосредственно связано с
вопросом рациональности особых трехмерных многообразий, расслоеных на поверх-
ности дель Пеццо степени 2. Более того, как мы сейчас увидим, единственный способ
доказать утверждение гипотезы 17 — применить технику работы [16] к очень кон-
кретно заданному трехмерному многообразию, которое однако имеет особенности.

Пусть V — неособая трехмерная квартика в P4. Предположим, что выполнено ра-
венство d(V ) = 2. Тогда существует бирегулярная инволюция τ квартики V , такая
что фактор-многообразие V/τ рационально. В этом случае, неподвижное множество
инволюции τ состоит либо из неособой двумерной квартики, либо из несвязного объ-
единения плоской одномерной квартики и четырех различных точек. В первом слу-
чае, многообразие V/τ является двойным накрытием P3, разветвленным в неособой
квартике, нерациональность которого известна (см. [18], [19], [20], [21], [68]), что про-
тиворечит равенство d(V ) = 2. Таким образом, инволюция τ оставляет неподвиж-
ными на квартике V несвязное объединение плоской кривой степени 4 и четырех
различных точек, при этом, можно считать, что квартика V задана уравнением

h4

(
x, y, z

)
+t2a2

(
x, y, z

)
+twb2

(
x, y, z

)
+w2c2

(
x, y, z

)
+g4

(
t, w

)
= 0 ⊂ Proj

(
C[x, y, z, t, w]

)
и τ(x : y : z : t : w) = (x : y : z : −t : −w), где hi, ai, bi, ci, gi — однородные многочлены
степени i. В этом случае, инволюция τ оставляет неподвижной кривую C, заданную
уравнениями t = w = 0, и точки O1, O2, O3, O4, заданные уравнениями x = y = z = 0.

Пусть Y = V/τ , а ψ : V → Y — соответствующее двойное накрытие. Тогда много-
образие Y является многообразием Фано с каноническими25. и Q-факториальными
особенностями. Выполнены равенство −K3

Y = 2 и rk Pic(Y ) = 1, причем, имеем

Sing
(
X

)
= ψ

(
C

)
∪ ψ

(
O1

)
∪ ψ

(
O2

)
∪ ψ

(
O3

)
∪ ψ

(
O4

)
,

в каждой точке кривой ψ(C) многообразие Y локально изоморфно A1×C, а в каждой
точке ψ(Oi) многообразие Y имеет фактор-особенность типа 1

2
(1, 1, 1).

25Канонические особенности естественным образом возникают на канонических моделях неосо-
бых многообразий общего типа. Например, пусть U — неособое многообразие размерности n с чис-
ленно эффективным каноническим и объемным каноническим дивизором KU , то есть выполнено
неравенство KU · C > 0 для любой кривой C на многообразии U и Kn

U > 0. Тогда каноническая
модель Proj(⊕n>0H

0(OU (nKU ))) имеет канонические особенности (см. [60]). Известно, что канони-
ческие особенности всегда рациональны, а горенштейневые рациональные особенности являются
каноническими (см. [47]). Канонические особенности в размерности 2 суть дювалевские (см. [29]).
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Пусть ρ : Ŷ → Y — раздутие точек ψ(O1), ψ(O2), ψ(O3), ψ(O4), и Ei — исключи-
тельный дивизор морфизма ρ, доминирующий точку ψ(Oi). Тогда полная линейная
система | −KŶ | свободна и −K3

Ŷ
= 0. Существует эллиптическое расслоение

η : Ŷ → P2,

такое что поверхность Ei является его сечением. В частности, отражение общего слоя
расслоение η в сечении Ei задает бирациональную инволюцию τi ∈ Bir(Y ), которая
не является бирегулярной если многочлены a2, b2, c2 достаточно общие, однако, легко
видеть, что инволюция τi бирегулярна в случае, когда a2 = b2 = c2 = 0.

Пусть ν : Ȳ → Y — раздутие кривой ψ(C). Тогда существует морфизм

ξ : Ȳ → P1,

такой что общий слой морфизма ξ является неособой поверхностью дель Пеццо сте-
пени 2. В частности, группа Bir(Y ) содержит огромную подгруппу порожденную
инволюциями Бертини общего слой расслоения ξ (см. [13], [9], [16]), поскольку мно-
жество сечений морфизма ξ огромно26. При этом, инволюция τi не сохраняет общий
слой расслоения ξ в случае, когда многочлены a2, b2, c2 являются достаточно общими.

Гипотеза 18. Пусть ρ : Y 99K U бирациональное отображение, где U — многообра-
зие с терминальными и Q-факториальными особенности, такое что существует
морфизм со связными слоями π : U → Z, такой что −KU является π-обильным,
а также rk Pic(U) = rk Pic(Z) + 1. Тогда существует коммутативная диаграмма

Y
ρ

���
�

�
�

σ //______ Y

U

π
��>

>>
>>

>>
> Ȳ ,

ξ~~~~
~~

~~
~

η
``AAAAAAAA

Z ω
// P1

где σ — бирациональный автоморифзм, а ω — бирегулярный автоморфизм.

Геометрический смысл гипотезы 18 состоит в том, что многообразие Y по види-
мому почти бирационально жестко (см. [25]). Можно предположить, что бираци-
ональные автоморфизмы многообразия Y откручиваются инволюциями Бертини
общего слой расслоения ξ и построенными инволюциями τ1, τ2, τ3, τ4.

Гипотеза 19. Группа Bir(Y ) порождена бирегулярными автоморфизмами, инвлою-
циями вида η◦τ ◦η−1 и инволюциями τ1, τ2, τ3, τ4, где τ — бирациональная инволюция
многообразия Ȳ , индуцированная инволюцией Бертини общего слоя расслоения ξ.

Из утверждений гипотез 18 и 19 следует, что расслоение ξ : Ȳ → P1 бирационально
жестко в смысле работ [16] и [45] если выполнены равенства a2 = b2 = c2 = 0.

Замечание 20. В работе [49] показана бирациональная жесткость неособого трехмер-
ного многообразия, расслоеного на поверхности дель Пеццо степени 2, свойства кото-
рого во многом напоминают свойства многообразия Ȳ . С другой стороны, геометрия
многообразия Y во многом напоминает геометрию многообразия Фано–Энриквеса27

степени 4, которое может быть получено как фактор двойного накрытия квадрики
26Cм. теорему 4.2 работы [13], теорему 6.10 главы IV книги [56], работу [48].
27Многообразия Фано–Энриквеса являются трехмерными многооразиями Фано, чей канониче-

ский дивизор не является дивизором Картье, но численно эквивалентен дивизору Картье. Много-
образия Фано–Энриквеса с терминальными циклическими фактор-особенностями классифированы
в работе [32], большинство из них рациональны (см. [37], [24]), но есть и нерациональные (см. [64]).
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с ветвлением в неособой поверхности степени 8 по инволюции, оставляющей непо-
движными ровно 8 точек. Нерациональноть последнего многообразия неизвестна.

Теперь мы рассмотрим несколько простых свойств степени иррациональности так
называемых многообразий Рида–Флетчера. Пусть X — квазигладкая гиперповерх-
ность в P(1, a1, a2, a3, a4) степени d, такая что выполнена эквивалентность

−KX ∼Q OP(1, a1, a2, a3, a4)(1),

выполнены неравенства a1 6 a2 6 a3 6 a4, а гиперповерхность X имеет терминаль-
ные особенности. Тогда d =

∑4
i=1 ai, а для пятерки (d, a1, a2, a3, a4) имеется 95 воз-

можностей (см. приложение A), которые были получены в работе [51] путем компью-
терных вычислений28. Полнота полученного в работе [51] списка доказана в [54].

Пусть ג — порядковый номер гиперповерхности X в обозначениях приложения A.

Замечание 21. В случае ג = 1 многообразиеX является неособой трехмерной кварти-
кой, в случае ג = 3 многообразие X является двулистным накрытием P3 с ветвлением
в неособой поверхности степени 6, во всех оставшихся случаях многообразие X особо.

Предположим, что гиперповерхность X является общей. Тогда X рационально
связна (см. [27]), но следующий результат был получен в работе [46].

Теорема 22. Многообразие X бирационально жестко29 и нерационально.

Утверждение теоремы 22 обобщает утверждение теоремы 1. Также можно обоб-
щить утверждение теоремы 2 и рассмотреть классификацию бирациональных пере-
строек гиперповерхности X в эллиптические расслоения. Такая классификация была
получена в [38], [65], [42], [40]. В частности, был доказан следующий результат.

Теорема 23. Гиперповерхность X может быть бирационально перестроена в рас-
слоение на эллиптические кривые если и только если ג 6∈ {3, 75, 84, 87, 93}.

Из предложения 16 следует что d(X) = 3 в случае ג = 1.

Предложение 24. Пусть ג 6∈ {1, 19, 28, 39, 49, 59, 66, 84}. Тогда d(X) = 2.

Доказательство. Неравенство d(X) > 2 следует из теоремы 22. С другой стороны,
естественная проекция X 99K P(1, a1, a2, a3) имеет степень 2 общей точке многообра-
зия X в случае, когда d < 3a4. Таким образом, можно считать, что ג ∈ {4, 9, 17, 27},
но в этом случае проекция P(1, a1, a2, a3, a4) 99K P(1, a1, a2) индуцирует бирациональ-
ную перестройку X в эллиптическое расслоение с сечением, откуда d(X) = 2. �

Предложение 25. Пусть ג ∈ {1, 19, 28, 39, 49, 59, 66, 84}. Тогда d(X) = 3.

Доказательство. Неравенство d(X) > 2 следует из теоремы 22. Предположим, что
выполнено равенство d(X) = 2. Тогда существует нетривиальная бирациональная
инволюция τ многообразия X, которая является бирегулярной согласно работе [46].

28Пусть S — общая поверхность в линейной системе | − KX |. Тогда S является квазигладкой
гиперповерхностью в P(a1, a2, a3, a4) степени d, которая имеет дювалевские особенности, и выпол-
нено соотношение KS ∼ 0. Поверхность S — поверхность типа K3. Оказывается, верен и обратный
результат — каждая квазигладкая гиперповерхность во взвешенном проективным пространстве,
являющаяся поверхностью типа K3 с дювалевскими особенностями, может быть получена с по-
мощью описанной конструкции. Такие поверхности были классифицированы М.Ридом, но он не
опубликовал этот результат, а независимая классификация была получена позднее в работе [69].

29Бирациональная жесткость (см. [25]) многообразия X означает, что X не бирационально сле-
дующим многообразиям: расслоениям на коники; расслоениям на поверхности дель Пеццо; много-
образиям Фано с терминальными и Q-факториальными особенностями, которые не бирегулярны
многообразию X, чья группа Пикара имеет ранг 1.
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Инволюция τ индуцирована бирегулярной инволюцией τ̂ взвешенного проектив-
ного пространства P(1, a1, a2, a3, a4), которая оставляет гиперповерхность X инвари-
антной. Теперь подсчитывая размерность пространства τ̂ -инвариантных квазиодно-
родных многочленов степени d, мы получаем противоречие. �

Особые многообразия Фано большой коразмерности ближе к рациональным, чем
гиперповерхности. Таким образом, можно предположить, что верно следующее.

Гипотеза 26. Степень иррациональности трехмерного многообразия Фано с тер-
минальными особенностями не превышает 3.

Утверждение гипотезы 26 верно для трехмерных многообразий Фано, классифи-
цированных в работах [36], [32], [66], согласно работам [36], [37], [24].

Приложение A. Многообразия Рида–Флетчера.

Пусть X — квазигладкая гиперповерхность степени d в P(1, a1, a2, a3, a4), такая что
выполнены равенство d =

∑4
i=1 ai и неравенства a1 6 a2 6 a3 6 a4, а особенности

взвешенной гиперповерхности X являются терминальными.

ג d a1 a2 a3 a4 −K3
X Sing(X)

1 4 1 1 1 1 4 ∅
2 5 1 1 1 2 5/2 1

2
(1,−1, 1)

3 6 1 1 1 3 2 ∅
4 6 1 1 2 2 3/2 3× 1

2
(1,−1, 1)

5 7 1 1 2 3 7/6 1
2
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1)

6 8 1 1 2 4 1 2× 1
2
(1,−1, 1)

7 8 1 2 2 3 2/3 4× 1
2
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1)

8 9 1 1 3 4 3/4 1
4
(1,−1, 1)

9 9 1 2 3 3 1/2 1
2
(1,−1, 1), 3× 1

3
(1,−1, 1)

10 10 1 1 3 5 2/3 1
3
(1,−1, 1)

11 10 1 2 2 5 1/2 5× 1
2
(1,−1, 1)

12 10 1 2 3 4 5/12 2× 1
2
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1), 1

4
(1,−1, 1)

13 11 1 2 3 5 11/30 1
2
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 2)

14 12 1 1 4 6 1/2 1
2
(1,−1, 1)

15 12 1 2 3 6 1/3 2× 1
2
(1,−1, 1), 2× 1

3
(1,−1, 1)

16 12 1 2 4 5 3/10 3× 1
2
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 1)

17 12 1 3 4 4 1/4 3× 1
4
(1,−1, 1)

18 12 2 2 3 5 1/5 6× 1
2
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 2)

19 12 2 3 3 4 1/6 3× 1
2
(1,−1, 1), 4× 1

3
(1,−1, 1)

20 13 1 3 4 5 13/60 1
3
(1,−1, 1), 1

4
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 1)

21 14 1 2 4 7 1/4 3× 1
2
(1,−1, 1), 1

4
(1,−1, 1)

22 14 2 2 3 7 1/6 7× 1
2
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1)
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ג d a1 a2 a3 a4 −K3
X Sing(X)

23 14 2 3 4 5 7/60 3× 1
2
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1), 1

4
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 2)

24 15 1 2 5 7 3/14 1
2
(1,−1, 1), 1

7
(1,−1, 3)

25 15 1 3 4 7 5/28 1
4
(1,−1, 1), 1

7
(1,−1, 2)

26 15 1 3 5 6 1/6 2× 1
3
(1,−1, 1), 1

6
(1,−1, 1)

27 15 2 3 5 5 1/10 1
2
(1,−1, 1), 3× 1

5
(1,−1, 2)

28 15 3 3 4 5 1/12 5× 1
3
(1,−1, 1), 1

4
(1,−1, 1)

29 16 1 2 5 8 1/5 2× 1
2
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 2)

30 16 1 3 4 8 1/6 1
3
(1,−1, 1), 2× 1

4
(1,−1, 1)

31 16 1 4 5 6 2/15 1
2
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 1), 1

6
(1,−1, 1)

32 16 2 3 4 7 2/21 4× 1
2
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1), 1

7
(1,−1, 2)

33 17 2 3 5 7 17
210

1
2
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 2), 1

7
(1,−1, 3)

34 18 1 2 6 9 1/6 3× 1
2
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1)

35 18 1 3 5 9 2/15 2× 1
3
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 1)

36 18 1 4 6 7 3/28 1
4
(1,−1, 1), 1

2
(1,−1, 1), 1

7
(1,−1, 1)

37 18 2 3 4 9 1/12 4× 1
2
(1,−1, 1), 2× 1

3
(1,−1, 1), 1

4
(1,−1, 1)

38 18 2 3 5 8 3/40 2× 1
2
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 2), 1

8
(1,−1, 3)

39 18 3 4 5 6 1/20 3× 1
3
(1,−1, 1), 1

4
(1,−1, 1), 1

2
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 1)

40 19 3 4 5 7 19
420

1
3
(1,−1, 1), 1

4
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 2), 1

7
(1,−1, 2)

41 20 1 4 5 10 1/10 1
2
(1,−1, 1), 2× 1

5
(1,−1, 1)

42 20 2 3 5 10 1/15 2× 1
2
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1), 2× 1

5
(1,−1, 2)

43 20 2 4 5 9 1/18 5× 1
2
(1,−1, 1), 1

9
(1,−1, 2)

44 20 2 5 6 7 1/21 3× 1
2
(1,−1, 1), 1

6
(1,−1, 1), 1

7
(1,−1, 3)

45 20 3 4 5 8 1/24 1
3
(1,−1, 1), 2× 1

4
(1,−1, 1), 1

8
(1,−1, 3)

46 21 1 3 7 10 1/10 1
10

(1,−1, 3)

47 21 1 5 7 8 3/40 1
5
(1,−1, 2), 1

8
(1,−1, 1)

48 21 2 3 7 9 1/18 1
2
(1,−1, 1), 2× 1

3
(1,−1, 1), 1

9
(1,−1, 4)

49 21 3 5 6 7 1/30 3× 1
3
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 2), 1

6
(1,−1, 1)

50 22 1 3 7 11 2/21 1
3
(1,−1, 1), 1

7
(1,−1, 2)

51 22 1 4 6 11 1/12 1
4
(1,−1, 1), 1

2
(1,−1, 1), 1

6
(1,−1, 1)

52 22 2 4 5 11 1/20 5× 1
2
(1,−1, 1), 1

4
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 1)

53 24 1 3 8 12 1/12 2× 1
3
(1,−1, 1), 1

4
(1,−1, 1)

54 24 1 6 8 9 1/18 1
2
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1), 1

9
(1,−1, 1)

55 24 2 3 7 12 1/21 2× 1
2
(1,−1, 1), 2× 1

3
(1,−1, 1), 1

7
(1,−1, 3)

56 24 2 3 8 11 1/22 3× 1
2
(1,−1, 1), 1

11
(1,−1, 4)

57 24 3 4 5 12 1/30 2× 1
3
(1,−1, 1), 2× 1

4
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 2)

58 24 3 4 7 10 1/35 1
2
(1,−1, 1), 1

7
(1,−1, 2), 1

10
(1,−1, 3)

59 24 3 6 7 8 1/42 4× 1
3
(1,−1, 1), 1

2
(1,−1, 1), 1

7
(1,−1, 1)
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ג d a1 a2 a3 a4 −K3
X Sing(X)

60 24 4 5 6 9 1/45 2× 1
2
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1), 1

9
(1,−1, 2)

61 25 4 5 7 9 5
252

1
4
(1,−1, 1), 1

7
(1,−1, 3), 1

9
(1,−1, 2)

62 26 1 5 7 13 2/35 1
5
(1,−1, 2), 1

7
(1,−1, 1)

63 26 2 3 8 13 1/24 3× 1
2
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1), 1

8
(1,−1, 3)

64 26 2 5 6 13 1/30 4× 1
2
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 2), 1

6
(1,−1, 1)

65 27 2 5 9 11 3
110

1
2
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 1), 1

11
(1,−1, 5)

66 27 5 6 7 9 1/70 1
5
(1,−1, 1), 1

6
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1), 1

7
(1,−1, 3)

67 28 1 4 9 14 1/18 1
2
(1,−1, 1), 1

9
(1,−1, 2)

68 28 3 4 7 14 1/42 1
3
(1,−1, 1), 1

2
(1,−1, 1), 2× 1

7
(1,−1, 2)

69 28 4 6 7 11 1/66 2× 1
2
(1,−1, 1), 1

6
(1,−1, 1), 1

11
(1,−1, 3)

70 30 1 4 10 15 1/20 1
4
(1,−1, 1), 1

2
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 1)

71 30 1 6 8 15 1/24 1
2
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1), 1

8
(1,−1, 1)

72 30 2 3 10 15 1/30 3× 1
2
(1,−1, 1), 2× 1

3
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 2)

73 30 2 6 7 15 1/42 5× 1
2
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1), 1

7
(1,−1, 1)

74 30 3 4 10 13 1/52 1
4
(1,−1, 1), 1

2
(1,−1, 1), 1

13
(1,−1, 4)

75 30 4 5 6 15 1/60 1
4
(1,−1, 1), 2× 1

2
(1,−1, 1), 2× 1

5
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1)

76 30 5 6 8 11 1/88 1
2
(1,−1, 1), 1

8
(1,−1, 3), 1

11
(1,−1, 2)

77 32 2 5 9 16 1/45 2× 1
2
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 1), 1

9
(1,−1, 4)

78 32 4 5 7 16 1/70 2× 1
4
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 1), 1

7
(1,−1, 3)

79 33 3 5 11 14 1/70 1
5
(1,−1, 1), 1

14
(1,−1, 5)

80 34 3 4 10 17 1/60 1
3
(1,−1, 1), 1

4
(1,−1, 1), 1

2
(1,−1, 1), 1

10
(1,−1, 3)

81 34 4 6 7 17 1/84 1
4
(1,−1, 1), 2× 1

2
(1,−1, 1), 1

6
(1,−1, 1), 1

7
(1,−1, 2)

82 36 1 5 12 18 1/30 1
5
(1,−1, 2), 1

6
(1,−1, 1)

83 36 3 4 11 18 1/66 2× 1
3
(1,−1, 1), 1

2
(1,−1, 1), 1

11
(1,−1, 3)

84 36 7 8 9 12 1
168

1
7
(1,−1, 3), 1

8
(1,−1, 1), 1

4
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1)

85 38 3 5 11 19 2
165

1
3
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 1), 1

11
(1,−1, 4)

86 38 5 6 8 19 1
120

1
5
(1,−1, 1), 1

6
(1,−1, 1), 1

2
(1,−1, 1), 1

8
(1,−1, 3)

87 40 5 7 8 20 1
140

2× 1
5
(1,−1, 2), 1

7
(1,−1, 1), 1

4
(1,−1, 1)

88 42 1 6 14 21 1/42 1
2
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1), 1

7
(1,−1, 1)

89 42 2 5 14 21 1/70 3× 1
2
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 1), 1

7
(1,−1, 3)

90 42 3 4 14 21 1/84 2× 1
3
(1,−1, 1), 1

4
(1,−1, 1), 1

2
(1,−1, 1), 1

7
(1,−1, 2)

91 44 4 5 13 22 1
130

1
2
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 2), 1

13
(1,−1, 3)

92 48 3 5 16 24 1
120

2× 1
3
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 1), 1

8
(1,−1, 3)

93 50 7 8 10 25 1
280

1
7
(1,−1, 2), 1

8
(1,−1, 1), 1

2
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 2)

94 54 4 5 18 27 1
180

1
4
(1,−1, 1), 1

2
(1,−1, 1), 1

5
(1,−1, 2), 1

9
(1,−1, 2)

95 66 5 6 22 33 1
330

1
5
(1,−1, 2), 1

2
(1,−1, 1), 1

3
(1,−1, 1), 1

11
(1,−1, 2)
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