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Par M. VANDERMONDE.

Mai F~~ UELLESque foient les circonvolutions d'un ou de p!uneur$
177!. ~L~ hts dans iefpace, on peut toujours en avoir une expremon

par iecatcut des grandeurs; mais cette expremon ne feroit d'aucun
ufage dans les Arts. L'ouvrier qui fait une un des

ne les conçoit pas par les rapports de grandeur, mais

par ceux de fituation ce qu'il y voit, c'eft l'ordre dans iequei
font entrelacés les fils. II feroit donc utile d'avoir un fyftèrne de
calcul plus conforme à la marche de l'efprit de l'ouvrier, une
notation qui ne repréfentât que l'idée qu'i! fe forme de fon ouvrage~
& qui pût turnre pour en refaire un femblable dans tous les temps.

Mon objet ici n'e~ que de raire entrevoir la poînbiutë d'une
pareille notation, & fon ufage dans les queHions fur des tinus de
fils. Je me fervirai, pour expofer mon idée, d'un Problème qui
fe rapporte à ce genre, & qui eft très-connu, celui de la marche
du échecs, qui a été réfolu par M. Euler, .~wp~.f
de ~r/y/ /7~ Le procédé de ce grand Géomètre flippofe.
qu'on a fous- )es yeux je le réduis à une fimple opé-
ration d'Arithmétique, faite fur des nombres qui ne repréfehtent
point des quantités, mais des rangs dans l'efpace.

Les nombres nombrans, deux, trois, &c. ont étélèsfeufs
foumis au calcul jufqu'au moment où Viète parut: il y fournit
les nombres généraux, M// autre, w/ /o/ &c. qu'il
déngna par les lettres'de l'alphabet; & ce fut l'époque d'une révo-
lution dans les Mathématiques. Quant aux nombres ordinaux,
/?/~w~7', /<?~o//< le ~û/ &c. que Léibnitz introduifit
dans les calculs ordinaires, & que je propofe ici d'appliquer aux
recherches fur les Situations, ils neparoiuent pas avoir encore fixé
fuffifamment l'attention des Géomètres.



Léibnitz promit un calcul des Situations, & mourut fans rien
,publier. C'eft un fujet où tout refle à faire, & qui mériteroit bien
.qu'on' s'en occupât.

(i.) Je conçois i'efpace partagé en éiémens nn:s & arbitraires,
diûingués par leur quantième c'e(t-à-dire, i.° que je conçois
un efpace plan, partage par des paraUèies en une fuite de bandes,
puis partagé de nouveau par une autre fuite de paratfèies qui coupent
les premières & que je distingue les différentes bandes par la
dénomination de première, deuxième, troinème, quatrième, &c.
dans l'une & dans l'autre divifion. Jé puis'déngheralors un point
déterminé, comme appartenant à l'un quelconque des paratiéfo-

grammes nés de cette double divifion, en pofant Hmpiement l'un
au-deUus de l'autre, deux nombres, dont t'un fbit le quantième

de la première divinon, & l'autre, celui de la féconde..Ainn

par exemple, appartient au parallélogramme qui eft commun à
la quatrième b' nde dans la première divifipn & à la troifième
dans la féconde. ~oy~ r. Je conçois 2.° un efpace bolide
partagé d'abord par des plans.. parallèles en une fuite de tranches,
puis partagé de nouveau par une autre fuite de plans parallèles qui
coupent les premiers, & enfin partagé une troifième fois par une
nouvelle fuite de plans paraitèies qui coupent les uns & tes autres;

& je puis déngner par par exemple, un pointdéterminé,comme
appartenant au parallélipipèdecommun à ta troinème tranche dans
la première divifioil, à la deuxième tranche dans Ja féconde, &. à
la première dans la troinème. ~~j~w~

.(2.) En généra!, trois nombres auembiésainn, déngnant

un certain lieu dans t'efpace, comme compris entre des limites

1
..b b 16données, une fuite de pareilles expreffions < ~a,

peut fervir a afugner une route dans i'efpace, ou bien le cours
d'un fil; & fuivant qu'on aura befoin de plus ou moins depré-
cifion, on refïërrera plus ou moins les limites, & l'on fous-en-

tendra plus ou moins de paftages à travers les para!!é!ipipèdes

contigus.
<C'~ ~init, par exemple, qu'en fuppo~nt le fi! médiocrement



Hexib!e & abandonné en liberté, excepté dans les points déngné~

ci-après, on aura, ce me<emb!e, une exprefnon fumfante de fa

moyen de la fuite

3' t' t* 4~' i' ?' 3't"
On aura de même t'exprenjon d'un fynème de ~M~j J~

au moyen des fuites4.tt:~4. 4. < t t
~t t' .? t' t < t' <2' n t' <~ 3' t?~ 3~ 3' 3"

1
j~"f t'2.'2"

8

&C.

On doit fentir qu'il ne faudroit pas beaucoup de complication
dans des expreutons de ce genre, pour qu'il devînt impo~IMe
d'y Suppléer par un difcours ou par un deuin; & je ferai voir
ci-denbus, comment, par un procédé mécanique, on pourroit
toujours reproduire & ie repré&nter i'efpèce de tinu quelles
indiqueroient.

Voici maintenant un eflai de t'ufage de cette façon de noter
dans les queflioiis auxquelles les circonvolutions de fils peuvent
donner ijeu.

(3.) Faire parcourir au cavalier toutes les cafes de i'M~
fans paner deux fois fur la même, (e réduit à déterminer une.
certaine trace du cavalier fur l'échiquier, ou bien, en flippofant

une épingle fixée au centœ de chaque café, à déterminer le cours
d'un fil paHe une fois autour de chaque éping!e, d'après une loi
dont nous aUons chercher t'exprenion. ~c~ r.

(~) déngnant une café quefconque de i'< &

ne peuvent avoir pour valeur que l'un des nombres ï, 2, ?,J
4-. $. 6. 7' 8..

.Peux pofttions immédiatement iucceïHves d'une pièce du jeud' étant a, la /fM/-c~ de cette eft une condition
entre a &. a~ & b,

La



La ?/ par exemple, pofée fur la cafe~, peut aller de-ià
~.r toute café m étant un nombre
entier pofitif ou négatif, tel que a -h- ?, ou ne foit
ni < i, ni > 8.

Le j~< pofé auffi fur cette café <, peut aller fur toute cafç

yA -t-
(a ±

T T' tf J ± -<-Le cavalier peut atter de < en ou en ,j
& ainfi des autres pièces.

(~.)~Faire parcourir au M~~v toutes les cafes de I'
~ans paner deux fois fur la même, c'eft donc ranger de fuite
les foixante-quatre termes

t T t 1 t 2 1' 3 8

t 4. ~g..
da)is un ordre tel qu'il règne par-tout cette loi entre deux termes
contigus, que la différence entre les nombres tupérieurs étant ï,
.la différence entre les inférieurs foit 2., ou la différence entre
les nombres fupérieurs étant 2 celle entre les inférieurs foit r;
Voyez <7-<Mr~ article

(6.) On pourroit prendre une fuite de foixante-quatre termes,

d, _fi b iG & r.tous indéterminés,
a, .& en impofant un

certain nombre de nouvelles conditions, pour diminuer le nombre
d'atternatives entre les valeurs à donner aux lettres ~~a,.&,
Z, b, (3, on pourroit traiter ce Problème par anaiyfë je ne
m'occuperai point de cette confidération, il fuffit qu'on remarque
qu'en effet ceci ramène la quefuon à i'ana!yfe ordinaire..

(/.) En cherchant à rapprocher de la forme fymétrique;
!a; trace cherchée du ~y-, on facilite la fblution: c'en: fous

ce point de vue que je vais la préfënter.

La trace du M! feroit une Ugure fymétnque, fi, changeant
ici dans l'expremon de fa marche 8 en i,. en o en

~7N. 7~:7/ Ce CCç



5 en 4- foit dans tes nombres Supérieurs ieuiement,
foit dans les inférieurs, ou à ta fois dans les deux, il n'en réSuttoit

aucun changement dans i'expreSuon totale.

(8.) H s'agiroit donc de' trouver feize pas consécutifs du
cavalier, ou feize termes de ta Suite cherchée, qui fuffent tels~o~,

J
article o~, qu'il ne s'y trouvât

aucun terme commun avec les feize qui en proviendroient, en y
changeant 8 en ï, en 2, 6 en 3, 5 en vice dans
les nombres inférieurs, ni aucun enfin avec les feize qui en pro-
viendroient en y faifant le même changement dans les nombres
Supérieurs, ni aucun enfin avec les feize refultans de ce même
changement, fait dans les fupérieurs & dans ies inférieurs à la fois.
On auroit, après la transformation,quatre jfuites de pas du Mt~~
qui comprendroient les foixante-quatre cafes de l'échiquier fans

aucune répétition, & dont la trace feroit une figure Symétrique;
& pour réfbudre le problème propofé, il refteroit à lier les

quatre fuites en une feule, où la loi régnât d'un bout à l'autre.

(o.) Pour obtenir les feize termes en quefUon, je commence
par écrire dans un ordre quelconque, les foixante-quatre termesttttt ti~ 3 8

t t } ~t z j"~8'
J'en prends d'abord un arbitrairement, comme &: j'écrM

au-denbus les trois termes transformés & 4. Aucun de ces
termes ne devant plus me fervir, je les efface tous, des foixante.;
quatre. Entre les foixante renans, j'en prends arbitrairement un

autre qui Se lie avec Selon la marche du cavalier, comme j;
la différence entre les nombres Supérieurs de ces deux termes
étant i, tandis que la différence entre les inférieurs eft 2) j'écris

ati-deffous de fes trois transformés correfpondans &
& les eSaçant des foixante termes, il m'en reSte cinquante-Six~
fur le[quels je continue le même procédé.



Par-là j'obtiens, par exemple, les quatre fuite: ~métriques

34-3~'3'~4-3'~4-33;,3,~ï,}.'<z<3,t,7,8,~
~;7S<:78~87!<!87~<!G~,3.ï.3,2,~t,2,7'34-3~'3tï4.3'33~.<7.o,<8,o,ï,t,3.
~~7867868~~<;87;<!64-7<8,6,8~<8~2,t,3.

( ï o.) La facilité de former ces fuites, dépend de l'observation
rivante: it, par exemple, on eut pris cette route-ci

~4~t~<t;4.i)~t1~3.2.3, ~,2,3, 1

on. eut été arrêté, parce que ne fe lie qu'avec ou qui font

déjà dans la fuite; mais il éfoit facile d'apercevoir que ,J'un

des termes moyens, & le terme extrême fe liant entre eux

l'ordre de la fuite pouvoit être changé, fans que la loi cenat d'avoir
lieu, en écrivant les fept derniers termes dans l'ordre inverfe, ce
qui amenoit comme ci-deflus

~-t~'3''3'3' f'r
3, 4~ ï. '< 3. '< 3' t' 5

où rien n'arrête plus.
En générât, iorfqu'un terme extrême fe lie avec un terme

moyen, en écrivant dans Fordre inverfe tous les termes depuis
celui-ci exclufivement )ufqu'à ce terme extrême, on change la.

fuite fans changer la loi.
Au moyen de cela, il eft facile d'obtenir des fuites où les

deux termes extrêmes fe lient, ou, ce qui eu: la même chofe,,
des routes rentrantes fur eUes-mêmes telles font celles de i'articie
précédente

H eft facile auffi de lier deux fuites entre elles, puifqu'i! ne
s'agit que d'amener pour termes extrêmes dans l'une &: dans-

l'autre, des termes qui fe lient. le Mémoire de M. Euier,~

f~ précédemment..

( n. ) Des quatte fuites de i'~M~ !a première fe lie
C e c c



avec la quatrième, & par conséquent auffi, la féconde avec ta.

troinème. L'union faite, on a les deux fuites résultantes,

~it;2t~4.3!t~3~8<;78687~687~6cS~t,t,),2,7;8~6~,y,8,<8~,6,8,z,[,
4.;78678<!8~~68~;<it}j!t}t2~[i~
;2,t,~t,2,3,t,$,7,8,6,<7,8,6,8,6,8,7,t,),

qui font encore fy.métriques entj-ettes, & rentrantes fur elfes-

mêmes.
En les réumfiam, il faut avérer un peu la fymétne; mais fi;

par exemple, on intercale ia Seconde fuite entre les termes
& de la première, ladite totale demeure rentrante, &fatisfait

par confequent, à partir de telle cafe qu'on voudra.
figure ~<? de la trace du cavauer~ l'éclriquier,

par cette
(12..) Si l'on propofbit de difpofer un fil dans l'efpace, fuivant

une loi analogue à celle qui a lieu ici fur -le plan le procédé
feroit de ta même facilité.

Je fuppofe, par exemple que la queftion fe réduife à ranger
de fuite les foixante-quatre termes

t t t t 1'I ~t' '2 ~.t"
t t 2~t..< 't.tt

l1 je~"tttftttt ~4-

~tf'

dans un ordre te!, qu'il règne par-= tout cette loi entre les
nombres homologues de deux termes contigus, que les uns (les
Supérieurs, par exemple) diMèrent de ~deux unités; les autres
( par exemple les nombres latéraux ) dirrerent d'une unité, &
que les troinèmes ne diffèrent point. J'emploie la fymëtrie,d~
même que ci-denus.

Son (ymptôme eft ici, qu'en changeant ï en 4 2 en
y;~ f~ foit dans les nombres intérieurs, foit dans les Supérieurs;
foit dans les !atéraux, ou bien dans deux quelconques à la foisi
pu dans tous, i'expreinon tptatc refte la m.ême.



(i~.) Je cherche donc huit termes, entre iefquefs règne fa
loi prescrite,& qui foient teis, qu'en y faisant les différentes
transformations de l'article précèdent, il n'en rctu!te que des
termes nouveaux. Comme la manière'de procéder eu: parfaitement
analogue à ceiie du Problème ci-deflus je ne ferai qu'expofer
mon réfultat.

"i~3'4-3~
Je vois qu'elles & lient deux à deux, ta première avec Ta

ftxième, la (econde avec la quatrième, la Septième avec la cin-:
quième, & !a huitième avec la troifième.

'r 4- 3~ ~3' '4.' '3'
3~, 3~, 3~ '1, 3~,

?;. 3Î. '3. 4. ~3~~

qui (ont lymetriques &: rentrantes îur eUes-mêmes. J'obferve

~ue le fecond terme de la première & lie avec !e nxième 4~

delaïeconde, & par coniequent &uni~ le fecond de la t~'otuème,

Je trouve les huit fuites

.3 3 3y l'Y' ,+ 1.+ 34.~,3~
,3 ,3 ,4. ~4-~t' t' t'
~.3~<'L~3~

3 24. 4. 2'3'
,4' ,3 ,3i,
4~ 3't'~t*~4~3~

t 2:1. 4. 4. ) t ?

,X24,<L33 t 1 2'L~<
J'écris tes quatre nouveties fuites réfuifantes de cette liaison,

3 3 t 1 i q. q. 1. 3
3

1 t 2. q. q. a'3Î' 3~

2:2.3 t Ti~x~~3 tt~4'4~t2.



avec le dixième de la. quatrième. Je réunis ces fuites deux à
deux, ce qui me donne

44-1 t t 4- 4- 2 ~~t~4.4.! 1 t z i 4. 4.3~3~3~3~

Ces deux fuites font encore rentrantes fur eMes-mêmes, &

fymétriques entre eues: & comme le dernier terme 4~ delà

première (e lie avec te premier 3~ de la Seconde, & le dernier

de ceUe-ci, avec le premier de la première en les
réunifiant, j'ai une fuite totale, fymétrique &. rentrante, qui
Satisfait à la queftion propofee~

(i~) Pour fe repréfenter la forme décrite par cette fuite, on
pourroit difpoferquatre rangées de chacune quatre tiges verticales,
percées de quatre trous fur leur longueur, &. il faudroit paner le
ni dans ces trous: efpèce de conftiuc~ion qui peut convenir à
toutes fortes de cas.

( i ~.) Après avoh' fuppofë un fi! p!us ou moins tendu entredeux
points défignés, on peut fuppofer une toile plus ou moins tendue
entre trois ou ptufieurs fi!s défjgnes; on peut confidérer les ntx

eomme les arêtes d'une. furface, & les toiles comme fes dinërens
hèdres, & définir par-ià fa forme d'un corps. Je n'ajoute ceci que
pour mieux faire fëntir futilité &: l'étendue du travail à faire

en cette partie. Je me fuis livré à ce travail à différentes reprîtes
mais avant de communiquer ces recherches à i'Académie,.?
~ur voudrois un enfëmbie qu'elies n'ont point encore.








